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 مقدمة
 Stochastic Natureات الأخيررة لأمسةرة درا رة الطةة رةلقد أدى التطور الدريع في الدشو 

فرري يثيررر مررا معوارر ت مش كررر السذرر ال القراريررة السختباررة ةذررعل مرر م    لشدرر ة لسذرر ال 
 التكدس  الااتظ ر ةذعل خ ص.

ف" الشظريرة مس  تطبب أمسةة إكدار الط  ة الث اةة مرا يتر ب" م مقدمرة فري اسر صج الرراو   
  التطةيقم

 "الت لي  تختبف مذه الط  ة ما الط  ة الأ لى في  
  مثررل اسرر صج مرر ريوف فرري الط  ررة الأ لررى إضرر فة اسرر صج ةدلرردة لشسرر صج الررراوف

 . imbedded Markov modelsالزسشةة 
 . إض فة مدة أمثبة  تطةةق ت إض فةة 
  م . 0281ترويب الأخط ء السط عةة الواردة في الط  ة الأ لى  شة 

 
فرري الأاظسررة الخدمةررة أ   waiting queuesكرراوف الأاتظرر ر اثيررر مرر  اذرر مد 

مراارررز التحبيرررل أ  الةشررروك أ  فررري الإات ةةرررة مثرررل كررراوف الأاتظررر ر فررري السدتذررر ة ت أ  
 السط رات الجوية  ال حرية، ...... الخ.

لا يسثررل مذررعبة ة ةقررة إصا يرر ن مشرر ك تررواحن لرريا ترر خر ةرررول  كررف الأاتظرر ر 
الخدمررة ريررر مذرر ول  )أ  مرااررز  يررل مبررى الخدمررة   رريا الويررن الررذر يعررون فةرر  مريررزال س

 لكررا يسثررل كررف الأاتظرر ر مذررعبة ة ة ةررة تدررسي ةسذررعبة التكرردس  ةرر داء الخدمررة لب سرر ء.
congestion problem   في ة لرة الرشقف فري الس رر ض مرا الخدمرة مرا الطبرب مبي ر

 أ   وء إدارة الشظ م أ  ي مس  م ً .

 لةف الأاتظرر ر  التكرردس تكرر لةف ة مظررة يسرر   رروف اوضرر  صلرر  ة لتاررريل فرري  تكرر
 queueing systemsال ررر ب الأ ل. لرررذل  يررر ن مرررا الأمسةرررة درا رررة أاظسرررة الرررراوف 

 . اي ما كاوف الأاتظ ر  ةد ث تكدسالتي ت   )الأاظسة الخدمةة أ  الإات ةةة
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 Erlangم   إلرررلش   ت تةررر أ ل درا ررة مبسةررة لأاظسررة الررراوف الدرا ررة الترري يررد
، ثررت توالررن الدرا رر ت الشظريررة  التطةة ةررة لأاظسررة الررراوف السختباررة،  صلرر  8121 ررشة 

ل دف  كف  تحبيل أاظسة الراوف ثت تحدلد ية ةة تحدريا أداء مرذه الأاظسرة أ  التو رع 
 في  .

اظرية الراوف د ر م م في توكةف الأاظسة توكرةف يسري دييرق    لتر لي  تب ب 
ما خ ل قة س تر ثير مرذه الأ ر  ب مبرى  دل   ،لتكدسللأاتظ ر  ا  ب الح ة ةةتحدلد الأ  
   الشظ م.اا ة  أداء 

مررري فررررر مرررا فرررر ر اظريرررة الأةتسررر لات  queuing theory اظريرررة الرررراوف 
، ف ري تسثرل مجسومرة الشظرير ت branch of applied probability theoryالتطةة ةة 

ت ر اي مرا هر مرة الأاتظر ر  ة لدرا ة  التحبيل الأاظسة التي  الأ  ليب الأةتس لةة التي تتش  ل
  التكدس.

  تشقدت اس صج الراوف إلى"

  اس صج تحبيبةةanalytical models 
  مي ع  رة ما كة ر ت ري ضةة أ  إةر ئةة محددة تحن فر ض م يشة.

   اس صج تجريةةة )مدديةnumerical models 
 .simulation modelsة مثل اس صج السح ا ت تسد مبى التجر ة 

ررة رة الشسر صج الري ضرةة ل يجرب توافرمر  م دة في ة لة مردم تروافر الارر ض التري 
 أ  الإةر ئةة، أ  كة رت   تكون م قدة، في مذه الح لات تدتخدم الشس صج التجريةةة.

ا رتخدام الشسر صج  أدر التطور الكةير فري الح  ر  ت ايلةرة )الكسةيروتر  إلرى إمعر ن 
 التجريةةة ةعا ءة  مبى اط ق  ا ع،  الأ  ليب

 رروف ارررر فرري الألررواب الت لةررة الأرت رر   الوثيررق لرريا اظريررة الررراوف  ال سبةرر ت    
 التحبيرررل الإةرررر ئي   رررراة خ كرررة أخت ررر رات  stochastic processesال ذررروائةة 
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 parametric and nonparametric testsالار ض الإةرر ئةة الس بسةرة  ال م بسةرة 
 مشذ الخسديش ت في القررن الدر لق، equilibrium(Stability test) ت الا تقرار  اخت  را

يد أدر تطور اظريرة ال سبةر ت ال ذروائةة  التحبيرل الإةرر ئي إلرى التطرور الكةيرر فري اظريرة 
   .أيز ً  الراوف  تطةةق ت  

ت ةرة لبشقف الذدلد لبكت ة ت ال بسةة ة لسعت ة ال ر ةة، مس  دف شي إلى أمسةرة ي اظراً 
   .الط  ة الث اةة ما مذا الكت ب اذر 

اسرر صج الررراوف مررا الجرر اةيا الشظرررر  التطةةقرري  الستطب رر ت   تتشرر  ل مررذه الط  ررة
 الأ   ةة لدرا ت    تحبيب    ية ةة تحديا أدائ   أ  التو ع في  .

مت طر ب مرةبتري ال عر لوريوس  الدرا ر ت ال بةر  فري  الكت بسدت دفون ما مذا  ال
 يحترروى ...... الررخ ، الإيتررر د -الإدارة  –الري ضررة ت  –ت السختباررة )الإةررر ء التخرررر 

 "مذر ة ب ث ثةمبى  الكت ب

 التكدس  اظرية الراوفمذ ال تحن مشوان"  الأ لال  ب 
 خطورت ر   أمسةرة أ رتخدام اظريرة الرراوف مذ ال التكدس يتش  ل مذا ال  ب   

ةرررة لتطرررور اظريرررة الرررراوف فررري درا رررت    تحبيب ررر . يرررذل  يقررردم ر يرررة ت ريخ
 تطةةق ت ررر  ة لإضررر فة إلرررى د ر يرررل مرررا التحبيرررل الإةرررر ئي  أ ررر ليب الأمثبةرررة 

اظرية الراوف. يذل  يقدم مذا ال ر ب أمرت الستطب ر ت لدرا رة تطةةق ت ة لشد ة ل
 أاظسة الراوف.

 أ   ة تتحن مشوان"  الث ايال  ب 
 رر ليب السرت طررة لشسرر صج الشظريرر ت  الأ  ة ررأ أمررت الت ريارر ت مررذا ال رر ب   يقرردم

 الراوف السقدمة في مذا الكت ب.
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 ة أ ال سبة ت ال ذوائةةتحن مشوان"  الث لثال  ب 
ت ريف ال سبةة ال ذوائةة  أمت أاوار ال سبة ت السرت طرة ة اظسرة مذا ال  ب   يقدم

  مسبةر ت إلررلش   أمرت خرر ئف مرذه ال سبةر ت.الراوف مثل مسبة ت مر ريوف 
 ل   . مع تقديت ة أ الأمثبة

 معوا ت أاظسة الراوفتحن مشوان"  الراةعال  ب 
ت ريررف لشظرر م الرررف  الرررة ر ت الرمزيررة للأاظسررة السختباررة، مررذا ال رر ب   يقرردم

مررع تقررديت  اررذل  ة ررأ التوحي رر ت الأةتس لةررة لرر  أ معوارر ت أاظسررة الررراوف.
  التسريش ت.التطةة ةة   مدد ما الأمثبة 

 ة أ اس صج م ريوف لبراوفتحن مشوان"  سالخ مال  ب 
الراوف التي يدم   مر ريوف  ية ةرة أقرتق ي    أمرت متقررات ة أ اس صج مذا ال  ب   يقدم

الةرررام  الجرر مزة اارر ءة مررذه الأاظسررة السقدمررة، صلرر  ة لإضرر فة إلررى ية ةررة أ ررتخدام ةزمررة 
TORA  ل  ةدرر ب متقرررات يررذ لأاظسررةل رردد ال سرر ء فرري ا ي رر ت الأةتس لةررةفرري إيجرر د التوح

 مررع تقررديت ة ررأ الأمثبررة التطةة ةررة ل ررذه الأاظسررة اارر ءة الأاظسررة السقدمررة فرري مررذا ال رر ب.
    أ التسريش ت .

 توحيع حما الأاتظ ر في ة أ أاظسة م ريوفتحن مشوان"  الد دسال  ب 
ية ةررة أقررتق ق التوحيررع الأةتسرر لي لررزما أاتظرر ر ال سيررل فرري  يتشرر  ل مررذا ال رر ب 

  ة ل  أ أاظسة م ريوف الد لق تقديس   في ال  ب الخ مس.الرف ة لشد

 اس صج م ريوف الزسشةةتحن مشوان"  الد ةعال  ب 
 أقتق ق  (∞/∞/GD):(M/M/1) يقدم مذا ال  ب اسوصج م ريوف الزسشي  

التوحيع الاةتس لي السدتقر ل ردد ال سر ء فري الشظر م  متقررات يار ءة الشظر م 
 اذل  ة أ التطةةق ت
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 ة أ اس صج إلرلش  لبراوفتحن مشوان"  لث مااال  ب 
ة أ اسر صج إلررلش  لرراوف الأاتظر ر مرا الج ارب الشظررر فري مذا ال  ب   يقدم

كررة رة الشسرر صج  أقررتق ق متقرررات أداء الشظررر م، يررذل  مررا الج اررب التطةةقررري 
 .مبى الأاظسة السقدمةة أ الأمثبة التطةة ةة  تقديت

  لةدرا ة ةتحن مشوان"  ت  عالال  ب 
 السراةررل  الةة ارر ت السطبو ررة لةشرر ء اسرروصج الرررف السش  ررب يتشرر  ل مررذا ال رر ب 

الأخت رررر رات ال م بسةررررة للأ ررررتق ل ة ررررأ تقررررديت   ، السختباررررة لةشرررر ء الشسرررروصج
التوحي ر ت الأةتس لةرة  الخدمة ثت تقديت ية ةرة توفيرقحما  الأ تقرار لبسدخ ت   

، يرذل  السقدمرة قدلرات الإةرر ئةةبسدخ ت أ  أحمشة الخدمة ة  تخدام طرق التل
 أخت  رات ةودة التوفيق.

الأخت ررر رات ية ةرررة لشررر ء الشسررروصج   ةرررراء  أخيرررراً تقرررديت درا رررة ة لرررة لتوضرررة  
 .السطبو ة

 يتشر  ل الراوف الستت لةة )اس صج ر  رت ة ادون اس صج تحن مشوان"    قرالال  ب 
ت تقديت ة رأ اسر صج ر  ررت ة ادرون أاظسة الخدمة مبى مراةل متت لةة، ةيث لتمذا ال  ب 

  أ ب الأضرر فة لرر لبررراوف الستت لةررة، مررع تقررديت ة ررأ الأمثبررة التطةة ةررة ل ررذه الأاظسررة
 . التسريش ت      الأمثبة التطةة ةة

اسرر صج الررراوف الستت لةررة مررع ةررد ث رفررأ أ  تحررن مشرروان"  حرر در مذرررالال رر ب 
 توقف

لخدمررة ة ررأ ع ةررد ث رفررأ أاظسررة الخدمررة الستت لةررة مرر يتشرر  ل مررذا ال رر ب 
ال سرر ء أ  ةررد ث توقررف أةررد مرااررز الخدمررة فرري السرةبررة الأ لرري.  ية ةررة لشرر ء 

 الشس صج السش هرة في يل ة لة مع تقديت ة أ الأمثبة التطةة ةة ل ذه الأاظسة.
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 اس صج الراوف  أ  ليب الأمثبةةتحن مشوان"  ي مذرث االال  ب 
 ليب الأمثبةررة مثررل الأ رر ليب السختباررة ية ةررة أ ررتخدام أ رر يتشرر  ل مررذا ال رر ب 

لبةرمجة الري ضةة في تحدلد الستقرات السثبري لكار ءة الأاظسرة محرل الدرا رة أ  
لبحررول مبرى مبرى أفزرل تررسةت أ   فرى مراق رة   مشد ترسةت ة رأ الأاظسرة

 ةودة الخدمة  التحعت في   .

 أ بوب السح ا ة  أاظسة الراوفتحن مشوان"  مذر لثالث ال  ب 
تقديت أ بوب السح ا ة ي ةد الأ  ليب ال ددية لدرا رة  تحبيرل يتش  ل مذا ال  ب   

أاظسرررة الرررراوف الس قررردة أ  التررري لا لتررروفر في ررر  الذرررر   السطبو رررة لأقرررتق ق 
اس صج تحبيبةة.  يقدم مذا ال  ب طريقرة السوارن ير رلو فري لشر ء اسر صج السح ار ة 

 مع إمط ء ة أ الأمثبة التطةة ةة لذل .
لتطةيرق م ةق تتزسا ة رأ الستطب ر ت الرئةدرةة  1 الكت ب مددلتزسا اذل  

 متشومة ما السراةع ال ر ةة  الأةشةةة.ي ئسة ة لإض فة إلى  اس صج الراوف

لةش  ما  يجد الق رئ ال ر ي في مذا الكت ب أخيراً أرةو ما الله مز  ةل أن 
 هفي مذ  م ت إ  جد ما الستخرريا ال رب ما يقدم مدى أن ا لةش ت الةش ء،

 م.و ال ب

 والله  لى التوفيق

 

 ةالستلا       
 أ.د ما ف مبى ةدا الدش         

  الإةر ء أ ت ص ةحوث ال سبة ت                                                             

 ة م ة ةبوان –ابةة التج رة           

 0202أردطس               
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 Introduction                                        ( مقدمة1-1)
بطريقة مبدطة  مذاكل التكدس وأسبابها وخطهرتها تشاولإلى  يهدف هذا الباب

 في العديد من الأنظسة الخدمية أو الإنتاجية. ومختررة

التي  أنظسة الرفهفثم يقدم تعريف لشظرية الرفهف ودورها في دراسة وتحميل 
 .والتكدس الأنتظارتعاني من 

حيث تقدم الشظرية وصف لمدمهك الأحتسالي لمشظام وعشاصره، كذلك تقديم مؤشرات 
 .محل الدراسة الشظامقياس كفاءة 

 ( نقدم رؤية تاريخية عن تطهر نظرية الرفهف وتطبيقاتها.4-1في الفرل )

تطهر كبير في نظرية العسميات العذهائية وقد حدث  1291سشة ومشذ 
stochastic processes theory  وانعكس ذلك عمى تطهر نظرية الرفهف، كذلك تطهر

تطهير تطبيق نساذج الرفهف، لذلك في مسا انعكس أيزاً عمى أيزاً التحميل الإحرائي 
 خترار العلاقة بين نظرية الرفهف والأساليب الإحرائية.( نقدم بأ5-1الفرل )

 optimizationوحدث تطهر كبير في أساليب الأمثمية  1251كذلك مشذ عام 

techniques  مسا أدي إلى ربط نساذج الرفهف بهذه الأساليب لمهصهل إلى السؤشرات
أو  أو أستخدام هذه الأساليب عشد ترسيم أنظسة جديدة السثمي لكفاءة أنظسة الرفهف

 السراقبة والتحكم فى الأنظسة السهجهدة .

 لأمثمية.( نقدم العلاقة بين نظرية الرفهف وأساليب ا6-1لذلك في الفرل )
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 Congestion Problems                ( مذاكل التكجس       1-2)

 queues (waiting lines)في حياتنا اليؾمية كثيخ ما نذاىج صفؾف )طؾابيخ( الانتغار 
 مؽ المخاكد الخجمية أو الإنتاجية وفيما يمي سؾف نعظي بعض الأمثمة لحلػ:في كثيخ 

 ؾك،لاء عمى شبابيػ الخجمة في البنالعم انتغار (1)

جخاء التحاليل أو إجخاء أانتغار المخضي أمام العيادات الظبية في المدتذفيات أو  (2)
 ، ..... الخ.العمميات

أو تقجيؼ الميناء انتغار الدفؽ في المؾاني البحخية لحيؽ تفخيغيا أو شحنيا  (3)
كحلػ بالندبة لمظائخات بالمظارات التي يتؼ تدويجىا  لمخجمات التي تظمبيا.

 مظارات.بالخجمات في ال

 انتغار المؾاطنيؽ عمى محظات الأتؾبيدات، أو محظات القظارات، .... الخ. (4)

كحلػ في كثيخ مؽ مخاكد الإنتاج يتؼ انتغار وحجات الإنتاج في مخحمة أو أكثخ مؽ  (5)
كحلػ انتغار الؾحجات المنتجة ليتؼ  الإنتاج لمجخؾل عمى خظؾط الإنتاج،مخاحل 

 .نيا بالمخازن أو تخدي تؾزيعيا عمى مخاكد التدؾيق

لا يمثل مذكمة إذا كان متؾسط معجل أداء الانتغار  )طابؾر( والأمثمة الأخخى كثيخة، وصف
الخجمة، أو بعبارة أخخي تؾسط معجل وصؾل العملاء إلى مخكد)أو مخاكد( الخجمة أكبخ مؽ م

صفؾف الانتغار مؾجؾدة في الجول المتقجمة ولكؽ لؼ تدبب مذكمة نغخاً لأن زمؽ انتغار 
الخجمة بكفاءة بحيث لا تحجث  )أو مخاكد( العميل يكؾن صغيخ ججاً بالإضافة إلى إدارة مخكد

 تكجس. اكلمذ

بالرف فتخة  نتغار العميلأإذا كانت فتخة ولكؽ يكؾن صف الانتغار مذكمة حقيقية 
 نغاموصؾل عملاء ججد مما يؤدي إلى حجوث مذكمة تكجس داخل كبيخة بالإضافة إلى 

 الخجمة.
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 التكجس إلى الأسباب التالية:مذاكل تخجع عاىخة الانتغار و  وعادة

الظمب عمى الخجمة أكبخ مؽ المعخوض منيا، وبالتالي وجؾد عجم تؾازن بيؽ  -1
 .]4[ الظمب والعخض

حجث ت، ولكؽ منيا خوضقج يكؾن الظمب عمى الخجمة أقل مؽ أو يداوي المع -2
 الخجمة بكفاءة. نغامإدارة  التكجس نتيجة لعجممذكمة 

في حالة زيادة الظمب مؽ الخجمة عؽ المعخوض منيا وفي نفذ اقؼ المذكمة وتتف -3
 11[ مثلًا في المدتذفيات أو المؾانيالخجمة  نغامالؾقت عجم الكفاءة في إدارة 

،12 ،14[.  

الإنتاجية في  وأالخجمية  الأنغمةوتحجث ىحه المذاكل بذكل يؾمي تقخيباً في كثيخ مؽ 
 .الديئة والخظيخة الجول غيخ المتقجمة حتى أصبحت سمة مؽ سماتيا

 متمثمة في:لأن تكاليفيا باىغة والتكجس عاىخة خظيخة 

، ( أعلاه3التأخيخ في أداء الخجمة لمعميل، ومثال ذلػ في المثال )تكاليف غخامات  -1
تفخض الدفؽ عمى المؾانئ غخامات تجفع بالعملات الأجنبية عؽ كل ساعة  حيث

مما  بالمثل بالندبة لممظارات،، اأو تفخيغيا وشحني تأخيخ في أداء الخجمة لمدفينة
 الخجمة. نغامتمثل أعباء وإىجار لإيخادات 

أن مرخ خلال الدبعينات في القخن الدابق تكبجت ملاييؽ ومما ىؾ ججيخ بالحكخ 
الجولارات نتيجة دفع غخامات تأخيخ لانتغار وتكجس الدفؽ بميناء الإسكنجرية 

 .]4[والمؾانئ الأخخى 

مثال ذلػ انتغار  ينذأ عنو مؽ تكاليف غيخ مباشخة، إىجار وقت العملاء وما -2
( أو انتغار الأتؾبيدات أو القظارات 1العملاء في البنؾك في المثال أعلاه في )

 .(2) ،(1كما في المثال أعلاه في )
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فقج بعض المخضي لأرواحيؼ نتيجة انتغار معانة و قج يدبب الانتغار والتكجس  -3
( 2ية أو إجخاء تحاليل كما في مثال )فتخات طؾيمة في قؾائؼ انتغار عمميات طب

 .مما قج يؤدي إلى تعخض المخضى لمخظخ أعلاه

مثل انتذار الأمخاض،  كثيخة عاىخة الانتغار والتكجس عؾاىخ أخخي سمبيةتنذأ عؽ  -4
 والدخقات، .... الخ.

الانتغار والتكجس دراسة عممية  مذاكلمؽ الأىمية دراسة  ومما ذكخ أعلاه نجج
ؤدي تظبيقيا إلى معالجة يالتي  ات في ىحه الأنغمةالقخار  يلمناسبة لمتخحوتقجيؼ الحمؾل ا

 .اكلىحه المذوحل 

وتيتؼ نغخية الرفؾف بجراسة وتحميل الأنغمة التي تعاني مؽ الانتغار والتكجس، 
لنغام والعلاقات الاحتمالية امكؾنة العذؾائية في حيث تتحخى الدمؾك الاحتمالي لممتغيخات 

 بينيا. 

التي قجميا  1111عممية قجمت لجراسة أنغمة الرفؾف سنة دراسة وتعتبخ أول 
، ثؼ تؾالت بعج ذلػ العجيج مؽ الجراسات ليحه الأنغمة،  Erlang المينجس اليؾلنجي إيخلنج

 .[38]وفي الفرؾل التالية سؾف نتناول ذلػ بالتفريل 
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 Queueing Theory              ( نعخية الرفؽف            1-3)
، حيث نذخت 1091تعتبخ أول دراسة قجمت تتشاول مذكمة صفؽف الانتعار سشة 

أول دراسة لمعلاقة بيؼ أزمشة الانتعار لسكالسات التميفؽنات وعجد السكالسات التميفؽنية 
waiting time and number of calls  [76]في مجمة  1019سشة  نذخىاثػ أعيج :

"Post office Electrical Engineers Journal, London" ،  الجراسو ىحهورغػ أن 
تعتبخ أول مقالة في دراسة مذكمة الانتعار، لكؼ الأسمؽب الحي تشاولتو السقالة لػ يكؼ 

 .mathematically exact دقيق رياضيا  أسمؽب 
فؽف ىي الجراسة التي الر أنعسةولكؼ تعتبخ أول دراسة عمسية رياضية لجراسة 

مؼ التفريل في  ء، كسا سؽف نؽضح ذلغ بذي[38] 1090سشة  Erlangقجميا العالػ 
 الفرل التالي.

 branch ofونعخية الرفؽف ىي فخع مؼ فخوع نعخية الاحتسالات التطبيقية 

applied probability [22]،  ىي عبارة عؼ مجسؽعة الشعخيات فشعخية الرفؽف
لية التي تتشاول بالجراسة والتحميل الأنعسة التي تعاني مؼ ظاىخة الانتعار والأساليب الاحتسا

 والتكجس.
لأنتعار حيث تمعب نعخية الرفؽف دورا  بارز  في تحجيج الأسباب الحقيقية ل

حرؽل  ستخجاميا تحقيق التؽازن بيؼ تأخيخأم السؤشخات التي يسكؼ ب. كحلغ تقجلتكجسوا
العسيل عمى الخجمة مؼ ناحية وبيؼ الؽقت الحي يكؽن فيو مخكد الخجمة )أو مخاكد( الخجمة 

 .26]،  4[خالية غيخ مدتغمو 
تيتػ نعخية الرفؽف بجراسة الدمؽك الأحتسالي لسكؽنات الشعام كحلغ دراسة و 

 العلاقات الأحتسالية بيؼ مكؽنات الشعام أيزا .
م العجيج مؼ أنعسة الرفؽف السختمفة وتحميميا وفي الأبؽاب التالية سؽف نقج

وتقجيػ أىػ مؤشخات كفاءتيا مع تقجيػ كيفية أستخجام أساليب الأمثمية لمؽصؽل إلى أفزل 
 مؤشخات مسكشة مؼ وجيو نعخ متخح القخار.
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 A Historical Perspective                 ( رؤية تاريخية    1-4)
 1191سشة  Erlangوكسا ذكخنا في الفرل الدابق أن العالم السيشجس اليهلشجي 

 The Theory"أول من قجم دراسة لشظخية الرفهف بأسمهب رياضي دقيق تحت عشهان 

of Probabilities and Telephone Conversations" قجم العلاقة بين ، حيث
حيث أعتبخ أن عجد السكالسات التي وعجد خطهط الاترال الستاحة، مدتهي تقجيم الخجمة 

 Poissonمتغيخ عذهائي يتبع تهزيع بهاسهن  خلال فتخة معيشة ترل إلى الدشتخال

distribution  وبالتالي تكهن الفتخة بين وصهل مكالستين متتاليتين تسثل متغيخ عذهائي(
(، ثم قجم ججاول ىشجسية يسكن Exponential distribution [24]زيع الأسي يتبع الته 

 .[65]ستخجاميا تحجيج كفاءة الشظام وتمي ذلك تقجيسو لأول نسهذج رياضي لمرفهف بأ

ثم تهالت الأبحاث  بجراسة إيخلشج، 1191لرفهف من سشة لحلك يؤرخ لشظخية ا
خــــــلال الفتـــــخة ة )ـــام التاليـــالعذخين ع لالـــة الرفهف خــجميا إيخلشج في دراســالتي ق
أىم السفاهيم الأساسية والأساليب السختبطة بالاستقخار قجم خلاليا فقج (، 1119-1199

 An the"وبرفة خاصة مقالتو تحت عشهان:  statistical equilibriumالإحرائي 

Rational Determination of The Number of Circuits"شاول فييا ، حيث ت
 .optimization problem [52]نظام الرف كسذكمة أمثمية 

( 1199-1199خلال الفتخةفتخة عسل وأىتسام إيخلشج بشظخية الرفهف )وفي خلال 
حيث قجم أول كتاب  1191سشة  Fryقجم آخخين عجيج من الجراسات أيزاً، ومن أمثمتيم 

 Probability and it's"اليشجسية تحت عشهان: للاحتسالات والاستخجامات 

Engineering Uses"  حيث أحتهى الكتاب عمى ىشجسة التميفهنات ،telephone 

engineering ،حتسالي لمشساذج السدتخجمة والتي يطمق تشاول الكتاب أول أساس أ ثم
قجم الرياغة  كحلك birth and death processesعمييا حالياً بعسميات السيلاد والهفاة 

 .traffic process [37]السخور الخياضية لعسمية 
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في  رئيذ قدم ىشجسة التميفهنات Bählerالعالم تم تعين  1199وفي سشة 
مسا أدى إلى أن تربح نظخية السخور  Delft Technological Universityجامعة 

traffic Theory أدى إلى تطهيخ  وبالتاليجسين الاترالات في ىهلشجا، جدء تعميسي لسيش
 .telecommunication [78]ت عن بعج صشاعات الاترالا

( قجمت معظم الشظخيات 1199-1199خلال الفتخة وأثشاء العذخين سشة التالية )
نساذج الرفهف لتربح أكثخ تعسيساً وأكثخ استخجاماً في وصف وتحميل التي أدت إلى تطهيخ 

لخاصة بشظخية وخلال ىحه الفتخة كانت معظم الجراسات اوتحميل العجيج من الأنظسة السعقجة. 
تراليم بيشجسة التميفهنات، فقط وأ Scientistsالرفهف وتطبيقاتيا يقترخ عمى العمسين 

 ومن أىم العمساء في ىحه الفتخة:

  قجمPalm  العجيج من السقالات في تطبيق نظخية العسميات العذهائيةstochastic 

processes قط في تطهيخ أنظسة الرفهف، وكان من أىم ما قجمو مفيهم ن
 .regeneration pointsالانبعاث )التججيج( 

  كحلك قجمPollazek  الشظخية الجالية الأساليب  1149سشةfunction 

theoretical techniques  والسعادلات التكاممية الذاذةsingular integral 

equations  في تحميل الرفهفqueueing analysis.  

تعتبخ تقخيب لمظهاىخ  mathematical modelingونظخاً لأن الشسحجة الخياضية 
العذهائية، ولكن الشساذج الإحرائية تكهن أكثخ واقعية في التعبيخ عن الظهاىخ العذهائية، 

أول أسمهب  1199، 1191سشة  Kendall( قجم 1199-1199لحلك خلال الفتخة )
 imbedded زسشيةسمدمة ماركهف العشجما قجم  probabilistic approachاحتسالي 

Markov chain صياغة ستخجام ىحه الدمدمة أمكشو وبأform  عسميات الطابهر في
 . (M/G/1)وفي الباب الدابع سهف نقجم .G/M( ،)S/M/1G( [57]/1(الأنظسة 
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في تحميل أنظسة  renewal theoryنظخية التججيج ستخجام أ ىحا بالإضافة إلى
سة الرفهف ظتحميل أن أكتسلات يالرفهف خلال فتخة الدتيشات. وفي نياية الدتيش

 ,Crommelin, Fellerالأساسية. ومن أىم الحين ساىسها في ىحه الفتخة أيزاً كل من: 

Jensen, Khintchine, Kolmogorov, Syski, Saaty [80]. 

نساذج الرفهف الستتالية  Robart Jacksonم قجخلال الخسديشات والدتيشيات و 
ة الرفهف أداة فعالة في ترسيم وتحميل وشبكات الرفهف مسا أدى إلى أن أصبحت نظخي

 .[50-47]أنظسة الحاسب 

ونتيجة لمثهرة التكشهلهجية التي بجأت أثشاء وبعج الحخب العالسية الثانية والتطهر 
دخيع لشظخية الرفهف وتطبيقاتيا   التطهر المسا أدى إلى  الدخيع لشظخية العسميات العذهائية

اذج الرفهف وتطبيقاتيا تسثل جدء ىام في بحهث نسأيزاً. وبدخعة بجأت  [76 ,78 ,53]
 العسميات والعمهم الإدارية أيزاً. ومن اىم الكتاب الحين قجمها العجيج من السخاجع لمشظخية: 

Courtios (1977), Kelly (1979), Sauer (1981)k Lavenbery (1983), 

Kiessler & Disney (1987), Molloy (1989), Perros (1994), Pyolle & 

Gelenber (1998), …… etc. 
ونظخاً لمتطهر الكبيخ في الحاسبات )الكسبيهتخ( من حيث الدخعة وسعة التخدين 

مثل السحاكاة  numerical techniquesمسا أدى إلى أستخجام الأساليب العجدية 
simulation أو التي لا تتهافخ فييا شخوط  في دراسة وتحميل أنظسة الرفهف السعقجة

 .لتحميميةالشساذج ا

حتى الآن لعبت تكشهلهجيا السعمهمات الحجيثة  في العقهد الأخيخة من القخن الدابقف
modern information technology  ،وتعتبخ نظخية دور ىام في حياتشا برفة عامة

لبشاء وتقييم وتحميل  mathematical toolالرفهف واحجة من أكثخ الأدوات الخياضية 
تسثل ىحه  حيث infocommunication networksاتية شبكات الاترال السعمهم

 .[100 ,95 ,92]السعقجة الرفهف الذبكات واحجة من أكثخ أنظسة 
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ونظخاً لأن اليجف الشيائي )السطمق( لتحميل أنظسة الرفهف ىه: "فيم سمهك 
والقخارات  informationبحيث يسكن تقجيم السعمهمات  داخل الشظام ةعذهائيالعسميات ال

 مقائسين عمى إدارة الأنظسة".الفطشة ل

 بكفاءة يتطمب ذلك:ولجراسة وتطبيق نظخية الرفهف 

  دراسة مكهنات أنظسة الرفهف والدمهك الأحتسالي لكل مكهن والعلاقات بين ىحه
. وفي الفرل التالي سهف نقجم باخترار [73 ,22 ,17]السكهنات دراسة إحرائية 

 ل تطبيق نظخية الرفهف.مخاحل الجراسة الإحرائية لأنظسة الرفهف قب

  أستخجام أساليب الأمثميةoptimization techniques  خاصة أساليب وبرفة
 والسخاقبة في الترسيم mathematical programmingالبخمجة الخياضية 

design and control  الأمثل سدتهى ال إلىلأنظسة الرفهف، كحلك الهصهل
 .[89 ,85 ,77]الشظام العسل ب لإنجاز

( نقجم بإخترار دور أساليب الأمثمية في إتخاذ القخارات 6-1في الفرل )لحلك 
أما بالشدبة لأنظسة الرفهف التي لا تتهفخ فييا الذخوط التي السثمي لأنظسة الرفهف. 

مثل الإستقخار والإستقلال، ..... الخ. ففي ىحه الحالات  التحميمية الرفهف نساذجتتطمبيا 
أو  simulation technique أسمهب السحاكاة ة مثليتم أستخجام الأساليب العجدي

لجراستيا وتحميميا وبرفة  nonparameteric techniqueالأساليب غيخ السعمسية 
 .,46 ,63 ,64 ,61 ,78] 19[ الأكثخ تعقيجاً خاصة الأنظسة 
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 ( نغرية الرفؾف والأساليب والإحرائية1-5)
Queueing Theory and Statistical Techniques 

 descriptive and analytical statisticsتلعب الإحراء الؾصفي والتحليلي 
دور بالغ الأىسية في تظبيق نغرية الرفؾف. فيدبق تظبيق نغرية الرفؾف السرور 

 الأساليب الإحرائية السختلفة والسؾضحة بالذكل التالي بالسراحل التالية التي تدتخدم فييا
]7 [105, 104, 56, 55, 54,. 

 السراحل الإحرائية الدابقة لتظبيق نغرية الرفؾف(: 1-1شكل )
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 collection of dataجسع البيانات : المرحلة الأولي

 وجسع بيانتيا يتؼ فييا تحليل الشغام وتحديد الستغيرات السظلؾبة في تظبيق نغرية الرفؾف
 :ومؽ ىذه الستغيرات ما يلي

 خدمة العسيل في الشغام، )زمؽ( وقت 
 الزمشية بيؽ وصؾل عسيليؽ متتالييؽ للشغام، الفترات 

 في الانتغار، الفترات الزمشية التي يقزييا العسلاء 

  الشغام.ؽ على التؾالي بعد إنياء خدمتيؼ في الزمشية بيؽ خروج عسيليالفترات 

 ة يتؼ:وفي ىذه السرحل
 دراسة الستغيرات.فييا اختيار الفترات التي يتؼ  -1
 تحديد حجؼ العيشات السختلفة وأسلؾب سحبيا. -2

حداب مؤشرات السؾضع مثل الستؾسط والتذتت مثل التبايؽ، كذلػ حداب مؤشرات  -3
 .بالشدبة لكل متغير على حده التفرطح والإلتؾاء أيزا  

 tests for stationary in timeرار ستق: اختبارات الأالمرحلة الثانية

البيانات التي تؼ جسعيا خلال الفترات الزمشية الدابق تحديدىا تسثل بيانات لعسليات 
وبالتالي لابد مؽ تحديد العسليات السدتقرة  stochastic processesعذؾائية 

stationary  وغير السدتقرةnonstationaryرار مثل ستق. وتؾجد اختبارات مختلفة للأ
Mann-Whitney-Wilcoxon Test. 

رار ستقمعالجة شاملة لاختبارات الأ Cox and Lewisقدم كل مؽ  1611وفي سشة 
 .[23 ,24]للعسليات العذؾائية 

 tests for independenceلال ستق: اختبارات الأالمرحلة الثالثة
بالشدبة للستغير الؾاحد فسثلا   عؽ بعزيا السذاىدات قيؼ لالأستقأ(  ىشا يعشي:لال ستقوالأ

 .أستقلال السذاىدات لزمؽ خدمة العسلاءاختبار 
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مثل عدد العسلاء الذيؽ  لال الستغيرات التي تسثل عشرر معيؽ في الشغامأستق ( ب
ويكؾن لكل مشيا عؽ بعزيا  يرلؾن إلى الشغام في الؾحدات الزمشية السختلفة

عؽ بعزيا  العسلاءالزمشية لخدمة  اتالفتر لال أستق أيزا   نفس التؾزيع، ومثال ذلػ
 البعض وىل لكل مشيا نفس التؾزيع الاحتسالي أم لا.

لال عدد أستقلال الستغيرات التي تسثل عشاصر الشغام عؽ بعزيا، مثال ذلػ أستقج( 
العسلاء الذيؽ يرلؾن للشغام في طلب الخدمة عؽ أزمشة خدمة ىؤلاء العسلاء في 

 مركز الخدمة.
لال ستقمثل الاختبارات اللامعلسية في دراسة الأللبشؾد أعلاه متعددة  وتؾجد اختبارات

[61, 57]. 

 fitting the probabilityتؾفيق التؾزيعات الاحتسالية:المرحلة الرابعة

distributions  
مؽ السرحلة الأولي يتؼ رسؼ السشحشيات التكرارية الشدبية لكل  -1في ىذه السرحلة يتؼ: 

 السختلفة. متغير خلال الفترات
معلسات  ثل كل متغير في الفترات السختلفة، وتقديرسي الذيحتسالي تؾفيق التؾزيع الأ -2

parameters ستخدام طرق التقدير الإحرائية السشاسبة )مثل طريقة التؾزيع بأ
 .[56-54 ,74]الأمكان الأعغؼ أو السربعات الرغري( 

  distribution selectionاختيار التؾزيع  :المرحلة الخامسة

تؼ حديد التؾزيع الأحتسالى لكل عشرر  مؽ السرحلة الدابقة  أنوفشجد  شاعر لشغام الرفسلا
مؽ عشاصر  الشغام العذؾائية , ووفقا لدلػ يتؼ تحديد نسؾدج الرف السشاعر ليده 

 .السكؾنات 

سؾف نقدم دراسة حالة نؾضح فييا كيفية تشفيذ السراحل  الباب الثامؽوفي 
 دابقة.السختلفة ال



 

 
 

 مشاكم انتكدس ونظرية انصفوف: الأولانباب           نظرية انصفوف وأسانية الأمثهية      ( 1-6)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 11 - 

 ( نعخية الرفؽف وأساليب الأمثميو1-6)
Queueing Theory and Optimization Techniques 

 أن نعخية الرفؽف ىي جسيع الشعخيات (3-1) وكسا ذكخنا سابقاً في الفرل
والأساليب التي تقؽم بؽصف وتحميل أنعسة الرفؽف السختمفة واستخخاج مؤشخات ترف 

التكجس أو تحقيق تؽازن بيؼ معجل  الأنتعار أو لجةكفاءة الشعام. ولكؼ لػ تقجم كيفية معا
ستخجاميا مة أو تقجيػ الؽسائل التي يسكؼ بأوصؽل العسلاء لمخجمة ومعجل أداء الخج

 لستخح القخار. السسكشة الؽصؽل بالشعام إلى وضع أفزل وتقجيػ البجائل
 ،ستخجام أساليب الأمثميوأة الرفؽف ولحلغ كان مؼ الزخوري بعج تطبيق نعخي

مثمية في تحجيج عجد الجوائخ السثمي أستخجم فكخة الأأول مؼ  1291سشة  Erlangويعتبخ 
 .[40 ,38] ولكؼ حجد ىحا العجد مؼ خلال عسل ججاول ورسؽمات بيانية

ية ومع التطؽر الععيػ في الحاسب بعج الحخب العالسية الثان 1291ومشح سشة 
 الأمثميو إلى تطؽيخ وتطبيق أساليب عمى نطاق واسع أدي الآلي )الكسبيؽتخ( وأستخجامو

وعادةً تدتخجم أساليب  شعخية الرفؽف.ل وكان مؼ أىػ تطبيقاتيا التطبيقعمى نطاق واسع 
 :بالشدبة لأنعسة الرفؽف فيسا يميالأمثمية 
، ففي performance measuresاز ــــخات الإنجـــــي لسؤشــــػ السثمــــــج القيـــجيـــ: تحأولاً
دراسة لتحجيج العجد الأمثل لمسؽظفيؼ في مخاكد الخجمة  Brighamقجم  1299سشة 

تحجيج العجد الأمثل  Morseقجم  1291. وفي سشة [73 ,69]بأحجي شخكات الطيخان 
بحيث يتحقق التؽازن بيؼ تكمفة  (FCFs/N/(:)M/M/1الإنتعار لمشعام ) لأماكؼ

، ثػ تؽالت في ىحا الشطاق العجيج مؼ الأبحاث ,81] 1[ الخجمة وتكمفة رفض خجمة العسيل
[25, 27, 28]. 

 & designومخاقبة أنعسة : يسكؼ أستخجام أساليب الأمثمية في ترسيػ ثانيااً

control systems  مثل لسخاكد العجيج مؼ الجراسات لتحجيج العجد الأالرفؽف، وقجمت
 الخجمة في الأنعسة التي يتػ إنذاءىا وكحلغ مخاقبة أداء ىحه الأنعسة.
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 سؽف نقجم كيفية أستخجام أساليب الأمثمية في تحجيجي عذخ ثانالباب الوفي 
 .ججيجة ةيخجم أنعسةعشج أنذأ  أوالسؤشخات السثمي لبعض الأنعسة، 

ثمية )البخمجة الخياضية( مسؽف نقجم تطبيقات لبعض أساليب الأوفي ىحا الكتاب 
يػ لسذاكل التكجس أو كيفية تحقيق التؽازن في الشعام أو كيفية الؽصؽل بالشعام في تقي

 لؽضع أفزل.

لستخح القخار يجب  مثمي مسا سبق يتزح أن تطبيق نعخية الرفؽف وتقجيػ حمؽل
أساليب ثػ تمي تطبيق نعخية الرفؽف تطبيق أن تدبقو مخحمة تطبيق الأساليب الإحرائية 

 .الأمثمية
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 Exercises( تمرينات                                        1-7)
مع  -( أمام العبارة الخاطئة×( أمام العبارة الرحيحة أو علامة )√ضع علامة ) (1-1)

 ذكر الدبب:

 .1999سنة  Kendalدراسة رياضية لمذاكل الرفهف هه أول من قدم  -1

 ج.أول من قدم دراسة رياضية لمذاكل الرفهف هه إيرلن -2

 نغرية الرفهف علاج مباشر لمذاكل التكدس. ظبيقت -3

 تقدم نغرية الرفهف وصف وتحميل أنغمة الرفهف. -4

 تظهر نغرية الرفهف مرتبط بتظهر الأساليب الإحرائية. -5

 تدتخدم أساليب الأمثمية في مرحمة تالية لتظبيق نغرية الرفهف. -6

 .تدتخدم أساليب الأمثمية في مرحمة سابقة لتظبيق نغرية الرفهف -7

 يل البيانات.تظبيق نغرية الرفهف تهافر وتحمظمب يت -8

 تظبيق نغرية الرفهف استخدام الاختبارات الإحرائية.يتظمب  -9

 تظهر نغرية الرفهف بتظهر نغرية الاحتمالات. ارتبط -19

 ما هي نغرية الرفهف؟ (1-2)

 تكمم باخترار عن خظهرة مذاكل التكدس وتكاليفها. (1-3)

 هل التكدس يرجع فقط لنقص الإمكانيات في تقديم الخدمة؟ (1-4)

 في تظهير نغرية الرفهف؟ Kendallما هه دور ( 1-5)

 ما دور أساليب الأمثمية في تظبيق نغرية الرفهف؟( 1-6)



 

 
 

 مشاكم انتكدس ونظرية انصفوف: الأولانباب                                                تمرينات( 1-7)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 33 - 

 جهد عاهرة التكدس في بعض الأنغمة الخدمية أو الإنتاجية.ما هي أسباب و  (1-7)

أعظى بعض الأمثمة لرفهف الإنتغار التي تؤدي إلى حدوث غرامات لمتأخير في  (1-8)
 أداء الخدمة أو حدوث مخاطرة نتيجة للإنتغار.

 عن دور نغرية الرفهف بالندبة لمذاكل التكدس.تكمم بأخترار  (9 -1)

 أول من قدم دراسة عممية لأنغمة الرفهف. Saatyيعتبر  (1-19)

 نغرية الرفهف حمهل لمذاكل التكدس؟هل تقدم  (1-11)

تكمم بأخترار عن المراحل الإحرائية المظمهب المرور بها قبل تظبيق نغرية  (1-12)
 الرفهف.

 الرياضية في تظبيق نغرية الرفهف؟ هل يمكن أستخدام أساليب البرمجة (1-13)

 ترار عن دور العمميات العذهائية في دراسة وتظبيق نغرية الرفهف.تكمم بأخ (1-14)

 فهف عمى العمميين والمهندسين فقط؟هل يقترر تظبيق نغرية الر (1-15)

 تكمم بأخترار عن دور نغرية الرفهف في بناء وتظهير شبكات المعمهمات. (1-16)

 تكمم بأخترار عن الأختبارات الإحرائية اللامعممية. (1-17)

 نغرية الرفهف بدون أستخدام الأساليب الإحرائية؟هل يمكن تظبيق ( 1-18)

ما هي الذروط الهاجب تهافرها في عناصر نغام الرفهف حتى يمكن صياغة ( 1-19)
 نمهذج تحميمي؟

 ما هه دور أساليب الأمثمية بالندبة لنغرية الرفهف؟( 1-29)
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 Introduction                                         ( مقدمة2-1)
الجيد  الإلطاموتطبيقاتها  queuing theoryتتطلب دراسة نظرية الصفهف 

 probabilitiesببعض التعريفات والظظريات والطفاهيم الأساسية لظظرية الاحتطالات 

theory. 

ت التي يتم أستخدامها في الأبهاب قدم أهم التعريفافي الفصل التالي سهف نلذلك 
قدم بعض الخ، كذلك نالتالية مثل: الدالة الطهلدة للعزوم، الدالة الطهلدة للأحتطالات، ... 

 .أيضا   في هذا الفصل التي تعتبر من متطلبات دراسة الصفهف الهامة الظظريات

 bivariate probabilityنقدم التهزيع الأحتطالي الثظائي  (3-2وفي الفصل )

distribution .وأهم خصائصه وتطبيقاته 

حيث تعتبر  Laplace transform( نقدم تحهيله لابلاس 4-2وفي الفصل )
شتقاق بعض نطاذج الصفهف التي سهف من أهم الأدوات التي تدتخدم في إتحهيله لابلاس 

 تقدم في الأبهاب التالية.

 الأحتطالية نقدم تهزيع إيرلظج الذي يعتبر من أهم التهزيعات( 5-2وفي الفصل )
، حيث يعتطد على هذا التهزيع نطاذج الصفهف في لبعض مكهنات بعض أنظطة الصفهف

 .ثامنالباب ال

 differential( معادلات الفروق التفاضلية 6-2)ثم نقدم في الفصل 

difference equations  ،حل الطعادلات ليب حيث تعتبر أساوبعض أساليب حلها
الأبهاب التي سهف تقدم في  من الأساليب الهامة في إشتقاق نطاذج الصفهفالتفاضلية 

 .التالية

 هذا بالإضافة إلى تقديم مجطهعة متظهعة من التطريظات.
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 Definitions and Theorems           ( تعخيفات ونغخيات    2-2)

في  في ىحا الفرل سؾف نقجم بعض أىؼ التعخيفات والشغخيات الأساسية
 .في ىحا الكتاب التي سؾف تدتخجم في ىحا الباب والأبؾاب التالية الأحتسالات

 : [72 ,24]أولًا: التعخيفات
n,...,2,1iبحيث  iaقيقية : إذا فخضشا الأعجاد الح(1-2تعريف )   فإن الجالة

)S(A  تدسى الجالة السؾلجةgenerating function (g.f.)  للأعجادia :بحيث 

(2.1)    00

0r

r
r

2
210 sSs-   ,    S .......S S )S(A aaaa  





 

 متغيخ حقيقي. Sحيث 

باستخجام الجالة السؾلجة وذلػ بإجخاء التفاضل  raويسكؽ الحرؾل عمى أى عجد 
0Sعشج  r (!r)والقدسة عمى مزخوب  S(A(( لمجالة rمؽ التختيب )  أو بعبارة ،

 أخخى:

(2.2         )                     
0S

r

r

r
S d

)S(Ad

! r

1
a











 

 متغيخ عذؾائي متقظع غيخ سالب بحيث: X: إذا فخضشا أن (2-2تعريف )

(2.3     )       0,1,2,...r    ,          p)r(P rr X  
 :حيث

(2.4                 )                            1p
0r

r 




 

 ، فإن:Xf)(، بجالة كثافة أحتسال غيخ الدالب X وفي حالة الستغيخ السترل

(2.5       )                               1d  )(
0

XXf 
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,، rP الأحتسالات فإذا أعتبخنا . . . .2,1,0r تداوى العشاصخra ،  فإن الجالة
 probability generatingتسالات السؾلجة في ىحه الحالة تدسى بالجالة السؾلجة للأح

function ( ويذيخ ليا بالخمدp.g.f. وسؾف نخمد ليا بالخمد ،))S(P  وأحياناً تدسىS-

transform اليشجسية أو التحؾيمو geometric transform:حيث ، 

(2.6 )              





0r

r

r

2

210 S P.........S PS PP)S(P 

 ( نجج أن:2.6ومؽ تعخيف )

(2.7)                                        
0S

k

k

k
S d

)S(Pd

! k

1
P )i











 

 كحلػ نجج أن:

(2.8 )                          )S(PS )i(P)S(E )ii
0i

i

r

x
X 





 

(2.9  )    1S1     ,        S P i)S(P
S d

P(S) d
 )iii

1i

1i

i  




\ 

(2.10  )                               )1S(P)(E X  \ 

                        1S1     ,        S P )1i( i)S(P )iiv
2i

2i

i 




\\ 

 
(2.11      )            )1S(PP )1i( i)]1([E

2i

iXX  




\\ 

 

        )1S(P)1S(P)(E)1(EE XXXX ][)( 2  \\\ 
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222 ][)( )1S(P)1S(P)1S(P)](E[E)(Var )iv XXX  \\\\ 
(2.12) 

(2.13  )1,2,...i   ,   
S d

)S(P d
)1i)......(2)(1(E )v

1S

i

i

}{ XXXX 



 

 حيث: S(M(فإن الجالة  متغيخ عذؾائي متقظع X: إذا كان (3-2تعريف )

(2.14 ) 0s  ,  sS-s   ,     )(PP )(E)S(M 000

0i

i

xss ixs eee  




 

متغيخ  X. وإذا كان moment generating functionتدسى بالجالة السؾلجة لمعدوم 
 مترل فإن:

(2.15  )                    )(Pd   )( )(E)S(M
xss xxs efee XX  





 

تكؾن مترمة وقابمة لمتفاضل  S(M(فإن  existsمؾجؾدة  M)S(وإذا كانت الجالة 
 بحيث: Sبالشدبة لـ 

(2.16 )                                         
0S

r

r

r

r

S d

)S(M d
)(E X



 \ 

S(M(E)(وبسا أن 
xse  ( يسكؽ كتابتيا (1)وباستخجام مفكؾك تيمؾر )أنغخ ممحق رقؼ

 عمى الشحؾ التالي:

(2.17)                                                                S  

.......S S 1

.}..........)S ()S (S 1E)S(M

0i

i

i

2

21

32

 
!

1

 ! 2
1

! 3
1

! 2
1

 i
    

XXX{












\

\\ 
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)(وبالتالي فإن معامل  ! rS
r \يداوى  S(M(في الجالة  /

r :أو بعبارة أخخى 

)( r

r XE \ 

بجالة  Poissonمتغيخ عذؾائي يتبع تؾزيع بؾاسؾن  Xإذا كان : (1-2مثال )
 أحتسال

0,1,2,....i       ,        
! i

 
)i(PP

i

ri

e
X 






 

 .Xأوجج الجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ  -1السظمؾب: 

 بأستخجام الجالة السؾلجة للأحتسالات أوجج: -2
}{ )3)(2)(1(E )iii   ,   )(Var )ii   ,   )(E )i XXXXXX  

 .S(M(أوجج الجالة السؾلجة لمعدوم  -3

 أوجج: S(M(بأستخجام  -4
\\\
321  )iii      ,      )ii      ,      )i  

 بسا أن -1: الحل

(2.18 )  )1( 

000 ! 

) (
 

! 

 
 )( 














  S

i

i

i

i
i

i

i

i ee
e

i

S
S

i
SPSP 

  

 بسا أن: -2

               





1S

)1S( 

1S

1 e 
S d

)S(P d
)(E )i X

\ 

                                   22
)](E[E)(Var )ii XXX )(  

 وبسا أن:

    




      

)1S(P)1S(P)(E)1(EE

2

2
XXXX ][)( \\\
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 22
)(Var X 

4

1S

4

4

S d

)S(P d
)3)(2)(1(E )iii }{ XXXX 



 

 سؾلجة لمعدومالجالة ال -3

)1se(e
)e(

e
e

ee
0x

XS

0x

X
XSXS

! x

 

! x

 
)(E)S(M










 










 

 ( نجج أن:2.16ومؽ )

0S

r

r
r

r
S d

)S(M d
)(E X



 \ 

 :بالتالي فإن

           






0S

)(S

0S

1

seee   
S d

)S(M d
)(E X

\ 

    












2

0S

S)(S

)(S)(S 22

0S

2

2

2

2

)1(1   

    
S d

)S(M d
)(E

}e{ee

eeee

se

se se 
X

\

 

(2.19)                                                      ])1([

)1 ( 

S d

)S(M d
)(E

2

0S

)(2S)(

0S

3

3

3

3

}{ s2ses2se eee

X
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 بحيث: S(C(متغيخ عذؾائي والجالة  X: إذا كان (4-2تعريف )

(2.20  )                 1-i          ,           )(E)S(C
X S ie  

                     
x

r

X S 
)(P X

ie 

 متغيخ متقظع Xإذا كان 

                   




 XX d  )(f 
X S ie 

 متغيخ مترل. Xإذا كان 

وتعتبخ  characteristic functionتدسى الجالة السسيدة  S(C(فإن الجالة 
 .Sبـ   iSعشج استبجال S(C(حالة خاصة مؽ الجالة السسيدة  M)S(الجالة السؾلجة لمعدوم 

 مؽ العلاقة التالية:وبالتالي يسكؽ أشتقاق العدوم مؽ الجالة السسيدة 

(2.21)                        
0S

r

r
rr

r
S d

)S(C d
 )i()(E X



 \ 

العدوم لمستغيخ العذؾائي تعتبخ مقاديخ ثابتة تؾصف شكل التؾزيع  وبسا أن
تؾجج فئة أخخى لمسقاديخ الثابتة تشاعخ فئة العدوم كحلػ محل الجراسة.  لمستغيخ الأحتسالي

ترف أيزاً خرائص التؾزيع الأحتسالي أيزاً بذكل أدق وذات أىسية مؽ الجانب الشغخى 
 rK( بالخمد rوسؾف نذيخ لمتخاكؼ مؽ التختيب ) cumulantsتدسى عشاصخىا بالتخاكسات 

وتدسى الجالة التي يسكؽ بأستخجاميا أشتقاق التخاكسات بالجالة السؾلجة لمتخاكسات 
cumulant generating function  وسؾف نذيخ ليا بالخمد)S( [55]. 

، Xلمستغيخ  تذيخ إلى الجالة السؾلجة لمتخاكسات S((: إذا فخضشا أن (5-2تعريف )
)S(M الجالة السؾلجة لمعدوم لمستغيخX :فإن 

(2.22 )                                            )S(M ln)S(  
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 لجة لمعدوم.وىحا يعشى أن الجالة السؾلجة لمتخاكسات ىي لؾغاريتؼ الجالة السؾ 

 :[55] وبأستخجام مفكؾك تيمؾر نججا أن

(2.23      )            .......
! r

S
K......

! 2

S
K

! 1

S
K)S(

r

r

2

21  

 ( نجج أن:2.22)ومؽ التعخيف 

                              )S(M)}S(M ln{ exp)S( exp  
 أو

}{}{ ....... S 1KKK exp
! 2

S
 

 3

S

! 2

S

! 1

S 2

21

32

.......
!321 

\\ 

 أو

(2.24      )                               








1r

r ! r
S

! r
SK

r

 
r

r  1   exp }{
1r

 
\ 

\( تعظي العلاقة بيؽ 2.24والسعادلة )

r
 , kr  . ومؽ تعخيف)S( ( نجج أن:2.23في ) 

(2.25             )         .1,2,3,....r        ,        
S d

)S( d
K

0S

r

r

r 






 

 rالتخاكؼ مؽ التختيب  David and Kendallأوجج كلًا مؽ  1141وفي سشة 
rK  كجالة في\

t ،rt  كحلػ ،\
r  كجالة فيtK ،rt  [55, page71] ، فعشجما

3,2,1r  :نجج أن 

2
122 )(k
\\              ,           \

11k  

                    3
11233 )(2  3k
\\\\  

 كحلػ:
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2

122 )(kk  \         ,           11 k \ 

                  3
11233 )(kk k 3k  \ 

 geometricمتغيخ عذؾائي يتبع التؾزيع اليشجسي  Xأعتبخ :(2-2)مثال

distribution :بجالة أحتسال 
(2.26     )1pq    ,       0,1,2,....k      ,     p q)k(PP

k

rk X  
 .Xأوجج الجالة السؾلجة للأحتسالات ومشيا أوجج تؾقع وتبايؽ  -1السظمؾب: 

 .Xومشيا أوجج تؾقع وتبايؽ  S(M(أوجج الجالة السؾلجة لمعدوم  -2
321أوجج الجالة السؾلجة لمتخاكسات، ثؼ أحدب مشيا  -3 k,k,k. 
 أوجج العلاقة بيؽ العدوم والتخاكسات. -4

 -1:الحل

(2.27            )
S

S
 q1

p
)q (PS P)S(E)S(P

0x

x

0x

x

x

x


 



 

حيث
0x

x
)q (S( عبارة عؽ مجسؾع متؾالية ىشجسية لا نيائية أساسياsqحيث )1q S . 

 ( نجج أن:2.10ومؽ )

   
p

q

q1

q
) q1( q  p)1S(P)(E }{

1S

2
SX 






\ 

                                  22
)](E[E)(Var XXX )(  

 







            
p

q pq 2
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p

q 2
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)(Var X 
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(2.28  )  1S

0X

XS

X

XXSXS
q)1(pqpq p )(E)S(M e)e(ee 





  

(2.29  )         
p

 q 
q)1( q p

S d

)S(M d
)(E

0S

2SS

0S

1 eeX 






\ 

(2.30)                                                                    
p

q)q(1

) q1( q)1( q p
S d

)S(M d
)(E

2

SS3S

0S
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2
2

2 eeeX
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2
23

0S

3

3
3

3
p

qq 41 q
qq 41 p q

S d

)S(M d
)(E
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}{X
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(2.31       )         
2

2

2

2
2

12
p

q

p

 q 

p

q 2q p
)(Var )(X 











 \\ 

 بحيث: S((بسا أن الجالة السؾلجة لمتخاكسات  -3

                                     
q)1ln()pln(

q)1(pln)S(M ln)S(

S

1S

e

]e[



 

 

 بالتالي فإن:

(2.32     )            
p

 q 

q1

q

)q1(

q

S d

)S( d
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22
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SSS
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(2.33 ) 
33

0S

3S

SS

0S

3

3

3
p

)q1( q

)q1(

)q1( q

)q1(

 q1  q

S d

)S( d
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e
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 مسا سبق أعلاه نجج أن: -4

p

q
k 11  \ 

22

2

2

2
122

p

q

p

q

p

)q1(q
k )( 


 \\ 

   
3

3
11233

p

)q1( q
2  3k )(


 \\\\ 

يتبع تؾزيع ذات الحجيؽ بأحتسال  Xإذا فخضشا أن الستغيخ العذؾائي : (3-2مثال )
 :مؽ السحاولات بجالة أحتسال n وعجد qواحتسال الفذل  pنجاح 

n.,0,1,2,....k           ,         q P C)k(P
knkn

kX   
ومشيا أحدب التؾقع والتبايؽ  Xأوجج الجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ  -1: المطلوب

 .Xلمستغيخ 
3Xمؽ الجالة السؾلجة للأحتسالات أوجج أحتسال  -2   5عشجماn . 
 أوجج الجالة السؾلجة لمعدوم ومشيا أحدب التؾقع والتبايؽ. -3

 الجالة السؾلجة للأحتسالات: -1 :الحل

         
n

n

0k

knkn

k

n

0k

kknkn

k

n

0k

k

)S P(qq )S P( C

S q P CS )k(P)S(P X
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 نجج أن: S(P(مؽ الجالة السؾلجة للأحتسالات 

                         nP)P()S P(q n)(E)1S(P
1n

X  \ 

    








  1)-(n n P)P()S P(q 1)-(n n P                  

)(E)1S(P

22n

)1X(X
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P nP nP nn P
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22222
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 بسا أن: -2
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S d

)S(P d
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 الجالة السؾلجة لمعدوم: -3
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q p nP nq p nP n)](E[E)(Var
222222

XXX )(  

. S(P(متغيخ عذؾائي لو الجالة السؾلجة للأحتسالات  X: إذا فخضشا أن (4-2مثال )
 حيث: yأوجج الجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ 

n,m    ,   0mمقاديخ صحيحة ثابتو      ,    n m Xy  

عمى  S(Py, )S(Px(ىسا  y,Xأشخنا لمجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ  : إذاالحل
 التختيب فأن:

)()()(        

)()()(

mnmn mn

n mn my

y

S P SSE SSE S

S SESESE)S(P

X

XX

XX



 

 

)(                                                  حيث: X

X
SE)S(P  

 حجد مؽ الستغيخات العذؾائيةمجسؾع عجد مثانياً: 
يأخح كل مشيسا قيؼ صحيحة  غيخان عذؾائييؽ مدتقميؽ غيخ سالبيؽمت y,Xإذا فخضشا أن 

 غيخ سالبة بتؾزيعات أحتسالية:

jr bjP )y(        ,       kr a)( kP X  

 بحيث: Zفإذا فخضشا أن الستغيخ العذؾائي 
yXZ  

event (rZفإن الحجث   مسكؽ أن يحجث بعجة طخق متشافية )mutually 

exclusive ways [74 ,72] عمى الشحؾ: 

(r   and   0 yX ( بأحتسال )r0 b a) ( ،1r   and   1 yX  بأحتسال )
(1r1 b a .....0) ( ، وىكحا   and   r yX ( بأحتسال )0r b a.) 

 فإن: rCبالخمد  Zومؽ أعلاه، إذا رمدنا لجالة الأحتسال لمستغيخ 
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(2.34  )


 
r

0t

trr0r1r1r0rr b b ........b b )rZ(PC aaaa 

S(P , )S(P , )S(P(فإذا فخضشا أن  ZyX
للأحتسالات سؾلجة تذيخ كل مشيؼ إلى الجالة ال 

 :( نجج أن2.34) ؽسعمى التختيب ف Z,,yXلمستغيخات
(2.35      )                                              )S(P  )S(P)S(P yZ X

 

 ثالثاً: الشغخيات
: الجالة السؾلجة للأحتسالات لسجسؾع متغيخان عذؾائييؽ صحيحيؽ (1-2نظرية )

 Xىي عبارة عؽ حاصل ضخب الجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ  y,Xؽ مدتقميؽ ومؾجبي
 أو بعبارة أخخى، إذا كان: yفي الجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ 

yXZ  
 فإن:

)S(P  )S(P)S(P yZ X
 

 أعلاه. (2.35أثبات العلاقة ) الأثبات: أنغخ

n21: إذا فخضشا أن (2-2)نظرية  XXX ، متغيخات عذؾائية صحيحة ,,......,
 identically andومؾجبة ومدتقمة ولكل مشيا نفذ التؾزيع الأحتسالي 

independently distributed (i.i.d. فإذا كان ،))S(P  ىي الجالة السؾلجة
 بحيث: Z، فإذا فخضشا أن الستغيخ العذؾائي iXللأحتسالات لمستغيخ 





n

1i

in21 XXXX ......Z 

 عمى الشحؾ التالي S(P(وسؾف نذيخ ليا بالخمد  Zللأحتسالات لمستغيخفإن الجالة السؾلجة 

(2.36    )                                 n
Z ][ )S(P)S(P  

 الإثبات: بشفذ الأسمؾب أعلاه.
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21: إذا فخضشا أن (5-2مثال ) XX متغيخان عذؾائييؽ مدتقلان كل مشيسا يتبع  ,
21بسعمسة )تؾقع( تؾزيع بؾاسؾن  , .عمى التختيب 

21حيث:  Zأوجج الجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ  -1: المطلوب XXZ   ،
1Zومشيا أحدب أحتسالًا  . 

 .Zومشيا أوجج تؾقع وتبايؽ  Zأوجج الجالة السؾلجة لمعدوم لمستغيخ  -2

       ,        1,2i                       : الحل
! 

)(
)(P

i

X

i
ir

X
X

iie







 

 iXبالتالي فإن الجالة السؾلجة للأحتسال لمستغيخ 

}{
e

e
S)S(

)1S( exp
! 

)S (
          

1,2i    ,      
! 

)(
E)S(P

i

0 i

i

0 i

i
i

iX

iXi

iX

iXi

iXiX

X

X























 

 فإن: Zتذيخ إلى الجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ  S(P(فإذا فخضشا أن 

  

}{                    

                    

)S( )S(                    

)S  S()S()S(

)1S)((exp

))1S(exp())1S(exp(

EE

EEE)S(P

21

21

Z

2X1X

2X1X2X1X







 

 

 وبالتالي:

 
)(

21

2121

0S

r

21e

}{

 )(                                         

)1S)((exp)(
dS

)S(dP

! 1

1
)1Z(P
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 عمى الشحؾ: Zلمستغيخ  S(M(الجالة السؾلجة لمعدوم  -2

                      

]e[

]e[e

]e[
e

e]e[

e
e

)1( )(exp

 )(exp 

! Z

 )(

! Z

  )(

! Z

 )(
 )e(E)S(M

s

s

zs

zs

sz

21

21

)(

n

0z

21)(

n

0z

)(

21

n

0z

)(z

21sz

21

21

21

21










































 

     
21

0S
2121

0S
1

]e[e )1( )(exp  )(

)S(M)Z(E

ss 







\\

 

  

)()(1)()(

1 )( )1( )(exp  )(

)1( )(exp                                             

)1( )(exp  )(  )(

)S(M)Z(E

21

2

212121

0S
212121

0S
21

212121

0S
2

2

}{

e]e[e

e ]e[

]e[ee

}{

}

{

sss

ss

sss



















\\\

 

           
)()()()(                 

)]Z(E[ZE)Z(Var

21
2

2121
2

21

22 )(
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n21: إذا فخضشا أن (6-2مثال ) XXX ؽ الستغيخات العذؾائية م nعجد  ,,......,
,i ،nكل مشيؼ يتبع تؾزيع بؾاسؾن بتؾقع السدتقمة  . . . . ,3,2,1i   كحلػ ،





n

1i

iXZ :فإن 

 عمى الشحؾ: S(P(وسؾف نذيخ ليا بالخمد  Zالجالة السؾلجة للأحتسالات لمستغيخ  -1

} { )1S(exp)S(P )(
n

1i
i  



 

 حيث S(M(الجالة السؾلجة لمعدوم  -2

 


 } { )1(exp)S(M
S

i e)(
n

1i

 

             



n

1i

i)Z(Var        ,         



n

1i

i)Z(E 

1Zأحتسال ) -3 :عمى الشحؾ التالي ) 

}{

} {

n

1i

n

1i

n

1i

n

1i

ii

0S
ii

0S

r

exp

)1S(exp

S d

)S(P d
 

! 1

1
)1Z(

)(

)()(

P
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 Bivariate Distribution             ( التهزيع الثنائي        2-3)
 joint probabilityمتغيران عذهائيين بدالة أحتمال مذتركة  y,Xإذا فرضنا أن        

function  سهف نذير لها بالرمز),(P yXr [74] على النحه التالي: 

(2.37  )    1

j k
jkP     ,   0,1,2,....kj,     ,    

jk
Pk)y , j(X

r
P  

 marginalيمكن إيجاد التهزيع الهامذي  ijpوبأستخدام دالة الاحتمال المذتركة 

distribution  لكل من المتغيرy,X :كل على حدة على النحه التالي 

(2.38       )0,1,2,...j     ,    pj)( j

0k

jkr fP X  




 

(2.39     )0,1,2,...k     ,    pk)( k

0j

jkr gyP  




 

0jfبحيث  )k , j(وإذا فرضنا أن النقطة    0)أو بعبارة أخرىjf  فإن التهزيع ،)
jXبذرط  yللمتغير conditional distributionالذرطي   :على النحه التالي 

(2.40)    ,....2,1,0k     ,    
p

)j(

)j , k(
)j | k(

j

jk

r

r
r fP

yP
yP

X

X
X 




 

kyبذرط  Xبالمثل بالندبة للتهزيع الذرطي لـ   :على النحه 

(2.41 ),....2,1,0j    ,  0    ,   
)j , k(

)k | j( k

k

r
r g

g

yP
yP

X
X 


 

 y( يمكن تعريف التهقع الذرطي للمتغير 2.40)-(2.41): من (6-2تعريف )
 على النحه التالي: Xبذرط 
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(2.42)     ,....2,1,0j     ,    

p k

 
p

 k                     

)j | k( k)j | (

j

k
jk

k j

jk

k

r

ff

yPyE XX










 

 على النحه التالي: yبذرط  Xبالمثل التهقع الذرطي لـ 

(2.43)      ,....2,1,0k     ,    

p j

 
p

 j                     

)k | j( j)k | (

k

j
jk

j k

jk

j

r

gg

yPyE XX











 

 نجد أن:( 2.42)-(2.43من التعريفين )

(2.44)                            )(E)k( k                     

p kp k                     

p k
                     

)j( )j | () | (E

yyP

)(

f
f

PyE}y{E

k

r

k

jk

j k

jk

j

k j

jk

r

j

j

 }{

XXX





















 

 بالمثل:
(2.55            )                                )(E) | (E XX }y{E  

)S,S(: إذا فرضنا أن (7-2)تعريف  21P  الدالة المهلدة للأحتمالات تذير إلى
 فإن: y,Xلزوج المتغيرين العذهائيين 

(2.46 )           0S,S     ,      S S p)S,S( 21

j k

k

2

j

1jk21P  
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حتمالات تذير إلى الدالة المهلدة للأ S(A(إذا فرضنا أن  -1: (3-2)نظرية 
j(XrP(للتهزيع الهامذي    للمتغيرX :فإن 

(2.47       )                                    )1,S()S(A P 

تذير إلى الدالة المهلدة للأحتمالات للتهزيع الهامذي  S(B(إذا فرضنا أن  -2
)k(yPr  ير للمتغy :فإن 

(2.48    )                                       )S,1()S(B P 

yXالدالة المهلدة للأحتمالات للمتغير ) -3  هي ))S,S(P 
 الإثبات:

)S(ApS                   

p SS p)1,S()1

j

j

j

j

jk

j

j k

j

jk

 

)(P
k







 

 

 بنفس الطريفة يمكن إثبات أن:
                                 )S(B)S,1( )2 P  

 إذا فرضنا أن:









m

0r

rm , r

m

0r

rr PyPyP )rm , r()m( )3 XX 

 
       





 

0m

r
m

)m(S)S,S( yP P X 

)(للأحتمالات للمتغير هى الدالة المهلدة  P)S,S(حيث  yX . 



 

 
 

 الباب الثاني: أساسيات                                                               ( التوزيع الثنائي     2-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 55 - 

 متغيرين مدتقلين فإن: y , Xان إذا ك -1: ملحوظة

       )k(  )j( yPPP rrjk X 

           )S , 1()1 , S()S(B)S(A)S , S( 212121 PPP  

)S , S(بأستخدام الدالة المهلدة  jkPيمكن الحرهل على الأحتمالات المذتركة  -2 21P 
 على النحه التالي:

0SS

k

2

j

1

21

kj

jk

22

S   S 

)S , S( 

! k  ! j

1 P
P

















 

 pإذا أعتبرنا سلدلة من محاولات برنهلي المتماثلة بأحتمال نجاح : (7-2مثال )
q (p1qوأحتمال فذل   فإذا عرفنا المتغير .)X  بأنه عدد مرات الفذل قبل حدوث

)عدد مرات  بأنه عدد مرات الفذل قبل حدوث ثاني نجاح yأول نجاح كذلك نعرف المتغير 
)(بدالة أحتمال مذتركة  بعد أول نجاح وقبل ثاني نجاح(الفذل  yP  , X :بحيث 

(2.49   )      ,....2,1,0k,j     ,    pq)k , j(
2kj

rjk yPP X   

 .jkPأوجد الدالة المهلدة للأحتمالات للتهزيع الثنائي  -1:المطلوب

001211( أوجد الأحتمالات التالية 1من ) -2 PPP  ,  ,  

 .yثم للمتغير  Xأوجد الدالة المهلدة للأحتمالات الهامذية للمتغير  -3

)(أوجد الدالة المهلدة للأحتمالات للمتغير  -4 y , X 

 -1 :الحل

. p q
2kj

jkP   
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)S q1)(S q1(

p

S q1

1
 

S q1

1
 p

S q S q p

1S,S0     ,      S S  p q)S,S(

21

2

21

2

0j 0k

k
2

j
1

2

21

0j 0k

k
2

j
1

2kj
21

)()(

)()(

P











 





















 

2-  

                        
0SS

k

2

j

1

21

kj

jk

22

S   S 

)S , S( 

! k  ! j

1 P
P

















 

 فإن

                       
2

0SS

21

0SS

0

2

0

1

21

0

00

P)S , S( 
1

1

S   S 

)S , S( 

! 0  ! 0

1

22

22

P

P
P



















     

 بالمثل:

         
32

0SS

3

2

2

1

32

0SS

2

21

21

3

12

q p 2
)S q1()S q1(

q p 2

S   S 

)S , S( 

! 2  ! 1

1

22

22

P
P






















 

 وبالمثل
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32

0SS

2

2

2

1

22

0SS21

21

2

11

q p
)S q1()S q1(

q p

S   S 

)S , S( 

! 1  ! 1

1

22

22

P
P






















 

تذير إلى الدالة الهامذية المهلدة للأحتمالات لكل من  S(A  ،)S(B(إذا فرضنا أن  -3
 ترتيب، فإنعلى ال X  ،yالمتغيرين 

)S q1(

P

) q1( )S q1(

p
)1,S(P)S(A

2





 

)S q1(

P

)S q1( ) q1(

p
)S,1(P)S(B

2





 

yXZإذا فرضنا أن  -4   للأحتمالات للمتغير فإن الدالة المهلدةZ  وسهف نذير لها
 فإن: S,S(P(بالرمز 

2

)S q1(

P
)S,S(P 
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 Laplace Transform            ( تحؽيله لابلاس            2-4)
. فإن تحؽيله tدالة في متغيخ حقيقي مؽجب  t(f(إذا فخضنا أن : (8-2تعريف )

 لتالي:تعخف على النحؽ ا S(F(وسؽف نخمد لها بالخمد  f)t(( للجالة .L.Tلابلاس )

(2.50  )                                    




0

dt    )t( )Stexp()S(F f 

بلاس( تعتبخ أداة هامة وفعالة في كثيخ مؼ الحالات، أو دالة لابلاس )لاوتحؽيله 
في دراسة ، كحلغ  difference equationsوعلى سبيل المثال في حل معادلات الفخوق 

 خاصة في التؽزيعات الأحتمالية لبعض أنعمة الرفؽفبعض التؽزيعات الأحتمالية وبرفة 
[72, 69, 78]. 

وتحؽيلة لابلاس  t(f(: فيما يلي بعض الأشكال المختلفة للجالة (8-2مثال )
 :[72] ا على النحؽ التاليالمناظخة له

t(f(1إذا كان  -1  :فإن 

(2.51 )           0S    ,     
S

1
dt   )Stexp()S(F))t((

0

fL  


 

t)t(fإذا كان  -2  :فإن 

(2.52   )                  0S    ,     
S

1
dt   )Stexp( t)S(F

2

0

 


 

)1n(  ,t)t(وبرفة عامة إذا كان 
nf  :فإن 

(2.53     )       0S    ,     
S

)1n(
dt   )Stexp( t)S(F

1n

0

n 







 

atefإذا كان  -3 )t(  :فإن 
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(2.54  )     a
a

S    ,     
S

1
dt   )atexp( )Stexp()S(F

0




 


 

ntإذا كان  -4
t e)t(f  :فإن 

(2.55)                                        1n    ,     
)1S(

)1n(

dt   t )}1S( texp{

dt   t )texp( )Stexp()S(F

1n

0

n

0

n





















 

 [24 ,72] بعض خرائص تحؽيله لابلاس
 مقاديخ ثابتة بحيث: s'Ci: إذا فخضنا أن linearity propertyالخاصية الخطية  -1

(2.56  )                        n1,2,...,i     ,     )S(F)t( ii }f{L  

 فإن:

(2.57   ))S(F C.......)S(F C)t( C.......)t( C nn112211 }ff{L  

5t 2 Cأن : إذا فخضنا (9-2مثال )
2

1i

ii f 


 بالتالي فإن: 

(2.58    )      
22

S

S 52

S

 5 

S

 2 
)1(5)t(2)5t2( LLL


 

0a: إذا فخضنا translation propertyخاصية التخجمة )النقل(  -2   مقجار ثابت
 فإن:

(2.59     )            0     ,     )S(F)t()texp( aa}f a{L  
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t)texp()t(f: إذا فخضنا أن (01-2مثال )  1فإنa  

(2.60 ) 
2

0

t)1(

0

t

)1S(

1
dt   t edt   e t)texp(t)texp(

SS}{L


 






 

a  ،0a: إذا فخضنا المقجار الثابت scale propertyخاصية التجرج  -3  :فإن 

(2.61          )                   n1,2,...,i     ,     )/S(F
1

)t( a
a

}af{L  

 خاصية المذتقة التفاضلية: -4

(2.62)                                    )0()S(F S)t( f}f{L / 

 تحؽيله لابلاس لجالة الأحتمال أو للمتغيخ العذؽائي
F)(متغيخ عذؽائي له دالة التؽزيع الأحتمالى  Xإذا فخضنا أن  x :حيث 

                                      }X{P)(F xx r  

)S(فإن الجالة 
*f  تدمى بتحؽيله لابلاس لتؽزيع المتغيخX :حيث 

(2.63    )              0    ,    )(dF    ) Sexp()S( xxxf
0

*  


 

 ( نجج أن:2.50)مؼ تعخيف تحؽيله لابلاس في 

(2.64  )                               }x{f ) Sexp(E)S(
* 

                                                 1)0(
*f  

)(F)(متغيخ مترل بحيث  Xيكؽن المتغيخ وعنجما  xxf  :فإن 
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(2.65 )                              




0

* xxfxf d   )( ) Sexp()S( 

 تحؽيله لابلاس لجالة التؽزيع
F)(لجالة التؽزيع ه لابلاس لوتعخف تحؽي x  وسؽف نذيخ لها بالخمد}x{L )(F  وتعخف

 على النحؽ التالي:

(2.66 )                      




0

Xd    )(F ) XSexp()(F x}x{L 

بجلالة تحؽيله لابلاس للتؽزيع  X(F(ويمكؼ الحرؽل على تحؽيله لابلاس لجالة التؽزيع 
 ( على النحؽ التالي:X)أو للمتغيخ 

(2.67)                             
S

)S(
dt   )(F

Xd  dt  )(F ) XSexp()X(F

*X

0

0

X

0

f
tL

t}{L

} {

}{







 


 

[72, page 16] 

 التؽقع والتبايؼ بأستخجام تحؽيله لابلاس
 بما أن:






00

*

)(dF   ) Sexp()(dF   ) Sexp()(
S d

)S( d
xx xxxx

f 

              




0

22

2

*2

)(dF   ) Sexp()1(
S d

)S( d
xx x

f 

 وبرفة عامة فإن:
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(2.68  )            




0

nn

n

*n

)(dF   ) Sexp()1(
S d

)S( d
xx x

f 

 وبالتالي فإن:

(2.69)            )(dF   

)(dF   ) Sexp( 
S d

)S( d
)1(

)x(Exx

xxx
f

n

0

n

0

n

0S

n

*n
n





















 

 وبالتالي فإن:

0S

*

 
S d

)S( d
 

f
)(E X











 

0S

2

*2
2

 
S d

)S( d
 

f
)(E X











 

 وبالتالي فإن:
2

0S

*

0S

2

*2

S d

)S( d
  

S d

)S( d
 Var

ff
)(X

























 

 . متغيخ يتبع التؽزيع الأسي الدالب بمعلمة  Xإذا فخضنا أن : (00-2مثال )

)S( أوجج
*f للمتغيخ  ومنها أحدب التؽقع والتبايؼX. 

 :الحل

              

)S(
d   )S(

)S(

d    )S(

0

)S(X 

0

X X S*

xe

xeef
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1
  

)S(

)1(0
  

S d

)S( d
 

2

0S

2

0S

*f
)(E X 

     

24

2

0S

4

0S

2

*2
2

2 2

 
)S(

)1)(S)(2)((0
  

S d

)S( d
 

f
)(E X
































 

                                         
222

112
)(Var X








 

 . متغيخ يتبع تؽزيع بؽاسؽن بمعلمة  Xخضنا أن إذا ف: (20-2مثال )

)S(أوجج 
*f ومنها أحدب التؽقع 

 :الحل

         0,1,2,...       ,      
! 

 
)( X

X
X

Xe
f 






 

(2.70)                                  

! 

 

! 

 
 )S(

)1e( e

0X

XS

0X

X
X S*

SS

eee

)e(
e

e
ef

XX

























  

            

   
S d

)S( d )1e(S
*

S

ee
f 









 



)0(

0S

*

e
f

)(E  )1(  
S d

)S( d
 X 

 متغيخ يتبع التؽزيع المنتعػ بحيث: Xا أن إذا فخضن: (30-2مثال )
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0

10 if                  1
)(

X
Xf 

 فإن:

      (2.71)         1
S

1
1

S

1

S

1

d   S
S

1
d  (1) )S(

SS1 

0 
X S

0

X S

0

X S*

eee 

xexef




















 
 

,0kمتغيخ يتبع تؽزيع جاما بمعلمات  Xإذا فخضنا أن : (40-2مثال )   :بحيث 

0       ,      
k 

  
)( X

X
X

X 1kk e
f 








 

 فإن:

         


















0

1k
k

0

*

xxx

xxfxf

d    } )S(exp{
k 

d   )( ) Sexp()S(

 

x )S(tوبؽضع   

(2.72)            
)S(

dt   
k 

t e
  

)S(

dt   
)S(

t e

k 
)S(

k

0

1kt

k

k

0

k

1ktk
*f





























 

 

 

                                 1 
 وبالتالي فإن:

 فيما عجا ذلغ
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k k 
  

)S(

 k 
  

S d

)S( d
 

1k

k

0S

1k

k

0S

*f
)(E X 

              

22k

k

0S

2k

k

0S

2

*2
2

1)(k k 1)(k k

 
)S(

 1)(k k
  

S d

)S( d
 

f
)(E X








































 

                              
2

2

2

kk1)(k k
)(Var X


















 

 بحيث: Erlang (rE )متغيخ يتبع تؽزيع إيخلنج  X: إذا كان (50-2مثال )

0       ,      
k 

  )k (
)( X

X
X

X k 1kk e
f 








 

 فإن:

(2.73       )                                
k

k
*

)k S(

)k (
)S(f




 

 وبالتالي فإن:




1
E )(E r 

22r
 k

1

)k (

k
EVar )(
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 Erlang Distribution         يخلنج                 تهزيع إ( 2-5)
من التهزيعات الأحتمالية الأكثخ أستخجاماً في دراسة انظمة الرفهف تهزيع إيخلنج 

Erlang[22 ,19 ,13] . لحلك فيما يمي سهف نقجم التهزيع وبعض أهم خرائره: 

 Xk,f)(كثافة أحتمال متغيخ عذهائي مترل بجالة  X: إذا كان (8-2تعريف )
 بحيث:

(2.74    )0    ,      
)k(

) k exp(  )k (
)( X

XX
X

1kk

k,f 







 

. k,متغيخ يتبع تهزيع إيخلنج بمعممتين  Xيقال أن المتغيخ العذهائي فإنه 
 .kعنج القيم المختمفة لـ  Xk,f)(والذكل التالي يهضح الجالة 

 kح دالة كثافة الأحتمال لتهزيع إيخلنج عنج القيم المختمفة لـ(: يهض1-2شكل )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0                                             1/2             2/3         1/        

f(x) k 

k=3 

k=2 

k=1 
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من  kهه عبارة عن مجمهع عجد  k,وفي الحقيقة فإن متغيخ إيخلنج بمعممتين 
، أو بعبارة أخخى k/1المتغيخات العذهائية المدتقمة كل منها يتبع التهزيع الآسي بتهقع 

,iX ،kإذا كانت  . . . ,2,1i   متغيخات عذهائية مدتقمة كل منها يتبع التهزيع الآسي
 حيث: X، فإن المتغيخ k/1بتهقع 

(2.75        )                      



k

1i

iXX 

 (.k,)متغيخ يتبع تهزيع إيخلنج بمعممتين 

 متغيخ عذهائي يتبع تهزيع إيخلنج فإن: Xإذا كان : (3-2نظرية )
 عمى النحه: X(E(وسهف نذيخ له بالخمد  Xتهقع  -1

    (2.76        )                       



1

)(E X 

 عمى النحه: )Xvar(وسهف نذيخ له بالخمد  Xتباين  -2

   (2.77  )            
22

 k

1

)k (

k
)var(X





 

يعتبخ كل من التهزيع الآسي وتهزيع جاما حالات خاصة من تهزيع  :حالات خاصة
 إيخلنج:
1kعنجما  -1  .فإن تهزيع إيخلنج هه التهزيع الأسي 
 (kفإن تهزيع إيخلنج هه تهزيع جاما بجرجات حخية ) 1عنجما  -2
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 ( معادلات الفخوق التفاضمية2-6)

Differential Difference Equations 

من الستظمبات الأساسية في دراسة أنظسة الرفهف معادلات الفخوق التفاضمية 
وأساليب حميا. وفي ىحا الفرل سهف نقجم بذيء من الاخترار تعخيف معادلات الفخوق 

 . ,41 ,69 ,72] 6[ ياثم معادلات الفخوق التفاضمية مع تقجيم بعض طخق حم

،  nدالة غيخ سالبة في الستغيخ  n(f(: إذا فخضشا أن (9-2تعريف )
,...2,1,0n   فإن الفخق الأولfirst difference  وسهف نذيخ إليو بالخمد)n(f 

 يعخف عمى الشحه التالي:
(2.78  )                           )n(f)1n(f)n(f  

1kوبرفة عامة يسكن تعخيف الفخق من التختيب )  لمجالة ))n(f  عمى الشحه
 التالي:

(2.79)                        )n(f)1n(f

0k  ,       )n(f)n(f

kk

k1k }{



 

 

 عمى الشحه التالي: n(f(إذا فخضشا أن الجالة : (61-2مثال )

0,1,2,3,4n       ,            n)n(f
2  

n(f  ,  )n(f  ,  )n(f(السظمهب: أوجج 
32  

 .n(f(: في الججول التالي سهف نهضح الفخق الأول والثاني والثالث لمجالة الحل

دالة من الجرجة الثانية، فشجج أن الفخق من الجرجة الثانية لجسيع  n(f(نظخاً لأن و 
( تداوي مقجار ثابت، وبالتالي فإن الفخق من الجرجة الثالثة يداوي 4)( في العسهد nقيم )

 .nصفخ لجسيع قيم 
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 n(f(( لمجالة 3(: يهضح الفخوق من التختيب )1-2ججول )
(5) (4) (3) (2) (1) 

)n(f
3  )n(f

2  )n(f  )n(f  N 
 0 0 ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ
f)0(1 ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ   1 1 
f)0(2 ــــــــــــــــــــــ

2   3)1(f   4 2 
0)0(f

3   2)1(f
2   5)2(f   9 3 

0)1(f
3   2)2(f

2   7)3(f   16 4 
0)2(f

3   2)3(f
2   9)4(f   25 5 

0)3(f
3   2)4(f

2   11)5(f   36 6 

,،  t(Un(إذا فخضشا الجالة : (9-2تعريف ) . . . . . .2,1n   دالة فيt ،t  متغيخ
t(Un(بالخمد  Un)t(وسهف نذيخ إلى السذتقة الأولي لمجالة  مترل

 فإن: \

)t(U
t d

)t(U d
n

n \ 

t(Un(وتدسي السعادلة التي تتزسن 
t(Un ،)t(U(وكل من  \ 1n ،)t(U 2n ...... ،

 تدسي بسعادلة الفخوق التفاضمية.

عسيل  nتذيخ إلى احتسال وجهد عجد  t(Pn(إذا فخضشا أن الجالة  :(61-2مثال )
 فإن السعادلة التالية: tلفتخة في أحج الأنظسة الخجمية خلال ا

(2.80     )1,2,3,....n       ,          )t(P)t(P)t(P ][ 1nnn  
\ 

t(Pn(تدسي معادلة فخوق تفاضمية، فالظخف الأيدخ 
بالشدبة  t(Pn(يسثل تفاضل الجالة  \

][، والظخف الأيسن يسثل دالة في الفخق الأول  tلـ  )t(P)t(P 1nn   لمجالة)t(Pn. 
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( يعتسج عمى مجي ملائسة 2.80لمسعادلات في ) unique solutionووجهد حل وحيج 
 لمشظام التي يجب تحجيجىا بجقة. suitable initial conditionsالذخوط السبجئية 

 حل معادلات الفخوق التفاضمية باستخجام:ويسكن 
 .generating functionأسمهب الجالة السهلجة  -1

 .أسمهب تحهيلات لابلاس -2

 .mathematical inductionأسمهب الاستشتاج الخياضي  -3

 وفيسا يمي سهف نقجم باخترار أسمهب الجالة السهلجة وأسمهب تحهيلات لابلاس.
 ستخدام أسلوب الدالة المولدة.أولاً: الحل بأ

دلة ومن خلال السثال التالي نهضح كيفية أستخجام أسمهب الجالة السهلجة في حل معا
 الفخوق التفاضمية.

معادلة الفخوق التفاضمية : باستخجام أسمهب الجالة السهلجة، حل (61-2مثال )
 التالية:

(1 )  1,2,.....n    ,     0t       ,        )t(U)t(U 1nn  
\ 

 تحت الذخوط السبجئية التالية:
(2      )                          0t       ,        0)t(U0  

 فإن: ](1-2أنظخ تعخيف )[ t,s(G(بالخمد  Un)t(ـ الحل: إذا أشخنا إلى الجالة السهلجة ل

(3         )                         





0n

n
n S  )t(U)t,s(G 

 بالتالي فإن:بإجخاء تفاضل طخفي السعادلة أعلاه، و 

(4   )

















1n

n
n

1n

n
n0

0n

n
n S  )t(US  )t(U)t(US  )t(U

t 

)t,s(G \\\\ 
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t(U0(0حيث  \  ط السبجئية.من الذخو 

nفي ( 1وبزخب طخفي السعادلة )
S :ثم إجخاء عسمية السجسهع نجج أن 

(5 )        


















1n

1n

1n

1n

n

1n

1n

n

n S  )t(U SS  )t(US  )t(U
\  

 ( نجج أن:4( بـ )5بالتعهيض في )

(6 )                                              )t,s(G S
t 

)t,s(G 




 

بحميا  partial differential equation( معادلة تفاضل جدئي 6) السعادلة حيث تسثل
 نجج أن:

(7  )                                    k

0k

k
t s

S 
 ! k 

)t(
)t,s(G e 





 

nوبالتالي فإن معامل 
S يكافئ ( 7) في الظخف الأيسن لمسعادلة)t(Un :وبالتالي فإن 

                          0,1,2,....n           ,         
!n

  t  
)t(U

n

n  

 ستخدام تحويلات لابلاسثانياً: الحل بأ

 وسهف نهضح أسمهب الحل بأستخجام تحهيمو لابلاس من خلال السثال التالي.

 ( حيث:71-2أعتبخ مثال ): (69-2مثال )

(1    )0   ,    1n       ,      )t(P)t(P)t(P ][ 1nnn  
\ 

(2    )                                           )t(P )t(P 00 \ 

 تحت الذخوط السبجئية:

(3       )         0n       ,      0)0(P       ,      1)0(P n0  
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 ( نجج أن:4-2بالفرل ) من تعخيف تحهيمو لابلاس

(4)                )S(dt   )t(P )Stexp()t(P n

0

nn f}{L  


 

( 2.62، وبأستخجام الخاصية في )t(Pn(تسثل تحهيمو لابلاس لمجالة  nf)S(حيث 
 لتحهيمو لابلاس نجج أن:

(5  )     1n     ,      )S( S)0(P)S( S)t(P nnnn ff}{L \ 

 ( نجج أن:1وبإيجاد تحهيمو لابلاس لظخفي السعادلة )

    )S()S( )S( S ]ff[f 1nnn 

                )S( )S( )S( 1nn ff  

(6    )             1n       ,        )S( 
)S(

)S( 1nn ff 



  

 ( نجج أن:2ادلة )كحلك من السع

                



S

1
)S(    )S( )S( S 000 fff 

 مقجار ثابت نجج أن: C( وأعتبار 3ومن الذخوط السبجئية في )

               


   
S

1
C)S(0f 

                        







    1n   ,   
)S(

)S(
n

1n

1nf 

(7    )                          0n   ,   
)S(

)S(
1n

n

nf 






 

عمى  t(Pn( ( بالتالي فإنtتهزيع بهاسهن بتهقع ) ( ىي تحهيمو7لابلاس في )وتحهيمو 
 :الشحه التالي
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0,1,2,....n       ,       
! n

)t (  
)t(P

nt 

n

e
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 Exercises                ( تمرينات                            2-7)
 ،  .X ~ exponential distالمتغيرات العشهائية التالية أعتبر  (2-1)

Y~ standard normal dist.  ،Z ~ Binomial dist. 

 :أوجج ما يمي
باين لـ ، ومن كل منهم أحسب التهقع والت X,Y,Zالجالة المهلجة لمعزوم لكل من  -1

X,Y,Z. 
، ومن كل منهم أحسب التهقع والتباين لـ  X,Y,Zالجالة المميزة لكل من  -2

X,Y,Z. 

 .X,Y,Zأوجج الجالة المهلجة لمتراكمات لكل متغير من المتغيرات  -3

6nحيث  nبجرجات حرية  2متغير يتبع تهزيع  Xإذا فرضنا أن  (2-2) ج . أوج
 ومنها أوجج التهقع والتباين. Xالجالة المهلجة لمعزوم لممتغير 

21إذا فرضنا أن ( 2-3) X,X  متغيران عشهائيين مستقمين كل منها يتبع التهزيع
iP ،2,1iالهنجسي بمعممة   21، فإذا كان XXZ . 

3Zومنها أحسب أحتمال  Zلجالة المهلجة للأحتمالات لممتغير أوجج ا -1 . 

 ومنها أحسب التهقع والتباين. Zأوجج الجالة المهلجة للأحتمالات لممتغير  -2

iX ،n,....,2,1iإذا فرضنا أن  (2-4)   عجدn  من المتغيرات العشهائية المستقمة كل

، فإذا كان  iمنهم يتبع تهزيع بهاسهن بمعممة 



n

1i

iXZ. 

 حيث: S(P(أثبت أن الجالة المهلجة للأحتمالات  -1

}{ )1S( )(exp)S(P i   
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 حيث: Zلممتغير  S(MZ(أثبت أن الجالة المهلجة لمعزوم  -2

}e{ )1( )(exp)S(M
S

n

1i
iZ 



 

 أوجج الجالة المهلجة للأحتمالات لممتغيرات العشهائية التالية: (2-5)
 المتغير يتبع تهزيع ذات الحجين. -1

 المتغير يتبع التهزيع المنتظم المتقطع. -2

 المتغير يتبع تهزيع بهاسهن. -3

 المتغير يتبع التهزيع الأسي ومنه اوجج الجالة المهلجة لمتغير يتبع تهزيع جاما. -4

 (.k,غير يتبع تهزيع إيرلنج بمعممتين )المت -5

 متغير عشهائي يتبع التهزيع الهنجسي بجالة احتمال: Zإذا فرضنا أن  (2-6)

.1,2,3,....k      ,       p q)kZ(P
1k

r   

 عمى النحه: S(P(المشار إليها بالرمز  Zأن الجالة المهلجة للأحتمالات لممتغير أثبت 

1q s0        ,       
q S1

S P
)S(P 


 

 ثم أثبت ان:

2
p

q
)Zvar(     ,            

p

1
)Z(E  

 بحيث: Xالمتغير العشهائي إذا فرضنا أن  (2-7)

0k    ,    pq)kX(P        ,    p)kX(P
1ki

ikrkr  




 

 فإذا كان:







0k

k
k S q)S(Q and   ,     






0k

k
k S p)S(P 
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 أثبت أن:
)1(Q)X(E       ,      )S(P1)S(Q )S1(  

iX ،m,....,2,1iإذا فرضنا أن  (2-8)   متغيرات عشهائية مستقمة ولها نفس التهزيع
 هه تهزيع ذات الحجين بالمعممتين iX( فإذا كان التهزيع الاحتمالي لـ .i.i.dالاحتمالي )

)p,n( فإذا كانت .



n

1i

iXZ.  أوجج الجالة المهلجة للأحتمالات لممتغيرZ  ومنها

 .var(Z) , )Z(Eاحسب 

 متغير عشهائي متقطع )تهزيع بهاسهن المبتهر( بجالة أحتمال: Xإذا فرضنا أن  (2-9)

1,2,3,....k     ,    
! k

a )1e(
)kX(PP

k1a

rk 





 

 عمى النحه التالي: Xمهلجة للأحتمالات لممتغير أثبت أن الجالة ال

)1e( )1e()S(P
as1a   

 ومنها أثبت أن:

1P)i(P
1k

k 




 (i) 

)1e(

e a
)X(E

a

a


 (ii) 

 أثبت ان:( 2-11)

)S(تحهيمه لابلاس لمتهزيع الأسي  -1
*f :عمى النحه 

)S(
)S(

*f



 

 ومعممة  kلابلاس لتهزيع جاما بجرجات حرية  تحهيمه -2
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k
*

S
)S(f 












 

 تحهيمه لابلاس لتهزيع إيرلنج -3
k

*

)k S(

k 
)S(f 












 

تحهيمه لابلاس لمتهزيع المنتظم بجالة كثافة أحتمال  -4
ab

1
)X(f


 

)ab( S

ee
)S(

bsas
*f








 

 تحقق معادلات الفروق التفاضمية التالية: t(Pn(رضنا أن إذا ف (2-11)

2n    ,      )t(P b)t(P a)t(P )ba()t(P 2n1nnn  
\ 

)t(P b)t(P )ba()t(P 211 \ 

)t(P b)t(P 10 \ 

 تحت الشروط المبجئية التالية:
1n     ,    0)0(P     ,    1)0(P n1  

 حيث: t,S(G(هي  Pn)t(فإذا أشرنا إلى الجالة المهلجة للأحتمالات لـ 







0n

n
n S )t(P)t,S(G 

 أثبت ان:

}{ )T(P)t,s(G )S ab( )S1(
t 

)t,S(G 
S 0
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 Introduction                                        ( مقدمة3-1)
في الباب الرابع سهف نهضح أن بعض عناصر أنظمة الرفهف تمثل عمميات 
عذهائية مثل أزمنة خدمة العملاء، عدد العملاء الذين يرمهن إلى النظام في فترات معينة، 

 قيقة عممية عذهائية مركبة...... الخ، وبالتالي فإن نماذج الرفهف هي في الح

لذلك كان يتطمب دراسة أنظمة الرفهف وأشتقاق النماذج الملائمة لكل نظام دراسة 
 مقدمة في العمميات العذهائية وخرائرها أولًا.

نظرية العمميات العذهائية ل بأسمهب مبدطفي هذا الباب سهف نقدم مقدمة 
stochastic processes theory، قدمة في نظرية العمميات حيث تعتبر دراسة م

 .queueing theoryالعذهائية ضرورة يجب أن تدبق دراسة نظرية الرفهف 

ففي هذا الباب سهف نقدم تعريف العممية العذهائية وأنهاعها المختمفة مع تقديم 
مثل عممية الحالات المتقطعة والزمن المتقطع أو عممية الحالات  بعض الأمثمة لهذه الأنهاع

 تقديم شروط العمميات العذهائية المدتقرة، ذلك . ثمالمتقطعة والزمن المترل، .....الخ
قدم نهعين من العمميات العذهائية الهامة والأكثر أستخداماً في نظرية بالإضافة إلى ت
 الرفهف وهما:

 Markov processesركهف النهع الأول: عمميات ما

 Poisson processesالنهع الثاني: عمميات بهاسهن 

هذا بالإضافة إلى مجمهعة من الأمثمة العددية والتطبيقية التي تهضح العمميات 
 محل الدراسة.
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  Stochastic Process            ( العممية العشهائية          3-2)
منح أواخخ القخن التاسع عشخ وقج أثبت العمماء أن النماذج الأحتمالية 

probabilistic models  أكثخ واقعية من النماذج اليقينيةdeterministic models. 
أو المكان  timeلعشهائية بالدمن ختبط المتغيخات اتففي كثيخ من الجراسات الجيناميكية 

space .ًأو الاثنين معا 

دور قيادي في دراسة وتظهر الغهاهخ وفقاً لمدمن أو المكان أو  نولعب الفيديائيي
لمحالات محل  transitions الانتقالات Neymanتتبع  0691ففي سنة الاثنين معاً، 

 .[80 ,72] الجراسة وفقاً لمدمن

ية أو الاجتماعية أو الاقتصادية ..... الخ لا يتم دراستها وكثيخ من الغهاهخ الظبيع
 .[41] كمتغيخات عشهائية فقط بل يتم دراستها كجوال في الدمن أو المكان أو الاثنين معاً 

المتغيخات العشهائية التي تمثل دوال في الدمن )أو المكان أو  familiesوعائلات 
 الاثنين معاً( تسمى بالعمميات العشهائية.

من المتغيخات العشهائية كل متغيخ  set التالي فإن العممية العشهائية هي فئةوب
 .، ولكل منها نفذ التهزيع الأحتماليفيها دالة في الدمن )أو المكان أو الاثنين معاً(

 العشهائية. اتلعمميالبسيظة لبعض امثمة بعض الأوفيما يمي سهف نقجم 

 من الخميات. nطاولة متهازنة عجد : إذا أعتبخنا تجخبة رمى زهخة (1-3مثال )
بالخمد  jالخمية رقم الممكنة في  (1,2,3,4,5,6معينة من النتائج ) إذا أشخنا إلى نتيجة: أولاً 

jX حيث أن المتغيخ ،jX :متغيخ يتبع تهزيع بخنهلى بحيث 
(3.1 )             1,0i     ,   q piX

i1i

jr }{P    

رمية لمدهخة الهاحجة( تمثل عممية  nمن الدهخات )أو  nفإن الفئة التي تمثل نتائج رمي عجد 
فإن الفئة  jXبالخمد  jعشهائية، أو بعبارة أخخي إذا رمدنا لنتيجة الدهخة )أو الخمية( رقم 
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}n,...,2,1j , X{ j   لى، منها يتبع تهزيع بخنه تمثل عائمة من المتغيخات العشهائية كل
}n,...,2,1j , X{ ولحا تسمى العممية العشهائية j   بعممية بخنهلىBernoulli-

process. 

من الخميات،  nفي عجد  4تشيخ إلى عجد مخات عههر الخقم  nXإذا فخضنا أن : ثانياً 
 :حيث

}{ n,...,2,1j , X j  

 حيث: ذات الحجينيتبع تهزيع متغيخ  jXمتغيخ الفإن 

(3.2)             
ini

n

ijr
6

5
 

6

1
 iX C}{P



















 

}n,...,2,1j , X{حيث تمثل الفئة  j  .عممية عشهائية لمتغيخات ذات الحجين 

عجد المكالمات التميفهنية التي تصل إلى أحج المؤسسات : إذا أشخنا إلى (2-3مثال )
هي مجة العمل في  Tt ،T، حيث t(X(بالخمد  ]t,0[ الدمنية في خلال الفتخة

t(X........, , )t(X , )t(X(، فإن المتغيخات المؤسسة خلال يهم عمل n21  تمثل عممية
}{عشهائية  Tt , )t(X ii  ل متغيخ عمى النحهالتهزيع الأحتمالي لك بحيث: 

n,....,2,1i  ,  ,....2,1,0j  ,    
! j

)t(
j)t(X

jt
i

ir

ie
)(P 






 

 بعممية بهاسهن. t(X(وتسمي العممية 
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 ( تصنيف العمليات العشؽائية3-3)
Specification of Stochastic Process 

للعملية العشؽائية  t(X(المتغيخ أو nXتمثل فئة القيػ الممكنة للمتغيخ العشؽائي 
}1n , X{ n أو}Tt , )t(X{   الممكنة  الحالاتفئة على التختيبpossible states .
 .continuous، أو متصلة  discreteممكؼ تكؽن الحالات متقطعة بالتالي و 

( 4تشيخ إلى العجد الأجمالي لعهؽر الخقػ ) nX: فعلى سبيل المثال, إذا فخضنا أن أولاً
n,...,2,1,0Xnمؼ رميات زهخة الطاولة المتؽازنة، فإن  nفي عجد  . 

. ويمكؼ كتابة والدمؼ متقطع )الحي يمثله الخميات( وفي هحا المثال تكؽن الحالات متقطعة
nX يعلى النحؽ التال: 
(3.3       )                    n21n yyy ........X  

1or   0iyحيث  iالخمية رقػ تمثل متغيخ عشؽائي متقطع يمثل النتيجة في  iyحيث   ،
1iy( فإن 4) ظهؽر الخقػ فإذا كانت النتيجة   0وغيخ ذلغ فإنiy . 

)حيث  nتشيخ إلى درجة حخارة الطقذ في مصخ في الفتخة  nX: إذا فخضنا أن ثانيااً
n  بحيث:الفتخةتشيخ إلى عجد الأيام في ) 
(3.4    )                       n21n Z.......ZZX  

]0,(تمثل متغيخ عشؽائي متصل  iZحيث    وبالتالي فإن العملية تمثل عملية بدمؼ
 متقطع وحالات متصلة.

 ية إلى أربع مجمؽعات على النحؽ التالي:ويمكؼ تصنيف العمليات العشؽائ
 حالات متقطعةالدمؼ متقطع و عملية يكؽن فيها ال -1
 حالات متصلةالمتقطع و عملية يكؽن فيها الدمؼ  -2

 حالات متقطعة.المتصل و عملية يكؽن فيها الدمؼ  -3

 حالات متصلة.المتصل و عملية يكؽن فيها الدمؼ  -4
خاصة مؼ الحالات بأزمنة متصلة. وفي ويمكؼ أعتبار أن العمليات بأزمنة متقطعة حالة 

 الأبؽاب التالية سؽف نؽضح ذلغ بالتفصيل.
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 Stationary Processes            ( العمليات المستقرة       3-4)
n21إذا فرضنا أن  t,......,t,t  فترات زمنية محددة فإن التوزيع المشتركjoint 

distribution :لمتجو المتغيرات العشوائية 
(3.5          )                                ][ )t(X),.......,t(X),t(X n21 
 و نفس التوزيع الأحتمالي لمتجو المتغيرات التالي:ى
(3.6    )            0h)ht(X),.......,ht(X),ht(X    ,  ][ n21  

}{ة ــــــال أن العمليـــــو يقـــــــفإن Tt , )t(X  بـــرتيـــالتـــرة بــــة مستقـــــوائيــــشــة عـــــعملي n 
stationary process of order n. 

للعملية غير  probabilistic structureيؤدي إلى أن البناء الأحتمالي العملية  وإستقرار
}{إذا كان توقع العملية ، وفي ىذه الحالة timeمع تغير الزمن  invariantمتغيرة  )t(X 
 فإن: existsموجود 

(3.7 )                            0h   ,  m)ht(X)t(X }{E}{E  
 .t الزمن مقدار لا يعتمد على mحيث 

}{: إذا أعتبرنا العملية العشوائية (3-3مثال ) Tt , )t(X  :حيث أن 

0,1,2,....n  ,  0 ,   
! n

)t( )texp(
n)t(X

n
ii

ir }{P 


 

(3.8       )        ii t)t(X ][E  
}{فإن العملية  Tt , )t(X   تسمى عملية بواسونPoisson :كذلك ، 

                   
! n

))ht(( ))ht(exp(
n)ht(X

n
ii

ir }{P


 

 وبالتالي
(3.9        )                                         )ht()ht(X ii ][E  

}{ن عمليةنجد أ (3.8),(3.9من) Tt , )t(X ير مستقرة لأنيا تعتمد على الزمنعملية غ 
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 ( عطمية الطشي العشهائي البسيطة3-5)

Simple Random Walk Process 

في هذا الفصل نقدم بشيء من التفصيل أحد العطميات العشهائية البسيطة وهي 
بالإضافة إلى بعض الأمثمة الأخرى لهذه العطمية. وتعتبر  البسيط عطمية الطشي العشهائي

( فالحالات تطثل متغير متقطع 3-3الفصل )هذه العطمية من الظهع الأول وفقاً لمتصظيف في 
 والزمن متغير متقطع أيضاً.

يتحرك حركة عشهائية  particalلجزئي  positionإذا فرضظا تجربة لتحديد مهقع 
random move  في كل وحدة زمظية )الهحدات الزمظية متساوية(، حيث تتطثل حركة

بالرمز  nإلى نتيجة القفزة رقم  ، وسهف نشيرفقط الجزئي في القفز أعمى أو القفز أسفل
nZ  (. 0بحيث تبدأ الحركة من نقطة الأصل ) عن بعضها مستقمة نتائجالقفزات نتيجة و

 عمى الظحه التالي: nZويطكن تعريف الطتغير 

(3.10    )                                         












1

1

Zn 

 كذلك فإن:

n1,2,.....,i    ,     
2

1
)1Z()1Z( irir PP  

( يهضح مهقع 1-3، والشكل التالي )nXقفزة بالرمز  nإذا رمزنا لطهقع الجزئي بعد ف
 الجزئي.

 عمى الظحه التالي: nZكدالة في  nXكذلك يطكن التعبير عن 

(3.11   )       n21n1nn Z.....ZZZXX   

0X0حيث   .لأن الحركة تبدأ من نقطة الأصل 

 أعلى إذا كان القفز إلى

 
 إذا كان القفز إلى أسفل
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 (n(: يهضح مهقع الجزئي وفقاً لمزمن )1-3شكل )

 
nZ  ،,...2,1nفإن الطتغيرات    ،تطثل متغيرات عشهائية يتبع كل مظها تهزيع برنهلي

}2,1n,Z{.....,وبالتالي فإن العطمية  n  :تطثل عطمية برنهلي. كذلك بطا أن 





n

1i

in ZX 

 تطثل متغيرات كل مظها يتبع تهزيع ذات الحدين بحيث: nXفإن الطتغيرات 

(3.12)       n1,2,.....,j   ,     2
2

1

2

1
jX

nn
j

jnj
n
jnr CC}{P 





















 

}0n,X{وبالتالي فإن  ل،أو إلى أسفتشير إلى عدد القفزات إلى أعمى  jحيث  n   تطثل
 عطمية ذات الحدين.

ويطكن تعطيم أكثر لمعطمية إذا فرضظا أن الجزئي مطكن في وحدة الزمن يقفز إلى أعمى 
1Znبطعظى    1أو إلى أسفلZn   0أو يظل في نفس الطهضعZn  

 بالاحتطالات التالية:
(3.13 )    qp1)0Z(P  ,  q)1Z(P  ,  p)1Z(P nrnrnr  

 

3 – 

 

2 – 

 

1 – 

 

0 × 
 

-1 – 

 

-2 – 

 

-3 –  

 
 
 
                  ×                                      × 
 

 

     × 
 
 

                           ٠                           × 
        1          2          3          4          5          6   .  .  .  .  .  
 
                                            ٠ 
 
                                   ٠ 

Xn 

n 
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  Markov Processes         ( عسميات ماركهف              3-6)
تعتبخ عسميات ماركهف من أىم العسميات العذهائية في دراسة نساذج الرفهف بل 

 .[94 ,93]الإطلاق أىسيا عمى 

عسميات ماركهف عمى الشهع الأول: زمن لوفي ىحا الفرل سهف تقترخ دراستشا 
 .كسا ذكخنا ذلك سابقا   discrete time and discrete statesمتقطع وحالات متقطعة 

 ( متدمدمة ماركهف3-6-1)
}{ن العسمية العذهائية : إذا فخضشا أ(1-3تعريف ) 0n , Xn  :بحيث 

(3.14)     PjX|kX                                                    

jX , ...  ,  jX  ,  jX  ,  jX|kX

jk1nnr

1n023n12n1nnr

}{P

}{P







 

)kX(( تفيج أن الهصهل لمحالة 3.14والسعادلة ) n  بقة ليىا يعتسج فقط عمىى الحالىة الدىا
)jX(مباشخة   1n  التالية: ولا يعتسج عمى الحالات الأخخى الدابقة 

)jX( , ...  ,  )jX(  ,  )jX( 1n023n12n   

( 3.14وتهجج أنهاع مختمفة من عسميات ماركهف ولكن تدسى عسميىة مىاركهف فىي )
 .Markov chainبدمدمة ماركهف 

( لا يعتسىج 3.14) لمسعادلىة سىنفىي الطىخف الأي الأحتسىاليكىهن  أنو في الحالىة عشىجماويلاحظ 
مدمة ماركهف بأنيا سمدىمة متجاندىةو وفىي ىىحا الهضىع ( وفي ىحه الحالة تدسى سnعمى )

 stationary transitionيقىىىىال أن العسميىىىىة عسميىىىىة ليىىىىا أحتسىىىىالات انتقىىىىال مدىىىىتقخة

probabilities حالات وفي حالة أعتساد ( الانتقال عمىn في ىىحه الحالىة تدىسى العسميىة )
 .non-homogeneous [24]مية غيخ متجاندة عس

تسثىل أحتسىال الانتقىال  jkPوبالشدبة لستدمدىمة مىاركهف الستجاندىة فىلان الاحتسىال 
 انتقىىىال فىىي خطىىىهة واحىىىجة )أو وحىىجة زمشيىىىة واحىىجة أو محاولىىىة kإلىىى الحالىىىة  jمىىن الحالىىىة 
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( مىىن الخطىىهات )أو mفىىي عىىجد ) kالىىة إلىىى الح jإذا كىىان الانتقىىال مىىن الحالىىة واحىىجة(. أمىىا 
)m(الفتخات الدمشية أو السحاولات( فلانو يذار إلى الأحتسال بالخمد 

jkP :بحيث 

(3.15           )                 )m(

jknmnr PjX|kX }{P  

تسثىىل أحتسىىالات الانتقىىال فىىي  P: إذا فخضىىشا أن السرىىفهفة السخبعىىة (2-3تعريففف )
 واحجة بحيث:خطهة 

(3.16          )





























::::::

..........P......PPP

::::::

..........P......PPP

..........P......PPP

..........P......PPP

:

j

:

2

1

0

         k  .....   3   1    0

jk2j1j0j

k2222120

k1121110

k0020100

P 

1Pبحيث:                 
k

jk    ,    0Pjk    لجسيع قيمj وk. 

 transition probability matrixالانتقىالأحتسالات تدسى مرفهفة  Pفلان السرفهفة 
 .Markov matrixمرفهفة ماركهف وأحيانا  تدسى 

}{: إذا فخضىشا أن العسميىة (4-3مثال ) 0n , Xn  متدمدىمة مىاركهف بحيىث  تسثىل
2,1,0Xn   ومرفهفة الانتقالP :بحيث 


















4/34/10

4/12/14/1

4/104/3

2

1

0
2           1         0     

P 

 ه التالي:لمحالات عمى الشح initial distribution السبجئي الأحتسالي فلاذا كان التهزيع
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0,1,2j          ,        
3

1
jX }{P 0r  

 أوجج الأحتسالات التالية: Pبأستخجام السرفهفة السطمهب: 

}{P 1X|2X 12r  , }{P 2X|1X 01r  (i) 

}{P 2X|1X  ,  2X 012r  (ii) 

}{P 2X  ,  1X  ,  2X 012r  (iii) 

}{P 2X  ,  1X  ,  2X  ,  1X 0123r  (iv) 

 :الحل

4

1
P1X|2X 1212r }{P  ,   

4

1
P2X|1X 2101r }{P  (i) 

16

1

4

1

4

1
                                                      

2X|1X1X|2X                                          

2X|1X  ,  2X )ii(

}{P}{P

}{P

01r12r

012r









 

48

1

3

1

16

1
                                        

2X2X|1X  ,  2X                                        

2X  ,  1X  ,  2X )iii(

}{P}{P

}{P

0r012r

012r









 

192

1

48

1

4

1

2X  , 1X  , 2X2X|1X

2X  , 1X  , 2X

2X  , 1X  , 2X|1X

2X  , 1X  , 2X  , 1X )iv(

                     

}{P}{P                     

}{P                                                     

}{P                     

}{P

012r23r

012r

0123r

0123r
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ىي حالات لمشظام التىي  absorbing barriersحهاجد الامتراص : (3-3) تعريف
jXفلاذا كانت الحالة  وحالة أخخى  أي لا يسكن الانتقال مشيا إلى 1n  :حالة ماصة فلان 

(3.16 )      












 

kj   if                  1

kj    allfor                  0

jX|kX }{P 1nnr 

 0,4بحيىث الحىالتين  0,1,2,3,4إذا فخضىشا نظىام كتكىهن مىن الحىالات : (5-3) مثال
 حالات ماصة كحلك:

prX|1rX }{P 1nnr   
qr0  ,  qrX|1rX }{P 1nnr   

10X|0X }{P 1nnr   
14X|4X }{P 1nnr   

 تربح عمى الشحه التالي: Pل فلان مرفهفة الانتقا

























10000

p0q00

0p0q0

00p0q

00001

4

3

2

1

0
 4    3    2     1    0    

P 

 transition probabilities higher لأعمىاالات الانتقال تسحأ( 3-6-2)
)أو عىجد مىن  stepsالانتقال من حالة إلى حالة أخخى في عجد مىن الخطىهات يسكن 

1mو بحيث  mالهحجات الدمشية(  ن الحالة . فلاذا تم الانتقال مj  إلىى الحالىةk  فىي عىجد
m  بىالخمد حتسىال الأ وسىهف نخمىد ليىحامن الخطىهاتو)m(

jkP . فىلاذا تىم الانتقىال فىي الخطىهة
)mn(رقم في الخطهة  kتم الانتقال إلى الحالة  jومن  j( إلى الحالة nرقم )  :فلان 
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(3.18           )        }{P jX|kXP nmnr
)m(

jk   

)m(ظ أن الاحتسىىىالات حىىىونلا
jkP  لا تعتسىىىج عمىىىىn  وبالتىىىالي فىىىلان العسميىىىة فىىىي ىىىىحه

 الحالة تدسى عسمية ماركهف الستجاندة أيزا .

jk                                              : ملحوظة
)1(

jk PP  
خطىهة  2فىي عىجد  kإلىى الحالىة  jل مىن الحالىة إذا فخضىشا أن الانتقىا: (6-3مثفال )

 فلان:

}{P jX|kXP n2nr
)2(

jk   

فىي  intermediate state( rمىن خىلال حالىة وسىيطة ) kإلى  jحيث يسكن الهصهل من 
 :أو بعبارة أخخي خطهتين 

(3.18)    PPPPP

jX|rXjXrX|kX

jX|rX , kX

                                             

}{P} , {P               

}{P

)2(

jk

(1)

rk

(1)

jr

)1(

jr

)1(

rk

n1nrn1n2nr

n1n2nr









 



 

2,1r...,بسا أن برفة عامةو و    حيث الحالاتr فيىةحالات متشاmutually exclusive 
 بالتالي فلان:

(3.19)                                                                  PP

jX|rXrX|kX

jX|kXP

       

}{P}{P

}{P

n

r

rkjr

r

n1nr1n2nr

n2nr

)2(

jk















 

 وبشفذ الأسمهب يسكن تعسيم ذلك وإثبات أن:

(3.20                                           )             


n

r

)m(
rkjr

)1m(
jk PPP 
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 وبذكل عام فلان:

(3.21            )                                    


n

r

)n(
rk

)m(
jr

)nm(
jk PPP 

 كحلك يسكن أثبات أن:  وChapman-Kolmogrov( بسعادلة 3.21السعادلة )وتدسى 

                                              2)2( PPPP  
 أو

(3.22                          )              mnnm)nm( PPPPP  

 .P)4(و  P)2(( أوجج 4-3: أعتبخ مثال )(7-3)مثال 

            





















































 

10/165/161/16

6/165/165/16

6/161/169/16

                   

4/34/10

4/12/14/1

4/104/3

4/34/10

4/12/14/1

4/104/3

PPP2

 

 نجج أن: P)2(ومن 
                                       16/90X|0X }{P n2nr  

                                       16/61X|2X }{P n2nr  

 بالسثل

    





















































 

256/136256/76256/44

256/120256/60256/76

256/120256/44256/92

                                  

10/165/161/16

6/165/165/16

6/161/169/16

10/165/161/16

6/165/165/16

6/161/169/16
)2()2()4( PPP
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}{: إذا أعتبخنا العسمية التهزيع السبجئي( 3-6-3) 0n  , Xn   وإذا أشخنا إلى متجو
فلان متجو  0Xأو عشج الدمن صفخ( بالخمدمشظام قبل بجأ الحخكة )الانتقال الحالات السسكشة ل

 بحيث: aوسهف نذيخ لو بالخمد  احتسالات الحالات السسكشة
,.....]a,a,....,a,a,a[ 1ii321a  

 قبل بجء الحخكة أو بعبارة أخخي: iتذيخ إلى أحتسال وجهد الشظام في الحالة  iaحيث 

(3.23 )    1a    ,   ,.....]a,a,....,a,a,a[X
1i

i1ii3210r a)(P  




 

وبالتالي  لمحالات السسكشة. initial distributionبالتهزيع السبجئي  aويدسي الستجو 
وحجة  n( خطهة )أو nيسكن أثبات أن التهزيع الأحتسالي لمحالات السسكشة لمشظام بعج )

 زمشية( عمى الشحه التالي:

(3.24                )                        )n(

nr Pa][P  X  

 ( خطهة عمى الشحه:n( بعج )iوبالتالي فلان أحتسال وجهد الشظام في الحالة )

(3.25   )..1,2,3,4,..i   ,           P aiX
n

1j

)n(

jijnr ][P  


 

)n(                                             أو

nr Pa)(P  X  

)أنظخ  stationary process: إذا كانت العسمية العذهائية عسمية مدتقخة ملحوظة
 (( فلان:3-3الفرل )

(3.26        )         n        ,     X aPa][P )n(

nr 

 equilibriumفي ىحه الحالة باحتسالات التهازن أو الاستقخار  aوتدسي الأحتسالات 

probability  التهازن الاحتسالي وىحا يعشي أن)(P nr X  لا كتأثخ بعجد الخطهاتn  أو(
 (.nالدمن 
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نقل السعمهمات من خلال  كتمأحج أنظسة الاترالات بحيث : إذا اعتبخنا (8-3مثال )
 jمن السخاحل الستتالية. فلاذا أشخنا لحالة الشظام في السخحمة  n( خلال عجد 0),(1الخقسين )
( j-1تعتسج عمى حالة الشظام في السخحمة) jإذا كانت حالة الشظام في السخحمة و و jXبالخمد 

و لولا يختمف عن الخقم الدابق بأن الخقم الجاخل  qفقط. وفي كل مخحمة كهجج احتسال ثابت 
1qpلغيخ ذلك بحيث  pواحتسال  . 

}{وبالتالي فلان  ,...2,1,0j  , X j   تسثل عسمية ماركهف بسرفهفة انتقالP :حيث 

2

1
]0X[]1X[ 0r0r PP     ,     










qp

pq

1

0
 1    0    

P 

 P)2(أوجج  -1: والمطلوب

2- )2(
00P    2(و(

11P 

3- )2(
10P    2(و(

10P 

 أوجج الاحتسالات التالية: -4

)(P 0X , 0X 03r  ii)   ,   )(P 0X , 1X 03r  (i 

 :الحل

1-                        













)pq(pq2

pq2)pq(
22

22
)2( PPP 

2-                     )pq(
22)2(

11P     ,    )pq(
22)2(

00P  

3-                                  pq2
)2(

10P     ,     pq2
)2(

01P  

4-    )(P )(P)(P 0X0X | 1X0X , 1X 0r03r03r (i 
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P)(ويسكن الحرهل عمى الأحتسال  0X , 1X 03r   3(مباشخة من السرفهفة(P  أو
 عمى الشحه التالي: .chapman-kolog معادلة باستخجام



 

)pq2(q                                      

 0X | 1X

)2(
1101

)2(
0100

i

)2(
1ii003r

PPPP

PP)(P
 

                      22
03r q p)2/1(q p 20X , 1X )(P  

 بالسثل:

  )(P )(P)(P 0X0X | 0X0X , 0X 0r03r03r(ii 

             






222

22

)2(
1001

)2(
000003r

p q 2)pq( q                                 

)q p 2( p)pq( q                                 

  0X | 0X PPPP)(P

 

         
223

222
03r

p q)p qq( )2/1(                                 

)2/1(p q 2)pq( q0X , 0X }{)(P



 

 كىهم( 33)الذىيخ  في أحج الذيهر الذىتهيةفخضشا أن حالة الطقذ : إذا (9-3مثال )
(. فىلاذا 2( أو غيخ مسطخ وسهف نذيخ لو بالخمد )1يكهن مسطخ وسهف نذيخ لحلك بالخمد )

( تعتسج عمىى حالىة الطقىذ فىي اليىهم الدىابق لىو مباشىخة  j) رقم كانت حالة الطقذ في اليهم
(j-1فلاذا كانت مرفهفة الأنتقال عمى الش .):حه التالي 

(1                                )









662.0338.0

250.0750.0

2

1
 2               1    

P 

 بحيث: aوالتهزيع السبجئي لمحالات 
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(2                              ) 425.0575.0a  

 أيام مثلا  نجج أن مرفهفة الانتقال عمى الشحه: 10فبعج 

(3                 )       









662.0338.0

250.0750.0)10(P 

 :أيام عمى الشحه التالي 10أحتسالات حالة الطقذ بعج  وبالتالي فلان

 

  (4)                     425.0575.0

662.0338.0

250.0750.0
425.0575.0]X[P

    a                          

 P a )10(

10r











 

 أن عسمية ماركهف في ىحه الحالة عسمية مدتقخة. ( 4(و)2من ) ويتزح

 تدمدلاتسترشيف الحالات وال (3-6-4)
Classification of states and chains 

 limitingمة مىاركهف وفقىا  لدىمهكيا الشيىائي حىالات الشظىام لستدمدىكىتم ترىشيف 

behavior   وفقىىا  لىىبعا خرىىائا الشظىىام. وفيسىىا كمىىي سىىهف نقىىجم أىىىم بعىىا خرىىائا
 الحالات والستدمدلات لساركهف عمى الشحه التالي.

 kإلىى أي حالىة أخىخي  j: إذا فخضشا انىو يسكىن الهصىهل مىن أي حالىة (3-3تعريف )
و أو بعبىىارة أخىىخي جسيىىع j,kات الدمشيىىة( لجسيىىع قىىيم فىىي أي عىىجد مىىن الخطىىهات )أو الهحىىج

 الحالات مترمة ببعزيا.
0Pىحا يعشي أن و 

)n(
jk   لجسيع قىيمj,k فىي ىىحه الحالىة تدىسي الحىالات حىالات .

بالسرىىفهفة  مرىىفهفة الانتقىىال فىىي ىىىحه الحالىىةوتدىىسي  irreducibleغيىىخ قابمىىة للاختىىدال 
 .irreducible matrixغيخ قابمة للأختدال 

)n(إذا فخضىىشا أن : (4-3تعريففف )
jkf  تذىىيخ إلىىى أحتسىىال الهصىىهل مىىن الحالىىةj  إلىىى

 ( من الخطهات )أو الهحجات الدمشية(و فلان:nأول مخة في عجد ) kالحالة 
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(3.27   )}{P jX|kX  , 1n,.....,2,1r  , kXf 0nrr
)n(

jk  

 حيث:

(3.28      )                 1n    ,      P fP
n

0r

)rn(
kk

)r(
jk

)n(
jk 



 

(3.29         )        jk
(1)
jk

(0)
jk

(0)
kk Pf     ,    0f     ,    1P  

 ( نجج أن:3.28),(3.29ومن )

(3.30  )             1n    ,      fP fP
1n

1r

)n(
jk

)rn(
kk

)r(
jk

)n(
jk 





 

دائسىا  إلىى الحالىة  مشيا والهصهل j: إذا رمدنا لأحتسال البجء في الحالة (5-3تعريف )
k  بالخمدjkF :فلان 

(3.31         )                            





1n

)n(
jkjk fF 

 إذا كان: persistent or recurrentحالة متكخرة أو دائسة  jتدسي الحالة 
(3.32             )                                 1Fjj  

 إذا كان: transient or nonrecurrentحالة مؤقتة أو غيخ متكخرة  jالحالة وتدسي 
(3.33             )                                 1Fjj  

)أي عىىجد  tبىىجورة طهليىىا  periodicحالىىة دوريىىة  jتدىىسي الحالىىة : (6-3تعريففف )
1tمن الهحجات الدمشية( حيث  tو أو في tخطهات يداوي   و إذا كان الخجهع لمحالىةj ي فى

 فقط بسعشي أن: t3,t2,t....,الخطهات 

(3.34)     











        ....t,2t,3t,..n       ,          0P

   1t,        ....t,2t,3t,..n       ,          0P

)n(
jj

)n(
jj 
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( إذا لىم كتحقىق الذىخ  non-periodic) aperiodicغيىخ دوريىة  jتدسى الحالة وبالتالي 
 ( وعمى سبيل السثال إذا كان:3.28في )

0Pjj  

1tفلانو في ىحه الحالة    وبالتالي فلان الحالةj .غيخ دورية 

بىالخمد   jمىن الحالىة  kإذا رمدنا إلى الدمن الستهقع لمهصىهل لمحالىة : (7-3تعريف )
jk :حيث 







1n

)n(

jkjk f n 

 إذا كان: nullتدسي حالة غيخ مهجهدة  jفلان الحالة 

(3.35   )                         


1n

)n(

jjjj f n 

 إذا كان: non-nullوتدسي حالة مهجهدة 

(3.36   )                       


1n

)n(
jjjj f n 

 إذا كانت: ergodicحالة عامة  j: تدسي الحالة (8-3تعريف )
 persistent (recurrent)دائسة  -1
 non-nullمهجهدة  -2
 aperiodicغيخ دورة  -3

لستدمدىىىمة مىىىاركهف تتىىىهافخ فييىىىا الذىىىخو  أعىىىلاه فأنيىىىا تدىىىسي الات وإذا كانىىىت جسيىىىع الحىىى
 .ergodic chainمتدمدمة عامة 

}{ العسمية العذهائيةإذا فخضشا : (11-3مثال ) 0n,Xn   تسثل متدمدىمة مىاركهف
 حيث: Pانتقال بسرفهفة 
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010

2/102/1

010

2

1

0
 2       1       0    

P 

 وضح أن متدمدمة ماركهف دورية. -1: المطلوب

11أوجج  -2
)2(

1111 F,f,f ( 1ثم حجد نهع الحالة). 

22أوجج  -3
)2(

2222 F,f,f ( 2ثم حجد نهع الحالة). 

)2()3(نهجج  -1: الحل PP  فشجج أن: ,



















010

2/102/1

010
)3(P    ,    



















2/102/1

010

2/102/1
)2(P 

,....,بايجاد السرفهفات 
)5()4( PP جج أن:ن 

1,2,...n     ,          ,     PPPP )1n2()2()n2(   
 وبالتالي نجج أن:

(3.37     )         1,2,0i     ,     0     ,     0
)1n2(

ii
)n2(

ii PP 
 

2tحيىىىث  tدوريىىىة بىىىجورة ( نجىىىج أن جسيىىىع حىىىالات الشظىىىام 3.37مىىىن )  و وبالتىىىالي فىىىلان
2tالستدمدمة دورية بجورة  . 

 نجج أن: pمن السرفهفة  -2
0F11  

 نجج أن: P)2(ومن السرفهفة 
1f

)2(
11  
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 وبالتالي فلان:

1fF
1n

)n(
1111 





 

 .persistent( حالة دائسة 1الحالة )وبالتالي فلان 

 كحلك نجج أن:

 




21201f n
1n

)n(
1111 

 .non-null( حالة مهجهدة 1فلان الحالة )وبالتالي 

 ( نجج أن:2بالسثل بالشدبة لمحالة ) -3

1)2/1(2)0(1F    ,    
2

1
f    ,    0f

1n

22
)2(

2222  




 

 .بالسثل (0الحالة ) أيزا   حالة دائسة أيزا و كحلك (2وبالتالي فلان الحالة )
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  Poisson Processes                  ( عسميات بهاسهن     3-7)
في الفرل الدابق تم تقجيم بعض أنهاع عسميات ماركهف مع التخكيد عمى عسمية 

والدمن )أو الخظهات( متقظع  discrete statesماركهف عشجما تكهن الحالات متقظعة 
discrete time .ًأيزا 

تكهن فيها الحالات متقظعة والدمن مترل ولكن كثيخ من الظهاهخ العسمية 
continuous timeل . لحلك تمعب عسميات ماركهف ذات الحالات الستقظعة والدمن الستر

 دور هام في دراسة هحه الظهاهخ.
وتعتبخ عسمية بهاسهن إحجى العسميات التي تشتسي إلى هحه الفئة من عسميات 

 عسميات:ومن الأمثمة العسمية لهحا الشهع من ال ماركهف.
 عجد مكالسات التميفهنات خلال فتخة زمشية معيشة. -1
 التي تقع في أحج الظخق خلال فتخة زمشية معيشة.عجد الحهادث  -2

فتخة زمشية  عجد العسلاء الحين يرمهن إلى أحج مخاكد الخجمة )مثل البشك( خلال -3
 معيشة.

. فإذا tخلال الفتخة  A event ثتذيخ إلى عجد مخات وقهع الحج t(N(فإذا فخضشا أن 
0tبجأنا في   وأن الحجث ،A  يقع في الشقط الدمشية...... , tt , tt 21  والذكل ،

t , tt , ......التالي يهضح العلاقة بين  21, )t(N حيث تحجث القفدات ،jumps  عشج
 .في الذكل التالي  فقيالشقط السهضحة عمى السحهر الأ

t(N(nتذيخ إلى أحتسال أن  Pn)t(فإذا فخضشا أن   :فإن 
(3.38                                )][P n)t(N)t(P rn  

3,2,1,0n......,عشجما  tدالة في الستغيخ  t(Pn(حيث    فإن:وبالتالي 

(3.39        )                                  1)t(P
0n

n 
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 (t,0(: يهضح عجد مخات وقهع الحجث في الفتخة )1-3شكل )

 

ة لكل قيسة بالشدب t(N(يسثل التهزيع الأحتسالي لمستغيخ  Pn)t(وبالتالي فإن 
}{، t(N(ئية وعائمة الستغيخات العذها .tمن قيم  0t , )t(N  تسثل عسمية عذهائية ،

متغيخ مترل. ومن أمثمة هحا الشهع من العسميات  tمتغيخ متقظع،  t(N(حيث الستغيخ 
 .certain conditions عسمية بهاسهن تحت شخوط معيشة

 عسمية بهاسهن: postulatesوفيسا يمي نقجم فخوض 

: وهحا الفخض يتسثل في ان الستغيخ independenceفرض الاستقلال  -1
)t(N  متغيخ مدتقل بسعشى أن)ttt(N 21   مدتقل عن
)ttt(N 32   الحجث أو بعبارة أخخي عجد مخات وقهعA  في فتخة معيشة

 في أي فتخة أخخي. Aمدتقل عن عجد مخات وقهع الحجث 

N(t) 

 

 ــ 4

 

 

 ــ 3

 

 

 ــ 2

 

 

 ــ 1

 

 

0             1t       2t                    3t          4t                       5t  
t 
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يعتسج عمى طهل  t(Pn(: التجانذ هشا يعشي أن homogeneityالتجانس  -2
)tt,t(الفتخة  11   أي يعتسج عمىt  1ولا يختمف باختلافt أو بعبارة أخخي .

 وليذ مهقعها.سج عمى طهل الفتخة يعت

فتخة زمشية صغيخة  t((: وهحا يعشي أذا كانت الفتخة regularityالانتظام  -3
 t( )t( (يداوي  )t(مخة واحجة خلال Aججاً فإن أحتسال وقهع الحجث 

، t((في من الجرجة الثانية ة الثانية أو أكثخ دالة من الجرج  )t(حيث 
0tكحلك عشجما    فإن)t(   يؤول أسخع إلى الرفخ من)t(  :بسعشي

0t  

0فإن:                                   
t

)t( 




 

 وبالتالي فإن:
)t( )t( )t(P1  

t( )t(P(          وبسا أن:        
2k

k 




 

                بسا أن: 




  1)t(P
0n

n 

(3.40   )                ][ )t( )t( 1)t(P0  

 ( أو بعبارة أخخي:tسهن بتهقع )يتبع تهزيع بها t(N(الستغيخ : (1-3نظرية )

(3.41  )           0,1,2,....n    ,      
! n

)t(e
)t(P

nt

n 





 

 عشجما:
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(3.42   )           0n        ,      0)0(P        ,      1)0(P n0  

0n        ,      )tt(Pn: أعتبخ الإثبات  

 

 
 

)tt(الستشافية خلال الفتخة  eventsمن الأحجاث  nفإن وقهع عجد    مسكن أن
1nيحجث بعجد )  من الظخق الستشافية )mutually exclusive ways  ولتكن

1n21 A,......,A,A . 

وعجم وقهع أي حجث في الفتخة  t( في الفتخة nتذيخ إلى وقهع عجد ) 1Aفإذا كان 
)tt,t(  التالي فإن:وب 

(3.43)                              )()](1)[(

)( )(

)(|0)( )()(

0

1 ][][

tttp

tPtP

ntNtNntNA

n

n

rrr PPP









 

ووقهع  tخلال الفتخة حجث ( n-1)عجد حيث وقهع  2Aكحلك إذا فخضشا الحجث
)tt,t(واحج خلال الفتخة  حجث   فإن:بالتالي 

(3.44)                                )t()]t()[t(P

)t(P )t(P

1n)t(N|1)t(N 1n)t(N)A(

1n

11n

rr2r ][P][PP









 

خلال الفتخة  2ووقهع عجد  t( خلال الفتخة n-2حيث وقهع عجد ) 3Aكحلك الحجث
)tt,t( :وبالتالي فإن ، 

)t()t()t(P)A( }{P 2n3r   

A,A.....,بالسثل   :، وبالتالي يسكن كتابتها عمى الشحه التالي54

|                                  |                           | 

0                                t                         t+Δt 

Δt t t 
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(3.45    )                   3kn       ,      )t()A( krP  

 وبسا أن الأحجاث متشافية فإن:

(3.46)1n   ,  )t()]t()[t(P)]t(1)[t(P)tt(P 1nnn   
 


t

)t(
Lim)t(nP)t(P

t

)t(P)tt(P
Lim

0t
1nn

nn

0t 












 

 (3.47   )              1n     ,     )t(P)t(P)t(P ][ 1nnn  
\ 

0nوعشجما   :فإن 
)t()]t(1)[t(P)t(P)t(P)tt(P 0000  

 (3.48   )                                           )t(P)t(P 00 \ 

( باستخجام طخيقة 3.42تحت الذخوط في ) (3.47),(3.48وبحل السعادلات التفاضمية في )
السقجمة في  differential difference equationsحل معادلات الفخوق التفاضمية 

 ( نجج أن:6-2الفرل )

..0,1,2,3,..n    ,      
! n

)t(e
)t(P

nt

n 





 

بسعجل  الفخعإذا فخضشا أحج فخوع بشك مرخ يرل العسلاء إلى : (11-3مثال )
 عسلاء في الجقيقة. 5متهسط 

 في الداعة. الفخعأوجج التهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء التي ترل إلى  -1: المطلوب

 حتسال عجم وصهل أي عسيل خلال الداعة.أوجج أ -2

 أوجج العجد الستهقع لمعسلاء في الداعة. -3

60tعجد العسلاء، والفتخة  nإذا أعتبخنا أن  -1 :الحل  ،5 :فإن 



 

 
 

 بعض العمليات العشوائية: الثالثالباب                                             عمليات بواسون ( 3-7)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 207 - 

0,1,2,....n    ,      
! n

)300(e

! n

))60(5(e
)60(P

n300n)60)(5(

n 


 

 أحتسال عجم وصهل أي عسيل خلال الداعة فإن: -2

0
! 0

)300(e
)60(P

0300

0 


 

 بحيث: n(E(العجد الستهقع لمعسلاء الحين يرمهن إلى البشك في الداعة  -3

300  300 عميل

! )1n(

)300(
 300

! n

)300(e
 n)t(nP)n(E

300300

1n

1n
300

0n

n300

0n

n

ee

e

}{





























 

مسكن أن يحجث لها عظل من : إذا اعتبخنا أحجي ماكيشات الظباعة (11-3مثال )
 في الأسبهع. 2البديظة بسعجل متهسط  الأعظال

 أسابيع. 4أوجج التهزيع الأحتسالي لعجد الأعظال خلال  -1: المطلوب
 أسابيع أو أقل. 4جم وقهع أي عظل في فتخة أوجج احتسال ع -2
 أسابيع. 4أعظال عمى الأكثخ خلال  3أوجج احتسال حجوث  -3

4tأسابيع بحيث  4عجد الأعظال خلال  nإذا فخضشا أن  -1: الحل  ،2:فإن . 

0,1,2,....n    ,      
! n

)8(e
)4t(P

n)4(2

n 


 

 أسابيع أو أقل: 4قهع أي عظل في فتخة وبالتالي فإن احتسال عجم و  -2

0013.0)4(edt  
! n

)8(e
)4t(P

8
4

0

n)4(2

0  
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 Exercises( تمرينات                                        3-8)
}{إذا فرضنا أن العملية العشهائية  (3-1) 0t , )t(X  بحيث)t(Xi،,.......3,2,1i  

 (.1)( وتباين0مستقلة كل منهم يتبع التهزيع المعتاد القياسي بتهقع )متغيرات عشهائية 
 العملية عملية مستقرة .وضح ان 

}{إذا اعتبرنا العملية العشهائية  (3-2) Tt , )t(X   بحيث)t(Xi متغير عشهائي ،
 يتبع تهزيع بهاسهن بمعلمة 

..0,1,2,3,..k    ,      
! k

)t(e
k)t(X

kt

ir }{P 





 

 وضح أن العملية عملية غير مستقرة.

}{إذا كانت ( 3-3) 0n , Xn   عملية ماركهف بمصفهفة أنتقالP: 


















3.03.04.0

1.06.03.0

3.05.02.0

2

1

0
 2       1       0    

P 

    ,     0,1,2iوالتهزيع المبجئي 
3

1
iXP }{ 0r  

 .irreducible ،aperiodicalوضح أن العملية  -1

 أوجج الأحتمالات التالية: -2

}{P 1X|0X n3nr  (ii   ,       }{P 0X|1X n2nr  (i 

}{P 2X|1X 1nnr   (iv   ,    }{P 0X|2X 1n1nr   (iii 

0,1,2i     ,    iXأوجج التهزيع  -3 }{P 3r  
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}{أعتبر  (3-4) nX  تمثل سلسلة من الرميات المستقلة المتتالية لقطعة عملة بحيث
 ((.p-1اوي )يس T)وبالتالي أحتمال ظههر الكتابة  p( يساوي Hأحتمال ظههر الشعار )

على  1,2,3,4بالأرقام  HH, HT, TH, TTأشرنا إلى نتائج رميتين متتاليتين فإذا 
}{وضح أن  الترتيب. nX  تمثل عملية ماركهف ثم أوجج مصفهفة الانتقالp  ثم أوجج

)m(P ،)2m( . 

}{لة متهازنة إذا فرضنا رمي زهرة طاو ( 3-5) 6,5,4,3,2,1k   عجدn  من الرميات
}{المستقلة. وضح أن العملية  nX  تمثل عملية ماركهف ثم أوجج مصفهفة الانتقالp  ثم

 .3(P(، P)2(أوجج 

( فإذا تحرك من 0حركة عشهائية بحيث يبجأ حركته من نقطة الأصل )جزئ يتحرك  (3-6)
)a1(بحيث يرجع إلى نقطة الأصل باحتمال  ja( باحتمال j+1( إلى )jالنقطة ) j. 

 .……,0,1,2,3خطهة هي  nبأفتراض أن الحالات بعج 

 .recurrent( حالة ممكنة الرجهع 0وضح أن الحالة ) -1

 فإن: nأثبت أنه عنجما  -2

0)a,......,a,a,a(Lim n321  

 بحيث: jkPبأحتمال الانتقال  ……,0,1,2,3أعتبر متسلسلة ماركهف بالحالات  (3-7)

0,1,2,....kj,    ,   
! )rk(

a )p1( P C

P

k

0r

rkrjrj
r

a

jk

e













 

}{وضح أن التهزيع النهائي  kV limiting distribution  يمثل تهزيع بهاسهن بمعلمة
][ )P1/(a . 
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من الفترات الزمنية الجزئية المتساوية  nإلى عجد  ]t,0[إذا قسمنا الفترة الزمنية  (3-8)
، وبافتراض أنه في كل فترة زمنية جزئية يتم إجراء محاولة hالطهل كل منها يساوي 

)h1(وفشل باحتمال  hلبرنهلي بأحتمال نجاح   أثبت أن عجد مرات النجاح خلال .
( مع تحجيج الفروض التي تم tتمثل متغير عشهائي يتبع تهزيع بهاسهن بتهقع ) tالفترة 

 على أساسها أشتقاق التهزيع.

t(N),t(N(إذا فرضنا أن  (3-9) عمليتين عشهائيتين مستقلتين وكل منها تتبع  21
21تهزيع بهاسهن بمعلمتين  , :على الترتيب. أثبت أن 

knkn
k211r q p Cn)t(N)t(N|k)t(N }{P  

21

2q



             ,              

21

1p



 

}{أعتير العملية العشهائية  (3-11) Tt , )t(X  :بحيث 

0,1,2,....n    ,   0    ,        
! n

)t(e
n)t(X

n

i

t

ir

i

}{P 





 

}{وضح أن العملية  Tt , )t(X : 

 عملية غير مستقرة. -1

 عملية متجانسة. -2
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 Introduction                                        ( مقدمة4-1)
في هذا الباب نقدم بذيء من التفريل التعريف الدقيق لشظام الرف، ومكهنات 

 .outputومخرجات  service times، وأزمشة خدمة inputsالشظام من مدخلات 

فهف، حيث الرياغة الرمزية لأنظسة الر kendallحيث قدم  1591ومشذ سشة 
تعطي الرياغة الرمزية للشظام وصف دقيق لعشاصر الشظام ثم تقدم الدلهك الأحتسالي 

 )التهزيع الأحتسالي( لعشاصر الشظام التي تسثل متغيرات عذهائية.

( 1-4في الفرل التالي نقدم وصف لأنظسة الرفهف، ثم نقدم قي الفرل )
 الرياغة الرمزية لأنظسة الرفهف.

قدم أشتقاق التهزيع الحتسالي لعدد العسلاء الذين يرلهن ن( 4-4في الفرل )
 ( نقدم أشتقاق التهزيع الأحتسالي لعدد العسلاء السشتهي خدمتهم.9-4وفي الفرل ) للشظام.

( نقدم التهزيع الأحتسالي لأزمشة خدمة العسلاء. حيث التهزيعات 6-4وفي الفرل )
الذروط التي يجب أن تأخذ في الأعتبار الأحتسالية لعشاصر الشظام الأحتسالية تخزع لبعض 

 عشد التطبيق. ذلك بالإضافة إلى عدد من الأمثلة والتسريشات.
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 Queueing System                           نظام الرف   ( 4-2)

لاء ـــســمن ع waiting systemار ــــظــام الانتــظــف أو نـــام الرــــهن نظــــيتك
customers (items)  التي تؤدي يرمهن إلى مخكد خجمة )أو عجد من مخاكد الخجمة

ي طمب ( فparallel stationsمتهازية  وفي ىحه الحالة تدسي مخاكد نفذ نهع الخجمة
. فإذا كان مخكد الخجمة خالي فإنو يجخل مباشخةً لمحرهل عمى خجمة معيشة يؤدييا السخكد

)أو في تأدية خجمة لعسيل )أو كل السخاكد مذغهلو( الخجمة، أما إذا كان السخكد مذغهل 
من السخاكد(  )أو أحجلحين خمه السخكد  queueفإنو يشتظخ في الرف  سابقعسلاء( 

 كسا ىه مهضح في الذكل التالي: خجمة عسيل

 الرف (: مكهنات نظام1-4شكل )
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ويسكن دراسة أي نظام من أنظسة الرفهف وفقاً لعجد من الخرائص التالية التي 
 تسثلالتي  mathematical modelsخياضية الشساذج التسثل العشاصخ الأساسية في بشاء 

 :[22 ,19 ,103] من الأنظسة الأنهاع هىح
 arrivingوصهل العسلاء إلى الشظام عجد وسمهك تيار السجخلات الحي يسثل  -1

customers (input). 
داخل مخكد الخجمة أو الفتخة الدمشية بين  service timeزمن خجمة العسيل  -2

 ائيا.بعج أد inter-departures timeين متتاليين من مخكد الخجمةميخخوج عس
 بالشظام. service stations (channels)عجد مخاكد الخجمة  -3
 .service disciplineطخيقة الجخهل لمخجمة  -4
 maximum number ofفي الشظام السدسهح بو الحج الأقرى لعجد العسلاء  -5

customers allowed in the system. 
 populationالعسلاء  مشوسفخدات( في السجتسع الحي يرل العجد العسلاء ) -6

(calling source). 
 وفيسا يمي سهف نتشاول كل عشرخ من العشاصخ بالتفريل.

 عبارة عن الدمهك الأحتسالي تيار السجخلات لمشظام ىه: تيارًالمدخلاتًأولاً
التي ترل إلى الشظام في طمب الخجمة خلال فتخة معيشة. وغالباً  (عجد العسلاء )السفخداتل

سهعج وصهل ىحه السفخدات إلى الشظام دقيق لتحيل تحجيج من الرعب بل قج يكهن من السد
أو تحجيج عجدىم خلال فتخة زمشية معيشة، فعمي سبيل السثال وصهل العسلاء إلى البشهك أو 

ً.، ........ الخوصهل السخضى إلى العيادات أو وصهل الديارات لسحظات البشدين
ل فتخة زمشية معيشة يسثل متغيخ وبالتالي أصبح عجد العسلاء الحين يرمهن إلى الشظام خلا 

أنظخ  –يعتسج عمى الفتخة الدمشية )أي يسثل عسمية عذهائية  random variableعذهائي 
إلى الشظام  هن رمالجين ي( ولحلك فإن دراسة التهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء الباب الثالث

( من inter-arrival timeخلال فتخة معيشة )أو الفتخة الدمشية بين وصهليين متتالية 
 مشاسب يرف الشظام. )طابهر( العشاصخ الأساسية في بشاء نسهذج صف
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الهقت الحي يقزيو العسيل  ىه زمن خجمة العسيل :زمنًخدمةًالعميلًثانيااً
يسثل متغيخ وىه داخل مخكد الخجمة في أداء الخجمة وىه ما يظمق عميو زمن الخجمة 

كفاءة القائم عمى أداء الخجمة، كفاءة الأدوات حيث يعتسج ىحا الستغيخ عمى  عذهائي أيزاً 
من يختمف  تسهين الديارة بالبشدين في السحظة . فعمي سبيل السثالالسدتخجمة، ....الخ

ة أداء العامل القائم عمى وفقاً لكسية البشدين السظمهبة كحلك وفقاً لدخع سيارة لأخخى 
خيض إلى آخخ وفقاً لظبيعة ن، بالسثل زمن كذف الظبيب عمى السخيض يختمف من مالتسهي

 يعتبخ زمن الخجمة في مخكد الخجمة متغيخ عذهائي أيزاً.لحلك . السخيض وطبيعة السخض

، وىشا خاكد الخجمة الستكافئة في الشظامعجد م :عددًمراكزًالخدمةثالثااً
ولكن  وليا نفذ التهزيع الأحتسالي لدمن الخجمة، السقرهد بالتكافئ أي تؤدي نفذ الخجمة

 parallelويدسى ىحا الشهع من مخاكد الخجمة بالسخاكد الستهازنة  .قج تكهن بسعجلات مختمفة
stations  كد من ىحه السخاكد.اسخ ال أحجحيث تتم خجمة العسيل في مخحمة واحجة في 

ويهجج نهع آخخ من الخجمات تؤدي عمى مخاحل متتالية مثل عسمية طباعة الكتب فالسخحمة 
 عة، السخحمة الثانية التجسيع، السخحمة الثالثة التجميج.الأولى الظبا

 في ،عمى الخجمة التي تؤدي في مخحمة واحجة( 8)-(5الأبهاب )قترخ توسهف 
حالة وجهد مخكد خجمة واحج أو عجد من السخاكد الستهازية وفي ىحا الشهع من مخاكد الخجمة 

 قت.لا يدتظيع السخكد الهاحج خجمة أكثخ من عسيل في نفذ اله 
 ( سهف نقجم الخجمة عمى مخاحل متتالية، حيث تتم خجمة11(،)9الأبهاب )وفي 

وتشتيي خجمة العسيل بسخوره عمى جسيع  العسيل الهاحج في عجد من السخاحل الستتالية
 السخاحل.
ًللخدمةًرابعااً ًالدخول : طخيقة الجخهل لسخكد الخجمة تعشي طريقة

سيل من صف الانتظار لجخهلو مخكد الخجمة وبجء القاعجة التي عمى أساسيا يتم اختيار الع
 firstخجمتو بالسخكد. وفي كثيخ من الأنظسة تكهن القاعجة "من يأتي أولًا يخجم أولًا 
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come – first servedدخهل الدفن أو ، " وذلك كسا ىه مهجهد في محظات البشدين
 .لمسيشاء، ...... الخ

" last come – first servedم أولًا وتهجج أنظسة أخخى يكهن "من يأتي أخيخاً يخج
ذلك سحب البزائع من مخكد تخدين. وأحياناً يكهن دخهل العسلاء لمشظام وفقاً مثال و 

 ت جخاحية معيبة ببعض السدتذفيات.مثل إجخاء عسميا prioritiesلأولهيات 

ة التي تيا وفقاً لشهع الخجموبالتالي تختمف ىحه القاعجة باختلاف الأنظسة التي تقهم بجراس
 .تؤدى

 و: ويختمف عجد العسلاء السدسهح بالحدًالأقصىًلعددًالعملاءًخامسااً
ختلاف الأنظسة ونهع الخجمة التي تؤدى فسثلًا في أشارات السخور نجج أنو لا أبفي الشظام 

وبالتالي  وتشتظخ لحين بجء الحخكة، يهجج أي قيج عمى عجد الديارات التي ترل إلى الإشارة
 ( في حين أن عجد السقاعج السدسهح بو∞العجد السدسهح بو لا نيائي ) فتخاض أنأيسكن 
أي يهجج حج أقرى  في الظائخةيكهن محجد بعجد السقاعج  ما رحمة فيالظائخة  عمى لمحجد

 لعجد العسلاء في الشظام بعج ىحا الحج يخفض الشظام استقبال العسلاء.
ًالمجتمعًسادسااً ًفي ًالعملاء من  (السفخدات أو): ويأتي العسلاء عدد

مرجر معين قج يكهن عجد مفخداتو محجود أو غيخ محجود فسثلًا الدمع التي ترل إلى 
السجسعات الاستيلاكية تأتي من مرجر محجد عجد مفخداتو )حيث الكسيات السهجهدة 

 مشوبالسخازن يكهن عجدىا محجود( وقج يكهن عجد السفخدات في السرجر الحي يأتي 
أحج إشارات السخور فإن الديارات ترل إلييا بجون أي حج ذا فخضشا السفخدات غيخ محجود فإ

يأتهن من  ىحه الإشارةعمى  )الديارات( الستخددة، فإنو يسكن افتخاض أن عجد العسلاء لعجدىا
، كحلك مثل عجد السيكخوبات في لتخ السياه مرجر عجد مفخداتو غيخ محجود )لا نيائية(

 .لتحميمياالسأخهذة يهمياً من أحجى الأنيار 
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 ( الرياغة الرمزية لأنظسة الرفهف4-3)
Queueing System Notations 

من وضع صياغة رمزية لمثلاثة  3553سشة  Kendallتسكن عالم الرياضيات 
( 3،  2،  3الخرائص )خرائص الأولي لشظام الرف الدابق تشاوليا في الفرل الدابق 

 :,53 ,103]4[ ( لمتعبير عن ىذه الخرائص حيث a / b / cفهضع الرياغة )

a:  تذييير ىلييت التهزيييع ايحتسييالي لعييال العسييلان الييذلن ارييمهن ىلييت الشظييام  و التهزيييع
  arrival distributionن يييالييييين متتيييين وصهلييييية بييييزمشيييرة الييييالي لمفتيايحتس

(or inter arrival) 

b: ين خيرو  عسميتيين تذير ىليت التهزييع ايحتسيالي ليزمن الخامية ) و الفتيرة الزمشيية بي
 .service time(or departure time) distعمت التهالي بعا انتيان خامتيم 

c: .تذير ىلت عال مراكز الخامة الستهازية في الشظام 

زية لمثلاثة خرائص الرياغة الرم Leeقام عالم الإحران  3566وفي سشة 
 ( حيثd / e / f) شحهعمت ال (6، 5، 4الفرل الدابق الخرائص  ) نظر الأخرى لمشظام
[103,65]: 

d:  تذير ىلت القاعاة التي عمت  ساسيا لتم اختيار العسيل من الرف )في حالية وويهل
 انتظار( لماخهل لمخامة.

e: .)تذير ىلت الحا الأقرت الستاح لعال العسلان في الشظام )في الخامة واينتظار 

f: العسلان لمشظام. مشوالذي ارل  تذير ىلت عال العسلان ) و السفرلات( في السجتسع 

وبالتالي اسكن تحالا خرائص  ي نظام لمرفهف من خلال خرائرو في الرهرة الرمزية 
 (. d / e / f ( : )a / b / c)عمت الشحه 

 .سهف نتشاول  ىسيا فيسا لميو  بعض الأكهال الستعارف عمييا a, b, dوعالة تأخذ الرمهز 
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 رمهز التالية:عالة تدتخام ال a , bبالشدبة لي 

M:  تذير ىلت  ن التهزيع ايحتسالي لعال العسيلان التيي تبميل الخامية ) و عيال
 )وفقيياع لعسمييية Poissonالعسيلان السشتيييي خييامتيم( وفقيياع لتهزيييع بهاسييهن 

وذلييم مكيياف   ن اكييهن الفتييرة الزمشييية بييين وصييهليين متتيياليين  ،مييارفهف(
 تهزيع الآسي  ازا.لتبع التهزيع الأست  و زمن الخامة وفقاع لم

D:  تذييير ىلييت  ن الفتييرة الزمشييية بييين وصييهليين متتيياليين  و زميين الخاميية  يييم
 .deterministicغير عذهائية )اقيشية( 

kE تذيير ىلييت  ن  زمشيية الخامية  و الفتييرة بييين وصيهليين متيييير عذييهائي لتبييع  :
 .k و واما بسعمسة  Erlangتهزيع 

GI:  بيين  ات الزمشيية) و الفتير  السديتقمين ىحريائياع  ىلت  ن وصهل العسيلانتذير
 وليييا نفييس التهزيييع مدييتقمة ةعذييهائي اتمتيييير سثييل ت( متتيياليين وصييهليين

General distribution of independent arrivals. 

G:  الزمشييية بييين خييرو  عسميييين عمييت  اتالخاميية  و الفتيير   زمشييةتذييير ىلييت  ن
 .General distributionان خامتيم تتبع تهزيع عام التهالي بعا انتي

 -عالة تدتخام الأكهال التالية: dكذلم 

FCFS:  من اأتي  ويع اخام  ويعFirst Come – First Served. 

LCFC:  من اأتي  خيراع اخام  ويعLast Come – First Served. 

SIRO:  الاخهل لمخامة بأمر عذهائيService in Random Order. 

GD:  مبا  عام لماخهل لمخامةGeneral Service Discipline. 
 

 حال خرائص فل نظام من الأنظسة التالية:: (1-4مثال )
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  - )/100/FCFS(:)3/M/M(  
)LCFS(:)5/E/D//( - ب 3  

 الحل:

)FCFS(:)3/M/M/100/(بالشدبة لمشظام  -   
Maبسا  ن  لعسلان الذلن ارمهن ىلت الشظام وفقاع لتهزيع فيذا اعشي  ن عال ا

Mbبهاسهن، فذلم    ،3فيذا اعشي  ن زمن الخامة وفقاع لمتهزيع الأسيc   اعشي
FCFSd، فذلم نجا  ن بالشظام ومتكافئة مراكز خامة متهازنة 3ووهل   فيذا اعشي 
100eفذلم  ،وفقاع من اأتي  ويع اخام  ويع  لمخامة العسلان لخهل  ن لتم   فيذا اعشي

عسيل في الخامة واينتظار،  100 قرت عال مسكن  ن ادتهعبو الشظام ي لزيا عن   ن
عال  infiniteفيذا اعشي  نو اأتي العسلان من مرار غير محاول  fكذلم بسا  ن 

 .العسلان بو

)LCFS(:)5/E/D//( -ب 3  
Daبسا  ن   اقيشية هن ىلت الشظام في مهاعيا محالةفيذا اعشي  ن العسلان ارم، 

3Eb  أن زمن الخامة لتبع تهزيع فErlang  5 فذلم ،3 و واما بسعمسةC   فإن
LCFSd ،مراكز متكافئة 5عال مراكز الخامة الستهازية اداوي    فيذا اعشي  ن

العال ىن يذا اعشي ف eقاعاة لخهل العسيل لمخامة وفقاع من اأتي  خيراع اخام  ويع، 
 فيذا اعشي  نو f فذلم ،(الأقرت لمعسلان في الشظام والخامة غير محال )

 (  ازاع.اأتي العسلان من مرار غير محاول )

 system'sوبرفة عامة اسكن تقديم  نظسة الرفهف وفقاع لدمهك الشظام 
behavior  ي خرائص تذييل الشظام (operating characteristics ىلت حالتين )

 :[80 ,93]ىسا 
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 transient state (الستشقمةغير السدتقرة ) و : وتدست الحالة لحالة الأوليا -3
 و السكان  و  وىي تذتسل عمت الأنظسة التي لتيير فييا سمهك الشظام وفقاع لمزمن

 .الأثشين

وىي  steady state (الاائسة السدتقرة ) و وتدسي الحالة الحالة الثانية: -2
) و السكان  و  يا سمهك الشظام مع الزمنتذتسل عمت الأنظسة التي ي لتيير في

عسيل بالشظام في الحالة  n. ومن ثم فإنو اذار ىلت احتسال ووهل ايثشين(
حيث  t(Pn(بالرمز  (الستشقمةغير السدتقرة ) ما في الحالة  nPبالرمز  السدتقرة

 الحالة.في ىذه  t اعتسا سمهك الشظام عمت الزمن

السدتقرة  سهف تقترر لراستشا عمت الأنظسة وفقاع لمحالة (33)-(5الأبهاب )وفي 
 حيث ي لتيير سمهك الشظام وفقاع لمزمن. (الاائسة ) و

تتهافر فييا  steady state السدتقرةوبالشدبة لسعظم  نظسة الرفهف في الحالة 
في  نظسة الرفهف التي  basic axiomsالفروض التالية التي تعتبر بالييات  ساسية 

 البالييات التالية –سهف نتشاوليا بالتفريل في الفرهل التالية ومن  ىم ىذه البالييات 
[85,93]: 

تذير ىلت عال العسلان الذلن ارمهن لشظام الخامة في الفترة  t(N(ىذا اعتبرنا  -3
(0,t:فإن الستييرين ) 

(4.1      ))}ht(N)ht(N{  ,  )}t(N)t(N{ i1ii1i   

k210حيث: t..........ttt  1)عال  تسثلk ) حيثشقط زمشية، ال من 
k,...,1,0i  ،h  تذير ىلت فترة زمشية صييرة وااع بحيث تسثل وزن من الهحاة

0hالزمشية بالشدبة لمشظام، ( متييران مدتقمي4.1، فإن الستييران في ) ن وليسا
. independent and identically distributedنفس التهزيع ايحتسالي 

 و بعبارة  خرى عال العسلان الذلن ارمهن ىلت الشظام خلال الفترات الزمشية 
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الأحتسالي الستداوية والسختمفة تسثل متييرات عذهائية مدتقمة وليا نفس التهزيع 
1k,...,2,1,0i، بحيث  kوي تعتسا عمت الشقط الزمشية  . 

 حتسال  hخلال الفترة ) و خرو  عسيل من  لان الخامة(  حتسال وصهل عسيل  -2
 مهول  ي:

(4.2                              )1}1)h(N{P0 r  

 ( اداوي صفر  ي:h حتسال وصهل  كثر من عسيل خلال الفترة ) -3

(4.3                       )           0}2)h(N{Pr  

من الرير بحيث ي لهوا  مكانية وصهل  كثر من عسيل ىلت  h ي تعتبر الفترة 
  .hالشظام خلال 

التهزيعات ايحتسالية لعال العسلان الذلن ارمهن  ووفقاع ليذه الفروض سهف نقام
سشتيي عال العسلان الالتهزيع الأحتسالي ل، و (4-4في الفرل ) .arrival distىلت الشظام 

ة يية الخاميييي لأزمشيييع ايحتسالييييهزيييييالتثم  ،(5-4) بالفرل .departures distم ييامتييخ
dist. of service time  (.6-4الفرل )في 
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 ( التهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء الحين يرمهن لمشظام4-4)
Distribution of Arrivals 

يدسى التهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء الحين يرمهن لشظام الخجمة بعسمية السيلاد 
وغيخ مدسهح  –)حيث مدسهح فقط بهصهل العسلاء لمشظام  pure birth processالخام 

معجل وصهل العسلاء لمشظام في الهحجة متهسط تذيخ إلى  بالخخوج(. فإذا أعتبخنا 
0tوأن الشظام يبجأ التذغيل عشج  تذيخ إلى الدمن، t، وأن الدمشية . 

ستخجام الفخوض )البجيييات الأساسية( السقجمة في الفرل الدابق لأنظسة أوب
يداوي  hال وصهل عسيل إلى الشظام خلال الفتخة حتسأالرفهف فإنو يسكن أفتخاض أن 

)h( Oh 
2  حيث)h( O

من درجة أكبخ من الجرجة الأولي وبالتالي فإن  hدالة في  2
0)h( O

2   0أسخع منh ،  كحلك إذا أشخنا لأحتسال وجهد عجدn  عسيل في الشظام
ht( والدمن )tي الدمن )ف  بالخمد ))t(Pn  ،)ht(Pn  كحلك  عمى التختيب

1)0(P0  ،0)0(Pi  ،n,.....,2,1i  [80,78] فإن: 

(4.4)     
0n  ,                                                                              

))h( Oh )(t(P))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

1n
2

nn



  

(4.5 )                    0n   ,      ))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

00  

ثم أخح نياية الظخفين  h( عمى 4.4),(4.5السعادلتين ) كل معادلة من وبقدسة طخفي
0hعشجما   :نحرل عمى السعادلتين التاليتين 

0n  ,     )t(P )t(P 
h

)t(P)ht(P
Lim 1nn

nn

0h






 

           0n  ,         )t(P 
h

)t(P)ht(P
Lim 0

00

0h





 

 t(Pn  ،)t(P0(عادلتين الدابقتين يسثل السذتقة الأولى لـ وبسا أن الظخف الأيدخ في الس
 عمى التهالي أي أن:
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(4.6                 )0n  ,     )t(P )t(P )t(P 1nnn 
 

(4.7                 )0n  ,                       )t(P )t(P 00  

 difference-differential equationsوتسثل السعادلتين أعلاه معادلات فخوق تفاضمية
 بأستخجام أسمهب الأستشتاج الخياضي ويسكن إجخاء ذلك t(P0،)t(Pn(ا نحرل عمى سبحمي

 :[80 ,65] عمى الشحه التالي

نجج  tلـ وإجـخاء عسـميـة التكـامل بالشدبـة  t(P0(( عمى 4.7بقدسة طـخفي السعادلـة ) -1
 :أن




    Ct )t(P ln dt  dt  
)t(P

)t(P
0

0

0 

                                            Ct 
0 ee)t(P   

0t(P0(1        وبسا أن:      :0           فإنC    1e
C    

 تذيخ إلى ثابت التكامل. وبالتالي فإن: Cحيث 

(4.8            )                    t 
0 e)t(P

 

1n( بهضع 4.6بالشدبة لمسعادلة ) -2  نحرل عمى 






    e )t(P 

)t(P )t(P )t(P

t 
1

011 

(4.9     )                         t 
11 e )t(P )t(P

 

( معادلة فخوق تفاضمية من التختيب الأول ويسكن الحرهل عمى 4.9فشجج أن السعادلة )
 : ,88]6[الحل العام ليا عمى الشحه التالي 
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(4.10                )





 








Cdt  e e 

e

1
)t(P

dt  t 

dt  
1 

                      C]t [e
t   

P1)0(0وبسا أن:    0بالتالي فإنC  ، 0وبالتعهيض بـC  ( 4.10في السعادلة )
 نجج أن:

(4.11                       )
!1

e )t  (
e )t  ()t(P

t 
t 

1


 

 

4,3,2n......,وذلـك بهضـع  t(Pn(وبإتبـاع نفذ الإجخاء الدـابـق لمحرـهل عمى    في
الاستشتاج الخياضي وتحت أفتخاض أن الشظام يبجأ ( وبأستخجام أسمهب 4.6السعادلة )

0tالتذغيل عشج   0(0بالتالي(Pn   ،1)0(P0   فإنشا نحرل عمى)t(Pn  عمى
 الشحه التالي:

(4.12          )...0,1,2,....n   ,        
!n

e )t  (
)t(P

t n

n 





 

بتهقع يداوي  Poisson( ىه تهزيع 4.12في ) t(Pn(سالي ونجج أن التهزيع الاحت
(t)، ( فإن التهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء 3-4وبالتالي فإنو وفقاً لمفخوض في الفرل )

 .Poissonالحين يرمهن إلى الشظام يتبع تهزيع 

ستخجام الجالة السهلجة ( بأ4.12)الهصهل لمشتيجة نفديا في : ويسكن إثبات آخر
 للأحتسالات عمى الشحه التالي:

n( في 4.6بزخب طخفي السعادلة ) -1
Z :ثم أخح السجسهع نجج أن 


















1n

n
1n

1n

n
n

1n

n
n Z )t(P Z )t(P Z )t(P 

 ( نجج أن:4.7وبإضافة السعادلة )
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1n

n
1n

0n

n
n

0n

n
n Z )t(P Z )t(P Z )t(P 

 وبسا أن: -2

(4.13             )                          





0n

n
n Z )t(P)t,Z(P 

 ((.2-2)أنظخ تعخيف )t(Pn(تسثل الجالة السهلجة للأحتسالات لجالة الأحتسال P)t,Z(:حيث

 ( نجج أن:4.13بإجخاء التفاضل لظخفي ) -3

 






 0n

n
n

0n

n
n Z )t(PZ )t(P

t d

d
)t,Z(P 

         )t,Z(P Z )t,Z(P )t,Z(P 

(4.14  )                       dt  )1Z( 
)t,Z(P

)t,Z(P d
 

 وبحل السعادلة أعلاه نجج أن: -4
             )1Z( t e B)t,Z(P

 
 ، حيث:Bولإيجاد الثابت 

1B1)0(P)0,Z(P 0  
 وبالتالي:

(4.15      )                            )1Z( t e)t,Z(P
 

 )أنظخ t( ىي الجالة السهلجة للأحتسالات لتهزيع بهاسهن بتهقع 4.15)ي الجالة ففشجج أن 
 (( وبالتالي فإن:1-2مثال ) الباب الثاني

...0,1,2,....n   ,        
!n

)t  ( e
)t(P

nt 

n 
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 ( التهزيع الاحتسالي لعدد العسلاء السشتيى خدمتيم4-5)
Distribution of Departures 

ويدسى التهزيع الاحتسالي لعدد العسلاء السشتيي خدمتيم في الشظام بعسلية الهفاة 
. وإذا فرضشا حيث يسثل تيار السخرجات من الشظام ،أيزا   pure death processالخام 
0t لزمنفي ا عسيل بالشظام Nوجهد    أي عشد بدأ تذغيل الشظام(، ويفترض مدسهح(

متهسط فقط بخدمة العسلاء بالشظام وغير مدسهح بهصهل أي عسيل آخر للشظام، كذلك 
ووفقا  للفروض )البديييات  .معدل خروج العسلاء من الشظام بعدد انتياء خدمتيم يداوي 

( فإنو يسكن أفتراض أن أحتسال خروج عسيل بعد انتياء خدمتو 3-4في الفرل )الأساسية( 
 h( Oh(يداوي 

2  كذلك تذير)t(Pn  ،)ht(Pn   إلى احتسال خروج عددn 
htالفترة )و (، tعسيل خلال الفترة )  [13 ,24] فإني وبالتال( على الترتيب: 

(4.16       )             Nn   ,      ))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

nn  

(4.17)     ))h( Oh )(t(P))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

1n

2

nn   

(4.18      )               ))h( Oh 1)(t(P)1)(t(P)ht(P
2

1
*

00  

 وأخذ نياية الطرفين  h( على 4.17)-(4.18وبقدسة طرفي السعادلات )
0hعشدما   :نجد أن 

(4.19             )               Nn  ,                         )t(P )t(P nn  

(4.20      )                   Nn0  ,     )t(P )t(P )t(P 1nnn 
 

(4.21          )                                0n  ,         )t(P )t(P 10  
 

مؤكد ويداوي  tام في إذا كان لا يهجد أي عسيل بالشظ hحيث أحتسال عدم خروج أي عسيل خلال الفترة * 
 واحد في ىذه الحالة.
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( بشفس الأسلهب الستبع في الفرل 4.19)-(4.21وبحل معادلات الفروق التفاضلية )
 ( نجد أن:4-4الدابق )

(4.22          )N..,0,1,2,....n   ,        
)!nN(

e )t  (
)t(P

t n-N

n 







 

(4.23           )                 0n   ,      )t(P1)t(P
N

1n

n0  


 

( في t,0العسلاء السشتيي خدمتيم خلال الفترة )والتهزيع الاحتسالي لعدد 
 truncatedيسثـل تـهزيـع بـهاسـهن السبتـهر وفقا  للفروض أعلاه ( 4.22),(4.23)

Poisson distribution [57, 55, 74]. 
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 ( التوزيع الاحتسالي لأزمشة الخجمة4-6)
Distribution of Service Times 

t  ،0t إذا فخضشا أن دالة كثافة الاحتسال لدمن الخجمة  يخمد لها بالخمد )t(f 
الفخوض الدابق عمى الشحو التالي تحت  t(f(شتقاق وفي هحا الفرل سوف نوضح أ

ومن الفرل الدابق نجج أن أحتسال عجم خجمة أي عسيل خلال  ،(3-4تشاولها في الفرل )
 :[103] ( نجج أن4.22من السعادلة ) T(PN(يداوي  Tالفتخة 

(2.24           )                                                t e)T(PN


 

هو نفذ أحتسال عجم  Tأكبخ من  tأحتسال أن يكون زمن الخجمة إن فتالي وبال
 أو بعبارة أخخى: tخخوج أي عسيل من الشظام خلال الفتخة 

        عجم خخوج أي عسيل من الشظام في(t )rr P)T                  (P  

(4.25   )T 
e1dt  )t(f)T(F

T

0


 

T 
e)T(P)T(F1 N


 

 ( نجج أن:4.25)وبأخح تفاضل طخفي السعادلة ،tالتخاكسية لمستغيخ  التوزيعدالة T(F(حيث

(4.26                   )
















0t                          0

0t                 e 

)t(f
t d

)t(F d

t 

 

 ( أن الفتخة الدمشية لدمن الخجمة متغيخ عذوائي يتبع التوزيع الآسي4.26ويتزح من )

exponential dist.  أيزاً بسعمسة بتوقع  أو


1. 

 معجل خجمة العسلاء في وحجة الدمن.متوسط تذيخ إلى  : ملحوظة

 tزمن الخدمة 
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 Exercises                       ( تمرينات                     4-7)
رفهف التي ترف خرائص فيما يمي بعض الرياغات الرمزية لبعض أنعمة ال( 4-1)

مثال مع إعطاء  ىذه الأنعمة، عرف النعام المناظر لكل صياغة مع تهضيح خرائرو
 لو. تطبيقي

1- )//FCFS(:)10/M/M( . 

2- )/N/FCFS(:)3/E/M( 3 . 

3- )//LCFS(:)7/M/GI( . 

4- )//SIRO(:)1/G/G( . 

5- )/100/FCFS(:)2/D/M( . 

6- )20/10/FCFS(:)1/D/E( 5. 

 3أعتبر أحد مراكز الخدمة يرل إليو العملاء وفقاً لتهزيع بهاسهن بمعممة  (4-2)
0tلنعام خالي من العملاء عند بدأ العمل في وحدة الزمن. وبافتراض أن ا . 

 أوجد المعادلات التي ترف النعام. -1
2tعملاء عند  5أوجد أحتمال وجهد  -2 . 
30tعميل في النعام في  20أوجد أحتمال وجهد  -3   15بذرط وجهد عدد 

20tعميل في  . 

عميل  mحيث يهجد عدد  pure birth processأعتبر عممية الميلاد الخام  (4-3)
0tعند بدأ النعام، أي عند  . 

 أشتق المعادلات التي ترف النعام مع إثبات أن: -1
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2,.......m1,mm,n      ,       
)!mn(
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)t(P
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n

e









 

 أسمهب الأستنتاج الرياضي. -بأستخدام: أ

 أسمهب الدالة المهلدة للأحتمالات. -ب

ألف  5.1ألف وحدة في اليهم لمبيع، بحيث يتم البيع بمعدل  20مخبز يقدم ( 4-4)
 .pure death processفي الداعة. أعتبر عممية البيع في اليهم عممية وفاة خام 

 أشتق المعادلات التي ترف النعام. -1

 التالية:أوجد الأحتمالات  -2
)10t(P15   ,  )5t(P15   ,  )3t(P4  

 أوجد عدد الهحدات المتهقع بيعو بعد ساعة واحدة. -3

 ساعات. 10أوجد عدد الهحدات المتهقع بيعو بعد  -4

بحيث يبدأ  زائر في الداعة، 20يدتقبل أحد المزارات الأثرية الزوار بمعدل متهسط  (4-5)
0tفي الاستقبال لمزائرين في  .أعتبر عممية زيارة الأثر عممية ميلاد خام . 

 أشتق المعادلات التي ترف النعام. -1

 .t(Pn(أوجد التهزيع الأحتمالي لعدد الزائرين في الأثر  -2

5t(P150(أوجد:  -3  , )5t(P100  , )5t(P10 . 
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 Introduction                                         ( مقدمة5-1)
في ىذا الباب نقدم نطاذج الصفهف لبعض الأنظطة البديطة الطدطاة بـ "أنظطة 
ماركهف لمصفهف". وترجع ىذه التدطية إلى أن عطمية وصهل العطلاء لمظظام وعطمية 

 أيضا  ( كذلك تدطي (6-3فصل )لالخدمة في كل مركز خدم تطثل عطمية ماركهف )أنظر ا
)عدد العطلاء تيار الدخهل( تصاغ نظرا  لأن عطمية وصهل العطلاء لمظظام  ،بظطاذج بهاسهن 

في شكل تهزيع بهاسهن كذلك عطمية خروج العطلاء بعد تأدية الخدمة لكل مظيم )عدد 
 ( تصاغ في شكل تهزيع بهاسهن أيضا .الطخرجاتتيار  -الطظتيي خدمتيم  العطلاء

من الأنظطة الطقدمة يتم اشتقاق التهزيع الأحتطالي لعدد وبالظدبة لكل نظام 
( أي steady stateالحالة الدائطة ) الأستقرار حالة  العطلاء في الظظام أو في الصف في

ثم اشتقاق مؤشرات كفاءة الظظام مثل عدد العطلاء الطتهقع في الظظام،  ،في وضع الأستقرار
الظطاذج عدد من تقديم عدد العطلاء الطتهقع في الإنتظار، .......الخ. ىذا بالإضافة إلى 

 .العطمية الأنظطةكتطبيقات لبعض 

يطكن أستخداميا  TORAومطا ىه جدير بالذكر أنو تهجد حزم برامج جاىزة مثل 
كذلك ، بالظدبة لمظطاذج الطقدمة الأحتطالات الطختمفة لعدد العطلاء في الظظام في حداب
 .الطختمفة مؤشرات كفاءة الظظام مع إتاحة وجهد عدد من الديظاريهىاتبعض أىم 

من خلال عرض بعض  TORAستخدام حزمة أ( نهضح 6-5وفي الفصل )
  ،التطبيقية الأمثمة

 .الطتظهعةتطريظات بالإضافة إلى تقديم مجطهعة من ال ىذا
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 Model(∞/∞/FCFS(:)1/M/M)     مخكد خجمة واحجنسهذج ( 5-2)
هذج ـــــســشــاً. والــــــاة معــــلاد والهفـــهذج السيــــاً بشســـزـــهذج أيـــــحا الشســـــى ىــــويدس

(∞/∞/FCFS(:)1/M/M ىه عبارة عن التهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء في نظام الخجمة )
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M في )( الحالة الجائسة وضع الأستقخارSteady State) فإذا .

حيث يرل العسلاء لمشظام وفقاً لتهزيع  nPعسيل في الشظام بالخمد  nرمدنا لاحتسال وجهد 
والذكل  /1 بتهقعوزمن الخجمة متغيخ عذهائي وفقاً لمتهزيع الآسي  ، بتهقعبهاسهن 

وفيسا يمي سهف نهضح أشتقاق  (.(3-4الفرل )التالي يهضح الشظام محل الجراسة )أنظخ 
 الشسهذج من خلال الشظخية التالية.

 (FCFS(:)1/M/M/∞/∞): يهضح نظام الرف (1-5شكل )

 

t(Pn  ،)ht(Pn(فإذا فخضشا أن    إلى أحتسال وجهد  انتذيخn  عسيل بالشظام
ht,0(، والفتخة )t,0خلال الفتخة )  ،وصهل لمعسلاء يداوي ومتهسط معجل ( عمى التختيب

 خجمة يداوي لم متهسط عسيل ومعجل معجل الهصهلمتهسط ، كحلك عسيل   أقل من
/1أو بعبارة أخخي  معجل الخجمة  . 

 ( وخرائص الشظام7-3): تحت الفخوض الدابق تشاوليا في الفرل (1-5نظرية )
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M) ( 3-4في الفرل) :فإن 

 الرف

 

 مخكد الخجمة
  

x  x   x  
  

n-1 
 النـظـام
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(5.1           ) 10     ,    0n        ,        )1(P
n

n  ρρρ 

يهجج طخق متعجدة مختمفة لإثبات الشظخية، وفي ىحا الفرل سهف نقجم : الإثبات
في الفرهل  اتالإثباتبعض طخيقتين للإثبات بالتفريل نظخاً لأستخجامشا نفذ الظخق في 

 .في ىحا الباب، كحلك في الأبهاب التالية التالية

 ستخدام الاستنتاج الرياضي: بأالطريقة الأولي
mathematical inducation 

 h( Oh(يداوي  hإذا اعتبخنا أحتسال وصهل عسيل خلال الفتخة 
2  كحلك

 h( Oh(يداوي  hحتسال خجمة عسيل خلال الفتخة أ
2  [93,85,82]وبالتالي فإن: 

(5.2)  
0n  ,        ))h( Oh )(t(P                                               

))h( Oh )(t(P))h( Oh h 1)(t(P)ht(P

2

1n

2

1n

2

nn







 

(5.3)  0n  ,  ))h( Oh )(t(P))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

1

2

00  

h( O(حيث 
وبقدسة طخفي السعادلتين أعلاه عمى من الجرجات الثانية فأكثخ،  hدالة في  2

h  0ثم أخح نياية الظخفين عشجماh  :نحرل عمى السعادلات التفاضمية التالية 

(5.4         )0n  ,   )t(P )t(P )t(P )()t(P 1n1nnn 
 

(5.5          )0n  ,                                  )t(P )t(P )t(P 010  

 وفي حالة ،]6[ من الجرجة الأولي ( معادلات فخوق تفاضمية5.4),(5.5والسعادلتين )
أي عشجما التهزيع الأحتسالي لعجد  (Steady Stateالجائسة لمشظام الأستقخار )الحالة 

 نجج أن: t وبالتالي فإنو عشجما ،tلا يعتسج عمى الدمن nالعسلاء 

0)t(Pn            ,           nn P)t(P  

2,1,0n....,بحيث ( 5.5. وفي ىحه الحالة تربح السعادلتين),(عمى الشحه التالي:5.4 ) 
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(5.6             )0n  ,         0P )(P P n1n1n   

(5.7      )       0n  ,                          0)t(P )t(P 10  

 ( نجج أن:5.7ومن السعادلة )

(5.8         )      1



ρ       ,    001 P PP ρ




 

2,1n....,( عشج 5.6وبالتعهيض في السعادلة )   وأستخجام أسمهب الاستشتاج الخياضي

0نجج أن 

n

n P P ρ  1وبسا أنP
0n

n 




 :بالتالي فإن 

(5.9  )   )1(P0 ρ0P
0n

n

0 




ρ0P 
0n

0

n 




ρ 

 ويربح الشسهذج عمى الشحه التالي:  
          ..0,1,2,....n      ,                )1(P

n

n  ρρ 

ستخدام الدالة المولدة أ: بالطريقة الثانية
 للأحتمالات

 كن إعادة كتابتيا عمى الشحه:يس( 5.6),(5.7من معادلات الاستقخار في )

(5.10  )               1n       ,          P P )1(P 1nn1n   ρρ 

(5.11        )                                                 01 P P ρ 

n( في 5.10بزخب طخفي السعادلة )
Z :نجج أن 

              Z P Z P )1(Z P
n

1n

n

n

n

1n ρρ 

        1n

1n

n

n

1n

1n

1
Z P Z Z P )1(Z P Z









  ρρ 

 جخاء عسمية السجسهع عمى طخفين السعادلة أعلاه نجج أن:وبأ
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1n

1n

1n

1n

n

n

1n

1n

1n

1
Z P Z Z P )1(Z P Z ρρ 

(5.12)     P(Z) Z PP(Z) )1(PZ PP(Z) Z ][][ 001

1 ρρ  

01( بـ 5.12بالتعهيض في ) P P ρ :نجج أن 

   
P(Z) Z PP(Z) )1(P )1Z (P(Z) Z ][][ 00

1 ρρρ 

(5.13      )                                                  
Z 1

P
)Z(P 0

ρ
 

 وبسا أن:

(5.14   )                               1P)1( P)1Z(P
0n

n

0n

n

n  








 

1Zبهضع   ( 5.14( ثم بالتعهيض بالظخف الأيسن في السعادلة )5.13في السعادلة )
 نجج أن:

(5.15  )                       )1(P    
1

P
1)1Z(P 0

0 ρ
ρ




 

 ( نجج أن:5.13في ) 0Pوبالتعهيض بـــ 

(5.16 )                   1|Z|   ,      10   ,       
Z 1

1
)Z(P 




 ρ

ρ

ρ 

وبسا أن 
Z 1

1

ρ
 مجسهع متهالية ىشجسية لا نيائية بالتالي فإن:يسثل  

    





0n

n32
)Z (..........)Z ()Z (Z 1

Z 1

1
ρρρρ

ρ
 

(5.17  )                                          Z  )1()Z(P
0n

nn





 ρρ 
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nوبسا أن معامل 
Z  ىهnP، فإن بالتالي: 

 0n        ,        )1(P
n

n  ρρ 

 ( يسكن إيجاد مقاييذ كفاءة الشظام عمى الشحه التالي:5.9وباستخجام الشسهذج )

 sL،qL وفي الأنتظار )في الرف( بالخمدفي الشظام  الستهقع جد العسلاءإلى ع رمدناإذا 
 فشجج أن: عمى التختيب

(5.18                          )
ρ

ρ


 



 1
P n)n(EL

0n

ns 

(5.19                             )
ρ

ρ






 1
P )1n(L

2

2n

nq 

تذيخ إلى زمن الانتظار الستهقع لمعسيل في الشظام، والدمن  sW،qWا أن كحلك إذا فخضش
 في الرف عمى التختيب. للأنتظار الستهقع

(5.20                                    )
)1(

1L
W s

s
ρ




 

(5.21                                    )
)1(

L
W

q

q
ρ

ρ





 

ترل الديارات لمسحظة وفقاً لتهزيع بهاسهن  البشدينفي أحجى محظات  :(1-5مثال )
 1/6بالسحظة  خجمة الديارةسيارات في الداعة. وكان متهسط زمن  5 متهسط بسعجل
، سيارات( 6)أو بعبارة أخخى متهسط عجد الديارات التي يتم خجمتيم في الداعة  ساعة

 ، والسظمهب:متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسين خجمة الديارة حيث يسثل زم
 ،جد الديارات في السحظة في الداعةأوجج التهزيع الاحتسالي لع -1
 ،ساعة عسل(16خلال يهم عسل )اليهم أوجج العجد الستهقع لمديارات في السحظة  -2
 ،الستهقع لهجهد الديارة في السحظةأحدب الدمن  -3
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 ر الديارة بالرف قبل الخجمة.أحدب الدمن الستهقع لانتظا -4

 ( حيث FCFS(:)1/M/M/∞/∞)من السثال يتزح أن نظام الخجمة ىه  الحل:
 سيارات في الداعة أيزاً. 6تداوي  سيارات في الداعة،  5تداوي 
 وبالتالي فإن:

1
6

5





ρ 

في الخجمة  في السحظة n عجد الديارات أحتسال وجهد تذيخ إلى nPفإذا فخضشا أن 
 فإن: والإنتظار

..0,1,2,....n          ,         
6

5
 

6

1

6

5
 

6

5
1 )1(P

n

n

n

n



































 ρρ

 

 حيث: sLوبالتالي فإن عجد الديارات الستهقع وجهدىم في السحظة في الداعة يداوي 

5سيارات
6/51

6/5

1
Ls 







ρ

ρ 

 ساعة: 16مزخوب في  sLعبارة عن  ات الستهقع في الشظام في اليهموبالتالي عجد الديار 

8016Lsسيارة   

 حيث: sWيداوي  في الخجمة والإنتظار الدمن الستهقع لهجهد الديارة بالسحظة -2

1ساعة
5

5L
W s

s 


 

 حيث: qLات في الانتظار يداوي العجد الستهقع لمديار  -3
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4سيارة 
6

25

6/51

36/25

1
L

2

q 






ρ

ρ 

 حيث: qWوبالتالي فإن الدمن الستهقع لانتظار الديارة في السحظة قبل بجأ الخجمة يداوي 

83.0= ساعة 50دقيقة 
6

5

)1(

L
W

2
q

q 






ρ
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 من مخاكد الخجمة الستهازية C( نسهذج 5-3)
 Model(∞/∞/GD(:)C/M/M) 

(، 1-5( كسا ىه مهضح بذكل )GD(:)C/M/M/∞/∞)إذا أعتبخنا نظام الرف 
الخجمة في كل مخكد  وزمن حيث يرل العسلاء لمشظام وفقاً لتهزيع بهاسهن بسعمسة 

 C(، حيث يهجج عجد (2-4الفرل))أنظخ  /1اوي يدمتغيخ يتبع التهزيع الآسي بتهقع 
 generalونظام الجخهل لمخجمة نظام عام ، والستهازنةمن مخاكد الخجمة الستكافئة 

service discipline  بسعشى قج يكهن وصهل العسلاء لمخجمة في الرف في أوقات
كد غيخ أكثخ من مخ ت لهجهد مختمفة متتالية ولكن يتم دخهليم لمخجمة في نفذ الهق

( وعجد السفخدات في السرجر عجد لا ∞مذغهل، كحلك عجد العسلاء في الشظام غيخ محجد )
 .أيزاً  ∞نيائي 

، سهف نهجج (Steady Stateالحالة الجائسة لمشظام حالة الأستقخار )في ىشا و 
 .فذ الأسمهب الستبع في الفرل الدابقبش ،nPالتهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء في الشظام 

 فإن: (GD(:)C/M/M/∞/∞): إذا اعتبخنا الشظام (2-5نظرية )

(5.22            )                     





































cn            P 
c! c

cn0               P 
n!

P

0c-n

n

0

n

n

ρ

ρ

 

(5.23)  1
cc

     ,    









ρ
ρ  ,  

1
1c

0n

cn

0
)c/1(!c!n

P
















 

ρ

ρρ 

 :الإثبات

(5.24                             )0n  ,              )t(P )t(P )t(P 010  
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(5.25 )cn0  ,   )t(P )1n()t(P )n()t(P )t(P 1nn1nn 
 

(5.26)            cn  ,   )t(P c)t(P )c()t(P )t(P 1nn1nn 
 

 حيث: Steady Stateوفي الحالة الجائسة 
0)t(Pn   وبالتاليnn P)t(P   

 نجج أن:
(5.27             )             0n  ,              0)t(P )t(P 10  

(5.28       )cn0  ,     0P )1n(P )n(P 1nn1n   

(5.29         )           cn  ,     0P cP )c(P 1nn1n   

 عمى الشحه التالي: nPنحرل عمى  أيزاً  الاستشتاج الخياضي أسمهب وبأستخجام

                                       





































cn             P
c! c

cn0                P
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P

0c-n

n

0

n
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ρ
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        1
cc

     ,    









ρ
ρ  ,  

1
1c

0n

cn

0
)c/1(!c!n

P
















 

ρ

ρρ 

1c: في حالة ملحوظة  ( 5.23نجج أن الشسهذج),(مكافئ لمشسهذج في 5.22 )
 نجج أن: الشظام ايحل وبالشدبة (5.1)

 حيث: qLالعجد الستهقع لمعسلاء في الرف  -1

(5.30)                            P 
)-(c

c
P 

)-(c 1)!-(c

P 
c! c

)cn(L

c202

1c

0c-n

n

1cn

q
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 حيث: sLلعجد الستهقع لمعسلاء في الشظام ا -2

(5.31                           )ρ




q

1n

ns LP nL 

 حيث: qWالدمن الستهقع لمعسيل في الرف  -3

(5.32                                         )



q

q

L
W 

 حيث: sWن الستهقع لمعسيل في الشظام الدم -4

(5.33                                   )



1

WW qs 

1cبهضع:ملحوظة  (5.33في)-(5.30)(5.21نحرل عمى نفذ السؤشخات في)-
(5.18) 

في أحج محلات الدهبخ ماركت وجج أن العسلاء يرمهن إلى محرمي  :(2-5مثال )
السبالغ لمسذتخيات وفقاً لتهزيع بهاسهن. فإذا كانت الفتخة الستهقعة بين وصهل عسميين عمى 

، والدمن الحي )حيث يهجج صف إنتظار واحج لمعسلاء( دقائق 6التهالي لمسحرل تداوي 
 .دقيقة 20متغيخ يتبع التهزيع الآسي بتهقع ثل يسيدتغخقو العسيل لجفع السبمغ السطمهب 

 جشييات والتكمفة الستهقعة لانتظار العسيل 50فإذا كانت تكمفة الداعة الهاحجة لمسحرل 
. ويخغب صاحب جشيو 100 تقجر بـــفقج عسلاء(  تعتبخ مؤشخ)لأنيا  الهاحج في الرف

هبخ ماركت بحيث تكهن الدهبخ ماركت في تحجيج عجد السحرمين الحي يجب وجهده في الد
 أقل ما يسكن. ]تكمفة السحرمين + تكمفة انتظار العسلاء[التكمفة الكمية 

: يتطمب حداب التكمفة الكمية الستهقعة، حداب تكمفة انتظار العسلاء في الداعة الحل
ار في الدمن الستهقع لانتظ qLوذلك يسكن الحرهل عميو بزخب طهل الرف الستهقع 

 .(GD(:)C/M/M/∞/∞)، حيث يعتبخ الشظام نظام qWالعسيل 
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 ومن السثال نجج أن:

16667.0 الثانية عسيل في
6

1
      6

1



 

20      05.0 الثانية عسيل في
1




 

1وبسا أن 
c




 :بالتالي فإن 

3c      3.3c      1
c6

20

c)20/1(

6/1

c




 

 .محرمين 3عجد السحرمين يجب أن يديج عن وىحا يعشي أن 

مخاكد  4نبجأ بعجد  qLوطهل الطابهر  qWوبالتالي لتحجيج الدمن الستهقع لانتظار العسيل 
6,5,4cخجمة. والججول التالي يهضح حداب التكمفة الكمية الستهقعة عشجما   :حيث 
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)334.3(P
)334.3-(c

)334.3(c
LL c2qS 










 ρ 

دقيقة 



q

q

L
W 

7,6,5,4cوالججول التالي يهضح التكاليف الكمية عشج    ومن الججول يتزح أن أقل
 محرمين. 5تكمفة تكهن عشج وجهد 

تكمفة السحرمين + التكمفة الكمية = 
qW تكمفة إنتظار العسلاء  qL  

SL  0P  
عجد 

 السحرمين

4(50)+100(3.247)=524.7 19.482 3.247 6.581 0.021 4 
5(50)+100(0.661)=316.1 3.963 0.661 3.995 0.032 5 
6(50)+100(0.189)=318.9 1.131 0.189 3.523 0.035 6 
7(50)+100(0.063)=356.3 0.376 0.063 3.397 0.0361 7 

5cمن الججول يتزح أن أقل تكمفة عشجما  . 

بأستخجام أحج أساليب البخمجة الخياضية  c: يسكن الحرهل عمى العجد الأمثل لـ ملحوظة
 (.11سا سهف نهضح ذلك بالتفريل في الباب )ك
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 مخكد خجمة واحجو ( نمهذج الخفض 5-4)
 Model(∞/N/FCFS(:)1/M/M) 

ستثناء أن أ( ب2-5( في الفرل )FCFS(:)1/M/M/∞/∞)إذا أعتبخ النمهذج 
وبالتالي  ،بجلًا من  )في الخجمة والانتظار( Nأقرى عجد لمعملاء في النظام يداوي 

1Nأقرى عجد في الرف يداوي )  )Maximum Queue Length يؤدي إلى  وىحا
أحياناً تدمى النماذج التي  لحلك .بالنظام Nأي عميل في حالة وجهد عجد  رفض خجمة

ومن أمثمة  rejected systemsيهجج بيا عجد محجد من أماكن الانتظار بأنظمة الخفض 
ادات الطبية، خجمة العملاء ىحه الأنظمة المطاعم التي تقجم وجبات داخل المطعم، العي

 .. الخ....حجد تحاكخ الطائخات بالبنهك،

 فإن: (N/FCFS(:)1/M/M/∞): إذا أعتبخنا النظام (3-5نظرية )

(5.31             )N,0,1,2,....n   ,       
)1(

)1(
P

n

1Nn 














ρ

ρ

ρ 

 يمكن الحرهل عمى( 2-5بنفذ الأسمهب الدابق أتباعو في الفرل ): الإثبات
t(Pn(0حيث  Steady Stateالة الجائمة المعادلات التفاضمية في الح   عمى النحه

 التالي:

(5.32                           )0n  ,              0PP 10  ρ 

(5.33       ) Nn0  ,      0P PP )1( 1n1nn   ρρ 

(5.34                             )Nn  ,      0P P 1NN  ρ 

       حيث:



ρ 
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 ( نحرل عمى:5.32)-(5.34وبحل معادلات الفخوق في )

N,0,1,2,....n   ,       
)1(

)1(
P

n

1Nn 














ρ

ρ

ρ 

المعجل الفعمي لهصهل العملاء إلى النظام  متهسط وفي ىحا النظام نجج أن
effective arrival rate  وسهف نذيخ لو بالخمدeff حيث ،eff عمى النحه: 

(5.35 )                                     )P1( Neff  

 .NPويربح أحتمال رفض خجمة عميل يداوي 

خ أن أحتمال رفض خجمة عميل يمثل أحتمال فقج إيخادات كان ممكن ومما ىه ججيخ بالحك
 تحقيقيا من خجمة العملاء الحين يتم رفض خجمتيم.

 عمى النحه التالي: sLيكهن العجد المتهقع في النظام  وفي ىحه الحالة

(5.36)            
)1)(1(

]N)1N(1[
nPL

1N

1NN

0n

ns 



 




ρρ

ρρρ 

(5.37         )          









)P1(
LP)1n(L N

s

1n

nq 

(5.38                             )                     
eff

q

q

L
W


 

(5.39       )                              






1

W
L

W q

eff

s
s 

: في أحج المخاكد الطبية لمعلاج بالأشعاع حيث يهجج جياز واحج فقط (3-5مثال )
، ويرل المخضي لممخكد وفقاً لتهزيع بهاسهن بمعجل في نفذ الهقت يدتخجم لمخيض واحج

9 ض عمى الجياز متغيخ يتبع التهزيع الأسي بتهقع في يهم العمل وزمن خجمة المخي
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10/1/1   يهم عمل، فإذا كان أقري عجد من العملاء الممكن أن يدتقبميا المخكد
 مخيض في اليهم.10

 أوجج التهزيع الأحتمالي لعجد العملاء في النظام. -1: المطلوب

 عمي لهصهل المخضي.أوجج أحتمال رفض خجمة مخيض، ثم أوجج المعجل الف -2

 في الإنتظار. المتهقع أوجج زمن إنتظار المخيض -3

9 ،10 ،10Nبما أن  -1: الحل   9.0بالتاليρ:وبالتالي ، 

N,0,1,2,....n   ,   )9.0( )14573.0()9.0( 
6862.0

)1.0(
P

nn

n 







 

 حيث: 10Pأحتمال رفض خجمة عميل يداوي  -2

05081.0)9.0( )14573.0(P
10

10  

 :بحيث effوبالتالي المعجل الفعمي لهصهل 

)P1(9)0508.01(542.8مخيض  10eff  

عمى النحه  qLثم  SLنحدب أولًا  qWلحداب الدمن المتهقع لإنتظار العميل  -3
 التالي:

496944.3مخيض 
])9.0(1)[9.01(

])9.0(10)9.0)(11(1[9.0
L

11

1110

S 



 

311517.3مخيض                     
)P1(

LL N
sq 




 

3644.0يهم عمل                                       
L

W
eff

q
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 من مراكز الخدمة الطتهازية C( نطهذج الرفض بعدد 5-5)
 Model(∞/N/GD(:)C/M/M) 

ولكن إذا فرضظا أن عدد العطلاء ( GD(:)C/M/M/∞/∞) الخدمة نا نظامإذا أعتبر 
أو بعبارة أخري عدد أماكن الإنتظار في الظظام يداوي  Nالطدطهح بو في الظظام يداوي 

(cN .فقط ) 

ي ىذه الحالة يطكن الحصهل عمى التهزيع الأحتطالي في حالة الأستقرار عمى ف
 الظحه التالي.

 فإن: (N/GD(:)C/M/M/∞) الخدمة نظام: إذا فرضظا أن (4-5نظرية )

(5.40            )                   
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0n
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cn

0
c !c!n

P



 
 







  

ρρ 

في الحالة الدائطة )وضع الأستقرار( تكهن الطعادلات التفاضمية عمى الظحه  :الإثبات
 التالي:

(5.41  )


























Nn  ,                                          0P cP 

 Nnc  ,               0P )c(P P c

cn0  ,     0P )n(P P )1n(

0n  ,                                                 0P P 

N1N

n1n1n

n1n1n

01

 

في الفصهل الدابقة نجد أن  الأسمهب الطدتخدمأعلاه بظفس وبحل الطعادلات التفاضمية 
 (.5.40كطا ىه في ) nPالتهزيع الأحتطالي 
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 التهزيع الأحتطالي أعلاه يطكن تحديد مؤشرات كفاءة الظظام عمى الظحه التالي:ستخدام أوب

(5.42)  
c

1
c

)cN(
c

1
)c()!1c(

P

P)cn(L

cNcN

2

1c

0

N

1cn

nq




















































ρρρ

ρ

ρ
 

 

)الخالية  ىي عبارة عن العدد الطتهقع لطراكز الخدمة غير العاممة cإذا فرضظا أن 
 حيث expected number of idle servers من العطلاء(

(5.43    )                                



c

0n

nP)nc(c 

 يطكن أثبات أن: SLكذلك العدد الطتهقع لمعطلاء في الظظام 
(5.44  )                                )cc(LL qS  

 :يطكن أن يأخذ الصياغة التالية effالفعال  الطعدلأن  ويطكن إثبات
(5.45    )                  )cc()P1( Neff  

 أحتطال الرفض لمعطلاء. NPحيث يطثل 

طمطبات متكافئة لضخ البظزين  5: في أحدى محظات البظزين يهجد (4-5مثال )
فإذا كان  إلى الطحظة لظمب الخدمة وفقاً لتهزيع بهاسهن بطعمطة بحيث تصل الديارات 

سيارة في الداعة، وزمن الخدمة عمى أي طمطبة متغير  40معدل وصهل الديارات لمبظزيظة 
ة ، بحيث معدل خدمة العطلاء في الداعة عمى الظمطبيتبع التهزيع الأسي بطعمطة 

سيارات في الداعة، فإذا كان أقصي عدد لمديارات في الخدمة والإنتظار تتهاجد  10الهاحدة 
 سيارة فقط. 35في الطحظة 
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( حدد نظام الخدمة ثم اوجد التهزيع الأحتطالي لعدد الديارات في 1: )المطلوب
 الطحظة.

 .eff( أوجد معدل الهصهل الفعال 2)

 .35Pل الرفض ( أوجد أحتطا3)

 .qL( أوجد العدد الطتهقع لمديارات في صف الإنتظار 4)

 .c( أوجد عدد الظمطبات الطتهقع وغير مدتخدمة 5)

 SL( أوجد العدد الطتهقع لمديارات في الطحظة .6)

 ، كذلك(GD(:)5/M/M/35/∞)ىه  ( الظظام1): الحل





 1

5

4

c
5c , 4

10

40
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35n5     ,        P
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       013.001299.0
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(2 )               995.39)999.0(40)P1( 35eff  

(3)                           001.0)013.0(
)5( !5

4
P

30

35

35  

 ( نجد أن:5.42في ) ρ,c( بالتعهيض بـــ 4)
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22.2سيارة
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 وىذا يعظي أن عدد الظمطبات الطتهقعة بدون استخدام تقريباً طمطبة واحدة.

cc(LL(2.2)844.05(637.6سيارة        ( 6) qS  
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 TORA            Using TORA Packageستخجام حدمة أ( 5-6)

حداب ل TORAخطؽات استخجام حدمة  بأخترار في هحا الفرل سؽف نقجم
مع  مؼ هحا الباب لبعض أنعسة ماركؽف السقجمة في الفرؽل الدابقة ةالأحتسالي اتالتؽزيع

 تؽضيح ذلغ مؼ خلال بعض الأمثمة الخقسية.

فيتػ استجعاء حدمة البخامج بعهؽر  TORAأيقؽنة أضغط عمى  -1: 1الخطوة 
 الرفحة في الذكل التالي:

 (1-5شكل )

 
 

كسا هؽ مذار إليه بالدهػ. فيتػ ظهؽر قائسة البخامج   يتػ الزغط عمى -2
 (.2-5كسا هؽ مؽضح بالذكل )
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 (2-5شكل )

 
مؼ قائسة البخامج يتػ الزغط عمى بخنامج تحميل الرفؽف  -1: 2الخطوة

Queueing analysis. 
 (3-5فيتػ فتح الرفحة السؽضحة بالذكل ) -2

 (3-5شكل )

 
فتعهخ السذار إليه بالدهػ  Go to Input Screenيتػ الزغط عمى السدتطيل  -3

( في السدتطيل في الطخف الذسالي الغخبي مؼ الرفحة عشج 4-5الرفحة بذكل )
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No. of Scenarios  ثػ نزغط  1بة ونفتخض يتػ كتابة عجد الديشاريؽهات السطمؽ
 (.5-5فتعهخ الرفحة في الذكل ) tabعمى مفتاح 

 (4-5شكل )

 
 (5-5شكل )
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( مؼ اليدار، يعهخ في العسؽد الأول 5-5: في الججول السؽجؽد في شكل )3الخطوة
ثػ  Lambaفي العسؽد بعشؽان  ، وفي العسؽد الثاني يؽضع قيسة Scenarioرقػ الـ 

، وفي العسؽد الخابع يؽضع عجد مخاكد MUتحت عشؽان  3في العسؽد رقػ  نؽضع قيسة 
، وفي العسؽد الخامذ يؽضع الحج الأقري لعجد العسلاء في الشعام )إذا كان cالخجمة

 .infinityمحجود( وإذا كان غيخ محجود تتخك 

 فتعهخ، كسا هؽ مذار إليه بالدهػ ولجأسفل الجـ solve menuثػ نزغط عمى السدتطيل 
 (6-5بذكل ) التالية الرفحة

 (6-5شكل )

 
 Solve problem( يتػ الزغط عمى 6-5في السدتطيل بذكل ) -1: 4الخطوة 

 (.7-5فتعهخ الرفحة التالية بذكل )كسا هؽ مذار إليه بالدهػ 
 (7-5شكل )
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هؽ مذار إليه بالدهػ  كسا Go to Output Screenيتػ الزغط عمى السدتطيل  -2
 (8-5فتعهخ الرفحة بذكل )

 (8-5شكل )

 
فتعهخ  select output optionفي مدتطيل  السذار إليه يتػ الزغط عمى الدهػ -3

 (9-5الرفحة التالية بذكل )
 (9-5شكل )

 

تعهخ الرفحة  Scenario( إذا تػ الزغط عمى 9-5في الذكل ) -1: 5الخطوة 
 .أيزا   وقيػ مؤشخات كفاءة الشعام nPالتي بها قيػ الأحتسالات 

في نفذ الرفحة فتعهخ صفحة  comparative analysisأما إذا تػ الزغط عمى  -2
 ججيجة بها الشتائج الشهائية لجسيع الديشاريؽهات حتى يتػ السقارنة بيشها

 مة التي تػ حمها باستخجام الحدمة.وفيسا يمي نقجم بعض الأمث
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 حيث (GD(:)10/M/M/∞/∞): أعتبخ الشعام (5-5مثال )

80    ،12    ،10c  

 ، كحلغ مؤشخات كفاءة الشعام. nPأوجج قيػ الأحتسالات السختمفة  -1

 (.11-5نجج أن الحل كسا هؽ مؽضح بذكل ) TORAام الحدمة : بأستخجالحل
 (11-5شكل )

 

 بحيث (FcFs(:)1/M/M/10/∞): أعتبخ الشعام (6-5مثال )

10    ،15    ،10N  

 ( يؽضح الحل.11-5: الذكل التالي )الحل
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 (11-5شكل )

 

 أعتبخ الحالات التالية: (GD(:)3/M/M/15/∞)أعتبخ الشعام  :(7-5مثال )

1- 5    ،2    ،3c     ،15N  

2- 5    ،3    ،3c     ،15N  

3- 5    ،4    ،3c     ،15N  

( يـتػ 12-5سـيشاريؽهات يـتػ إدخـال البيانـات وفـي شـكل ) 3فـي هـحا السثـال لـجيشا : الحل
( لمدــيشاريؽهات 14-5(،)13-5يؼ )عــخض الدــيشاريؽ الأول )الحالــة الأولــي(، كــحلغ الذــكم

 الثاني والثالث.

 ( يؽضح السقارنة بيؼ الديشاريؽهات الثلاثة.15-5هحا بالإضافة إلى الذكل )
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 (12-5شكل )

 
 (13-5شكل )
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 (14-5شكل )

 
 (15-5شكل )
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 Exercises( تسريشات                                        5-7)
 ، أثبت أن:(FCFS(:)1/M/M/∞/∞)أعتبر الشظام ( 5-1)

0n        ,        )1(P
n

n  ρρ 

 بأستخجام أسمهب الأستشتاج الرياضي. -1

 بأستخجام الجالة السهلجة للأحتسالات. -2

 ، أثبت أن:(GD(:)C/M/M/∞/∞)أعتبر الشظام ( 5-2)
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 بأستخجام أسمهب الأستشتاج الرياضي. -1

 بأستخجام الجالة السهلجة للأحتسالات. -2

ـهذج ــــة لمشســـــف بالـشدبـــــي الرــــف t ـلـــــار العسيـــــن انتظـــــت أن زمـــــبــــأث (5-3)
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M يسثل متغير عذهائي له دالة كثافة الاحتسال ))t(W :حيث 
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1             حيث           



ρ 

 ثم اوجج تهقعه وتبايشه.

عسيل  n( إذا فرضشا في حالة وجهد FCFS(:)1/M/M/∞/∞)في الشسهذج ( 5-4)
ام، فإن وصهل عسيل ججيج يسثل متغير عذهائي يتبع تهزيع بهاسهن أيزاً بسعمسة بالشظ

n  وزمن خجمة عسيل بالشظام في حالة وجهد عجدn  عسيل في الشظام )في الخجمة
 أثبت أن: nوالانتظار( متغير يتبع التهزيع الآسي بسعمسة 

...1,2,3,....i      ,      PP
n

1i i

1i
0n 




 



 

 عشجما: nPفي التسرين الدابق أوجج دالة الاحتسال ( 5-5)

 
nn           ,          n 

حيث   ابته مهجبة.ثدير مقا ,,

( إذا كان زمن الخجمة الستهقع يداوي GD(:)2/M/M/∞/∞)في نسهذج الانتظار  (5-6)
 دقائق. 8دقائق والفترة الزمشية الستهقعة بين وصهليين متتاليين تداوي  5

 .nPأوجج التهزيع الاحتسالي  -1

 ما هه احتسال انتظار عسيل. -2

 ما هه احتسال وجهد عمى الأقل مركز من مراكز الخجمة بجون عسلاء. -3

 ( أثبت أن:GD(:)C/M/M/∞/∞)لشدبة لشسهذج الانتظار با( 5-7)

 احتسال انتظار عسيل يداوي  -أ



 

 
 

 الخامس: بعض نماذج ماركوف للصفوفالباب                                             تمرينات ( 5-7)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 365 - 

cP 
)c( 








 ρ
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 زمن الانتظار الستهقع لمعسيل في الرف يداوي  -ب

)c(/1 ρ 

إذا كانت الفترة الزمشية بين وصهل سفيشتين متتاليتين إلى أحج السهاني البحرية  (5-8)
ساعات. فإذا كان الزمن السطمهب  3تغير عذهائي له التهزيع الآسي الدالب بتهقع تسثل م

ساعة  12لذحن وتفريغ الدفيشة يسثل متغير عذهائي أيزاً يتبع التهزيع الآسي بتهقع 
لمدفيشة. ما هه العجد الأمثل للأرصفة التي يجب أن تهجج بالسيشاء لمذحن والتفريغ بحيث 

 ساعات. 6يشة الهاحجة داخل السيشاء قبل الذحن أو التفريغ لا تزيج مجة انتظار الدف
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 Introduction                                     ( مقدمة6-1)
في الصف أو في هذا الباب نقدم أشتقاق التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار العميل 

 .الدابق تقديمها في الباب الدابق لبعض أنظمة ماركوف لمصفوف بالندبة في النظام

الأنتظار في الصف أو زمن  زمنالأحتمالي لتوزيع الوالهدف الأساسي من أشتقاق 
وجود العميل في النظام هو حداب أحتمالات الأنتظار المختمفة سواء في الصف أو في 

أهمية لمتخذ القرار بالندبة لمقائمين بإدارة هذه الأنظمة، كذلك  ينالنظام لأنهما تمثم
، حيث يمثل زمن الأنتظار خدارة مباشرة أو غير مباشرة بالندبة لمقائمين بالندبة لمعملاء

 .عمى إدارة هذه الأنظمة كذلك بالندبة لمعملاء

الحصول عمى بعض مؤشرات  أستخدام توزيع زمن الأنتظار في هذا بالإضافة إلى
 كفاءة النظام مثل زمن الأنتظار المتوقع في الصف أو في النظام.

سوف نقدم بعض أساليب الأمثمية التي يمكن بأستخدامها تحديد ( 11وفي الباب )
 .في الصف أو الأنتظار كيفية الحصول عمى أقل زمن أنتظار متوقع لمعميل

 



 
 

 

 فيالسادس: تىزيع زمن الأنتظار الباب                             تىزيع زمن الأنتظار في النظام( 6-2)

        (∞/∞/FCFS(:)1/M/M)                                                     بعض أنظمة ماركىف 
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 Waiting Time Distribution         ( تهزيع زمن الأنتظار   6-2)
  in (FCFS(:)1/M/M/∞/∞)        ( FCFS(:)1/M/M/∞/∞)في الشظام 

، (2-5)الدابق تعخيفه في الفرل  (FCFS(:)1/M/M/∞/∞)إذا أعتبخنا الشظام 
1nوإذا أشخنا إلى زمن أنتظار العسيل رقم )  صف الأنتظار بالخمد ( في  حيث 

 ، وبالتاليservice discipline [80]متغيخ عذهائي يعتسج عمى نظام الجخهل لمخجمة 
 (.FCFSفإن أشتقاق التهزيع الأحتسالي في هحا الفرل يعتسج عمى نظام الجخهل لمخجمة )

 حيث: t(Wq(بالخمد  تخاكسية لمستغيخ فإذا أشخنا إلى دالة التهزيع ال

(6.1   )                              
)t(W)0(W

0t      ,                 t)t(W

qq

rq )(P



 
 

0tمعخف عشج الشقطة  حيث أن الستغيخ    0كستغيخ متقطع، وعشج  كستغيخ 
 .[41] مترل

1n، فإن زمن أنتظار العسيل رقم ) iتسثل زمن خجمة العسيل رقم  itفإذا فخضشا أن   في )
عسيل في  n)بذخط وجهد عجد  سابقين له في الشظام عسلاء nالرف تكافئ زمن خجمة 

1nالشظام عشج وصهل العسيل رقم ) :أو بعبارة أخخى )) 

(6.2                              )                 n2

*

1 t.......tt  

( هه التهزيع الآسي .i.i.dتسثل متغيخات عذهائية مدتقمة ولها نفذ التهزيع ) itحيث 
 .ومعمسة  nبجرجات حخية متغيخ يتبع تهزيع جاما  ، وبالتالي فإن بسعمسة 

*: ملحوظة

1t  تذيخ إلى الجدء الستبقي من زمن خجمة العسيل السهجهد في مخكد الخجمة
1nلحظة وصهل العسيل ) وبالشدبة لــــ ،)*

1t  سهف نعتبخها تتبع التهزيع الآسي بسعمسة
 ( أيزاً حيث أن نظام الجخهل لمخجمةFCFS )[103]:أو بعبارة أخخي ، 
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        (∞/∞/FCFS(:)1/M/M)                                                     بعض أنظمة ماركىف 
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f)(بالخمد  إلى دالة كثافة أحتسال الستغيخ وإذا أشخنا   :فإن 

(6.4)           0     ,      )1(  
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 فإن: 0متغيخ متقطع في  وبسا أن 
(6.5                  )                                  ρ 10)(Pr 

 حيث: qWوبالتالي فإن تهقع زمن أنتظار العسيل في الرف 

(6.6)                                      
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الدابق تقجيسه  ( هي نفذ الشتيجة لدمن الأنتظار الستهقع لمعسيل6.6في ) qWونلاحظ أن 
 (.2-5الفرل)ب (5.21في العلاقة )

زمن أنتظار العسيل في الشظام هه عبارة عن زمن أنتظار العسيل في الرف وبسا أن 
العسيل في  وجهدزمن ليه زمن خجمته في مخكد الخجمة، وبالتالي إذا أشخنا إلى مزاف إ

 فإن: \الشظام بالخمد 

دمة خ زمن انتهاء
n عميل 

النظام  عميل في nوجىد 
رقم  لحظة وصىل العميل

(n+1) 



 
 

 

 فيالسادس: تىزيع زمن الأنتظار الباب                             تىزيع زمن الأنتظار في النظام( 6-2)

        (∞/∞/FCFS(:)1/M/M)                                                     بعض أنظمة ماركىف 
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(6.7  )                    1n32

*

11n t.......tttt    \ 

1nمتغيخ يتبع تهزيع جاما بجرجات حخية ) \وبالتالي فإن الستغيخ   ومعمسة ) ،
 فإن: \تذيخ إلى دالة التهزيع التخاكسية لمستغيخ  t(W(وبالتالي إذا كانت 
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)1( 

d  )1( 

d   
!n

)  (
)1( 

d 
!n

)  (
)1( 

)1(d  
!n

) ( 

P                                    |t                          )t(W

t )1( 

 )1( 

 )1( 

e

e

e

e

e

e

][P

t

0

t

0

t

0

 

11n

n

11n

t

0

 n

11n

n

t

0

 n

11n

nr

)1( 

)(

][

][












































 

 

 
































ρ

ρ

ρ

ρ
ρ

ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρρ

\

\

\

\

\

\

\
\

\
\

\
\

 

f)(وبالتالي إذا كانت 
\  دالة كثافة الأحتسال لمستغيخ\ :فإن 

0       ,                  )1( )(f
 )1( e    \\
\ρρ 

 عمى الشحه: SWوبالتالي فإن الدمن الستهقع لمعسيل في الشظام 

(6.9   )           





 



1
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ρ

\\\\ 

 (.2-5( بالفرل )5.20)لاقة العفي  SW( نفذ قيسة 6.9في ) SWونلاحظ أن 

 زمن انتهاء خدمة
 (n+1) العميل

النظام بعميل  n عدد وجىد
 (n+1وصىل العميل ) عند
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- 373 - 

 Waiting Time Distribution        ( توزيع زمن الأنتظار   6-3)
  in (GD(:)C/M/M/∞/∞)         (GD(:)C/M/M/∞/∞)في النظام 

في هذا الفرل سوف نقوم بأشتقاق التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار العميل في 
فرل  الدابق تعريفه في ال (GD(:)C/M/M/∞/∞)الرف وزمن أنتظار العميل في النظام

 بنفس الأسموب المدتخدم في الفرل الدابق.و  (5-3)

تذير إلى دالة التوزيع التراكمية لزمن أنتظار العميل في  t(Wq(إذا فرضنا أن 
 فإن: الرف 

)(P t)t(W rq   

(6.10)   
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 حيث:
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1          حيث:   
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 كذلك

      





Cn

nr P                                                 t                            }|{P 

 
















Cn

t

0

  C
C-n

Cn

0

n

d        
!) Cn(

)  (C  C

 ! C C

P 
e

ρ 

زمن انتهاء خدمة 
(n-C-1) عميل 

 عميل في nوجىد 
النظام عند وصىل 

 (n+1العميل )

 خدمة    زمن انتهاء
(n-C+1) عميل 

النظام عند وصىل  عميل في nوجىد 
 (n+1العميل )



 
 

 

 فيالسادس: تىزيع زمن الأنتظار الباب                             تىزيع زمن الأنتظار في النظام( 6-3)

        (∞/∞/GD(:)C/M/M)                                                        بعض أنظمة ماركىف 
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 ( نجد أن:6.11),(6.12من )
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f)(وبالتالي إذا فرضنا أن    تذير إلى دالة كثافة الأحتمال لزمن أنتظار العميل في الرف
 في النظام محل الدراسة نجد أن:
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 عمى النحو التالي: qWزمن أنتظار العميل المتوقع في الرف وبالتالي فإن 
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 (.3-5( بالفرل )5.32)وهي نفس النتيجة الدابق الحرول عميها في العلاقة 
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        (∞/N/GD(:)C/M/M)                                                        بعض أنظمة ماركوف 
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 Waiting Time Distribution         ( تهزيع زمن الأنتظار  6-4)
  in (N/GD(:)C/M/M/∞)         (N/GD(:)C/M/M/∞) في النظام

حيث أن أقصى  (N/GD(:)C/M/M/∞)في هذا الفصل سهف نعتبر نظام الخدمة 
 . حيث:Nمعملاء في النظام يداوي لعدد 





















Cn           ,         P

!C C

Cn1        ,               P
!n

P

0Cn

n

0

n

n

ρ

ρ

 

       
1

N

Cn
Cn

n1C

0n

n

0
!C C

  

!n

  
P


















 

ρρ 

 t(Wq(وفي هذا الفصل سهف نقدم دالة التهزيع التراكمية لزمن أنتظار العميل 
 وبنفس الأسمهب المتبع في الفصمين الدابقين، نجد أن: في الصف،

(6.16  )
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N1n: حيث ملحوظة  

(6.17         ) 
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ولمتبديط يمكن وضع الحد الذي يحتهي عمى التكامل في صياغة المجمهع عمى 
 :[Page 78 41] التالي النحه

(6.18)         
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  ةــدمــن خــزم
(n-C+1) عميل 

 عميل في nوجود 
النظام لحظة وصول 

 (n+1العميل )
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( 2. أنظر تطبيق ),C,Nعند التعهيض بقيم  t(Wq(حيث يمكن الحصهل عمى 
 بالفصل التالي.
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 Applied Examples                 ( أمثمة تظبيقية          6-5)

في هحا الفرل سهف نقجم بعض الأمثمة التظبيقية عمى التهزيعات الأحتسالية لدمن 
 أنتظار العسيل في الرف أو في الشظام للأنظسة التي تم تقجيسها في هحا الباب.

بهابات متساثمة لجخهل  4عشج مجخل القاهخة الإسكشجرية، يهجج : (1تطبيق )
فإذا كانت جشيهات لكل سيارة.  10الإسكشجرية من القاهخة، حيث يتم دفع رسم دخهل 

(، h/23سيارة في الداعة ) 23الديارات التي ترل إلى السجخل وفقاً لتهزيع بهاسهن بتهقع 
 دقائق 10كان زمن خجمة الديارة عمى البهابة يقتخب من التهزيع الآسي بتهقع فإذا 

 .مديارةل

 حجد نظام الخجمة في هحا السجخل. -1: المطلوب

 أوجج التهزيع الأحتسالي لعجد الديارات عشج السجخل. -2

زمن الأنتظار الستهقع أوجج عجد الديارات الستهقع في الأنتظار والشظام، ثم أوجج  -3
 لمديارة في الرف و في الشظام أيزاً.

لديارة في الرف، ثم أوجج العجد الستهقع التهزيع الأحتسالي لدمن أنتظار اأوجج  -4
 .الأحتسالي لدمن الأنتظار لمديارات السشتظخة في الرف من التهزيع

 ساعة(. 24دخهل الديارات في يهم كامل ) الإيخاد الستهقع من رسم أوجج -5

 (GD(:)4/M/M/∞/∞)الخجمة في مجخل القاهخة والإسكشجرية يسثل الشظام  -1 :الحل

كحلك بسا أن زمن  23( بالتالي فإن h/23الستهقع لهصهل العسلاء ) بسا أن العجد -2
 بالتالي فإن:دقائق لخجمة الديارة،  10يتبع التهزيع الآسي بتهقع  لمديارة متغيخ الخجمة

 في الداعة عمى الشحه التالي: عجد الديارات التي يتم خجمتهم 
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  004.08454.224565.21

)96.01( ! 4

(3.833)

!n

 (3.833)

)/C1( ! C!n

  
P

1

1
43

0n

n
1

C1C

0n

n

0






































ρ

ρρ

 

 ( نجج أن عجد الديارات في الأنتظار )في الرف(:5.30)ومن العلاقة 
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 وبالتالي زمن الأنتظار الستهقع لمديارة في الرف

09565.0 ساعة5.74 دقيقة
23

2.2L
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q
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 عجد الديارات الستهقع في السجخل )في الشظام( عمى الشحه التالي: كحلك

033.6833.32.2LLسيارة  qs  ρ 
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 وبالتالي الدمن الستهقع لمديارة في الشظام

74.151074.5دقيقة 
1

WW qs 


 
 

( نجج أن دالة كثافة 6.14من العلاقة ) ،فتخة أنتظار الديارة في الرف إذا كانت  -4
 الأحتسال:

0     ,           )8634.0(
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!3

)833.3(6

0     ,      
! )1C(

P 
)(f

 1.002 

 )833.34( 6 

 )C(  

e

e

e

4

0

C
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 ، فإن:وبالتالي

16.5دقيقة 
)833.34)(!3(

)004.0()833.3(

)C(! )1C(
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ρ 

في اليهم عمى  الإيخاد الستهقعبالتالي فإن سيارة  6.033 عجد في الداعة sLبسا أن  -5
 الشحه:

P(24R(24L)10)(033.6(92.1447جشيه  s  

 تذيخ إلى رسم دخهل الديارة الهاحجة Pحيث 

كل : في أحج مخاكد الأشعة بالخنين السغشاطيدي يهجج جهازين متكافئين (2تطبيق )
ثخ جهاز مخفق به فخيق العسل الخاص به، بحيث لا يسكن أستخجام الجهاز الهاحج لخجمة أك

مخيض عمى الأكثخ  10فإذا كان السخكد يسكن أن يدتقبل في نفذ الهقت.  واحج من مخيض
مخضي في  5في الداعة، وإذا كان السخضي يرمهن إلى السخكد وفقاً لتهزيع بهاسهن بتهقع 
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الداعة، كحلك زمن خجمة السخيض عمى الجهاز يسثل متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسي 
 يض.دقيقة لمسخ  20بتهقع 

 تحجيج نظام الخجمة الحي يسثل مخكد الأشعة. -: أالمطلوب

 أوجج أحتسال رفض خجمة مخيض. -ب

 أوجج السعجل الفعمي لهصهل السخضي لمشظام، ثم أوجج معجل التذغيل الفعمي. -ج

 أوجج عجد السخضي الستهقع في الأنتظار، ثم أوجج زمن الأنتظار الستهقع لمسخيض. -د

20/1، دقيقة 5: بسا أن الحل  3/1/1، وبالتالي ساعة  وبالتالي ،
3  2عسلاء في الداعة، كحلكC  ،10N . 

 نظام الخجمة في مخكد الإشعاع. (N/GD(:)2/M/M/∞)يسثل الشظام  -أ

 3/5ρوبالتالي فإن: 

    (1)                   091.09999.1033.8)3/8(

! 2 2

(5/3)

!n

 (5/3)
P
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1
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41
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 كحلك أحتسال رفض خجمة مخيض: -ب
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)! 2( 2
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             0294.0)091.0(
) 2( 2
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 حيث: effالسعجل الفعمي لمهصهل التالي بو  -ج

53.4)094.01(5)P1( Neff  

 العجد الستهقع في الأنتظار -د
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 عمى الشحه التالي: زمن أنتظار السخيض الستهقعوبالتالي 

1594.0 ساعة56.9دقيقة
53.4

7221.0L
W

eff

q

q 


 

يعقج أحج السفكخين صالهن ثقافي شهخي، يهم الدبت في الأسبهع الأول : (3تطبيق)
اد الرالهن يرمهن وفقاً لتهزيع مداءً. فإذا كان رو  9-6ساعات من 3من الذهخ لسجة 
لأولهية وصهله. فإذا كان وفقاً أفخاد في الداعة بحيث يأخح كل فخد الكمسة  5بهاسهن بسعجل 

 10الدمن الحي يدتغخقه الفخد في كمسته يسثل متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسي بتهقع 
 دقائق.

 تحجيج الشظام الحي يسثل الرالهن الثقافي. -1: والمطلوب

 في الداعة. أوجج العجد الستهقع لمسدتسعين في الرالهن  -2

 أوجج الدمن الستهقع لعجد السفكخين بالرالهن. -3

إذا أعتبخنا أعظاء الكمسة لمفخد يسثل مخكد الخجمة فإن الشظام  -1: الحل
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M)  يسثل الشظام بالرالهن. 

، h/5م الخاعي لمرالهن( بسا أن التهزيع الأحتسالي لعجد الخواد )بسا فيه -2
h/6. 

..0,1,2,....n       ,           )6/5))(6/5(1()1(P
nn

n  ρρ 
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 حيث: qLبسا أن العجد الستهقع الخواد 

2.4فخد
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84.0 ساعة50.4دقيقة    
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 العجد الستهقع لمخواد في الرالهن: -3

h/5
56
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1
Ls 
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 16مظبعة يهجج بها ماكيشتين متكافئتين لظباعة السلازم )السمدمة : (4تطبيق )
)بسعشى طباعة السمدمة طباعة  ندخة من السمدمة الهاحجة 1000صفحة( بحيث يتم طباعة 

عجد السلازم التي يكهن من السظمهب طباعتها تسثل متغيخ ، فإذا كان ندخة( 1000
ملازم في الداعة، فإذا كان زمن طباعة السمدمة  5سهن بتهقع عذهائي يتبع تهزيع بها

4/1الهاحجة في الساكيشة يسثل متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسي بتهقع   .ساعات 

 تحجيج نظام الرفهف الحي يتفق مع العسل في السظبعة. -1: المطلوب
ة، ثم أوجج زمن الأنتظار الستهقع لظباعة أوجج عجد السلازم الستهقعة في أنتظار السظبع -2

 .)بدبب عجم وجهد ملازم لمظباعة( السمدمة، ثم أوجج أحتسال عجم عسل الساكيشتين
 أوجج عجد السلازم الستهقع في السظبعة في الظباعة أو أنتظار الظباعة. -3
 ة.أوجج التهزيع الأحتسالي لدمن أنتظار السمدمة حتى تجخل عمى الساكيشة لمظباع -4

 نظام الظباعة في السظبعة، حيث: (GD(:)2/M/M/∞/∞) يسثل الشظام -1: الحل

h/
4

1
4

1



 ,  h/5  ,   2C  

 لعجد السلازم في السظبعة )في أنتظار الظباعة أو عمى الساكيشات(التهزيع الأحتسالي 
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 0.231يداوى  0Pوبالتالي أحتسال عجم عسل الساكيشتين معاً يداوي 

 حيث: qLعجد السلازم الستهقع في أنتظار الظباعة  -2

)231.0(03.1 ممدمة
))4/5(2(
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202q 
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 حيث: sLعجد السلازم الستهقع في الظباعة والأنتظار  -3

28.2
4

5
03.1LL qs  ρ 
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 Exercises             ( تمخينات                             6-6)
 (N/GD(:)C/M/M/∞)التهزيع الأحتمالي لدمن أنتظار العميل في النظام  أوجج (6-1)

يؤول إلى التهزيع لدمن انتظار العميل في النظام ثم أثبت أنه 
(∞/∞/GD(:)C/M/M)  عنجماN. 

( في الفرل 4)-(1دالة التهزيع التخاكمية ودالة كثافة الأحتمال لمتطبيقات ) أوجج (6-2)
 (.5-6الدابق )

ماكينات متكافئة بحيث زمن الترهيخ لطالب  3مخكد لترهيخ المدتنجات به  (6-3)
الخجمة يمثل متغيخ عذهائي )يتهقف عمى عجد المدتنجات التي يطمب ترهيخها( يتبع 

قائق، فإذا كان طالبي الخجمة يرمهن وفقاً لتهزيع بهاسهن د 10التهزيع الآسي بتهقع 
 عملاء في الداعة. 10بمعجل 

 تحجيج نظام الرفهف الحي يمثل العمل في مخكد الترهيخ. -1المطمهب: 

 العجد المتهقع لمعملاء في المخكد والدمن المتهقع لهجهد المعيل في المخكد.تحجيج  -2

 تحجيج العجد المتهقع لمعملاء في أنتظار الخجمة. -3

 أوجج أحتمال التعطل )عجم العمل لعجم وجهد عملاء( في ماكينة أو أكثخ. -4

 أوجج التهزيع الأحتمالي لدمن أنتظار العميل في الرف. -5

 .(N/GD(:)C/M/M/∞)لمنظام  nPأوجج التهزيع الأحتمالي  (6-4)

 (، أوجج التهزيع الأحتمالي لدمن أنتظار العميل بالنظام.4أعتبخ التمخين ) (6-5)

حالة  (N/FCFS(:)1/M/M/∞)أثبت أن تهزيع زمن أنتظار العميل في النظام ( 6-6)
1C( عنجما 5خاصة من التهزيع في التمخين ) . 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 السابعالباب 
 نماذج عملية ماركوف الضمنية

Imbedded Markov models 

 

  Introduction                                     مقدمة (7-1)
 ذج ماركوف بزمن خدمة عامو نم (7-2)

 (M/G/1):(GD/∞/∞)  

  Pollaczek-Khintchineقاعدة ( 7-3)

Pollaczek-Khintchine rule   

 التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء في النظام في حالة الاستقرار( 7-4)
                              Applied Example( أمثلة تطبيقية 7-5)
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 Introduction                                        ( مقجمة7-1)

في الفرهل الدابقة تشاولشا بذئ من التفريل بعض نساذج الرفهف لساركهف التي تتبع 
عسلية ماركهف حيث التهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء الحين يرلهن إلى الشظام يتبع تهزيع 

يتبع التهزيع الأسي، ويتختب على ذلك ان الفتخة  بهاسهن وزمن خجمة العسيل يسثل متغيخ
التهزيع  تبعبعج انتهاء خجمتهم تسثل متغيخ يالدمشية بين خخوجين متتاليين من العسلاء 

وذلك مثل الشساذج أيزاً  سهن عجد العسلاء السشتهي خجمتهم يتبع تهزيع بهاو الأسي 
(M/M/1),(M/M/C) . 

 (G/M/1)جمة لا يتبع التهزيع الأسي مثل الشظام زمن الخن هيك ولكن في كثيخ من الأنظسة
  (M/G/1)مثل الشظام  اسهن تهزيع به التبع تلهن إلى الشظام لا رالحين يأو عجد العسلاء 

لى الشظام تتبع أن التهزيع الاحتسالي لدمن الخجمة أو عجد الحين يرلهن إ (G)حيث تذيخ 
 وسهف نخمد لها بالخمد حتسالية ودالة التهزيع التخامسيةالادالة كثافة تهزيع عام ومحجد 

b(t),B(t)  على التختيب. 
عسلية ماركهف بشساذج الرفهف التي تتبع عسلية ماركهف نساذج وفي هحه الحالات تدسى  

 . imbedded Markov chainالزسشية 

أحج م /GD):(M/G/1)∞ /∞( الشسهذج وفي هحا الباب سهفت نقجم بالتفريل
 .الزسشية بالإضافة إلى تقجيم بعض الأمثلة التطبيقية هفاذج التي تتبع ماركالشس
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 (∞/∞/GD):(M/G/1)( النمهذج 7-2)

الرف  كما ذكرنا سابقا أن الحرهل عمى التهزيع الاحتمالي لعدد العملاء في النظام أو في

التهزيع  والحرهل عمى [103,4]يكهن ييدف الحرهل عمى مؤشرات كفاءة النظام 

يمثل وجهد  (∞/∞/GD):(M/G/1)الاحتمالي المدتقر لعدد العملاء في النظام والنظام

مركز خدمة واحد بحيث يكهن عدد العملاء الذين يرمهن إلى النظام وفقا لتهزيع بهاسهن 

وزمن خدمة العملاء تمثل متغيرات عذهائية متدتقمة ليا تهزيع احتمالي عام  بمعممة 

(G)  بدالة كثافة احتمال ودالة تراكميةb(t),B(t) عمى الترتيب.  

 إلى عدد العملاء في النظام عند خروج العميل رقم  فإذا أشرنا بالرمز
(n+1) تذير إلى عدد العملاء الذين يرمهن إلى النظام  بعد انتياء خدمتو كذلك

 ا ىه مهضح بالذكل التالي:، كم (n+1)خلال فترة خدمة العميل رقم 

 (M/G/1)(: يهضح النظام : 1-7شكل)

 

 : [41,106]وبالتالي يمكن الاشارة إلى عدد العملاء في النظام عمى النحه التالي 
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متغيرات عذهائية مدتقمة وليا نفس  تمثل وبما أن أزمنة الخدمة 

تمثل متغيرات عذهائية مدتقمة مرتبطة بـ    ، كذلك (G)التهزيع الاحتمالي 

عمى النحه  Aوبالتالي فأنو يمكن تحديد التهزيع الاحتمالي لممتغير   

 التالي:

(7.2) 

                                         (7.3) 

 ي:والاحتمال الذرطي أعلاه ممكن كتابتو عمى النحه التال

 

 

 :فإن من العملاء خلال فترة خدمة عميل بالرمز  nفإذا رمزنا لاحتمال وصهل عدد 

                                              (7.4) 
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  Pollaczek-Khintchine صياغة( 7-3)
Pollaczek-Khintchine form  

فقج قجم كل من  (∞/∞/GD):(M/G/1)لمشساذج الزسشية مثل نسهذج بالشدبة 
Pollaczek،Khintchine  صياغة رياضية يسكن باستخجاميا الحرهل عمى مؤشخات

 يتممن السذاكل يكفاءة الشظام بجون التهزيع الاحتسالي السدتقخ. حيث يكهن في كثيخ 
ولا ييتم بالتهزيع الاحتسالي لعجد العسلاء في شظام الشخات كفاءة ؤ فقط بحداب م متخح القخار

 . الشظام

بحيث عجد العسلاء الحين يرمهن إلى  (M/G/1)وفي ىحا الفرل سهف نعتبخ الشظام 

= E(t)بتهقع حجد وزمن الخجمة لو تهزيع عام م بسعجل الشظام وفقاً لتهزيع بهاسهن    

 Steadyإلى السؤشخات التالية في وضع الاستقخار  (P-K)فقج تهاصلا  =v(t)وتباين 

State  
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 الإثبات:

 يسكن إعادة كتابتيا عمى الشحه التالي: (7.1)من العلاقة 

 

 حيث:

 

ليا نفس التهزيع، متغيخات عذهائية    وبسا أن الستغيخات 

 بالتالي في وضع الاستقخار فأن 

 

حيث تذيخ إلى متهسط عجد العسلاء في الشظام فهر خخوج )أو اثشاء خخوج( العسيل وبالتالي 

 فأن:
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 وبإيجاد التهقع لمظخفين في العلاقة أعلاه نجج أن :

 

 

 

 فأن: (7.4)ومن العلاقة 

 

 

 في وضع الاستقخار حيث 

 فأن: (7.12)وبتخبيع طخفي العلاقة 

 

 وبأخح التهقع لظخفي العلاقة أعلاه نجج أن:
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 وبسا أن وضع الاستقخار 

 

 عمى الشحه التالي: (7.15)وبالتالي تربح السعادلة 

 

 

 

 ، حيث:  ولمحرهل عمى

 

          أن :                                R0llأثبت      1996في سشة 
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 نجج أن: (7.4)ومن العلاقة 

 

 نجج أن: (7.17)بـ الظخف الأيسن في  (7.16)بالتعهيض في 

 

 بالتالي فإن: وبسا أن في وضع الاستقخار 

 
 وبسا أن:

 
 كحلك 

 

 



 

 
 

 نماذج عمليةالباب السابع:       ( التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء في النظام في حالة الاستقرار7-4)

 ماركوف الضمنية                                                                                                   م
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 التؽزيع الاحتسالي لعدد العسلاء في الشعام في حالة الاستقرار( 7-4)

الدراسات الشعرية والتطبيقية يتطلب الحرؽل على التؽزيع الاحتسالي كثير مؼ في 
السدتقر لعدد العسلاء في الشعام. لذلغ في ىذا الفرل نقدم اشتقاق التؽزيع الاحتسالي 

 على الشحؽ التالي: (M/G/1)السدتقر لعدد العسلاء في الشعام 

 :(7.4)أولًا: لإيجاد الاحتسالات في 

 

 حيث :  فإذا أشرنا إلى الاحتسال أعلاه بالرمز 

 

مؼ العسلاء إلى الشعام خلال فترة خدمة   nتذير غلى احتسال وصؽل عدد   حيث  
تؽزيع الاحتسالي لعدد عسيل في مركز الخدمة ويعتبر حداب  ضرورة للحرؽل  على ال

 العسلاء في حالة الاستقرار
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- 591 - 

 ملحؽظة:

يتطلب إجراء عسلية التكامل لحاصل ضرب دالتيؼ  …,n=0,1,2،   إيجاد الاحتسالات 

بتحؽيل عسلية التكامل قد يرعب الحرؽل عليو كذلغ يسكؼ إيجاد القيسة التقريبية لـ 

نعرية   slityesقدم  4894ساليب التكامل العددي. في سشة إلى عسلية السجسؽع بأحد أ

 [42,98]التكامل العددي 

     (7.20)                           

 يسكؼ الحرؽل على الاحتسالات  (7.18)وبإستخدام العلاقة 

باستخدام  Pرفؽفة الانتقال في صياغة م وبالتالي يسكؼ كتابة الاحتسالات الذرطية 

 على الشحؽ التالي: الاحتسالات

                   (7.21)                                     
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 ويسكؼ افتراض أن احتسالات عدد العسلاء في الشعام في حالة الاستقرار تداوي الستجو

 حيث:

                                               (7.22) 

مؼ حل  (7.19)وبالتالي فأن في حالة الأستقرار يسكؼ الحرؽل على الاحتسالات في 

 مجسؽعة السعادلات التالية:

                                                           (7.23) 

 على الشحؽ التالي : عؼ طريق يسكؼ كتابة قيػ (7.9) مؼ

                       

(7.24) 

ونرمز ليا بالرمز ،   ويسكؼ الحرؽل على الدالة السؽلدة للأحتسالات

ونرمز ليا  ،    والدالة السؽلدة للاحتسالات  

 بالرمز 

 :للطرفيؼ فشجد أن ثػ أخذ السجسؽع في  (7.22)وبزرب طرفي السعادلة 
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                                    (7.25) 

وباستخدام الدالة السؽلدة للاحتسالات                                                      

 حيث :

         (7.26)                      

فانو في   حيث فإذا رمزنا لسؤشر كثافة حركة مرور العسلاء في الشعام بالرمز 

 حالة الاستقرار يتحقق الذرط 
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تؽقع زمؼ الخدمة للعسيل )ملحؽظة في حالة عشدما يكؽن زمؼ الخدمة متغير   حيث 

 ( لتؽزيع الأسي فأنيتبع ا

 وبسا أن 

 

  :[4]فأنو يسكؼ اثبات أن 

 

 (. وباستخدام قاعدة لؽبيتال 4-2انعر تحؽيلو لابلاس بالفرل )

 ،    فإنو عشدما 

 فأن (7.23)وبأخذ الشيايات لطرفي السعادلة         

            (7.28)               
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 وبسا أن 

                           (7.29) 

 حيث

 

 وبالتالي فإن:

 

 /GD):(M/G/1) اعتبر نعام الخدمة (4-7مثال )

وزمؼ الخدمة لو  حيث السعدل الستؽقع لعدد العسلاء الذيؼ يرلؽن إلى الشعام 

 : [74]احتسال التؽزيع السشتعػ بدالة كثافة 

 

 ، وتبايؼ بتؽقع   
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 ،  أوجد الاحتسال ( 4

 ، ( أوجد احتسالات الاستقرار لعدد العسلاء في الشعام 2

 الحل

 فإن  (7.6)  مؼ العلاقة -4

 

 Rommainسؽع التقريبي بإستخدام تقريب وبتحؽيل عسلية التكامل إلى عسلية السج

stielyen integral [6]:فان 

 

 فإذا فرضشا أن:
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 ماركوف الضمنية                                                                                                   م
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 فإن

 
 فإن: n=10وبإفتراض أن 

 
 وبالتالي فإن:

 

 

 
 

 (8والحل التفريلي للسثال بسحلق رقػ )
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                                                                                Applied Example                           ( أمثمة تطبيقية 7-5)

: في أحد مراكز إصلاح إطارات الديارات يصل العطلاء الذين يطمبهن الخدمة (1-7تطبيق )

وزمن خدمة .  )عطلاء في الداعة  10ع بهاسهن بطعدل متهسط وفقاً لتهزي

,    دقائق لمعطيل )بطعظى   5العطيل يطثل متغير يتبع التهزيع الأسي بقيطة متهقعة 

دقيقة(. ويرغب متخذ القرار في الطركز بتحدين الخدمة )بزيادة زمن الخدمة /1

( وذلك بزيادة القيطة الطتهقعة لزمن الخدمة.فتم تقديم دورة تدريبية لتحدين الطتهقع لمعطيل

دقائق وانحراف  5دقيقة بدلًا من  5.5الخدمة ، وقدر تهقع زمن الخدمة بعد الدورة بـ 

 دقائق.  5دقائق بدلا من  4معياري 

 يببدلا من الظظام قبل التدر  (M/G/1)وبالتالي أصبح الظظام بعد التدريب الظظام 

(M/M/1) . 

 والططمهب الطقارنة بين الظظامين قبل وبعد الدورة من حيث 

 متهسط عدد العطلاء في الظظام  -

 متهسط زمن انتظار العطيل في الظظام  -

 



 

 
 

 نماذج عملية ماركوف الضمنيةالسابع: الباب                                          أمثلة تطبيقية( 7-5)
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 الحل 

 ( الطؤشرات قبل الدورة1

 

 

 

 ( الظظام بعد الدورة2
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أدى إلى زيادة متهسط عدد العطلاء في الظظام  (M/G/1)ومطا سبق يلاحظ استخدام الظظام 

 وزيادة زمن انتظار العطيل أيضاً 

: في أحد محطات البظزين يصل العطلاء إلى الطحطة وفقاً لتهزيع (2-7تطبيق )

سيارة في الداعة وزمن خدمة الديارة يطثل متغير يتبع  12بهاسهن بطعدل متهسط 

دقائق لمديارة فإذا حدث تغير في العطال القائطين بالخدمة  4التهزيع الأسي بتهقع 

 .دقائق 5دقائق وانحراف معياري  4دقائق بدلًا من  3 فأصبح تهقع زمن خدمة الديارة

 الططمهب:

تهقع عدد الديارات التي تتطمب الخدمة قبل تغير العطال، كذلك تهقع زمن انتظار  -1

 الديارة في الطحطة

بعد تغير العطال ثم أوجد تهقع عدد الديارات في البظزيظة في هذة  حدد نظام الخدمة -2

 الحالة كذلك تهقع زمن انتظار الديارة في الطحطة
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 الحل

 حيث: (M/M/1)الظظام قبل تغير العطال نظام  -1

 

 

 

  (M/G/1)الظظام بعد تغيير العطال نظام  -2
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 ( لمطقارنة بين مؤشرات الظظامين1-7جدول )

 الطؤشر (M/M/1)قبل التغيير (M/G/1)تغييربعد ال

2.3 4  
11.5 20  

 وبالتالي يعتبر الظظام بعد تغيير العطال أفضل  

في التطبيق الدابق اعتبر الحالة بعد تغيير العاممين والظظام  :(3-7تطبيق )

(M/G/1) والتهزيع الاحتطالي لزمن الخدمة تهزيع تجريبي بدالة كثافة

 احتطال

 كذلك أوجد احتطالات الاستقرار ، والطصفهفة أوجد : الاحتطالات التقريبية 

 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 لثامناالباب 
 بعض أنظمة إيرلنج للصفوف

Some Erlang Queueing Systems 

 

  Introduction                                     مقدمة (8-1)
 نموذج وصول العملاء في مجموعات  (8-2)

Bulk Input ( 1/M/M
]X[

) Model 

 نموذج خدمة العملاء في مجموعات ( 8-3)
Bulk Service ( 1/M/M

]Y[
)Model 

 نموذج الخدمة وفقاً لتوزيع إيرلنج ( 8-4)
Erlang Service Model ( 1/E/M k ) 

  Exercises                                      ( تمرينات  8-5)
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 Introduction                                        ( مقدمة8-1)
بذيء من التفريل بعض أنظسة ماركهف للرفهف، في الباب الخامس تشاولشا 

حيث يتم وصهل العسلاء في شكل  - وفي هذا الباب سهف نقدم نهع آخر من الأنظسة
بعض الشساذج التي تسثل قدم إيرلشج قد مجسهعات أو خدمتهم في شكل مجسهعات أيزاً. و 

 :[88 ,76 ,19]وفي هذا الباب سهف نقدم  الأنظسة،هذه 

2,1X....,حيث ،Xنسهذج لهصهل العسلاء في مجسهعات بحجم السجسهعة  (1)  
 .X(C(متغير عذهائي متقطع بدالة أحتسال  Xحيث 

الأنظسة التي يسثلها هذا الشسهذج وصهل الدائحين في شكل مجسهعات  ةن أمثلوم
 أو وصهل العسلاء إلى السطاعم في شكل مجسهعات، ..... الخ.

3,2,1Y..,حيث،Yء في شكل مجسهعات بحجم السجسهعةالعسلانسهذج خدمة  (2) . 

 (.M/Ek/1)   لزمن خدمة العسيل  ج ــع إيرلشــهزيــاً لتـــوفقالخدمة هذج ــــنس (3)

تعتسد أيزاً على عسليات عسليات الهصهل أو الخدمة في هذا الباب ونظراً لأن 
ماركهف، لذلك تدسي هذه الشساذج في بعض الكتابات بشساذج ماركهف الستقدمة 

advanced Markovian queueing models  ًأيزا. 
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 ( نسهذج وصهل العسلاء في مجسهعات 8-2)
Bulk Input ( 1/M/M ]X[ ) Model 

كثيخ من الأنظسة يرل العسلاء لمخجمة في شكل مجسهعات )أو أفهاج( مثل وصهل 
العسلاء إلى السظاعم أو وصهل الأفهاج الدياحية إلى السظارات أو السدارات الدياحية، أو 

 الإلكتخونية في نفذ الهقت، ...... الخ. وصهل مجسهعات من الخسائل

وفي ىحا الفرل سهف نعتبخ نظام الخجمة ) //FcFs(:)1/M/M )
( t( ولكن بجلًا من وصهل عسيل واحج في وحجة الدمن )2-5الدابق تقجيسو في الفرل )

2,1X......,حيث  ]X[ء بالحجم يرل إلى الشظام مجسهعة من العسلا  ،X  تسثل متغيخ
 .XCعذهائي متقظع بجالة أحتسال 

إلى الشظام، عسيل  X بحجم تذيخ إلى معجل وصهل السجسهعة Xفإذا كان 
t Xيداوي ) tفي الفتخة  Xسجسهعة بالحجم وبالتالي أحتسال وصهل ال  وبسا أن .)

 مدتقمة ومتشافية فإنو يسكن أفتخاض أن: Xالسجسهعات 

(8.1                    )



 



1i

i
X

X             ,           C 

، وفي ىحا الفرل  composite arrival rateالسجسع إلى معجل الهصهل  حيث تذيخ 
 سهف تقترخ دراستشا عمى:

 ،أشتقاق معادلات الأستقخار 
 وبالتالي أشتقاق لعجد العسلاء في الشظام أشتقاق الجالة السهلجة للأحتسالات ،nP، 

 .أشتقاق بعض مؤشخات كفاءة الشظام 

 أولاً: أشتقاق معادلات الأستقرار

(، نحرل 2-5في الفرل )ستقخار تخجم في تكهين معادلات الأهب السدبشفذ الأسم
 عمى معادلات الاستقخار وفقاً لمفخوض السحكهرة أعلاه عمى الشحه التالي:



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامنالالباب               نموذج وصول العملاء في مجموعات ( 8-2)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 213 - 

(8.2   )1n        ,       CPPP)(0
n

1k

kkn1nn  


 

(8.3   )                                               10 PP0  

 تذيخ إلى معجل خجمة العسيل في مخكد الخجمة. حيث 

 ثانياً: أشتقاق الدالة المولدة للأحتمالات،

، كحلك إذا أشخنا إلى Z(P(بالخمد  nPإذا أشخنا إلى الجالة السهلجة للأحتسالات لـ 
 فإن: Z(C(بالخمد  XCالجالة السهلجة للأحتسالات لـ 

(8.4    )                     1|Z|         ,        Z P)Z(P
0n

n

n 




 

(8.5     )                    1|Z|         ,        Z C)Z(C
1n

n

n 




 

n( في 7.2وبزخب طخفي السعادلة )
Z  ثم أخح السجسهعة بالشدبة لـn :نجج أن 

(8.6    )


 



















1n

n

1k

n

kkn

1n

n

n

1n

n

n

0n

n

n ZCPZP
Z

ZPZP0 

وبسا أن الحج 












n

1k

kkn CP  لسجسهعة أحتسالاتيسثل دالة الأحتسال ( وجهدn-k عسيل )

، فإنو يسكن إعادة صياغة  kمخجمة لجسيع قيم عسيل ل kمجسهعة بعجد في الشظام ووصهل 
 ( عمى الشحه التالي:8.6الحج الأخيخ في )

(8.7 )          )Z(P)Z(CZPZCZCP
k1n

kn

kn

n

1k

k

k

1n

n

1k

n

kkn  











 

 

 :[76] ( نجج أن8.7( بـ )8.6وبالتعهيض في )




   )Z(P)Z(C]P)Z(P[
Z

]P)Z(P[)Z(P0 00 



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامنالالباب               نموذج وصول العملاء في مجموعات ( 8-2)
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(8.8                )1|Z|         ,        
)]Z(C1[ZZ)(1

)Z1(P
)Z(P 0 




 

 ( عمى الشحه التالي:7.8ويسكن إعادة كتابة )

(8.9       )











 ρ

ρ
      ,   

Z1

)Z(C1
)Z(    ,    

)Z( Z 1

P
)Z(P C

C
0 

   XC الأحتسال لجالة الأحتسالدالة  لمجالة السهلجة للأحتسالات لسكسل Z(C(حيث تخمد 
 أو بعبارة أخخي:

xxr CC1)xX(P  

وبسا أن 
)Z1(

1


كحلك  ،(1عبارة عن الجالة السهلجة لـ ) 

)Z1(

)Z(C


تسثل الجالة السهلجة  

 .XCللأحتسالات التخاكسية 

عمى الشحه  XCلجالة الأحتسال  حلك يسكن أعادة كتابة الجالة السهلجة لمجالة التخاكسيةك
 التالي:

(8.10)                                   
Z1

1
ZC

ZZCZCZ

   )( )(

))(()(

1i

i

i

iX

iX

1i

i

i

1X

X
x

1i

i

1X

X

xC








 















 



 

 نجج أن:  ,103]6[(، وبتظبيق قاعجة لهبيتال 7.9من ) Xويسكن الحرهل عمى تهقع 

(7.11)                       )X(EiCZiClim

1

)Z(C
lim

Z1

)Z(C1
lim)1(

1i

i

1i

1i

i
1Z

1Z1Z

}{

C


























 

 ( نجج أن:7.10ثانية عمى ) وبتظبيق قاعجة لهبيتال مخة
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(8.12   )                             2/] 1))(X(X E [(1)C  

P)1(1وبسا أن   ( بـ 7.9بالتعهيض في )1Z  :نجج أن 

(8.13   )                                       
)1( 1

P
)1(P1

C
0

ρ
 

(8.14   )                                  
)1( 1

)1()1( 
)1(P

C

]CC[

ρ

ρ






\ 

 ( نجج أن:8.13من )

(8.15)        1r   ,     )X(E r    ,    r1)X(E 1P0  ρρ 

 عمى الشحه التالي: SLلمعسلاء في الشظام ويربح العجد الستهقع 

(8.16  ))X(E r  ,  
)r1(2

)X(E r

)r1(2

)X(E)X(E 
L

22

S

}{
ρ

ρρ










 

 عمى الشحه: qLكحلك العجد الستهقع لمعسلاء في الرف 

(8.17  )                                 rL)P1(LL S0Sq  

ويهجج حالتين ىامتين في دراسة الشظام ) //FcFs(:)1/M/M
]X[:ىسا ) 

، hيداوي مقجار ثابت  Xإذا فخضشا أن حجم مجسهعة الهصهل : الحالة الأولي
 لي فإن:بالتا

(8.18    )                           





h
r            h)X(E 

 وفي ىحه الحالة يربح:

(8.19        )                              
)r1(2

)1h( r

)r1(2

h r r
LS
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(8.20       )               
)r1(2

r )1h(r 2
rLL

2

Sq



 

تغيخ يتبع التهزيع اليشجسي أو دالة الأحتسال م: إذا فخضشا أن الثانيةالحالة 
 بعبارة أخخي:

(8.21     )         10        ,       )1(C
1X

X   

 وفي ىحه الحالة نجج أن:

                 
)1(

)X(E 
r
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 كحلك:

(8.22      )      
Z 1

)1( Z
Z )1()Z(C

1n
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 نجج أن: XC( بـ 7.9بالتعهيض في )

(8.23)        
r α)(1 α Z1

 Zα

r α)(1 α Z1
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 عمي الشحه التالي: nPيسكن الحرهل عمى  Z(P(ومن 



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامنالالباب               نموذج وصول العملاء في مجموعات ( 8-2)
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(8.24)            0n    ,              )1(   )1(  )1(
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: مخكد لإصلاح الديارات ترل إليو الديارات في طمب الخجمة بحيث (1-8مثال )
فإذا كان عجد مكهنين. يكهن بالديارة عظل واحج في أحج مكهنات الديارة أو عظمين في 

الديارات التي ترل إلى السخاكد وبيا عظل واحج تسثل متغيخ عذهائي يتبع تهزيع بهاسهن 
h/21  (2 كحلك عجد الديارات التي ترل إلى السحظة وبيا عظمين ،)سيارة كل ساعة

h/12تتبع تهزيع بهاسهن أيزاً بسعجل  خهل لمسخكد وفقاً لمشظام ، ونظام الجFcFs ،
فإذا كان زمن إصلاح الديارة التي بيا عظل واحج أو أكثخ يسثل متغيخ عذهائي يتبع التهزيع 

min. 10/1الآسي بتهقع    6/1/1ساعةأو بعبارة أخخي . 

الأعظال  تحجيج نظام الخجمة، ثم أوجج التهزيع الأحتسالي لعجد -1: والمطلوب
(XC.) 

 أوجج العجد الستهقع للأعظال في الشظام، وفي الأنتظار. -2

العسيل )أو السفخدة( ىي الأعظال الديارة ىى السجسهعة ) الفهج( و إذا اعتبخنا  -1: الحل
2,1Xحيث  Xوبالتالي،  ترل إلى السخكد في مجسهعات حجسيا   (1X   إذا

2Xكان يهجج عظل واحج في الديارة،    ،)عشجما يهجج بالديارة أكثخ من عظل
 بحيث: وبالتالي يكهن معجل الهصهل الإجسالي 

h/321  

الشظام )وبالتالي فإن نظام الخجمة يسثل  //FcFs(:)1/M/M
]X[ ،) 

 ( نجج أن:8.1)ومن العلاقة   

3

1
C)1X(P 1

1r 



 

3

2
C)2X(P 2

2r 
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 عمى الشحه التالي: X(E(نجج أن تهقع عجد الأعظال  أيزاً  (8.1فإنو من العلاقة )

2عظل 
3

2
1

3

5

3
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3

1
C 2C 1)X(E 21  
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 عمى الشحه: SL( نجج أن العجد الستهقع للأعظال بالسخكد 8.16ومن العلاقة )

7أعظال 
))6/5(1(2

)3)(6/3()6/5(

)r1(2

)X(E r
L

2

S 
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 عمى الشحه: qL الشتظارفي  للأعظال( نجج أن العجد الستهقع 8.17كحلك من العلاقة )

6166.6أعظال 
6

37

6

5
7rLL Sq  

 

 

 

 

 



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامنالالباب                نموذج خدمة العملاء في مجموعات ( 8-3)
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 ( نمؾذج خجمة العملاء في مجمؾعات 8-3)
Bulk Service ( 1/M/M ]Y[ ) Model 

يتؼ خجمة العملاء في شكل مجمؾعات، مثال ذلػ في بعض الأنغمة الخجمية 
صعؾد أو ىبؾط الأسانديخ، حيث ينتغخ العملاء أمام الأسانديخ فإذا كان عجدىؼ أقل مؽ أو 

وإذا كان عجد العملاء أكبخ مؽ الحمؾلة يتؼ  ،عمل الأسانديخيداوي الحمؾلة يتؼ دخؾليؼ وي
دخؾل العجد المداوي لمحمؾلة والباقي يغل في طابؾر الأنتغار، كحلػ حاملات الديارات 
ففي المؾاني البحخية يتؼ تحميل الحاممة بالديارات المظمؾب خخوجيا مؽ الميناء إلى مكان 

 حيث تتؼ خجمة العملاء في شكل مجمؾعات،كحلػ خجمة العملاء في المظاعؼ  التدميؼ،
 وأمثمة أخخي كثيخة.

( حيث يرل العملاء إلى النغام وفقاً لتؾزيع M/M/1فإذا اعتبخنا نغام الخجمة )
إذا فخضنا  (، ولكؽtوصؾل عميل واحج خلال الفتخة )، وتحت أفتخاض بؾاسؾن بمعممة 

في وحجة يتؼ خجمتيؼ معاً  [Y]أن خجمة العملاء تتؼ في شكل مجمؾعة مؽ العملاء حجميا 
تمثل متغيخ عذؾائي، ولكؽ لمتبديط  Y، حيث ( وفقاً لمتؾزيع الآسي بمعممة tالدمؽ )

ومثل ذلػ عجد  kجد ثابت يداوي يتؼ خجمتيؼ في نفذ الؾقت ع الحيؽسؾف نفتخض أن 
 .العملاء في الظائخة

n ،knفإذا كان عجد العملاء في النغام يداوي    فإنو يتؼ دخؾل عجدk  ًمعا
knلمخجمة ويتبقي عجد ) عجد العملاء في النغام أقل مؽ  ( في الأنتغار، أما إذا كان
kn ؼ معاً بمعنيالعجد الحي يتؼ خجمتي  حتى  )معظل( فإن مخكد الخجمة يغل بجون عمل

 .[82]فتبجأ الخجمة  kيكتمل العجد 

( يمكؽ تكؾيؽ المعادلات 2-5في الفرل )وبنفذ الأسمؾب الدابق أتباعو 
 :[78 ,80]عمى النحؾ  steady stateالتفاضمية الأحتمالية في حالة الأستقخار 

(8.26   )kn        ,       PPP)(0 1nknn   



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامنالالباب                نموذج خدمة العملاء في مجموعات ( 8-3)
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(8.27      )kn1        ,       PPP0 1nknn   

(8.28                                          )k0 PP0  

( يمكؽ إعادة كتابتيا بأستخجام المؤثخات 7.26والمعادلات التفاضمية المتجاندة في )
operators ( 1مؽ الجرجةk  ) فتربح المعادلة المميدةcharacteristic equation 

 :[41 ,80]( عمى النحؾ التالي 8.26المناعخة لممعادلات )

(8.29 )            0n         ,        0P  r )(r  n

1k ][   

1kليا عجد )والمعادلة أعلاه   مؽ الجحور )roots ( 1ولتكؽk21 r,........,r,r  ،)
 : ,24]6[ يب حل المعادلات التفاضمية المتجاندة يمكؽ أثبات أنوبأستخجام أسال

(8.30                               )                        





1k

1i

n

iin r cP 

 مقاديخ ثابتة )يمكؽ تحجيجىا مؽ الذخوط المبجئية(. icحيث 

1Pوبما أن 
0n

n 




1rتالي يتؼ أستبعاد الجحور ، بال   لأنو في ىحه الحالةic  المناعخة

1r0ليا تداوي صفخ ويتؼ قبؾل الجحور    فقط، وقج أثبتت نغخية رويتر
Rouche's theorem ( 1أنو يؾجج جحر واحج فقط مؽk  )ؾف نخمد لو جحر وس

1r0حيث  0rبالخمد  0 ( نجج أن:7.30، وبالتعؾيض في الظخف الأيمؽ لممعادلة ) 

(8.31        )      1r0       ,         1-kn       ,      r cP 0

n

0n  

 ( نجج أن:8.28ومؽ المعادلة )

(8.32     )                       
k

0

0k

00k
r 

P 
c      r cP P









 

 



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامنالالباب                نموذج خدمة العملاء في مجموعات ( 8-3)
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knP( بـ 7.27يتؼ بالتعؾيض في المعادلة ) 0Pولمحرؾل عمى   :فنجج ان 

(8.33    )                        kn1       ,      PPr P 1nn

n

00   

1n( تمثل معادلة فخوق خظية غيخ متجاندة، بؾضع 8.33والمعادلة )   ثؼ بالتعؾيض
1nأعتبار مؽ  nلمتتالي بقيؼ ا   يمكؽ الحرؾل عمى قيؼnP  المختمفة، كحلػ يمكؽ

( كمعادلات فخوق خظية غيخ متجاندة 7.33بحل المعادلات ) nPالحرؾل عمى 
nonhomogenous linear difference equations النحؾ التالي  ويكؾن الحل عمى

[80]: 

)r/(1r Pc         ,            cPc

(8.34)                                                           ,       r ccP

0

2

002201

n

021n



 

21وبالتعؾيض بقيؼ  c,c ( نجج أن:7.34في الظخف الأيمؽ لـ ) 

(8.35 )              































kn           ,                       
r  P

kn1         ,                  
)r1(

)r1( P

P

kn

00

0

1n

00
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1Pومؽ الذخط 
0n

n 




 عمى النحؾ التالي: 0Pيمكؽ الحرؾل عمى  

(8.36)                    
)r(1μ 

)r(1k μ λr μ)(λrμ 
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 ( نجج أن:8.29ولكؽ مؽ المعادلة المميدة )
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(8.37  )                          0Pr )(r n0

1k

0 ][   

( نجج 7.36( في الظخف الأيمؽ لممعادلة )7.37في المعادلة ) يدخبالظخف الأوبالتعؾيض 
 أن:

(8.38        )            
k

)r1(

)r1( 

)r1( k 0
P 0

1

2

0

0
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 عمى النحؾ: SLلتالي فإن العجد المتؾقع لمعملاء في النغام وبا

0

0
S

r1

r
L


 

 حيث: qLكحلػ العجد المتؾقع في الأنتغار 




 Sq LL 

 حيث: SWكحلػ الدمؽ المتؾقع لمعميل في النغام 

)r1( 

r
W

0

0
S


 

 حيث: qWكحلػ زمؽ الأنتغار المتؾقع لمعميل في الأنتغار 




1
WW Sq 

في أحجى محظات تنغيف الديارات بمكينة كيخبائية حيث ترل : (2-8مثال )
ووحجة تذغيل ، h/20الديارات لممحظة لمتنغيف وفقاً لتؾزيع بؾاسؾن بمعجل 

. min 5/1الماكينة لتنغيف سيارتيؽ معاً يمثل متغيخ يتبع التؾزيع الآسي بمعممة 
 والمظمؾب:

 حجد نغام الخجمة، -1



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامنالالباب                نموذج خدمة العملاء في مجموعات ( 8-3)
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 ،nPأوجج التؾزيع الأحتمالي لعجد الديارات في المحظة  -2
 .SL  ،qLأوجج  -3

M/M/1)المناعخ لنغام عمل المحظة  النمؾذج -1: الحل
k:حيث ) 

2k    ,    h/20   ,     12/hmin 5/1  
 نتبع الخظؾات التالية: nPلإيجاد  -2

 المعادلة المميدة: -أ

 
   0Pr )(r n0

1k

0 ][ 

   020r )32(r 12
3 

    8.1r   ,   884.0r   ,   1r 321 

    884.0rr 20 

058.0
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884.01
P0 


 

























2n      ,              
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1n
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8621.7سيارات 
884.01

884.0

r1
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69.5سيارات 
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621.7LL Sq 




 



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامن( نموذج الخدمة وفقاً لتوزيع إيرلنح                  الباب ال8-4)
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 ( نسؽذج الخجمة وفقاً لتؽزيع إيخلشج 8-4)
Erlang Service Model ( 1/E/M k ) 

مؼ الأجداء  kػ خجمة العسيل داخل السخكد عمى كثيخ مؼ السخاكد الخجمية تتفي 
)التي ليدت بالزخورة أن تكؽن متتالية( السدتقمة عؼ بعزيا وزمؼ الخجمة الستؽقع في 

)k/1(ويداوي  ؼ الخجمة الستؽقع في أي جدء آخخمكل جدء متداوي مع ز    فإذا كان زمؼ
)k/1(الخجمة في الجدء الؽاحج يتبع التؽزيع الآسي بتؽقع    بالتالي فإن زمؼ الخجمة في

( أو بعبارة أخخي .i.i.dمؼ الستغيخات العذؽائية السدتقمة ) kالسخكد ىؽ عبارة عؼ مجسؽع 
( وبجالة كثافة k,في السخكد يسثل متغيخ يتبع تؽزيع إيخلشج بسعمستيؼ ) (t) مؼ الخجمةز 

 حيث: t(f(أحتسال 

0t      ,     
)!1k(

 t )k(
)t(

kt1kk e
f 








 

خجمة العسيل في عجد مؼ السخاحل أو الأجداء ويؽجج العجيج مؼ أنعسة الخجمة التي تتػ فييا 
ل مخكد إصلاح الديارات، أو التميفديؽنات، ..... الخ. والذكل التالي يؽضح السدتقمة مث

)الشعام  //FcFs(:)1/E/M k) 

E/M/1(: يؽضح نعام الخجمة )1-8شكل ) k) 

 

 

  Step 1   Step 2    . . . . . . . . . . .  . . . .   Step k 

 

)k/1(   )k/1(      . . . . . . . . . . . .  . .  )k/1(   

تيار 

 المدخلات

تيار 

 المخرخات

Service kE  



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامن( نموذج الخدمة وفقاً لتوزيع إيرلنح                  الباب ال8-4)
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عام والعسيل السؽجؽد في الخجمة عسيل في الش nإلى أحتسال وجؽد عجد فإذا أشخنا 
t(P(بالخمد  t( في الدمؼ i)رقػ في الجدء  i,n  بحيثk,...,2,1i  فخضشا انتقال . فإذا

بسعشي أن الجدء الأول  backwardالعسيل داخل مخكد الخجمة مؼ جدء لآخخ مؼ الخمف 
حي بعج انتياء خجمة العسيل يتخك العسيل ( يكؽن الجدء الأخيخ ال1والجدء )( kيكؽن رقػ )

 الشعام.
فبأستخجام نفذ الأسمؽب الدابق أتباعو في الباب الخامذ لأشتقاق السعادلات في 

 حالة الأستقخار نحرل عمى السعادلات التالية:

(8.39  )1ki1  ,   2n   ,   PPkP)k(0 i,1n1i,ni,n   

(8.40               )     2n   ,   PPkP)k(0 k,1n1,1nk,n   

(8.41      )              1ki1       ,      PkP)k(0 1i,1i,1   

(8.42                                )       01,2k,1 PPkP)k(0  

(8.43                           )                                1,10 PP0  

 nPامة لمتؽزيع ( يجوياً لمحرؽل عمى صياغة رياضية ع8.39)-(8.43وحل السعادلات )
وبالتالي يكؽن أيزاً مؼ الرعب الحرؽل عمى مؤشخات كفاءة الشعام ليذ بديط 

qSqS W , W , L , L ولكؼ يسكؼ الحرؽل عمى .nP  بطخيقة غيخ مباشخة عؼ طخيق
)أستخجام التؽزيع الأحتسالي لعجد العسلاء في الشعام  //FcFs(:)1/M/M

]k[ )
)b(وسؽف نذيخ لو بالخمد 

nP ( في الفرل 8.24) والتي سبق كيفية الحرؽل عمييا مؼ
(8-2.) 

( في الشعام محل الجارسة n,i) bivariate stateفأحتسال الحالة الثشائية 
(1/E/M kلة ( يكافئ أحتسال الحا][ ik)1n(  ( 1في الشعام/M/M

]k[ عمى )
 Prabhuأعتبار أن عجد أجداء الخجمة لمعسيل الؽاحج تسثل حدمة مؼ العسلاء. وقج أثبت 

 أن: [69 ,80] 1991سشة 



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامن( نموذج الخدمة وفقاً لتوزيع إيرلنح                  الباب ال8-4)
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(8.44  )                       1n       ,            PP
nk

1k)1n(j

)b(

jn  


 

 حيث:

(8.45       )                                               )b(

00 PP  

 ثػ أمكشة أشتقاق مؤشخات كفاءة الشعام عمى الشحؽ التالي:

(8.46      )          
















 ρ

ρ

ρ
      ,         

)1( k 2

1k
Wq 

(8.47            )                 













)1(k 2

1k
W L

2

qq
ρ

ρ 

(8.48                                   )              ρ qS LL 

(8.49                                        )






1

W
L

W q
S

S 

في أحجى الكميات يؽجج شباك لجفع السرخوفات الجراسية حيث يرل : (3-8مثال )
يقجم الطالب ، حيث 15/4الطلاب إلى الذباك وفقاً لتؽزيع بؽاسؽن بسعجل دقيقة

تجويؼ أسػ الطالب  -1السرخوفات فيقؽم السؽظف بالآتي: مبمغ لمسؽظف القائػ بالتحريل 
تدميسو لمطالب )ويسثل زمؼ  -4طباعة الإيرال،  -3أستخخاج إيرال،  -2عمى الحاسب، 

4kبسعمسة الخجمة ىشا متغيخ يتبع تؽزيع إيخلشج   5.2/1وبتؽقع دقيقة)t(E  ،

وتبايؼ 
16

25
)t(

2 . المطلوبو : 

 أوجج زمؼ الأنتعار الستؽقع لمطالب. -1

 أوجج الطؽل الستؽقع لمرف في الأنتعار. -2

 أوجج زمؼ أنتعار الطالب في الشعام )دفع السرخوفات(. -3



 

 
 

 : بعض أنظمة إيرلنح للصفوفثامن( نموذج الخدمة وفقاً لتوزيع إيرلنح                  الباب ال8-4)
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يسثل نعام الخجمة في ىحه الحالة الشعام ): الحل //FcFs)(:1/E/M 4 )
 وبالتالي فإن:
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في أحج مخاكد البخيج يؽجج احج الذبابيغ لإرسال الطخود، التي يتطمب : (4-8مثال )
فإذا كان يقؽم القائػ عمى الخجمة بالؽزن أولًا ثػ تحجيج التكمفة لمعسيل ثانياً. وزنيا. حيث 

، كحلغ وزن الطخد h/10لتؽزيع بؽاسؽن بتؽقع العسلاء يرمؽن إلى السخكد وفقاً 
التكمفة لمعسيل ، كحلغ تحجيج h30/1يسثل متغيخ عذؽائي يتبع التؽزيع الآسي بتؽقع 

 :والمطلوب. h30/1متغيخ أيزاً يتبع التؽزيع الآسي بتؽقع 
 .وخرائص الشعام لمخجمةتحجيج نؽع  -1
 تحجيج زمؼ الأنتعار الستؽقع لمعسيل. -2

 تحجيج العجد الستؽقع لمعسلاء السشتعخيؼ. -3

يسكؼ أن يسثل نعام الخجمة بالشعام ) -1: الحل //FcFs(:)1/E/M  ( بحيث:2


15

10
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ؽلج تقؽم أحجى شخكات إنتاج السؽلجات الكيخبائية بحيث يتػ أختبار الس: (5-8مثال )
السشتجة ترل إلى مخكد في الدؽق. فإذا كانت السؽلجات  عخضوالسشتج عمى مخحمتيؼ قبل 

، وزمؼ أختبار السؽلج في السخحمة الأولي 5الأختبار وفقاً لتؽزيع بؽاسؽن بسعجل يؽمياً 
في كحلغ زمؼ أختبار السؽلج )يؽم(،  16/1يسثل متغيخ عذؽائي يتبع التؽزيع الآسي بتؽقع 

أن الأختباريؼ )يؽم(. حيث  16/1السخحمة الثانية متغيخ يتبع التؽزيع الآسي أيزاً بتؽقع 
 :والمطلوبمدتقميؼ عؼ بعزيسا. 

 ثػ حجد نؽع الخجمة.عخف العسيل  -1

أوجج عجد السؽلجات الستؽقع أنتعارىا للأختبار، ثػ أوجج زمؼ الأنتعار لمسؽلج حتى  -2
 يتػ أختباره.

يسكؼ أن يعتبخ السؽلج ىؽ العسيل، ويسكؼ تسثيل نعام الخجمة في ىحه الحالة  -1: حلال
بالشعام ) //FcFs(:)1/E/M  ( بحيث:2

16

5
ρ   ,    16    ,    5   ,    2k  

 الدمؼ الستؽقع لأنتعار السؽلج للأختبار عمى الشحؽ: -2
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 Exercises             ( تسخيشات                              8-5)
 (.7.8في ) nPأشتق الجالة السهلجة للأحتسالات لمتهزيع ( 8-1)

M/M/1أثبت أن الشسهذج )( 8-2)
]X[( يكافئ الشسهذج )1/M/M 1( عشجماX  

 (.7.36في ) nPأشتق الجالة السهلجة للأحتسالات لمتهزيع ( 8-3)

M/M/1أثبت أن الشسهذج )( 8-4)
]k[( يكافئ الشسهذج )1/M/M 1( عشجماk . 

M/M/1أعتبخ الشسهذج )( 8-5)
]X[ا فخضشا أن الستغيخ (، فإذX كحلك معجل عذهائي ،

ويرل العسلاء في نهعين من السجسهعات، السجسهعة الأولي تتكهن من  h/2الخجمة 
h/11عسيل واحج وترل وفقاً لتهزيع بهاسهن بسعجل    والسجسهعة الثانية تتكهن من

h/22عسيمين بسعجل   .ًوتتبع تهزيع بهاسهن أيزا 
 في ىحه الحالة. nPأشتق التهزيع الأحتسالي  -السطمهب: أ

qSqSمن )أ( أوجج  -ب W  ,  W  ,  L  ,  L. 

في أحج الأرصفة بأحج السهاني البحخية، حيث ترل الدفن السحسمة بالديارات  (8-6)
رات التي يتم تفخيغيا يسثل متغيخ يتبع تهزيع السدتهردة ويتم تفخيغيا )حيث عجد الديا

، فإذا كانت حاممة الديارات لأخخاج ىحه الديارات خارج h/10بهاسهن( بسعجل 
سيارات تتحخك بالديارات  5سيارات في نفس الهقت، وبعج تحسيميا بـ  5السيشاء تتدع لحسل 

متغيخ يتبع التهزيع الآسي بتهقع الخجمة لمحاممة خارج السيشاء. فإذا كان زمن 
h/2/1 . 

 أوصف نظام الخجمة بالشدبة لمحاممة. -السطمهب: أ
 لعجد الديارات السفخغة ويتم حسميا لمخارج. nPأوجج التهزيع الأحتسالي  -ب
qSqSأوجج  -ج W  ,  W  ,  L  ,  L 
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)أعتبخ الشظام  (8-7) //FcFs(:)1/M/M
]X[) 

 .nPكهن معادلات الأستقخار ثم أشتق التهزيع  -1
qSqSبأستخجام التهزيع أوجج السؤشخات:  -2 W  ,  W  ,  L  ,  L 

أعتبخ الشظام )( 8-8) //FcFs(:)1/M/M
]k[) حيث ،k مقجار ثابت 

 .nPكهن معادلات الأستقخار ثم أشتق التهزيع  -1
 أوجج مؤشخات كفاءة الشظام. -2

أعتبخ نظام الخجمة )( 8-9) //FcFs(:)1/M/M
 h/3( بسعجل خجمة ]3[

عسلاء، فإذا كان معجل  3 حيث يرل العسلاء إلى الشظام في مجسهعات حجم السجسهعة
 . السطمهب:h/2وصهل السجسهعات 

 .nPكهن معادلات الأستقخار ثم أشتق التهزيع  -1
 .nPأستخجم أسمهب الجالة السهلجة للأحتسالات لمحرهل عمى التهزيع  -2
 أوجج مؤشخات كفاءة الشظام. -3

أعتبخ الشظام )( 8-11) //FcFs(:)1/E/M k :2( فإذا فخضشا أنk   ،
5 ،10. 

210أوجج الاحتسالات التالية:  -1 P  ,  P  ,  P 

تحخك لمخحمة عشج أكتسال العجد، فإذا فخد، بحيث ي 30أتهبيس لمخحلات حسهلتو ( 8-11)
، فإذا كانت min /3للأتهبيس وفقاً لتهزيع بهاسهن بسعجل كان العسلاء يرمهن 

الفتخة التي تدتغخقيا الخحمة تسثل متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسي بتهقع 
min 50/1 . 

 كهن معادلات الأستقخار. -1
 خات كفاءة الشظام.أوجج مؤش -2
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أعتبخ نظام الخجمة )( 8-12) //FcFs(:)1/E/M 3) 
 أشتق معادلات  -1
 .nPأوجج التهزيع الأحتسالي  -2
10  ,  15أوجج مؤشخات كفاءة الشظام عشجما  -3 . 
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 Introduction                                         ( مقدمة9-1)
ار نطهذج تي يجب الطرور بها عظد بظاء وأختيهذا الباب إلى تقديم الطراحل اليهدف 

 الصفهف الطظاسب الذي يطثل الظظام محل الدراسة.

 ويتطمب بظاء نطهذج الصفهف الإلطام الجيد بأساليب الإحصاء الهصفي والإحصاء
التحميمي وإجادة أستخدامها، وبصفة خاصة أساليب أختيار العيظات وخصائصها، وأساليب 

 .]7، 5[الأختبارات الطعمطية واللامعمطية التقديرات، وأساليب 

باعها لبظاء وأختبار وفي الفصل التالي سهف نقدم الطراحل الطتتالية التي يجب إت
 .الطظاسب لمظظام محل الدراسة نطهذج الصف

التي يجب تهافرها شرط الأستقرار لمطتغيرات محل الدراسة خلال الشروط ومن 
( نقدم بعض أختبارات 3-8، لذلك في الفصل )مظية لبظاء وأستخدام نطهذج الصفالفترات الز 

 اللامعمطي. Mann-Whitney-Wilcoxon testالأستقرار مثل أختبار 

وجهد شروط أستقلال الطتغيرات وأستقلال الطشاهدات لمطتغير الهاحد كذلك أيضاً 
 أختبار ( نقدم بعض أختبارات الأستقلال مثل4-9خلال فترة الدراسة لذلك في الفصل )

Spearman's Rank-Correlation test عن بعضها لأختبار استقلال الطتغيرات ،
لمطتغير  عن بعضها الطشاهداتلأختبار أستقلال  Durbin-Watson testأختبار كذلك و 

 .الهاحد

 التي تكهن  مطتغيراتل( نقدم كيفية تهفيق التهزيعات الأحتطالية 5-9وفي الفصل )
 .Kolomogrov-Simrnov testأو أختبار 2الظظام وأختبار جهدة التهفيق مثل أختبار كا

ة ( نقدم دراسة حالة نهضح من خلالها الطراحل الطتتالي6-9في الفصل )وأخيراً 
 .والأختبارات الطقدمة لبظاء نطهذج الصفهف
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 Structure Model                    ( بشاء الشسهذج         9-2)

إلى أن أختيار وبشاء نسهذج  رأشخنا باخترا (5-1بالفرل )في الباب الأول 
 يتظمب السخور بعجة مخاحل متتالية، تتسثل في السخاحل التالية: الرف

 الشظام : تهصيفالمرحلة الأولي

حل الجراسة وأسمهب تذغيمو ومكهناتو بأسمهب وفي ىحه السخحمة يتم وصف الشظام م
 إحرائي. كحلك تحجيج متغيخات )عشاصخ( الشظام الستسثمة في:

أو في وحجة الدمن،  arrivals numberعجد العسلاء الحين يرمهن لمشظام  - أ
 interarrival timesتحجيج الفتخة الدمشية بين وصهل عسيمين عمى التهالي 

 )تيار السجخلات(،

في كل مخكد خجمة، أو أزمشة خخوج العسلاء  service timesالعسلاء  أزمشة خجمة - ب
 .)تيار السخخجات( السشتيي خجمتيم من الشظام

 الجراسة الإحرائية الهصفية: المرحلة الثانية

 في ىحه السخحمة يتم:

 تحجيج الفتخة الدمشية التي يتم فييا الجراسة وجسع البيانات. -1

 .تحجيج حجم وأسمهب أختيار العيشات -2

جسع البيانات عن الستغيخات الدابق تحجيجىا في السخحمة الأولي والتي تسثل أىم  -3
 عيشة أو أكثخ. مذاىجات عشاصخ الشظام من

هضع مثل الستهسط، السشهال، ... الخ، كحلك سمن البيانات يتم حداب مؤشخات ال -4
، كحلك حداب معامل اين، الانحخاف السعياري، ... الخمؤشخات التذتت مثل التب

 .بالشدبة لكل متغيخ عمى حجة التفخطح والألتهاء
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بالشدبة لكل متغيخ يتم إيجاد التهزيع التكخاري والتهزيع التكخاري الشدبي ورسم  -5
 .وتحجيج شكمو بيانيا   التهزيع التكخاري الشدبي

 : الأختبارات اللامعمسيةالمرحلة الثالثة

 الذخوط التالية: تتظمب نساذج الرفهف الدابق تقجيسيا في الأبهاب الدابقة

كل متغيخ من الستغيخات مع الدمن محل الجراسة خلال فتخة الجراسة. شخط أستقخار  -1
 لحلك لابج من أختبار ىحه الستغيخات خلال الفتخة من حيث الأستقخار.

الستغيخات عن بعزيا البعض، وذلك يتظمب  )الأستقلال الإحرائي( أستقلالشخط  -2
 يا البعض.أختبار أستقلال الستغيخات عن بعز

شخط أستقلال السذاىجات بالشدبة لمستغيخ الهاحج عن بعزيا، وذلك يتظمب أختبار  -3
 أستقلال )أو عجم أرتباط( ىحه السذاىجات مع بعزيا.

، كسا nonparametric testsيتم أستخجام الأختبارات اللامعمسية وفي ىحه السخحمة 
سهف نهضح بعض الأختبارات اللامعمسية في الفرمين التاليين مع تهضيح إجخاء كل 

 أختبار من خلال بعض الأمثمة.

 : تهفيق التهزيعات وأختبار جهدة التهفيقالمرحلة الرابعة

في ىحه السخحمة يتم تهفيق التهزيع الأحتسالي السلائم لكل متغيخ من الستغيخات العذهائية 
تهزيع. ويتظمب  لكل، كحلك أختبار جهدة التهفيق )التي تسثل عشاصخ الشظام(محل الجراسة

 ذلك الآتي:
( بالسخحمة الثانية يسكن أفتخاض تهزيع أحتسالي نظخي ملائم لمستغيخ في 5من بشج ) -1

 السجتسع السدحهب مشو العيشة.

معمسات التهزيع السفتخض بأستخجام طخق التقجيخ الإحرائية لسعمسات تقجيخ  -2
أو طخيقة السخبعات الرغخى  moments methodزيع مثل طخيقة العدوم الته 
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least square method  أو طخيقة الأمكان الأكبخmaximum likelihood 

method ]7 [55, 23, . 

( 2(،)1أختبار جهدة التهفيق التهزيع الشظخي الدابق أفتخاضو وتقجيخ معمساتو في ) -3
 .goodness fit testsبأستخجام أحج أختبارات جهدة التهفيق 

 ذج الرفهف: أختيار نساالمرحلة الخامسة

السسثل لمشظام وفقا   queueing modelه السخحمة يتم تحجيج نسهذج الرف وفي ىح
لخرائص الشظام )الدابق دراستيا في السخحمة الأولي( ووفقا  لمتهزيعات الأحتسالية التي 

 تم تهفيقيا في السخحمة الخابعة.

نظسة الرفهف السعقجة والتي لا يتهافخ فييا شخوط نساذج الرفهف لأ أما بالشدبة 
الدابق تقجيسيا في الأبهاب الدابقة، فإنو يتم دراستيا بأستخجام الأساليب العجدية. 

ىحه الأساليب العجدية من أىم  simulation techniquesوتعتبخ أساليب السحاكاة 
عج التظهر الكبيخ في الحاسبات التي تتشاول أنظسة الرفهف السعقجة وبرفة خاصة ب

الآلية )أجيدة الكسبيهتخ( حيث الدعة الكبيخة في تخدين البيانات والقجرة الفائقة عمى 
نقجم أحج أساليب سهف عذخ  الثانيالسعقجة. وفي الباب  إجخاء العسميات الحدابية

 . [62,12 ,64 ,82 ,100]حاكاة في دراسة بعض أنظسة الرفهف الس

 

 

 

 

 

 



 

 
 

 : دراسة حالةتاسع( أختبارات الأستقرار                                                         الباب ال9-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 042 - 

 Tests for Stationary                ( أختبارات الأستقخار     9-3)
 ،مع الدمؽ queueing processesيعتبخ أفتخاض أستقخار عمميات الرفؾف 

الدابق تقجيميا في الأبؾاب الدابقة شخط أساسي في بناء نماذج الرفؾف المقجمة، حيث 
ة منيا وىي عممية وصؾل العملاء يتظمب أستقخار عممية الرف أستقخار العمميات المكؾن

في مخكد أو  service process، عممية خجمة العملاء arrivals processإلى النغام 
 أكثخ مؽ مخاكد الخجمة، ... الخ.

معالجة شاممة لأختبارات  Cox and Lewisكل مؽ قجم  6966في سنة 
مذاكل المختبظة بيا مذاكل الأستقخار لمعمميات العذؾائية وأعتبخ أن أختبارات الأستقخار وال

في بعض العمميات العذؾائية مثل أعجاد العملاء حيث قج لا يتؾافخ  .[67 ,23]ة إحرائي
الحيؽ يرمؾن إلى المظارات الجؾية أو عجد مكالمات التميفؾن قج تكؾن عمميات غيخ مدتقخة 

nonstationary processes .في بعض الفتخات الدمنية 

ائية مؽ حيث الأستقخار مع الدمؽ يمكؽ أستخجام أختبار العممية العذؾ ولأختبار 
Mann-Whitney-Wilcoxon test  ولإجخاء ىحا الأختبار يتؼ أخح عينتيؽ في فتختيؽ

حيث يتؼ تقديؼ الفتخة الأولي إلى فتخات جدئية عجدىا فتخة زمنية،  tمختمفتيؽ طؾل كل منيا 
1n [93 ,78] عمى النحؾ: 

]tt(],......,tt(],tt(],t0(
11 n1n32211   

وفي كل فتخة جدئية يتؼ قياس قيمة المتغيخ العذؾائي محل الجراسة، فكانت قيؼ المذاىجات 
 في ىحه الفتخات المتتالية عمى النحؾ:

1n321i XXXX ,.......,,,:X 

 بحيث: 2nبالمثل يتؼ تقديؼ الفتخة الثانية إلى فتخات جدئية عجدىا 
]tt(],......,tt(],tt(],t0(

22 n1n32211   
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 وقياس قيؼ المذاىجات لممتغيخ في كل فتخة جدئية متتالية عمى النحؾ:

2n321j y,........,y,y,y:y 

، iXوبأفتخاض أن دالة التؾزيع التخاكمية لممتغيخ في المجتمع المدحؾب منو العينة 
1n,...,2,1i   ىيF مدحؾب منو العينة ودالة التؾزيع التخاكمية الjy،2n,...,2,1j  

 في الخظؾات التالية: )أختبار الأستقخار( فيتؼ إجخاء الأختبار Gىي 

GF:H0   ( الفخض العجمي )العممية مدتقخة(6)  

GF:H1   الفخض البجيل )العممية غيخ مدتقخة(       

 تختيب مذاىجات العينتيؽ عمى التؾالي تختيب تراعجي.( 2)

 ( إعظاء رتبو لكل مذاىجة بالندبة لكل عينة عمى حجة.3)

متغيخ عذؾائي بتؾقع  W)حيث  W( حداب مجمؾع رتب العينة الأولي وليكؽ يداوي 4)
W  وإنحخاف معياريW) كحلػ يتؼ حداب ،W  ،W :عمى النحؾ التالي 

(9.1                                         )
2

)1nn(n 211
W


 

(9.2                                  )
12

)1nn(nn 2121
W


 

10n,nوعنجما  21   فإن المتغيخW وبالتالي: )الظبيعي( متغيخ المعتاديؤول إلى ال 

(9.3                                )
W

WW
Z




 

 متغيخ يتبع التؾزيع المعتاد القياسى . Z, حيث Zحيث يتؼ حداب 

يتؼ تحجيج أستقخار ووفقاً لحلػ  Zتحجيج منظقة القبؾل ومناطق الخفض، ووفقاً لقيمة ( 5)
 ية )المتغيخ( خلال فتخة زمنية معينة.أو عجم أستقخار العمم
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 وفيما يمي سؾف نؾضح خظؾات إجخاء الأختبار مؽ خلال المثال التالي.

: يخغب أحج البنؾك التجارية في معخفة ىل عجد العملاء الحيؽ يرمؾن (1-9مثال )
أسابيع عمل( متغيخ عذؾائي مدتقخ  3يؾم عمل ) 15إلى البنػ في يؾم العمل خلال فتخة 

 أم لا.

 15مؽ عجد العملاء الحيؽ يرمؾن إلى البنػ يؾمياً خلال فتخة  Aقام البنػ بأخح عينة لحلػ 
 3مؽ أعجاد العملاء الحيؽ يرمؾن إلى البنػ يؾمياً خلال  Bيؾم عمل، كحلػ أخح عينة 

 مؾضح بالججول التالي.ال فكانت عمى النحؾ أسابيع أخخي 

 A,Bل في العينتيؽ (: يؾضح أعجاد العملاء في يؾم العم6-9ججول )
مذاىجات 

 Bالعينة 

مذاىجات 
 Aالعينة 

رقؼ يؾم 
 العمل

مذاىجات 
 Bالعينة 

مذاىجات 
 Aالعينة 

رقؼ يؾم 
 العمل

118 253 9 1681 100 1 
911 205 10 65 475 2 
420 320 11 101 605 3 
115 420 12 739 186 4 
201 18 13 243 391 5 
52 320 14 631 402 6 

300 125 15 311 21 7 
   152 475 8 

1015nnىنا نجج أن  21   ويمكؽ إجخاء أختبارMann-Whitney-

Wilcoxon test .عمى النحؾ التالي 

تذيخ إلى دالة التؾزيع التخاكمية لممتغيخ الحي يمثل عجد العملاء في  Fأن إذا فخضنا 
التخاكمية لعجد العملاء في يؾم تذيخ إلى دالة التؾزيع  A ،Gالمجتمع المدحؾب منو العينة 

 . نتبع الخظؾات التالية:Bالعمل في المجتمع المدحؾب منو العينة 

GF:H0  )أستقخار المتغيخ في الفتختيؽ( ( الفخض العجمي6  
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GF:H1 )عجم أستقخار المتغيخ في الفتختيؽ(  الفخض البجيل      

في العينتيؽ عمى التؾالي تختيب تراعجي، ثؼ إعظاء رتبة لكل  تختيب المذاىجات( 2
 مذاىجة بالندبة لكل عينة كما ىؾ مؾضح في الججول التالي.

 W(: لتحجيج قيمة الإحراء 2-9ججول )

(5) (4) (3) (2) (1) 
رتب مذاىجات 

 Bالعينة 
رتب مذاىجات 

 Aالعينة 

الختب 
ranks 

تحجيج العينة 
 المناعخة

اليؾم في  عجد العملاء في
 العينتيؽ مختبة تراعجياً 

 1 1 A 18 

 2 2 A 21 
3  3 B 52 
4  4 B 65 
 5 5 A 100 

6  6 B 101 
7  7 B 115 
8  8 B 118 
 9 9 A 125 

10  10 B 152 
 11 11 A 186 

12  12 B 201 
 13 13 A 205 

14  14 B 243 
 15 15 A 253 

16  16 B 300 
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17  17 B 311 
 

(2-9ع ججول )تاب  
 18.5 18.5 A 320 
 18.5 18.5 A 320 
 20 20 A 391 
 21 21 A 402 
 22.5 22.5 A 420 

22.5  22.5 B 420 
 24.5 24.5 A 475 
 24.5 24.5 A 475 
 26 26 A 605 

27  27 B 631 
28  28 B 739 
29  29 B 911 
30  30 B 1681 

 W=231.5    

 ( نجج أن:9.1),(9.2( مؽ المعادلتيؽ )3

5.232
2

)31(15

2

)11515(15

2

)1nn(n 211
W 





 







 11.24
12

)31(1515

12

)1nn(nn 2121
W 

                   042.0
11.24

5.2325.231W
Z

W

W 
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 (: يؾضح منظقة القبؾل ومناطق الخفض6-9شكل )

 

قخار بالتالي يمكؽ قبؾل الفخض القائل بأست تقع في منظقة القبؾل،المحدؾبة  Zوبما أن ( 4
 .%95عممية وصؾل العملاء إلى البنػ خلال الفتخة محل الجراسة وذلػ بجرجة ثقة 

 

 

 

 

 قبول

025.02/  

 رفض

                    -1.96               0                1.96                    Z 

025.02/  

 رفض

-0.042 
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 Tests for Independence            ( أختبارات الأستقلال     9-4)
كحلك من أىم الفخوض التي بشيت عمييا نساذج الرفهف الدابق تشاوليا في 

 الأبهاب الدابقة:
فخض أستقلال الستغيخات التي تسثل عشاصخ الشظام عن بعزيا مثل الستغيخ الحي  -1

ظام والستغيخ الحي يسثل أزمشة خجمة يسثل أعجاد العسلاء الحين يرمهن إلى الش
 د الخجمة، ....... الخ.مخكالعسلاء في 

مذاىجات الستغيخ الهاحج خلال فتخة زمشية معيشة  (أستقلال)أو  عجم أرتباط فخض -2
 عن بعزيا.

أستخجام الأختبارات اللامعمسية لأختبار أستقلال الستغيخات عن بعزيا مثل ويسكن 
تقلال السذاىجات عن بعزيا مثل أختبار الأرتباط الحاتي لمختب، أو أس ار سبيخمانأختب

 لجربن واتدهن.

 Sperman's Rank-correlation( أختبار سبيخمان لمختب 9-4-1)

مختمفين، والسظمهب أختبار عجم متغيخان عذهائيين من مجتسعين  y,Xإذا فخضشا أن 
، ρوذلك من خلال أختبار معامل الأرتباط بيشيسا  y,Xالستغيخان  )أو أرتباط( أستقلال

 .بين الستغيخين في السجتسعين السدحهبان مشيسا العيشتين يسثل معامل الأرتباط ρحيث 

 ولتكهنا: فإذا تم سحب عيشتين من الستغيخان
n321 XXXX ,.......,,,:X 

n321 y,........,y,y,y:y 

 ρ̂حيث  ρ̂ وسهف نذيخ لو بالخمدوتم حداب معامل الأرتباط بين مذاىجات العيشتين 
ويسكن إجخاء خظهات  يسثل متغيخ عذهائي. ρ̂، كحلك ρيعتبخ تقجيخ لسعامل الأرتباط 

 ر سبيخمان لمختب عمى الشحه التالي:أختبا
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H0:0   ( الفخض العجمي )لا يهجج أرتباط( 1) ρ 

H1:0    الفخض البجيل )يهجج أرتباط(      ρ 

jj( تختيب 2) y,X  تراعجياً فيربح لجيشا السذاىجات السختبة\\
ii y , X. 

 idنهجج الفخق ( 3)

(9.4                     )                           \\
iii y  d X  

 عمى الشحه التالي: ρ̂ثم نقهم بحداب معامل أرتباط الختب 

(9.5              )                           
)1n(n

d 6

1ˆ
2

n

1i

2

i





ρ 

 :عمى الشحه ρ̂، وإنحخاف معياري ρ̂متغيخ عذهائي بتهقع  ρ̂حيث 

(9.6        )                  
1n

1
ˆ


ρ     ,     0ˆ  ρ 

10nوعشجما تكهن    فإنρ̂  الستغيخ  السعتاد وبالتالي فإنالستغيخ يؤول إلىZ حيث: 

(9.7                 )               
)1n/(1

ˆˆ
Z

ˆ

ˆ









ρ-ρ

ρ

ρ 

 متغيخ يؤول إلى السعتاد القياسي.

د تقع في مشاطق الخفض فيحا يعشي وجه  Zكانت (، إذا 1( وعشج درجة الثقة )4)
 y,Xأي عجم الأستقلال بيشيسا، فيسا عجا ذلك يسكن القهل أن  y,Xأرتباط بين 

 (.1بجرجة ثقة ) )أو مدتقمين( غيخ مختبظين

 وفيسا يمي سهف نهضح خظهات إجخاء الأختبار من خلال السثال التالي.
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الفتخات الدمشية بين  طهل السخاكد الخجمية أخحت عيشة من في أحج: (2-9مثال )
أخحت عيشة من أزمشة خجمة العسلاء في ، كحلك iX وصهل عسيمين عمى التهالي بالجقائق

 أيزاً فكانت عمى الشحه التالي: jy السخكد بالجقائق

   12,14,8,10,11,8,10,17,12,10,15,12iX  
12,10,10,15,17,13,12,14,15,10,18,16y j  

 Xبأستقلال الفتخات الدمشية بين وصهل عسيمين عمى التهاليوالسظمهب أختبار الفخض القائل 
 .%95وذلك بجرجة ثقة  yوأزمشة خجمة العسلاء 

H0:0   الفخض العجمي )عجم وجهد أرتباط(  -1: الحل ρ 

H1:0    الفخض البجيل )وجهد أرتباط(             ρ 

\\نحدب كل من  -2
ii y , X  ثمid .كسا ىه مهضح في الججول التالي 

 id(: لحداب الستغيخ 3-9ججول )
2

id id \
iy \

iX jy jX 
4 -2 10 8 16 12 

4 -2 10 8 18 15 
0 0 10 10 10 10 
4 -2 12 10 15 12 
4 -2 12 10 14 17 
4 -2 13 11 12 10 
9 -3 14 12 13 8 
9 -3 15 12 17 11 
9 -3 15 12 15 10 
4 -2 16 14 10 8 
4 -2 17 15 10 14 
1 -1 18 17 12 12 

70d
2

i        
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- 649 - 

10nوبسا أن  -3 :بالتالي فإن ، 

756.0
)1144(12

)70(6
1

)1n(n

d 6

1ˆ
2

n

1i

2

i










ρ 







 091.0
112

1

1n

12

ρ̂     ,     0ˆ  ρ 

51.2
091.0

756.0

)1n/(1

ˆˆ
Z

ˆ

ˆ










ρ-ρ

ρ

ρ 

 (: يهضح مشظقة القبهل ومشاطق الخفض2-8شكل )

 

الفخض العجمي ونقبل الفخض البجيل  ض، بالتالي نخفضتقع في مشظقة الخف Zوبسا أن  -4
 .%95بجرجة ثقة  y,Xالقائل بهجهد أرتباط )أي عجم أستقلال( بين الستغيخان 

 السذاىجات )أو عجم أرتباط( ( أستقلال9-4-2)
كسا ذكخنا سابقاً أن بشاء نسهذج الرفهف يتم تحت أفتخاض أن مذاىجات الستغيخ 

عن بعزيا، أو بعبارة أخخى عجم وجهد أرتباط ذاتي  (مدتقمة) غيخ مختبظة الهاحج تكهن 
auto-correlation  أو(serial correlation بين السذاىجات خلال فتخة زمشية )

ر وجهد أرتباط ذاتي بين السذاىجات في فتخات زمشية ويهجج أختبارات متعجدة لأختبا. معيشة
 .[42] جدئية متتالية

                    -1.96                0                1.96        Z=2.51   Z 
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لأختبار  Durbin-Watson testسهف نقجم أختبار داربن واتدهن وفيسا يمي 
 وجهد أرتباط ذاتي )أي عجم أستقلال السذاىجات عن بعزيا( أو خلاف ذلك.

غيخ الهاحج خلال فتخة بين مذاىجات الست الحاتي تذيخ إلى الأرتباط Rإذا فخضشا أن 
]tt[زمشية معيشة، وخلال فتخة زمشية جدئية ولتكن  n0   أخحت السذاىجات في الفتخات

 الجدئية الستتالية:
]tt(.....,],........tt(],tt[ n1n2110   

 عمى الشحه التالي:
n1ii21 XXXXX ....,,.........,.,,.........,  

معامل الأرتباط الحاتي في  R̂ (R̂( السختبط بـ DWويتم حداب السقياس )الإحراء( )
 ]7[45 ,إجخاء الأختبار عمى الشحه التالي ، ويتم العيشة(

0R:H0   ( الفخض العجمي )عجم وجهد أرتباط ذاتي( 1)  

0R:H1    الفخض البجيل )وجهد أرتباط ذاتي(       

 ( عمى الشحه التالي:DWسقياس )نحدب ال( 2)

(9.8  )  4DW0       ,          

)(

DW
n

1i

2

i

n

1i

2

1ii

X

XX

















 

وحجم  عشج مدتهي معشهية  Durbin-Watsonمن ججول التهزيع الأحتسالي لـ  (3)
21نهجج الحجين ، nالعيشة  d,d  ثم نحجد مشاطق الخفض والقبهل كسا ىه مهضح

 بالذكل التالي.

 ( مسكن أن تقع في أحجى السشاطق التالية:DWحيث أن قيسة )

 ( بحيث:DWإذا كانت قيسة ) -1
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(9.9                           )4DWd4 1  
 أو
(9.10                              )1dDW0  

سالب )أو بعبارة أخخي فيحا يعشي رفض الفخض العجمي أي وجهد أرتباط ذاتي مهجب أو 
 عجم أستقلال السذاىجات عن بعزيا(.

 إذا كانت -2

(9.11                         )22 d4DWd  

 فيحا يعشي عجم وجهد أرتباط ذاتي، وبالتالي قبهل الفخض العجمي.

 أما إذا كان -3
(9.12                             )21 dDWd  
 وأ
(9.13                    )12 d4DWd4  

فيحا يعشي عجم كفاية البيانات لتحجيج ىل ىشاك أرتباط ذاتي أم لا. وفي ىحه الحالة يجب 
 أخح فتخة زمشية أطهل وزيادة حجم العيشة.

 (: يهضح مشاطق أتخاذ القخار3-9شكل )

 

قرار 

غير 

 محدد

قرار 

غير 

 محدد

 قبول

 رفض

0                       d1      d2        2       4-d2   4-d1              DW  4 

لا  رفض

يوجد 

 أرتباط

لا 

يوجد 

 أرتباط
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لأزمشة الخجمة في أحج السخاكد الخجمية تم ي مذاىجات متتالية فيسا يم: (3-9مثال )
 فكانت عمى الشحه التالي:عمى التهالي دقائق  4 تدجيميا كل

4.0, 3.9, 3.5, 3.1, 3.0, 2.9, 2.5, 2.2, 2.3, 2.5, 2.0, :jX 

       3.1 3.5, 3.9, 3.7,  

ذاتي بين مذاىجات العيشة بأستخجام أختبار داربن  أختبخ الفخض القائل بعجم وجهد أرتباط
 .%95واتدهن عشج درجة ثقة 

0R:H0   الفخض العجمي )عجم وجهد أرتباط(  -1: الحل  
0R:H1    الفخض البجيل )وجهد أرتباط(              

 نكهن الججول التالي. -2
 DW:يهضح خظهات حداب (4-9ججول )

2

jX 2

1jj )( XX  1jj XX  jX 
4 ------ ------ 2.0 

6.25 0.25 0.5 2.5 
5.29 0.04 -0.2 2.3 
4.84 0.01 -0.1 2.2 
6.25 0.09 0.3 2.5 
8.41 0.16 0.4 2.9 
9.0 0.01 0.1 3.0 
9.61 0.01 0.1 3.1 

12.25 0.16 0.4 3.5 
15.21 0.16 0.4 3.9 
16.0 0.01 0.1 4.0 

13.69 0.09 -0.3 3.7 
15.21 0.04 0.2 3.9 
12.25 0.16 -0.4 3.5 
9.61 0.16 -0.4 3.1 

87.147
2

jX   35.1)(
2

1jj XX     
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009.0
87.147

35.1
)(

DW
n

1j

2

j

n

1j

2

1jj

X

XX

















 

15nوحجم العيشة  %5عشج مدتهى معشهية  -3 داربن واتدهن  تهزيع ، من ججول 
 نجج أن: (5)بسمحق رقم 

36.1d2   ,  08.1d1  

 نحجد مشاطق الخفض والقبهل كسا ىه في الذكل التالي. -4

 (: يهضح مشاطق رفض الفخض العجمي4-9شكل )

 

ي مشظقة الخفض، إذاً نخفض الفخض العجمي القائل بعجم وجهد أرتباط ( تقع فDWوبسا أن )
، أي يهجج )أو بعبارة أخخي عجم أستقلال السذاىجات عن بعزيا( ذاتي بين قيم السذاىجات

 .%95أرتباط بين السذاىجات وذلك بجرجة ثقة 

 

 رفض

025.02/  

 قبول

 رفض

025.02/  

 DW=0.009    1.08     1.36     2     2.64     2.92 
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 جؾدة التؾفيق ات( تؾفيق التؾزيعات وأختبار 9-5)

Fitting Distributions and Goodness of Fitting Tests  
 queueing(، نجج أن السخحمة الخابعة في بشاء نسؾذج الرفؾف 2-9مؽ الفرل )

model :عبارة عؽ كيفية تؾفيق )تقجيخ( التؾزيعات الأحتسالية لمستغيخات في الشغام مثل ،
أو الفتخة الدمشية  arrivals numberسلاء الحيؽ يرمؾن لمشغام في وحجة الدمؽ عجد الع

 service، أو فتخة خجمة العسيل interarrival timeبيؽ وصؾل عسيميؽ عمى التؾالي 

time .في كل مخكد خجمة داخل الشغام 

ية لتالثؼ أختبار جؾدة التؾفيق نتبع الخظؾات ا معيؽ ولتؾفيق التؾزيع الأحتسالي لستغيخ
, 45, 65, 80] [7: 

(، مؽ بيانات العيشة لمستغيخ محل 2-9) ( في السخحمة الثانية بالفرل5مؽ بشج ) (1
إيجاد التؾزيع التكخاري الشدبي ورسسو بيانياً، ومؽ الذكل يسكؽ الجراسة يتؼ 

أفتخاض التؾزيع الأحتسالي الشغخي السشاسب السشاعخ لمتؾزيع الأحتسالي لمستغيخ في 
 لسدحؾب مشو العيشة، كسا سؾف نؾضح ذلػ مؽ خلال الأمثمة التالية.السجتسع ا

: في حالة عجم إمكانية أفتخاض تؾزيع أحتسالي نغخي مشاسب يتؼ زيادة ممحؾعة
حجؼ العيشة ثؼ رسؼ السشحشي التكخاري الشدبي وبأستخجامو يسكؽ أفتخاض تؾزيع 

 نغخي معيؽ مشاسب.

خي يتؼ تقجيخ معمسات التؾزيع الأحتسالي شكل التؾزيع الأحتسالي الشغبعج أفتخاض  (2
السفتخض بأستخجام بيانات العيشة بأستخجام أحج طخق التقجيخ الأحتسالي مثل 

 leastأو طخيقة السخبعات الرغخى  moments methodطخيقة العدوم 

square method  أو طخيقة الإمكان الأعغؼmaximum likelihood 

method [65,7] . 
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الشسؾذج السفتخض، وعشج درجة ثقة )أو مدتؾي معشؾية معيؽ(  تقجيخ معمساتبعج  (3
يتؼ أختبار جؾدة تؾفيق الشسؾذج بأحج الأختبارات لجؾدة التؾفيق، وتؾجج أختبارات 

 :ومشيامتعجدة 

 2أختبار كا                                  chi-square test 

   أختبار كؾلسؾجخوف سيسخنؾفKolmogrov-Simrnov test 

 ي ىحا الفرل سؾف نقجم الأختباريؽ أعلاه.وف

تؼ قبؾل التؾزيع الأحتسالي السفتخض بالشدبة لكل متغيخ مؽ متغيخات الشغام  إذا (4
نسؾذج الرفؾف وفقاً  اختيارمحل الجراسة، فإنو يتؼ أستخجام ىحه التؾزيعات في 

 لخرائص الشغام.

يخات، فإنو يتؼ أخح عيشة السقجر لأحج الستغأما إذا تؼ عجم قبؾل التؾزيع الأحتسالي 
 (.3-(1أخخي مؽ مذاىجات الستغيخ بحجؼ أكبخ ويتؼ إعادة الخظؾات مؽ 

نؾضح الخظؾات الدابقة في الفرل التالي مؽ خلال دراسة الحالة التي سؾف يتؼ وسؾف 
 تقجيسيا.

 (2) 2( أختبار كا9-5-1)
50nبحيث  nعيشة حجؼ ال أن تكؾن  2أستخجام أختبار كايذتخط    مفخدة، كحلػ

5ifبحيث  ifأن تكؾن عجد السفخدات السشاعخة لكل فئة    مفخدات. ويدتخجم ىحا
الأختبار لأختبار ىل التؾزيع الأحتسالي لمستغيخ في السجتسع السدحؾب مشو العيشة متؾافق 

 جرجة ثقة معيشة.بحتسالي الحي تؼ تؾفيقو مع التؾزيع الأ

F)(فإذا فخضشا أن  X  تذيخ إلى دالة التؾزيع التخاكسية لمستغيخ في السجتسع
F)(السدحؾب مشو العيشة، وأن  X0  ىي الجالة التخاكسية لمتؾزيع الحي تؼ تؾفيقو، وأنiX 

k,...,2,1iحيث  iتكخار الفئة  if، (i)أو قيسة السذاىجة  iمخكد الفئة  تذيخ إلى . 
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بأستخجام التؾزيع  iتذيخ إلى التكخار الستؾقع لمفئة  /ifكحلػ إذا فخضشا أن 
 السفتخض، أو بعبارة أخخى:

(9.14           )                           )f)((Pf
k

1i

iiri XX 


/ 

 ولإجخاء الأختبار نتبع الخظؾات التالية:

F:H)(F)(    ( الفخض العجمي 1) XX 00  

 التؾزيع الشغخي السقجر يتفق مع التؾزيع الأحتسالي لمستغيخ في السجتسع )التؾفيق جيج(    

F:H)(F)(    الفخض البجيل      XX 01  

 ع السقجر لا يتؾافق مع تؾزيع الستغيخ في السجتسع )التؾفيق ردئ(التؾزي    

 عمى الشحؾ التالي: 2( نحدب مكياس الأختبار )الإحراء( 2)

(9.15                    )                         





k

1i i

2

ii2

f

ff )(
/

/

 

 حيث: hبجرجات حخية  2يع كايتبع تؾز  2الستغيخ حيث 

 hعجد الفئات =  -1                             (                  9.16)

 hعشج درجات حخية (( 3)ممحق ) 2نؾجج مؽ ججول  ( وعشج مدتؾي معشؾية 3)
2 ج الحجيؽيتؼ تحجي ومدتؾي السعشؾية 

2

2

1 , كسا ىؾ مؾضح في الذكل التالي 

( تقع في مشظقة القبؾل، نقبل 8.15التي تؼ حدابيا في السعادلة ) 2( إذا كانت 4)
 ( ويعتبخ التؾفيق جيج.1الفخض العجمي بجرجة ثقة )

 .[7]ل السثال التالي وسؾف نؾضح الخظؾات أعلاه مؽ خلا 
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 (: يؾضح مشاطق الخفض والقبؾل5-9شكل )

 

أسخة حدب عجد الأطفال في الأسخة  200: الججول التالي يؾضح تؾزيع (4-9مثال )
 الؾاحجة في أحجي السجتسعات العسخانية الحجيثة.

 اري لعجد الأطفال في الأسخة(: التؾزيع التكخ 4-9ججول )

 0 1 2 3 4 السجسؾع
عجد الأطفال في 
 الأسخة الؾاحجة

200 16 32 70 51 31 
عجد الأسخ 

(if) 

أوجج التؾزيع التكخاري الشدبي لعجد الأطفال في الأسخة ثؼ وضح ذلػ ( 1: )المطلوب
 بيانياً.
ع نغخي مشاسب ثؼ بأستخجام طخيقة العدوم (، أفتخض تؾزي1( مؽ الذكل البياني في )2)

 .التؾزيعقجر معمسات 

 منطقت 

 رفض

 

2/ 

    2

1                                      2

2                                  2  

f( 2 ) 

0 

 رفضمنطقت 
 

2/ 

 منطقت  قبول
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أختبخ الفخض القائل بان التؾزيع الأحتسالي لجؾدة التؾفيق  2( بأستخجام أختبار كا3)
لعجد الأطفال في الأسخة الؾاحجة في السجتسع السدحؾب مشو العيشة متؾافق مع 

 .%95( عشج درجة ثقة 2التؾزيع السقجر في )

 فيسا يمي التؾزيع التكخاري الشدبي والذكل البياني لمتؾزيع الشدبي -1: الحل

 (: يؾضح التؾزيع الشدبي لعجد الأطفال في الأسخة5-9ججول )

 0 1 2 3 4 السجسؾع
عجد الأطفال في 

 iXالأسخة 
 التكخار الشدبي 0.155 0.255 0.35 0.16 0.08 1.00

 الشدبي لعجد الأطفال في الأسخة(: يؾضح التؾزيع 6-9شكل )

 

في السجتسع السدحؾب  iXمؽ الذكل يسكؽ أفتخاض أن التؾزيع الأحتسالي لمستغيخ 
 بحيث:مشو العيشة يتبع تؾزيع ذات الحجيؽ 

0,1,2,3,4    ,     )P1()P()( i

XnXn

Xir XX ii

i
CP X 

 

0.08 

0.16 

0.35 

0.255 

0.155 

    0              1              2              3              4          
iX  

التكرار 

 النسبي
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np)(Eوبسا أن  -2 X   بأستخجام طخيقة العدوم يسكؽ إيجاد تقجيخ السعمسةP  وسؾف
 حيث: P̂نذيخ لو بالخمد 

P̂nX
i

ii

f

fX



 

             44.0439.0P̂P̂4755.1  
 نكؾن الججول التالي 2 ثؼ حداب السكياس /fولحداب التكخارات الستؾقعة  -3

 2: يؾضح خظؾات حداب (6-8ججول )

i

2

ii

f

ff )(
/

/ 
ii ff /  iiri fPf )(X

/ )( ir XP if iX 

6.54 11.34 19.66 0.0983 31 0 
1.88 -10.8 61.8 0.309 51 1 
0.093 -2.8 75.8 0.364 70 2 
1.006 -6.2 38.2 0.191 32 3 
9.284 8.4 7.6 0.038 16 4 
18.803   00.1  200  

 :نجج أن أعلاه مؽ الججول

803.18
)(k

1i i

2

ii2

f

ff



 


/

/
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 (: يؾضح مشاطق القبؾل والخفض7-9شكل )

 
484.0  ,  14.11( نجج أن 3)بسمحق رقؼ  2مؽ ججول تؾزيع كا -4

2

2

2

1  عشج 
05.0  415ودرجات حخيةh  

، لحلػ نخفض الفخض العجمي القائل الخفضتقع في مشظقة  2 مؽ الذكل نجج أن
لعجد الأطفال في الأسخة تؾفيق جيج لتؾزيع عجد الأطفال في  السقجر بأن التؾزيع الأحتسالي

 الأسخة الؾاحجة في السجتسع السدحؾب مشو العيشة.

إعادة نقؾم بمفخدة، ثؼ  300مفخدة إلى  200بديادة حجؼ العيشة مؽ لحلػ نقؾم 
فيسا يمي التؾزيع التكخاري والتكخاري الشدبي في العيشة  حؾ التالي.الخظؾات الدابقة عمى الش

300nبحجؼ   

 (: يؾضح التؾزيع التكخاري الشدبي7-9ججول )
 iX 0 1 2 3 4 السجسؾع

300 15 65 110 85 25 (if) 
 التكخار الشدبي 0.0833 0.2833 0.3667 0.2167 0.0500 1.00

 

025.0

2/ 
 

   484.0
2

1               14.11
2

2               18.803           2  

f( 2 ) 

0 

025.02/  

 منطقت  قبول
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 (: يؾضح التؾزيع التكخاري الشدبي8-9شكل )

 

بـ  يتبع تؾزيع ذات الحجيؽ iXمؽ الذكل يسكؽ أفتخاض أن التؾزيع الأحتسالي لـ 
4n  ،P :بحيث 

45.0P̂84.1XP̂n
i

ii

f

fX



 

 ثؼ نكؾن الججول التالي
 2: يؾضح حداب (8-9ججول )

i

2

ii

f

ff )(
/

/ 
if/ )( ir XP if iX 

0.22 27.45 0.0915 25 0 
0.511 71.85 0.2995 85 1 

0 110.1 0.3675 110 2 
0.4077 60.06 0.2002 65 3 

0.050 

0.2167 

0.3667 

0.2833 

0.0833 

    0              1              2              3              4          
iX  

التكرار 

 النسبي

 

0.40 

 

0.30 

 

0.20 

 

0.10 

 

0 
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0.605 12.3 0.0410 15 4 
1.7437  00.1  300  

تقع في مشظقة القبؾل، إذن نقبل الفخض  2نجج أن  ،%95وعشج درجة ثقة 
 العجمي القائل بأن التؾزيع الأحتسالي:

0,1,2,3,4    ,     )55.0()45.0()( X
X4X4

Xr CP X   

بجرجة  تؾفيق جيج لتؾزيع عجد الأطفال في الأسخة الؾاحجة في السجتسع السدحؾب مشو العيشة
 .%95ثقة 

 Kolmogrov-Simrnov test( أختبار كؾلسؾجخوف سيسخنؾف 9-5-2)

 nلجؾدة التؾفيق يتظمب أن يكؾن حجؼ العيشة  2كسا ذكخنا سابقاً أن أختبار كا
50nبحيث   مفخدات. وفي حالة  5يجب أن يديج عؽ ، كحلػ عجد التكخارات في كل فئة

أستخجام أختبار لامعمسي مثل أختبار  واحج عمى الأقل مؽ ىحيؽ الذخطيؽ يسكؽ عجم تؾافخ
 كؾلسؾجخوف سيسخنؾف.

F)(فإذا فخضشا أن  X ي السجتسع ف لمستغيخ تذيخ إلى دالة التؾزيع التخاكسية
F)(السدحؾب مشو العيشة، كحلػ  Xe  إلى الجالة التخاكسية لمتؾزيع الشغخي السفتخض، تذيخ

F̂)(كحلػ  X  إلى التكخارات الشدبية التخاكسية مؽ بيانات العيشة. وفيسا يمي خظؾات تذيخ
 الأختبار.

F:H)(F)(    ( الفخض العجمي 1 XX e0  
الأحتسالي تؾزيع الالتؾزيع الأحتسالي الشغخي السفتخض يتفق مع 

 مستغيخ في السجتسع السدحؾب مشو العيشة )التؾفيق جيج(ل

F:H)(F)(     الفخض البجيل     XX e1  
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الأحتسالي تؾزيع الالتؾزيع الأحتسالي الشغخي السفتخض لا يتفق مع 
 العيشة )التؾفيق رديء(مستغيخ في السجتسع السدحؾب مشو ل

(، نؾجج التكخارات iX)أو الكيسة  iXالفئة ىي التكخار السشاعخ لسخكد  if( إذا فخضشا أن 2
F̂)(الشدبية التخاكسية  X التخاكسية ، كحلػ نحدب التكخارات)(F Xe  بأستخجام التؾزيع
 الشغخي السفتخض.

 حيث: K( نحدب السكياس )الإحراء( 3
(9.17     )                                )(F)(F̂.MaxK XX e 

وحجؼ العيشة  ( عشج مدتؾي معشؾية 4
i

ifn  نؾجج الكيسة الحخجة
nK  مؽ ججول

K ،( ثؼ نقارن بيؽ 4رقؼ )تؾزيع كؾلسؾجخوف سيسخنؾف بسمحق 
nK :فإذا كان 

(9.18            )                        nKK 

. وسؾف نؾضح الخظؾات ،nنقبل الفخض العجمي، وغيخ ذلػ نخفض الفخض العجمي عشج
 أعلاه مؽ خلال السثال التالي.

: فيسا يمي بيانات عجد أعجاد السخضى الحيؽ يرمؾن إلى أحجي العيادات (5-9مثال )
 ساعة متتالية. 30بأحج السخاكد الظبية خلال ساعة فتخة 

 (: التؾزيع التكخاري لعجد السخضي في الداعة9-9ججول )

 0 1 2 3 4 5 السجسؾع
 عجد السخضى خلال

 (iXالداعة )
 (if)عجد الداعات  0 1 5 8 10 6 30

 وفق تؾزيع أحتسالي مشاسب لعجد السخضى الحيؽ يرمؾن إلى العيادة خلال الداعة.
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 نخسؼ شكل التؾزيع الشدبي.نؾجج التؾزيع التكخاري الشدبي ثؼ : الحل

 ضح التؾزيع التكخاري الشدبي(: يؾ 9-9شكل )

 
F̂)(التكخاري الشدبي كحلػ التؾزيع الشدبي التخاكسي والججول التالي يؾضح التؾزيع  X ،

أستخجام طخيقة العدوم وب ومؽ الخسؼ يتزح أنو يسكؽ أفتخاض تؾزيع بؾاسؾن بتؾقع 
 :لمتقجيخ نجج أن

5.3X)(E
i

ii

f

fX
X 


 

 K: يؾضح حداب السكياس (11-8ججول )

(7) (6) (5) (4) (3) (2) (1) 

|)(F)(F̂| XeiX  )(F Xe )(X0f )(F̂ iX 
التكخار 
 if iX الشدبي

0.030 0.030 0.0302 0 0 0 0 
0.1032 0.1362 0.106 0.033 0.033 1 1 

0.200 

0.333 

0.267 

0.1667 

0.0 

0.033 

التكرار 

 النسبي

0.3 

 

 

0.2 

 

 

0.1 

 

 

0 
    0            1            2            3            4            5         

iX  
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0.1212 0.3212 0.185 0.200 0.167 5 2 
0.0702 0.5372 0.216 0.467 0.267 8 3 
0.0738 0.7262 0.189 0.800 0.333 10 4 

0.1416 0.8584 0.1322 1.000 0.200 6 5 
   1  1 30  

 مؽ الججول أعلاه نجج أن:
1212.0K  

05.0 ،30n( نجج أنو عشج 4ممحق )ومؽ    21756.0نجج أنK
)05.0(

30  
 بالتالي فإن:

 nK1212.0K 

تؾفيق جيج  5.3ؾاسؾن بسعمسة العجمي القائل بأن تؾزيع ببالتالي نقبل الفخض 
 .لمتؾزيع الأحتسالي لمستغيخ في السجتسع السدحؾب مشو العيشة

 مؽ دالة الأحتسال X0f)(: حيث تؼ حداب ملحوظة







0,1,2,....   ,       
!  

)5.3(

!  
)( X

X

X5.3

X

X ee
f X0 

                  0,1,2,....   ,       
!  t

)5.3(
)( X

t5.3X

0t

e

e
f X 





 

 



 

 
 

 دراسة حالة: تاسع( دراسة حالة                                                                  الباب ال9-6)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 666 - 

 Case Study           ( دراسة حالة                          9-6)
نقجم دراسة حالة لأحج مخاكد الأشعة السقظعية بأحجي  سؾف في ىحا الفرل

 وتخغب إدارة السخكد في:  السحافغات حيث يذتسل عمى جياز واحج للأشعة.

قع لمعسلاء الستخدديؽ تقجيؼ دراسة كسية لشغام العسل في السخكد مؽ حيث العجد الستؾ  -1
 .. الخ.لدمؽ الستؾقع لأنتغار العسيل،اعمى السخكد، زمؽ خجمة العسيل عمى الجياز، 

 وضع نسؾذج صف مشاسب يسثل الشغام. -2
 كفاءة الشغام بأستخجام الشسؾذج السقتخح.أشتقاق مؤشخات  -3
 تقجيؼ تقخيخ عؽ العسل بالسخكد لستخح القخار في السخكد. -4

لإدارة قدؼ الإحراء والستابعة والتخظيط بجسع وتحميل البيانات، ثؼ بشاء نسؾذج لحلػ كمفت ا
 ولتحقيق ىحه الأىجاف تؼ أتباع ما يمي: صف مشاسب ومشو أشتقاق مؤشخات كفاءة الشغام.

تؾزيع  تقجيخ التؾزيع الأحتسالي لعجد العسلاء الحيؽ يرمؾن إلى السخكد، كحلػ تقجيخ: أولا 
 مؽ خلال السخاحل التالية.لػ وذزمؽ خجمة العسيل 

 نغام الخجمة يتكؾن مؽ مخكد خجمة واحج )جياز الأشعة(. -1: المرحلة الأولي
أيام في الأسبؾع، وبالتالي فإن  5ساعة عسل في اليؾم ويعسل  12يعسل السخكد  -2

 ساعة عسل في الذيخ. 240السخكد يعسل 
تيؼ عمى الجياز وفقاا مؽ يرل العسلاء إلى السخكد مدتقميؽ عؽ بعض ويتؼ خجم -3

يتخك السخيض السخكد فؾر انتياء خجمتو وبعج أنتياء خجمتو  –يأتي أولا يخجم أولا 
 عمى الجياز.

بذيخ  ولتكؽ تؼ تحجيج فتخة الجراسةيوفي ىحه السخحمة  -1: المرحلة الثانية
 تؼ جسع البيانات عؽ:يساعة عسل، وخلال ىحه الفتخة  240عسل أي 
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وسؾف نذيخ إلى  السخضي( الحيؽ يرمؾن إلى السخكد خلال الداعةعجد العسلاء ) - أ
 (،X) ىحا الستغيخ بالخمد

 (.y)وسؾف نذيخ ليحا الستغيخ بالخمد  السخيض عمى الجياز بالجقائقزمؽ خجمة  - ب

ساعة عسل  120ظبقية حجؼ كل مشيا العذؾائية العيشات ال مؽأو أكثخ تؼ أخح عيشة ي -2
 أكثخ ملائسة في ىحه الحالة(.)حيث تعتبخ العيشة الظبقية 

مؽ بيانات العيشة يتؼ تكؾيؽ ججول تؾزيع تكخاري لعجد العسلاء في الداعة الؾاحجة كسا  -3
 ىؾ مؾضح بالججول التالي.

 (: التؾزيع التكخاري لعجد السخضي الحيؽ يرمؾن إلى السخكد خلال الداعة11-9ججول )

 0 1 2 3 4 5 6 7 السجسؾع
عجد العسلاء في 

 (Xة )الداع
120if  2 4 4 12 22 34 30 12  عجد الداعاتif 

كسا ىؾ  السشاعخ مؽ الججول أعلاه نؾجج التؾزيع التكخاري الشدبي ونخسؼ التكخار الشدبي
 مؾضح في الججول والذكل التالي.

 (: التكخار الشدبي لعجد العسلاء في الداعة11-9ججول )
 if/ Xار الشدبي التكخ 

0.100 0 
0.250 1 
0.280 2 
0.180 3 

0.100 4 
0.030 5 
0.010 6 
0.005 8 

0.003 8 

00.1   if/  
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 ( التؾزيع التكخاري الشدبي لعجد العسلاء في الداعة12-9شكل )

 

( yمؽ بيانات العيشة يتؼ تكؾيؽ التؾزيع التكخاري لدمؽ خجمة السخيض عمى الجياز ) -4
 بالجقائق كسا ىؾ مؾضح بالججول التالي.

 (: التؾزيع التكخاري لدمؽ خجمة السخيض عمى الجياز بالجقائق11-9ججول )

 -0 -5 -10 -15 -20 -25 35-30 السجسؾع
ق السجة بالجقائ

(y) 

300jf  2 5 10 28 60 75 120 
عجد السخضي 

(jf) 

كسا  السشاعخ ومؽ الججول أعلاه نؾجج التؾزيع التكخاري الشدبي والسشحشي التكخاري الشدبي
 (.13-9( وشكل )11-9ىؾ مؾضح بججول )

0.005 0.003 
0.01 

0.03 

0.10 

0.18 

0.28 

0.25 

0.10 

if/  
 

0.3 

 

 

0.2 

 

 

0.1 

 

 

0 
    0       1       2       3       4       5       6       7       8        

iX  
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خلال  y,Xؽ الستغيخيؽ إجخاء أختبارات الأستقخار لكل م -1: المرحلة الثالثة
-8)أنغخ الفرل )Mann-Whitney-Wilcoxon testفتخة الجراسة بأستخجام أختبار

3)). 

 ؾضح التؾزيع التكخاري الشدبي لدمؽ خجمة العسيل بالجقائق(: ي12-9ججول )

 بالجقائق yالفئات لـ  jfعجد السخضي  jyمخاكد الفئات  /ifالتكخار الشدبي 
0.533 2.5 160 0- 

0.2133 7.5 64 5- 
0.1667 12.5 35 10- 
0.067 17.5 20 15- 

0.0333 22.5 10 20- 
0.020 27.5 6 25- 

0.0167 32.5 5 30-35 
  300  
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 خجمة العسيل(: يؾضح التؾزيع التكخاري الشدبي لدمؽ 13-9شكل )

 
( يسكؽ أفتخاض أن عجد العسلاء 12-9مؽ الذكل ) -1: الرابعةالمرحلة 

 ، وبجالة أحتسال:الحيؽ يرمؾن إلى السخكد خلال ساعة يتبع تؾزيع بؾاسؾن بسعمسة 

(9.19      )             .0,1,2,....    ,     
!

 
)( i

i

X

ir X
X

ie
P X 






 

الشحؾ  عمى( 12-8مؽ ججول ) ]7[باستخجام طخيقة العدوم  ويسكؽ تقجيخ السعمسة  -2
 :التالي

3.23.225.2
120

270
X

i

ii

f

fX



 

ندتخجم أختبار كؾلسؾجخوف ، 3.2(عشجما9.19)ولأختبار جؾدة تؾفيق التؾزيع في -3
)حيث أن بعض أنغخ الفرل الدابق  Kolmogrov-Simrnov testسيسخنؾف 

F)( ( فإذا أعتبخنا أن5أقل مؽ  iXالسشاعخ لقيؼ  ifالتكخارات أن  X  ىي دالة التؾزيع

    0-      5-      10-     15-      20-     25-     30-     40-   

jf/  

0.7 
 

0.6 
 

0.5 
 

0.4 
 

0.3 
 

0.2 
 

0.1 
 

0 



 

 
 

 دراسة حالة: تاسع( دراسة حالة                                                                  الباب ال9-6)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 622 - 

 لأختبار عشجإجخاء انو يتؼ افي السجتسع السدحؾب مشو العيشة، ف Xالتخاكسية لمستغيخ 
 عمى الشحؾ التالي: 05.0مدتؾي معشؾية 

  )التؾفيق جيج(الفخض العجمي  -أ





X

0X i

X3.2

0

i

i

!

.3)2( 
)(F:H

X

e
X 

  الفخض البجيل )التؾفيق غيخ جيج(   





X

0X i

X3.2

1

i

i

!

.3)2( 
)(F:H

X

e
X 

 نحدب السقياس -ب

(9.20                               )0406.0)(F̂)(F.MaxK XX  

F̂)(حيث  X  ،ىي التكخار الشدبي التخاكسي كسا ىؾ محدؾب في الججول التالي)(F X 
 ىي الجالة التخاكسية لمتؾزيع السفتخض.

 K: يؾضح خظؾات حداب (13-9ججول )

|)(F̂)(F| ii XX  )(F iX )(F̂ iX if/ if iX 
0.003 0.1003 0.100 0.100 12 0 
0.0191 0.3309 0.350 0.250 30 1 
0.034 0.5960 0.630 0.280 34 2 
0.0107 0.7993 0.810 0.180 22 3 

0.0062 0.9162 0.910 0.100 12 4 

0.03 0.9700 0.940 0.030 4 5 

0.0406 0.9906 0.950 0.010 3 6 
0.0026 0.9974 1.00 0.005 2 7 

0.0001 0.9999 1.00 0.003 1 8 
   00.1  300  
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 نجج أن: 05.0( عشج 4رقؼ )ومؽ ججول تؾزيع كؾلسؾجخوف سيسخنؾف بسمحق  -ج

124.0KK(            918صـ [62])أنغخ مخجع 
05.0

120n  

     وبسا أن  nKK 

 .%95الفخض العجمي القائل بأن التؾفيق جيج بجرجة ثقة نقبل 

 متغيخ yيسكؽ أفتخاض أن التؾزيع الأحتسالي لدمؽ خجمة العسيل ( 13-9مؽ الذكل ) -4
F)(ودالة تخاكسية  yf)(ودالة كثافة أحتسال  /1يتبع التؾزيع الأسي بتؾقع  y: 

(9.21         )0       ,          )( yeyf y 


 

حيث  /1)(E y،  ويسكؽ تقجيخ السعمسة بأستخجام طخيقة الأمكان الأعغؼ      
[55]. 

 533.0دقيقة/عسيل      فشجج أن: 

 55.31ساعة/عسيل      وبالتالي فإن:

9.1876.1533.0/1/1دقيقة  0317.0ساعة   

 السفتخضة عمى الشحؾ:إن دالة كثافة الأحتسال وبالتالي ف

(9.22         )0       ,          )533.0()( yeyf y533.0  


 

عمى الجياز حيث تتؾافخ  السخيضلتؾزيع زمؽ  لجؾدة التؾفيق 2ويسكؽ أستخجام أختبار كا
وفيسا يمي خظؾات إجخاء الأختبار عشج  (.5-8رل )شخوط الأختبار الدابق ذكخىا في الف

 .%96درجة ثقة 

y533.0  الفخض العجمي )التؾفيق جيج(أ(   

0 ey 1)(F:H
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y533.0 الفخض البجيل )التؾفيق غيخ جيج(    

1 ey 1)(F:H


 

ثؼ نقؾم بحداب  jPوسؾف نذيخ لو بالخمد  jفي الفئة  yأحتسال وجؾد ب( نقؾم بحداب 
 ة لكل فئة حيث:السشاعخ  /jfالتكخارات الستؾقعة 

)300( jj fP / 

 .2والججول التالي يؾضح حداب السقياس 

 نجج أن حجي %4ومدتؾى معشؾية  6( عشج درجات الحخية 3)بسمحق رقؼ  2ومؽ ججول كا
 الثقة:

033.15    ,    134.1 )2()1(
2

02.0

2

98.0  

 2(: يؾضح حداب السقياس 14-9ججول )

i

2

ii

f

ff )(
/

/ 2

ii )( ff / jf/ jP jf  فئات
 yالستغيخ 

0.00086 0.1369 159.6300 0.5323 160 0- 

1.5286 114.169 74.685 0.24895 64 5- 
0.0001 0.00504 34.929 0.11643 35 10- 
0.8163 13.3444 16.347 0.05449 20 15- 

0.72971 5.5743 7.639 0.025464 10 20- 
1.6485 5.8002 3.573 0.01191 6 25- 
6.632 11.0822 1.671 0.00557 5 30-35 

10.5397   00.1  300  
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 لمفخض يؾضح مشاطق الخفض والقبؾل (:14-9شكل )

 
 السحدؾبة تقع في مشظقة القبؾل 2وبسا أن قيسة 

033.155397.10134.1
2  

بالتالي نقبل الفخض العجمي القائل بأن زمؽ خجمة العسيل متغيخ يتبع التؾزيع الأسي بتؾقع 
9.1/1دقيقة    96بجرجة ثقة%. 

 مشاسب ثؼ إيجاد مؤشخات كفاءة الشغام عمى الشحؾ التالي: يار نسؾذج صف: أختثانياا 
مؽ السخاحل الدابقة يسكؽ أن يسثل نغام الخجمة أعلاه بشسؾذج الرفؾف  -1

(∞/∞/FCFS(:)1/M/M )( بالباب الخامذ(2-5)أنغخ الفرل ) ، وبالتالي يسكؽ
 الحرؾل عمى مؤشخات كفاءة الشغام التالية:

 بالتالي: ،3.2 ،55.31بسا أن  -2

(1   ) 93.0)1(P1073.0
55.31

3.2
0 




 ρρ 

02.0

2/ 
 

   134.1)1(
2

02.                  033.15)2(
2

02.                   2  

f( 2 ) 

0 

02.02/  

 رفض رفض قبول



 

 
 

 دراسة حالة: تاسع( دراسة حالة                                                                  الباب ال9-6)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 622 - 

 حيث: sLالعجد الستؾقع لمعسلاء في السخكد  -أ

10787.0عسيل        ( 2)
073.01

073.0

1
Ls 







ρ

ρ 

 حيث: qLلمعسلاء في الإنتغار العجد الستؾقع  -ب

000575.0عسيل                     (           3)
1

L
2

q 



ρ

ρ 

 حيث: sWكحلػ زمؽ الإنتغار الستؾقع لمعسيل في الشغام  -ج

034.0ساعة  1.2دقيقة             (   4)
3.2

0787.0L
W s

s 


 

 :حيث qWخؾل لمخجمة كحلػ زمؽ الإنتغار الستؾقع لمعسيل قبل الج -د

0025.0ساعة  15.0دقيقة    (      5)
3.2

00575.0L
W

q

q 


 

 مؽ تحميل الشغام )مخكد الخجمة أعلاه( نجج:: ثالثاا 

93.0P0حيث  0P ( إن أحتسال وجؾد الشغام بجون عسلاء يداوي 1مؽ ) -أ  وىحا ،
 فقط مؽ وقت عسمو. %7يعشي أن الجياز يكؾن مذغؾل 

نجج أنو ل يؾجج تقخيباا إنتغار لأي عسيل ولكؽ بسجخد وصؾلو يجخل ( 2),(3مؽ ) -ب
 مباشخة عمى جياز الخجمة.

طاقتو ولحا يتظمب الأعلان  فقط مؽ %7بشدبة مؽ )أ(،)ب( يتزح أن السخكد يعسل  -ج
جمات التي يقجميا لإمكانية أستقبال أعجاد أكبخ مؽ عؽ عسل ومكان السخكد والخ

 العسلاء.

عسلاء يسكؽ تقجيؼ خجمات أخخى مكسمة لعسل الجياز الحالي يداعج في عسمية جحب  -د
 ججد لمسخكد.
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 Exercises              ( تسخيشات                              9-7)
، 1999-1990خلال الفتخة  (‰)بيانات عن معجلات السيلاد في الآلف : فيسا يمي (9-1)

 بأحجي الجول الشامية 2009-2000كحلك خلال الفتخة 

 (: يهضح السعجلات خلال الفتخة الأولي11-9ججول )
 الدشة 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

السعجل في  2.1 2.1 2.3 1.9 1.8 2.0 2.1 2.1 2.3 2.5
 (‰الآلف)

 (: يهضح السعجلات خلال الفتخة الثانية17-9ججول )
 الدشة 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

السعجل في  1.5 2.0 2.1 2.3 2.1 1.9 1.8 2.0 2.1 2.2
 (‰ف)الآل

 Mann Whitneyأختبخ أستقخار عسمية السيلاد مع الدمن لهحه الجولة بأستخجام أختبار 

Wilcoxon test. 

( إلى أحج Xبين وصهل عسيمين عمى التهالي )فيسا يمي بيانات عن الفتخة الدمشية : (9-2)
فتخة بالجقائق أيزاً خلال  yأنظسة الخجمة بالجقائق، كحلك زمن خجمة العسيل في الشظام 

 زمشية معيشة.
10 7, 12, 8, 10, 9, 7, 8, 6, 10, 5, 4, 9, 7, 5, X: 
4 9, 8, 10, 15, 14, 11, 10, 8, 8, 10, 3, 4, 8, 10, y: 
لتحجيج أرتباط أو عجم  Spearman's Rank-Correlation testأستخجم أختبار  -1

 .X,yأرتباط 
لأختبار أستقلال مذاهجات كل متغيخ  Durbin-Watson testثم أستخجم أختبار  -2

 عن بعزها بالشدبة لكل متغيخ عمى حجة.
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شباك لمتعامل مع العسلاء بذأن طمب  3في أحج البشهك التجارية يهجج عجد : (9-3)
خجمات متعمقة بالدحب والإيجاع فإذا كانت الذبابيك الثلاثة مدتقمة عن بعزها وكحلك 

  يخجم أولًا.متكافئة في الأداء، بحيث من يرل أولاً 

كحلك زمن خجمة العسيل  X فإذا أخحت إدارة التخطيط عيشة من أعجاد العسلاء في الداعة
وأعجت التهزيعات التكخارية الخاصة بكل متغيخ عمى حجة كسا هه مهضح  yعمى الذباك 

 بالججاول التالية.

 التهزيع التكخاري لعجد العسلاء في البشك(: يهضح 11-9ججول )

 3 5 7 9 11 السجسهع
عجد العسلاء في 

 Xالداعة 

 عجد الداعات 10 20 60 80 30 200

 (: يهضح التهزيع التكخاري لدمن خجمة العسيل بالجقائق19-9ججول )

 -0 -5 -10 -15 -20 30-25 السجسهع
زمن خجمة العسيل 

y بالجقائق 

 عجد العسلاء 100 60 50 30 20 10 270

 .X,yوفق التهزيع الأحتسالي لكل من  -1

 أقتخح نسهذج صفهف مشاسب يرف نظام العسل. -2

 أحدب مؤشخات كفاءة الشظام. -3
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 الخدمة في مرحمتيننموذج  (01-2)

Tow-Phases Queueing Model 

 من المراحل المتتالية Kنموذج ( 01-3)
K-Phases Queueing Model 

 من المراحل المتتالية ذات المراكز المتوازية Kنموذج ( 01-4)
K-Phases & Parallel Stations Queueing Model 

 Applied Examples               ( أمثمة تطبيقية      01-5)

 Exercises              مرينات                         ( ت01-6)
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 Introduction                                         ( مقجمة01-0)
في الأبهاب الدابقة تشاولشا بعض نساذج الرفهف التي تتم فييا خجمة العسيل في 
مخحمة واحجة وفي مخكد خجمة واحج سهاء كان الشظام يتكهن من مخكد خجمة واحج أو من 

 عجة مخاكد خجمة متهازية ومتكافئة.

كثيخ من الأنظسة الخجمية أو الإنتاجية يتم فييا خجمة العسيل في عجة  فيولكن 
مخاكد متتالية كل مخكد يؤدي جدء من الخجمة السطمهبة لمعسيل، وفيسا يمي سهف نهضح 

 : ,82 ,87]4[الخجمة عمى مخاحل متتالية من خلال الأمثمة التالية 
ث يرل السدافخ إلى السطار ويبجأ حي الجهية السطارات خلالبالشدبة لمسدافخين  -: أأولاً

 في إجخاءات الدفخ عمى مخاحل متتالية عمى الشحه التالي:
 ،وزن الأمتعة )الجدء الأول من الخجمة( -0
 ،إنياء إجخاءات الجهازات )الجدء الثاني من الخجمة( -2

 أخح الأتهبيذ إلى مهقف الطائخة لرعهدىا )الجدء الثالث(. -3
تو بالسطار، ونلاحظ أن السخاحل الدابقة مخاحل وبرعهد السدافخ الطائخة تشتيي خجم

 متتالية وتراعجية.

إلى أن حيث يتم تفخيغ وتدميم البزائع من الدفيشة )أو الدفن( في السهاني البحخية  -ب
 يسخ بالسخاحل التالية: يتم تدميسيا لمجية السدتهردة،

 ،(من الخجمة تفخيغ الذحشة )الجدء الأول -0

)الجدء  إلى الافخاج الجسخكي حشة السطمهب تدميسياتقجيم الأوراق الخاصة بالذ -2
 ،( ودفع الخسهممن الخجمة الثاني

 ،(من الخجمة وأختبار سلامتيا )الجدء الثالث فحص الذحشة -3

 من الخجمة(، لمجية السدتهردة )الجدء الخابع تدميم الذحشة -4
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 نقل الذحشة إلى خارج السيشاء بهسائل الشقل السختمفة. -5

 كثيخة لعجيج من الأنظسة الخجمية عمى مخاحل متتالية.أمثمة أخخي ويهجج 
 مرشع لتجسيع وإنتاج الديارات حيث يتم العسل عمى الشحه التالي: -أ: ثانيااً

 وصهل السكهنات لمسرشع، -0

 ،ى حجةعمفي الديارة أختبار كل مكهن  -2

 تجسيع الديارات من خلال خط أو أكثخ من خطهط الإنتاج، -3

 ا،أختبار الديارة لتحجيج جهدتي -4

 نقل الديارات إلى مخاكد البيع. -5

 :أحج السشتجات عمى الشحه التاليتم عسمية ترشيع تمرشع لإنتاج الأدوية  -ب

 السكهنات الأخخى،ئيدية في الجواء )أو استيخادىا( كحلك ترشيع السادة الخ  -0

 التعبئة في عبهات، بأحجام ومهاصفات معيشة، -2

 التغميف لكل عبهة عمى حجة، -3

 السختمفة لطخحيا في الدهق.تهزيع العبهات عمى الريجليات  -4

أخخى كثيخة في العجيج من الأنظسة الإنتاجية يتم الإنتاج فييا عمى مخاحل وأمثمة 
 متتالية.

في ىحه  في مخحمة أو أخخى أو جسيع السخاحل وفي حالات كثيخة يحجث تكجس
 .]3، 4[ وأكبخ تكمفة أيزا  ، وحجوث تكجس في ىحه الأنظسة يكهن أكثخ خطهرة الأنظسة

وىشا تمعب نظخية الرفهف دور ىام في تحجيج أسباب التكجس وبالتالي معالجتو 
 من خلال إحجاث تهازن بين الطمب والعخض في كل مخحمة وبالتالي في الشظام ككل.
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أول من قجم دراسة تحميمية  0554سشة  R. Jacksonويعتبخ روبخت جاكدهن 
حمتين أو ثلاثة مخاحل متتالية وفي كل مخحمة مخكد خجمة واحج لأنظسة الخجمة عمى مخ 

وذلك نتيجة لأبحاثو في مخاكد صيانة وإصلاح الطائخات. وفي الفرل التالي سهف نقجم 
( 3-01)مخحمة مخكد خجمة واحج، وفي الفرلالخجمة عمى مخحمتين متتاليتين وبكل نسهذج 

 من السخاحل الستتالية. kيتم تعسيسو عمى 

قجم روبخت جاكدهن الحالة العامة، حيث يتم خجمة العسيل في  0556شة وفي س
k من السخاحل الستتالية وبكل مخحمة عجد jr ،k, . . . . . . . ,2,1j   من السخاكد الستهازية

(. ثم نقجم مجسهعة من الأمثمة 4-01والستكافئة وسهف نقجم ىحا الشسهذج في الفرل )
 (.5-01عمى نساذج روبخت جاكدهن في الفرل ) التطبيقية

وتهالت العجيج من الجراسات لأنظسة الخجمة الستتالية. ومن أىم  0556ومشح سشة 
نساذج الخجمة حيث قجم  0557سشة  Huntىحه الجراسات الجراسة التي قجميا ىشت 

 blockingقف حجوث ته الستتالية والسقيجة بعجد محجد من أماكن الأنتظار وبالتالي إمكانية 
التي يحجث  . وفي الباب التالي سهف نتشاول بعض ىحه الأنظسةالستتالية بسخاكد الخجمة

 .في مخحمة أو أكثخ blockingفييا تهقف 

ومشح الخسديشات بشي عمى نساذج روبخت جاكدهن العجيج من الأنهاع السختمفة 
 [20 ,26 ,33 ,52 ,105]لذبكات الأترال 
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 Tow-Phases Queueing Model( نسؽذج الخجمة في مخحمتيؼ01-2)

في ىحا الفرل سؽف نعتبخ نعام الخجمة عمى مخحمتيؼ متتاليتيؼ ومدتقمتيؼ في 
الخجمة، حيث يرل العسيل إلى الشعام فإذا وجج مخكد الخجمة في السخحمة الأولي غيخ 

عخ في صف الأنتعار( وبانتياء مذغؽل فيجخل مباشخةً لمخجمة )وإذا كان السخكد مذغؽل يشت
خجمة العسيل في السخحمة الأولي يمتحق بالسخحمة الثانية، فإذا كان مخكد الخجمة في السخحمة 
الثانية غيخ مذغؽل دخل مباشخة لمخجمة )وإذا كان السخكد مذغؽل يشتعخ في صف الأنتعار 

ي خجمتو في الشعام ويتخك بالسخحمة الثانية( وبانتياء خجمة العسيل في السخحمة الثانية تشتي
 الشعام عمى الفؽر. والذكل التالي يؽضح نعام الخجمة في ىحه الحالة.

 (: نعام الخجمة في مخحمتيؼ متتاليتيؼ0-01شكل )

 
فإذا فخضشا أن عجد العسلاء الحيؼ يرمؽن إلى الشعام يسثل متغيخ يتبع تؽزيع 

ولي والثانية يسثل متغيخ يتبع التؽزيع ، وزمؼ خجمة العسيل في السخحمة الأ بتؽقع بؽاسؽن 
21الآسي بتؽقع  /1 , /1  .فإذا رمدنا لعجد العسلاء في الشعام في  عمى التختيب

21السخحمتيؼ بالخمد ) n , n 1( حيثn  2سلاء في السخحمة الأولي، عجد العتذيخ إلىn 
2,1,0n ; ,....2,1,0n....,عجد العسلاء في السخحمة الثانية،  21  سؽف نخمد كحلغ 

21لأحتسال وجؽد ) n , n( عسيل في السخحمتيؼ الأولي والثانية ) ًفي وضع الأستقخار معا )
n,n(P()التؽازن( بالخمد  21. 

1  2  

مركز 

الخذمة 

 الأول

مركز 

الخذمة 

 الثاوً

  

الصف الأول 

(1n1 ) 
    

الصف الثاوً 

(1n2 ) 
 المخرجات

 المرحلة الأولً المرحلة الثاوٍة
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وغيخ  aperiodicوفيسا يمي سؽف نثبت أولًا أن الشعام يسثل عسمية ماركؽف غيخ الجورية 
 ( بالباب الثالث(.6-3الفرل )التعخيفات بأيزاً )أنعخ  irreducibleقابمة للأختدال 

 ( خرائص الشعام01-2-0)
بسا أن عجد العسلاء الحيؼ يرمؽن إلى الشعام وفقاً لتؽزيع بؽاسؽن فإنو يسكؼ 

 t(Ot( *( يداوي tأحتسال وصؽل العسيل لمشعام خلال الفتخة )خاض أن افت
*  

t(Ot 1(وأحتسال عجم وصؽل أي عسيل لمشعام خلال نفذ الفتخة )  كحلغ )
t(Ot 1(أحتسال خجمة عسيل في السخحمة الأولي   و في وأحتسال عجم خجمت

t(Ot 1(السخحمة الأولي ) 1  كحلغ بالشدبة لأحتسال خجمة العسيل في السخحمة )
t(Ot 2(الثانية   ( وعجم خجمتو)t(Ot 1 2 .) 

وفيسا يمي نقجم مرفؽفة الانتقال )أي الانتقال مؼ حالة إلى حالة أخخي( خلال 
 .A( وسؽف نذيخ ليا بالخمد tالفتخة )

( العشاصخ عمى القطخ الخئيدي 0يتزح أن: ) بالذكل التالي A ومؼ السرفؽفة
( جسيعيا قيػ مؽجبة لأنيا tلمسرفؽفة التي تسثل أحتسال البقاء في نفذ الحالة بعج )

)t 1( , )t 1( , )t 1(عبارة عؼ حاصل ضخب القيػ  21  وىي قيػ 
 .a periodicمرفؽفة غيخ دورية  Aمؽجبة، بالتالي فإن السرفؽفة 

21( بالشدبة لجسيع حالات الشعام )2) n , n مسكؼ مؼ أي حالة الؽصؽل إلى أي حالة )
مرفؽفة غيخ  A(، وبالتالي فإن السرفؽفة tمؼ الفتخات ) finiteأخخي في عجد محجود 

 ((6-3)أنعخ الفرل ) irreducible matrixللأختدال  قابمة

                                                 
*
t(O(وكما سبق تعرٌف   

*   بأوها جمٍع الحذود التً تحتىي على
n

)t( ،2n   وسىف وتجاهلهاا لعاذت تأرٍرهاا

 تقرار.فً وضع الاس
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 (t(: مرفؽفة الأنتقال لمشعام خلال الفتخة )2-01شكل )

 
 

سثل أحتسالات جسيع حالات الشعام في وضع عشاصخه تمتجو صفي  Xفإذا أعتبخنا الستجو 
 : ,48 ,93]4[( نجج أن 3.26الأستقخار، مؼ العلاقة )

(10.1)                         0)IA( X       XA X  

 تذيخ إلى مرفؽفة الؽحجة. Iحيث 

: إذا أعتبخنا نعام الخجمة أعلاه فإنو في حالة الأستقخار الإحرائي (0-01نظرية )
 (.10.1لسعادلات الأستقخار في ) unique solutionيؽجج حل وحيج 

 .]067صفحة  ]4[أنعخ مخجع [الإثبات: 
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 ( نسؽذج روبخت جاكدؽن 01-2-2)
أول نسؽذج لمتؽزيع الأحتسالي  0554بالشدبة لشعام الخجمة أعلاه قجم جاكدؽن سشة 

 :,91 ,78] [4، عمى الشحؽ السؽضح في الشعخية التالية لعجد العسلاء في الشعام السدتقخ

أعتبخنا نعام الخجمة عمى مخحمتيؼ متتاليتيؼ وبكل مخحمة مخكد إذا  :(2-01نظرية )
21ة واحج بحيث أن زمؼ الخجمة في كل مخحمة يتبع التؽزيع الآسي بتؽقع خجم /1 , /1  

فإن  إلى الشعام وفقاً لتؽزيع بؽاسؽن بتؽقع  وعجد العسلاء الحيؼ يرمؽن عمى التختيب 
21التؽزيع الأحتسالي لعجد العسلاء ) n , nستقخار عمى الشحؽ التالي:( في حالة الأ 

(10.2) 

1,2j     ,          ,     )1( )1()0,0(

1,2j     ,    0n         ,                          0

1,2i  ,    ,  0n,n   ,   )0,0(  
)n,n(

j

j21

j

i

i21

n

2

n

1

21

P

P
P

21

























ρρρ

ρρρ

 

في الأبؽاب الدابقة نقؽم باشتقاق السعادلات بشفذ الأسمؽب الستبع  -0: الإثبات
)t,n,n(0التفاضمية في وضع الاستقخار بسعشى  21P \ :فشحرل عمى السعادلات التالية 

(10.3)                              0nn       ,     )1,0( )0,0( 212 PP  

0n , 0n  ,   )1n,0( )1n,1( )n,0( )( 21222122 PPP  
(10.4) 

 0n , 0n    ,     )0,1n( )1,n( )0,n( )( 2111211 PPP  
(10.5) 

(10.6)      0n , n    ,       )n1,(n λ                                          

1)n,(n μ1)n1,(n μ)n,(n )μμ(λ

2121

2122112121

P

PPP
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 ( نجج أن:10.3السعادلة )مؼ  -2

(10.7        )                      )0,0( )0,0( )1,0( PPP 2

2

ρ



 

 ( نجج أن:10.4),(10.5السعادلتيؼ )ومؼ 

في الطخف  في الطخف الأيسؼ يؽجج الحج السحتؽي عمى  2وجؽد الحج السحتؽي عمى 
في  2في الطخف الأيسؼ يؽجج الحج السحتؽي عمى  1الأيدخ، وجؽد الحج السحتؽي عمى 

في الطخف الأيسؼ يؽجج الحج السحتؽي عمى  لحج السحتؽي عمى وجؽد ا الطخف الأيدخ،
1  في الطخف الأيدخ. وبالتالي يسكؼ أفتخاض أن الحجود الستشاظخة أعلاه متداوية أو

 بعبارة أخخي:

(10.8    )                                )1n,0( )n,0( 222 PP  

(10.9      )                             )1n,0( )n,0( 2122 PP  

(10.10     )                               )0,1n( )0,n( 111 PP  

2,1n2....,( بقيػ 9.8في السعادلة )وبالتعؽيض الستتالي   :نجج أن 

(10.11        )                                  )0,0( )n,0( PP 2n

22 ρ 

 ( نجج أن:9.10( ، )9.9وبالتعؽيض الستتالي في )

(10.12             )0n,n     ,       )0,0(  )n,n( 21

n

2

n

121 PP 21  ρρ 

ستخجام أسمؽب الأستشتاج الخياضي يسكؼ أثبات أن الحل في أوتحت الفخض أعلاه، وب -3
21( لجسيع قيػ 10.6( يحقق السعادلة )10.12) n,n. 

( 10.3)-(10.6( يسثل حل لجسيع معادلات الأستقخار )10.12لتالي فإن الحل في )وبا
حيث أن مرفؽفة الأنتقال لحالات الشعام مرفؽفة غيخ دورية وغيخ قابمة وىؽ حل وحيج 

 .aperiodic and irreducible matrixللأختدال 
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 )n,n(1وبسا أن  -4
0n 0n

21

1 2

P  








 بالتالي فإن: 




 








1
])1( )1([

)0,0(
   )0,0(

210n 0n

n

2

n

1

P
P

1 2

21

ρρ
ρρ 

(10.13                                      ))1( )1()0,0( 21P ρρ  

 تؽزيع السخخجات
في السخحمة الأولي ىؽ  output distributionالتؽزيع الأحتسالي لمسخخجات 

أثبت بيخك لمسخحمة الثانية. وقج  input distributionالتؽزيع الأحتسالي لسجخلات 
Burk  ر السخخجات لشعام )أن تيا 0556سشة //FcFs(:)C/M/M ) لو نفذ

نعام وبسا أن  التؽزيع الأحتسالي لتيار السجخلات وبشفذ السعمسة في وضع الأستقخار.
الخجمة في السخحمة الأولي لمشعام مؽضع الجراسة ىؽ ) //FcFs(:)1/M/M )

. Page257 ,93]، 4[أيزاً  وفقاً لتؽزيع بؽاسؽن بتؽقع لتالي يكؽن تيار السخخجات با
 وبالسثل بالشدبة لتيار السخخجات في السخحمة الثانية.

 j: يسكؼ الحرؽل عمى التؽزيع اليامذي لعجد العسلاء في السخحمة (0-01نتيجة )
 عمى الشحؽ التالي:

(10.14 )     )1(  )1( )1( )n( 1

n

1

0n

21

n

2

n

11
1

2

21P ρρρρρρ  




 

 كحلغ

(10.15  )   )1(  )1( )1( )n( 2

n

2

0n

21

n

2

n

12
2

1

21P ρρρρρρ  




 

21نجج أن الستغيخيؼ  (9.14),(9.15)مؼ  n,n :مدتقميؼ، حيث 

(10.16    )                                 )n( )n()n,n( 2121 PPP  



 
 

 ومارج الصفىف المتتالٍة: عاشرالالباب                              ( ومىرج الخذمة فً مرحلتٍه01-2)

 )ومارج روبرت جاكسىن(                                                                                           

 

 
 

 

 

 

 

 

- 221 - 

 ( مؤشخات كفاءة الشعام01-2-3)
 (SLالشعام ) العجد الستؽقع لمعسلاء في -0

(10.17)                                                     
)ρ(1

ρ

)ρ(1

ρ

ρ ρ )n(n )ρ(1 )ρ(1

)n,(n )n(n L

2

2

1

1

0n 0n

n

2

n

12121

0n 0n

2121S

1 2

21

1 2
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2,1j( ، jفي السخحمة ) لمعسلاءالعجد الستؽقع  -2 : 

(10.18    )            1,2j       ,       
)1(

)n( n L
j

j

0n

jjSj

j
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 ρ

ρ 

 (:j( )في الرف jالعجد الستؽقع لمعسلاء في الأنتعار في السخحمة ) -3

(10.19)                               1,2j       ,                     
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 ( )في الرف والخجمة(jالدمؼ الستؽقع لمعسيل في السخحمة ) -4

(10.20 )         1,2j   ,     
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)1/(L
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jjjSj
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 :jالدمؼ الستؽقع لمعسيل في الرف  -5

(10.21  )                          1,2j   ,     
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 ومارج الصفىف المتتالٍة: عاشرالالباب                              ( ومىرج الخذمة فً مرحلتٍه01-2)

 )ومارج روبرت جاكسىن(                                                                                           
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سثل متغيخات غيخ ومسا ىؽ ججيخ بالحكخ أن أزمشة الأنتعار في الرفؽف الستتالية ت
 :[93]فإن  qWالأنتعار في الرفؽف بالخمد مدتقمة، فإذا رمدنا إلى مجسؽعة أزمشة 

(10.22          )                               



2

1j

qjq WW 

2kمؼ السخاحل الستتالية،  kفي التالي سؽف نقجم نسؽذج الخجمة وفي الفرل   
 مخحمتيؼ.في شسؽذج لم عبارة عؼ الحالة العامةبكل مخحمة مخكد خجمة واحج وىؽ و 

 

 

 



 
 

 وماذج الصفوف المتتالية: لعاشراالباب                         مه المراحل المتتالية  k( وموذج 01-3)

 )وماذج روبرت جاكسون(                                                                                           
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 من السراحل الستتالية K( نسهذج 01-3)
K-Phases Queueing Model 

2kمن السراحل الستتالية،  kإذا أعتبرنا أن خدمة العسيل تتم عمى    وفي كل
وأزمشة  مرحمة مركز خدمة واحد، حيث أن تيار السدخلات يتبع التهزيع الآسي بتهقع 

j/1وفقاً لمتهزيع الآسي بتهقع الخدمة   ،k,......,2,1j  والذكل التالي يهضح مراحل .
 الشظام.

 وبكل مرحمة مركز خدمة واحد من السراحل الستتالية k(: نظام 2-01شكل )

 
من حيث عدد مراحل  ويعتبر هذا الشظام حالة أعم من الشظام في الفرل الدابق

والشظام في هذا الفرل يسثل نظام ماركهف أيزاً  ة بدلًا من مرحمتين.الخدمة الستتالي
أيزاً )أنظر  irreducibleوغير قابمة للأختزال  aperiodicوبسرفهفة إنتقال غير دورية 

 الفرل الدابق(.

)n,.....,n,n(فرضشا أن فإذا  k21  تسثل حالات الشظامk,....,2,1j , 0n j  .
)n,.....,n,n(وأن  k21P  تذير إلى أحتسال وجهد عددk21 n,.....,n,n  في السراحل

 .في وضع الأستقرار kالأولي، الثانية، ........، السرحمة 

1  2  

مركز 

الخدمة 

 الأول

مركز 

الخدمة 

 الثاوي

  

الصف الأول 

(1n1 ) 
  

الصف الثاوي 

(1n2 ) 

 المرحلة الأولي المرحلة الثاوية

k  

 kالصف 

(1nk ) 

 kالمرحلة 

...... 
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 : إذا أعتبرنا نظام الخدمة أعلاه فإن:(3-01نظرية )

(9.23)    0n  , 1  ,   )1(

)1)......(1)(1(.......)n,...,n,..,n,n(

j

j

j

k

1j
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1kj21
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k21P
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 (.2-9في إثبات نظرية ) لسدتخدمالأسمهب ابشفس : الإثبات

)n(: يسكن الحرهل عمى التهزيع الهامذي(2-01نتيجة ) jP  لعدد العسلاء في
 عمى الشحه: jالسرحمة 

(10.24)           0  ,k  1,2,...,j ,   )1(

)n,.....,n,(n........)(n
i i i

k21
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j PP
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 عمى الشحه: SLكذلك يسكن إثبات أن العدد الستهقع لمعسلاء في الشظام 

(10.25)             
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 ( عمى الشحه:jحيث أن العدد الستهقع لمعسلاء في السرحمة )

(10.26  )         k....,1,2,......j        ,       
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)n( nL
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 ( )في طابهر الأنتظار والخدمة(:jوبالتالي فإن الزمن الستهقع لمعسيل في السرحمة )

(10.27  )                k....,1,2,......j        ,       
)1( 

L
W

j

jSj

Sj 






ρ

ρ 



 
 

 وماذج الصفوف المتتالية: لعاشراالباب                         مه المراحل المتتالية  k( وموذج 01-3)
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 ( )في الرف(:jكذلك زمن الأنتظار الستهقع لمعسيل في السرحمة )

(10.28        )k....,1,2,......j        ,       
)1( 

L
W

j

2

jqj

qj 






ρ

ρ 

نقدم الحالة العامة التي قدمها روبرت جاكدهن سشة  سهف وفي الفرل التالي
k ،2k عدد من السراحل الستتالية حيث قدم نظام الخدمة عمى 0991  ل من السراح

jr ،1rjالستتالية وبكل مرحمة عدد   ،k,....,2,1j  .من مراكز الخدمة الستهازية 

حالات خاصة من هذه الحالة ( 3-01(، )2-01وبالتالي تعتبر الشساذج في )
 العامة.

 

 

 

 



 
 

 وماذج الصفوف المتتالية :عاشرالالباب مه المراحل المتتالية ذات المراكس المتوازية  kوموذج(01-4)

 )وماذج روبرت جاكسون(                                                                                           
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 من السخاحل الستتالية ذات السخاكد الستهازية K( نسهذج 01-4)
K-Phases & Parallel Stations Queueing Model 

من  kعجد إذا أعتبخنا الشظام في الفرل الدابق حيث تتم خجمة العسيل من خلال 
السخاحل الستتالية وفي كل مخحمة مخكد خجمة واحج، وفي ىحا الفرل سهف نعتبخ وجهد عجد 

jr  من مخاكد الخجمة الستكافئة والستهازية في السخحمةj  لجسيع قيمjr  وزمن الخجمة في
j/1كل مشيا يسثل متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسي بتهقع    بالشدبة لكل مخكد من

د العسلاء الحين يرمهن إلى الشظام يسثل متغيخ عذهائي يتبع تهزيع ، كحلك عجjrالسخاكد 
. والذكل التالي يهضح مخاحل الشظام، ومسا ىه ججيخ بالحكخ أن طابهر بهاسهن بتهقع 

 الرف في أي مخحمة غيخ محجود

 ية بكل مخحمة(: نظام الخجمة ذات السخاحل الستتالية ومخاكد الخجمة الستهاز 3-01شكل )
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 وماذج الصفوف المتتالية :عاشرالالباب مه المراحل المتتالية ذات المراكس المتوازية  kوموذج(01-4)

 )وماذج روبرت جاكسون(                                                                                           
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روبخت جاكدهن نسهذج لمتهزيع الأحتسالي لعجد العسلاء في قجم  0556في سشة 
)n,....,n,...,n,n,n( السخاحل السختمفة لمشظام وسهف نذيخ لو بالخمد kj321P  في حالة

/1rالأستقخار عشجما  jjj ρ. 

)n,....,n,...,n,n(الشظام  ومسا ىه ججيخ بالحكخ أن حالات kj21 ،,...2,1,0n j  ،
k,...,2,1j   عبارة عن حالات غيخ دوريةaperiodic  وغيخ قابمة للأختدال

irreducible  في حالة وجهد حل لسعادلات الأستقخار فإنو يعتبخ حل وحيج أيزاً، وبالتالي
 كسا سبق تقجيم ذلك في الأبهاب الدابقة.

 :[48 ,49] : بالشدبة لمشظام أعلاه نجج أن(4-01نظرية )

(10.29)
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(10.32  )                          k1,2,....,j       ,               1
 r jj
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(10.33   )                             
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بالتالي  ،سلاء الحين يرمهن لمشظام وفقاً لتهزيع بهاسهن بسا أن عجد الع -0: الإثبات
 ( يداوي:tفإنو يسكن أفتخاض أن أحتسال وصهل عسيل خلال الفتخة )

(10.34                                      ))t(Ot 
*  
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jjفي الخجمة، وعجد ) jr)مشيم  jالسخحمة عسيل في  jnكحلك إذا وجج عجد  -2 rn  )
j ،jjفي الأنتظار في الرف رقم  rn  فإن أحتسال خجمة عسيل في ىحه السخحمة )

 tخلال الفتخة

(10.35      )            jj

*

jj rn       ,        )t(O)t(  n  

(10.36      )             jj

*

jj rn       ,        )t(O)t(  r  

)t,n,.......,n,n(وبتكهين السعادلات التفاضمية  -3 k21P في وضع الأستقخار  \
)t,n,.......,n,n(0)التهازن( عشجما  k21P \ :نحرل عمى السعادلات التالية 
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 حيث:

(10.38 )                    
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(10.39   )                
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rn     ,                     n
)n(a 

 نلاحظ ما يمي: jnوبالتعهيض الستتالي بكيم 

 الحج السحتهي عمى  وجهد ،في الظخف الأيسن kوجهد الحج السحتهي عمى  - أ
 في الظخف الأيدخ،



 
 

 وماذج الصفوف المتتالية :عاشرالالباب مه المراحل المتتالية ذات المراكس المتوازية  kوموذج(01-4)

 )وماذج روبرت جاكسون(                                                                                           
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 jفي الظخف الأيسن وجج الحج السحتهي عمى  1jالحج السحتهي عمى وجهد  - ب
 في الظخف الأيدخ،

في  1الحج السحتهي عمى  وجهد ،في الظخف الأيسن وجهد الحج السحتهي عمى  - ج
 كن أفتخاض أن:وبالتالي يسالظخف الأيدخ، 

  )1n,n,....,n,n(  )1n( )1n()n,.....,n,n( k1k21kkkk21 PaP   
(10.40) 

)n,......,n,n,1n,1n,....,n,n( )1n( )1n(     

)n,......,n,...,n,n(  )n( ]n[ 

k2j1jj1j211j1j

kj21jjj

Pa

Pa

 


 

(10.41) 

(10.42     ))n,....,n,n1,-n( )n,.....,n,n(  )n( )n( k321k21111 PPa  

0n، بحيث jnىحا الفخض والتعهيض الستتالي بالكيم السختمفة لـ وتحت  j  ،
k,...,2,1i  ( وىحا 9.29وأستخجام أسمهب الأستشتاج الخياضي نحرل عمى الحل في )

حيث أن الشظام يسثل عسمية ماركهف ذات  unique solutionالحل يعتبخ حل وحيج 
 الحالات غيخ الجورية وغيخ السختدلو.

1rj ا أنـــــ: إذا فخضشحالة خاصة  م ــــــع قيـــــــلجسيk.,,.........2,1j  
 ( نجج أن:10.31)-(10.33ي )ــــض فـــــبالتعهي

jj n

j

1n

jjj )( ]n[b ρρρ 
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jj )(1A
 ρ 

 ( نجج أن:10.29وبالتعهيض في )

)( j
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jk321 1)n,.....,n,n,n( jP ρρ 
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 )وماذج روبرت جاكسون(                                                                                           

 

 
 

 

 

 

 

 

- 599 - 

 (.10.23وىي نفذ الشتيجة الدابق الحرهل عمييا في )

)n(بالخمد  jعسيل في السخحمة  jn: إذا رمدنا لأحتسال وجهد (3-01نتيجة ) jP 
 فإن:

]n[ A ]n[ A ............. .......... )n( j

1

j

0n 0n 0n 0n 0n

k

1j

j

1

jj bbP }{
1 2 i 1i k




















 

       


(10.43) 

 وبالتالي فإن

(10.44         )                     



k

1j

jk321 )n()n,.....,n,n,n( PP 

( يتزح أن عجد العسلاء في أي مخحمة من السخاحل الستتالية تسثل 10.44ومن )
وفيسا يمي سهف نقجم أىم مؤشخات كفاءة . [48 ,93]ذهائية مدتقمة إحرائياً متغيخات ع

 الشظام عمى الشحه التالي:

   j: إذا رمدنا لمعجد الستهقع لمعسلاء في السخحمة   jالعجد الستهقع لمعسلاء في السخحمة  -0
 فإن: j1Eبالخمد 
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وبالتا

 عمى الشحه: 1Eد العسلاء في الشظام لي فإن عج

(10.46      )                               
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j11 EE 
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: إذا رمدنا لمدمن الستهقع لهجهد العسيل في   jالدمن الستهقع لهجهد العسيل في السخحمة  -2
 فإن j1T)في الخجمة والأنتظار( بالخمد    jالسخحمة 

(10.47   )                    k,1,2,......j         ,          
E

T
j1

j1 


 

 وبالتالي الدمن الستهقع لهجهد العسيل في الشظام )الخجمة والأنتظار(:

(10.48    )                                                     


 1
1

E
T    

: إذا رمدنا لمعجد   jء في الأنتظار )في الرف( في السخحمة العجد الستهقع لمعسلا -3
 فإن: j2Eبالخمد    jالستهقع لمعسلاء في الرف 

(10.49  )     k.,1,2,......j         ,      )n( )rn(E

jj rn

jjjj2 P  




 

                 





jj rn
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jjjj ]b[ A ]n[ )rn( 

(10.50                    )              ][P 2

jjj )1( / )r( ρρ  

 عمى الشحه: jوبالتالي فإن الدمن الستهقع لأنتظار العسيل في الرف 

(10.51    )                   k,1,2,......j         ,          
E

T
j2

j2 


 

: إذا رمدنا لعجد السخاكد غيخ jالعجد الستهقع لسخاكد الخجمة غيخ السذغهلة في السخحمة  -4
 فإن: j3Eبالخمد  jالسذغهلة الستهقع في السخحمة 

(10.52 ) ][  n r)nr(A)n( )nr(E
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غيخ مذغهل  jوبالتالي فإن متهسط السجة الستهقعة التي يكهن فييا السخكد في السخحمة 
 حيث: j3Tوسهف نخمد ليا بالخمد 

وحجة زمشية 
j

j3

j3
r

E
T  

ة التظبيكية لمشسهذج السقجم في ىحا وفي الفرل التالي سهف نقجم عجد من الأمثم
الفرل والحالات الخاصة مشو في الفرمين الدابقين مع تهضيح كيفية الحرهل عمى 

 .في كل مثال لمشظام كفاءة الشظاممؤشخات 

 

 

 

 

 



 

 
 

 : نماذج الصفوف المتتالية )نماذج روبرت جاكسون(عاشرالباب ال  ( أمثلة تطبيقية            01-4)
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 Applied Examples           ( أمثلة تظبيقية                01-5)

كتب شيرياً.  4: مظبعة لظباعة الكتب يرل ليا الكتب بمعدل متهسط (1تطبيق )
وتتم عملية الظباعة والتجليد على مرحلتين متتاليتين، حيث تتم عملية الظباعة للكتب 

 كتب شيرياً. 6د بمعدل متهسط كتب شيرياً، وتتم عملية التجلي 5بمعدل متهسط 

 نظام العمل بالمظبعة مهضح عليو المعدلات المتهسظة.أرسم  -0: المطلوب

 كهن نمهذج صفهف مناسب. -2

 أوجد أحتمال عدم وجهد كتب في الظباعة أو مرحلة التجليد أو في كلاىما -3

 أوجد العدد المتهقع للكتب في الظبعة في أحد الذيهر. -4

 التالي يهضح نظام الظباعة والتجليد في المظبعةالذكل  -0: الحل

 ( يهضح مرحلتي الظباعة والتجليد4-01شكل )

 

 ( بحيث:10.2يمكن أن يمثل النظام بالنمهذج ) -2
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 حيث

0666.0)667.01)(8.01()1)(1()0,0( 21P  ρρ 

 كتب في مرحلة الظباعة أو مرحلة التجليد أو في كلاىماال عدم وجهد أحتم -3
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مراحل متتالية: المرحلة 3مركز طبي للعظام يتم فيو خدمة المريض على : (2تطبيق )
عيادة للكذف وتحديد الشعة 2ولي يتم فيو الكذف على المراب حيث يهجد عدد ال 

المظلهبة، والمرحلة الثانية يتم فييا عمل الشعة للمراب حيث يهجد جيازين متكافئين 
الشعة والتقرير المرفق من المركز، حيث يقهم باستخدام للأشعة، والمرحلة الثالثة استلام 

فإذا كان نظام العمل بالمركز من يرل أولًا يخدم  الشعة وكتابة التقرير فني متخرص.
مراب في الداعة، والزمن المتهقع للكذف  10لهصهل المرابين والمعدل المتهسط  أولًا،
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ساعة، والزمن المتهقع  1/6يداوي  ساعة، والزمن المتهقع لعمل الشعة 1/6على المراب 
 ساعة. 1/11لتدليم المراب الشعة 

 وضح بيانياً نظام العمل بالمركز. -0: المطلوب

)n,n,n(أوجد التهزيع الحتمالي لعدد المرابين بالمركز  -2 321rP. 

)0n , 1n , 3n(أوجد  -3 321rP  

 :الحل

 مركز الظبي( يهضح مراحل خدمة المريض بال5-01شكل )

 

 ( حيث:4-01) الفرل ىذه الحالة يمكن استخدام النمهذج فيفي 
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تسليم التقرير 
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 Exercises        ( تسخيشات                                   01-6)
(، فإذا أشخنا إلى زمن الأنتظار في 2-01أعتبخ نظام الخجمة في الفرل )( 01-0)

 . 2Vوفي الرف الثاني بالخمد  1Vالرف الأول بالخمد 

21الستغيخات  -0أثبت أن:  V,V .متغيخين غيخ مدتقمين 
)V( )V()VV( -2أثبت أن:  2121 EEE  

أشتق السعادلات التفاضمية  -0(. والسطمهب: 3-01أعتبخ الشظام في الفرل ) (01-2)
 الأستقخار )التهازن(. حالة لمتهزيع الأحتسالات لحالات الشظام في

 غيخ قابمة للأختدال أيزاً.أثبت أن حالات الشظام حالات غيخ دورية و  -2
 أوجج العجد الستهقع لمعسلاء في الشظام )الخجمة والأنتظار معاً(. -3
 أوجج العجد الستهقع لمعسلاء في الأنتظار في جسيع السخاحل. -4

مدتقل  j(. أثبت أن عجد العسلاء في كل مخحمة 3-01أعتبخ الشظام في العسل )( 01-3)
k,....,2,1jخى عن عجد العسلاء في أي مخحمة أخ . 

في أحج أنظسة الخجمة لمسخور لتخخيص الديارات السلاكي لاستخخاج رخرة ( 01-4)
 ججيجة أو تججيج رخرة، يتم الاستخخاج أو التججيج وفقاً لمسخاحل الستتالية التالية:

 السخحمة الأولي: يهجج شباكين يقهم صاحب الديارة )أو من يشهب عشه( بذخاء استسارات
التخخيص من أحج الذباكين وإستيفاء الاستسارات فإذا كان زمن شخاء الاستسارات الستهقع 
في الذباك الهاحج دقيقة واحجة، حيث يسثل زمن الذخاء من الذباك متغيخ يتبع التهزيع 

 )ساعة(. 60/1الآسي بتهقع 
الاستسارات بعج إستيفاءها وتحجيج  شبابيك من خلالها يتم أستلام 3السخحمة الثانية: يهجج 

قيسة الخسهم والسخالفات لمسالك وتحريمها. فإذا كان زمن التدميم وتحريل السخالفات في 
 ( ساعة.40/1الذباك الهاحج يسثل متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسي بتهقع )
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السخحمة الثالثة: يهجج ماكيشتين لأستخخاج كخوت الخخص حيث يسثل زمن أستخخاج الكخت 
 ( ساعة.60/1من الساكيشة متغيخ عذهائي يتبع التهزيع الآسي بتهقع )

شبابيك حيث أن  3السخحمة الخابعة: يتم تدميم كخوت الخخص لمسلاك )لمديارات( من خلال 
( ساعة. 50/1ك لمخخرة يسثل متغيخ يتبع التهزيع الآسي بتهقع )زمن أستلام السال

وبسجخد أستلام السالك الخخرة يتم خخوج السالك من نظام السخور. حيث يرل العسلاء إلى 
 ( عسيل في الداعة.100السخور وفقاً لتهزيع بهاسهن بتهقع )

 ي يهضح السخاحل الستتالية.وضح نظام الخجمة من خلال شكل بيان -0السطمهب: 

 أوجج التهزيع الأحتسالي السدتقخ روبخت جاكدهن لشظام خجمة السخور. -2

 ساعات عسل(. 10أوجج العجد الستهقع لمعسلاء في يهم عسل ) -3

 أوجج العجد الستهقع لسخاكد الخجمة غيخ السذغهلة. -4

جسيع والأختبار عمى ، يتم التةفي أحج مرانع تجسيع الغدالات الأوتهماتيكي (01-5)
مخحمتين متتاليتين، في السخحمة الأولي يتم التجسيع، حيث زمن تجسيع الغدالة يسثل متغيخ 

 يهم عسل. 10/1عذهائي يتبع التهزيع الآسي بتهقع 
والسخحمة الثانية يتم أختبار الغدالة، حيث يسثل زمن الأختبار لمغدالة متغيخ عذهائي أيزاً 

 يهم عسل. 20/1ع التهزيع الآسي بتهقع يتب
غدالات  8فإذا كانت مكهنات الغدالة ترل إلى السرشع وفقاً لتهزيع بهاسهن بتهقع 

 )مكهنات الغدالات( في اليهم.
 أوجج التهزيع الأحتسالي السدتقخ لشظام الخجمة في هحا السرشع. -0والسطمهب: 

 الات السشتهي تجسيعها وأختبارها في اليهم.أوجج العجد الستهقع لمغد -2
أوجج أحتسال تعطل السخكد )بسعشي خمه السرشع من الغدالات التي يتم تجسيعها  -3

 وأختبارها.
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 Introduction                                        ( مقجمة11-1)
تشاولشا بذيء من التفريل بعض أنظسة الخجمة الستتالية لخوبخت في الباب الدابق 

 :[48] جاكدهن تحت أفتخاض عجم وجهد أى قيج عمى
 ،عجد العسلاء في الشظام 

 .)عجد العسلاء في الأنتظار )في صف الأنتظار 

كثيخ من أنظسة الخجمة الستتالية يهجج بيا كثيخ من القيهد يجب أن تأخح في في ولكن 
 الأعتبار عشج بشاء التهزيع الأحتسالي لعجد العسلاء في الشظام.

 :التالية وفي ىحا الباب سهف نقجم بعض الشساذج لجاكدهن أيزاً في الحالات
إلى العجد السحجد يتم لعسلاء افإذا وصل عجد  د قيج عمى عجد العسلاء في الشظام.: وجه أولاً

كان يسكن خجمة  عج ذلك، وىحا يتختب عميو ضياع فخصب أي عسيل يرلرفض خجمة 
بأنظسة الخفض ومن أمثمة ىحه الأنظسة نظام الخجمة وتدسي ىحه  .أن يؤدييا الشظام

  في الفشادق، السطاعم، السدتذفيات، السدارح، ..... الخ.
 ن مسكن أن يحققيا الشظام.مسا يتختب عميو ضياع إيخادات كا

وجهد قيج عمى عجد العسلاء في الرفهف الستتالية أعتبار من الرف في  :ثانيااً
السخحمة الثانية، ونتيجة وجهد ىحا القيج يعشى إذا أنتيت خجمة العسيل في أي مخحمة 

(j( ولم يجج مكان في صف الأنتظار في السخحمة التالية )j+1 حيث يكهن مخكد )
في  في ىحه السخحمة مذغهل فإنو بشتظخ داخل مخكد الخجمة )أو مخاكد الخجمة( الخجمة
( j)في السخحمة التي أنيت خجمتو ويدبب أندجاد أو تهقف مخكد الخجمة ( j) السخحمة

عن العسل، ويدسي الشظام في ىحه الحالة بشظام التهقف، وقج يحجث التهقف في أكثخ 
 من مخحمة.

مخاكد الخجمة عن العسل. ومن أمثمة ىحه  بعض لتهقف خدائخ ويتختيب عمى التهقف
عمى الأرصفة في السهاني وعجم الدحب في التهقيت السشاسب، الأنظسة تفخيغ البزائع 
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كحلك في السدتذفيات حيث اج عمي مخاحل متتالية، كحلك في السرانع حيث يتم الأنت
شاعات، وجهد مكان تتم خجمة السخيض عمى مخاحل متتالية مثل الكذف، التحاليل، الإ

 السخاكد )أو العسميات(، ....... الخ. في الخعاية

حيث أن الخفض أو التهقف من الأنظسة الأكثخ تعقيجاً في تحميميا، وتعتبخ أنظسة 
 نظام التذغيل في كل مخحمة مختبط بالسخاحل الأخخي.

د وفي ىحا الباب سهف نقجم الشساذج الستتالية عمى مخحمتين، وفي كل مخحمة مخك
 خجمة واحج.
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 Queueing Model with Rejection         ( نمهذج الرفض11-2)
( حيث تتم الخدمة 2-9نظام الخدمة على مرحلتين المقدم في الفرل )إذا أعتبرنا 

على مرحلتين متتاليتين وفي كل مرحلة مركز خدمة واحد ووصهل العملاء وفقاً لتهزيع 
21للتهزيع الآسي بتهقع  والخدمة وفقاً  بهاسهن بتهقع  /1 , /1   ،ولكن على الترتيب

أو  Nنفترض أن أقرى عدد للعملاء في النظام )في الخدمة والأنتظار( يداوي سهف 
Nnnبعبارة أخري  21  .والذكل التالي يهضح النظام 

 العملاء من Nمقيد بـ  مرحلتين متتاليتين على(: نظام خدمة 1-11شكل )

 
فإنو يتم رفض خدمة أي عميل أخر يرل  Nوإذا وصل عدد العملاء في النظام 

 إلى النظام.

 التهزيع الأحتمالي المدتقر للنظام أعلاه على النحه:: (1-11نظرية )
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 المرحلة الأولي المرحلة الثانية
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( عندما لا 2-9( بالفرل )9.2قة )العلا فيوىي نفس النتيجة التي سبق الحرهل علييا 
 يهجد قيد على عدد العملاء.

: يمكن الحرهل على التهزيع الأحتمالي لعدد العملاء في كل مرحلة (2-11نتيجة )
 النحه التالي:حدة على على 
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 ( نجد أن:11.3),(11.4)ومن 

(11.5       )                      )n( )n()n,n( 2121 PPP  

عن عدد  إحرائياً  نجد أن عدد العملاء في المرحلة الثانية غير مدتقل( 11.5) العلاقة من
 .]4[ العملاء في المرحلة الأولي
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 وفيما يلي سهف نقدم أىم مؤشرات قياس كفاءة النظام.

 إلى أحتمال رفض خدمة عميل فإن:تذير  Yإذا فرضنا أن   -1
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j2E ،2,1j( بالرمز jدد المتهقع للعملاء في الرف )للعإذا رمزنا  -3   على النحه
 التالي:
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 Queueing Model with Blocking          ( نسهذج التهقف11-3)
في بعض الأنظسة التي تتم الخدمة فييا عمى مراحل متتالية تشتيي خدمة العسيل 

( فيظل j+1السرحمة ) للأنتظار في الرف في( ولا يهجد مكان jفي مرحمة معيشة ولتكن )
( وىه مشتيي خدمتو مسا يؤدي لتهقف jبالسرحمة ) السشتيية الخدمة فيو داخل مركز الخدمة

. blockingالخدمة، وىذا ما يدسي بحالة التهقف أداء ( عن jمركز الخدمة في السرحمة )
( فقط ولكن يؤثر عمى نظام الخدمة ككل، jوىذا التهقف لا يؤثر عمى الأداء في السرحمة )

 ومن أمثمة ىذه الأنظسة ما يمي:
أن الدفن السحسمة بشهعية معيشة من البزائع  إذا فرضشافي أحد السهاني البحرية،  (1)

يتم تفريغيا عمى رصيف معين وبعد التفريغ يتم نقل البزائع )مثل الأخذاب( 
السفرغة خارج السيشاء، فإذا لم يتم نقل البزائع من عمى الرصيف فهر تفريغيا 
فإنيا تظل عمى الرصيف وتسشع دخهل أي سفيشة أخرى عمى الرصيف لمتفريغ، 

 التالي يسثل السراحل الستتالية لتفريغ ونقل البزائع خارج السيشاء.والذكل 

 (: مراحل تفريغ ونقل البزائع خارج السيشاء2-11شكل )

 
مراحل متتالية، واعتبار  4في أحد السراكز الإنتاجية يقهم بإنتاج مشتج معين عمى  (2)

( عدد jلأنتظار الهحدات في السرحمة ) من السرحمة الثانية عدد الأماكن السخرص

 التفريغ ●

دخول 

 الميناء
 الرصيف

 السفن

سيارات 

 النقل

 المرحلة الثالثة المرحلة الأولي المرحلة الثانية

النقل خارج 

 الميناء
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432jبحيث  jiمحدد يداوي  i,i,ii   تهقف في السرحمة وبالتالي مسكن حدوث
 الأولي أو الثانية او الثالثة كسا ىه مهضح في الذكل التالي.

 بعض السراحل(: نظام خدمة عمى مراحل متتالية وفراغ الأنتظار محدد في 3-11شكل )

 
الخدمة عمى مرحمتين متتاليتين وبكل مرحمة سهف نعتبر نظام  وفي ىذا الفرل

والخدمة وفقاً  مركز خدمة حيث يرل العسلاء إلى الشظام وفقاً لتهزيع بهاسهن بتهقع 
21لمتهزيع الآسي بتهقع  /1 , /1  في مى التهالي، كذلك أقري عدد من العسلاء ع
i,...,2,1,0n2(، iالسرحمة الثانية يداوي )   عدد من أماكن الأنتظار وبالتالي فإن أقري

(، فإذا أنتيي خدمة عسيل في السرحمة الأولي وكان عدد العسلاء في السرحمة i-1يداوي )
سشتيي خدمتو في السركز بالسرحمة الأولي ( في ىذه الحالة يظل العسيل الiيداوي ) الثانية

 حتى تشتيي خدمة عسيل بالسرحمة الثانية. blockingويحدث تهقف لسركز الخدمة 

21فإذا أشرنا لأحتسال وجهد ) n,n)  بالسرحمتين الأولي والثانية بالرمز
)n,n( 21P  كذلك الرمز)i,n(

*

1P إلى وجهد  يذيرn  عسيل في السرحمة الأولي مشيم
1n1 عسيل مشتيي   1)خدمتو في السركز بالسرحمة الأولي وعددn1  في الأنتظار )

 عسيل في السرحمة الثانية، والذكل التالي يهضح الشظام.( i) عدد ووجهد

 

 

 

● 

 المرحلة الثالثة المرحلة الأولي المرحلة الثانية

● ● ● 

 المرحلة الرابعة

(2i) (3i) (4i) 



 

 
 

 : نماذج الصفوف المتتالية مع حدوث رفض أو توقفحادي عشرالباب ال    ( نموذج التوقف11-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 313 - 

 حدوث تهقف بالسرحمة الأولي(: نظام الخدمة عمى مرحمتين و 4-11شكل )

 
إذا فرضشا نظام خدمة عمى مرحمتين متتاليتين وبكل مرحمة مركز : (2-11نظرية )

21خدمة واحد وزمن الخدمة في كل مركز متغير يتبع التهزيع الآسي بتهقع  /1 , /1  
التهزيع فإن  وفقاً لتهزيع بهاسهن بتهقع عمى التهالي، كذلك يرل العسلاء إلى الشظام 

 : [93,4] الأحتسالي لعدد العسلاء في الشظام في وضع الأستقرار عمى الشحه التالي

(11.7       )
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(11.8                 )
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 .بيذا الباب : بشفس الأسمهب السدتخدم في الباب الدابق والفرهل الدابقةالإثبات

 في ىذا الباب نجد أن السعادلات التفاضمية عمى الشحه التالي:

  




)t,1n,n()t,1n,1n(

)t,n,1n()t,n,n()()t,n,n(

212211

21212121

PP

PPP \ 

 وفي وضع الاستقرار الإحرائي نجد أن:

1  2  
  

( i-1المرحلة الثانية ووجود عدد )

 فقط من أماكن الأنتظار

 المرحلة الأولي
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)(11.9      in ,  0nn  ,       1)n,(nμ                         

1)n1,(nμ)n1,(nλ)n,(n)μμ(λ

221212

211212121

P

PPP



 

 بالسثل:
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 ما يمي: ( يسكن أفتراض11.8من السعادلة )
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 ( يسكن أفتراض أن:11.9كذلك من السعادلة )
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حالات غير دورية بق فإن الشظام يسثل نظام ماركهف بفي الباب الداوكسا ذكرنا 
aperoidic ل وغير قابمة للأختزاirreducibleستخدام أسمهب الأستشتاج الرياضي ، وبأ

 :يسكن أثبات أن
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 وبسا أن:
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: عشدما (4-11نتيجة ) in2 :فإن 

(11.14                 )               )1)(1()0,0(lim 21
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 (.2-11نفس الشتيجة الدابق الحرهل عمييا في الفرل )وىي 

( يسكن الحرهل عمى التهزيع اليامذي لعدد 711.: من العلاقة )(3-11نتيجة )
 العسلاء في كل مرحمة عمى الشحه التالي:
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 كذلك:
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 :حيث

                                 







)0,0( 
)1(

)1( 
C P

1

i1i

2

ρ

ρρ 

(11.17            )                              )n( )n()n,n( 2121 PPP  

 حيث: Bي ومسا سبق يتزح أن أحتسال حدوث تهقف في السرحمة الأولي يداو 
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 فيسا يمي نقدم بعض مؤشرات الشظام، عمى الشحه التالي:و 

والعدد  11Eفي السرحمة الأولي بدون حدوث تهقف بالرمز إلى العدد الستهقع إذا أشرنا  -1
بسركز الخدمة  عدد الستهقع لحدوث تهقفوال 12Eالستهقع في السرحمة الثانية بالرمز 

* في السرحمة الأولي بالرمز
11

E :عمى الشحه التالي 
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 كذلك:
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(11.21)                                                        
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السرحمة الأولي والثانية بالرمز  أشرنا إلى العدد الستهقع لمعسلاء في الأنتظار فيإذا  -2
21E, 22E فإن:عمى الترتيب ، 
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 Applied Examples                 ( أمثمة تظبيكية        11-4)

: في أحج السخاكد الظبية لمعلاج بالإشعاع حيث يهجج بو جياز (1-11تطبيق )
السظمهب علاجيم بالإشعاع يرمهن لمسخكد وفقاً لتهزيع  سخضىلمعلاج بالإشعاع، فإذا كان ال

في الداعة حيث يتم تدجيل السخيض وحالتو أولًا ثم يشتظخ مخيض  9بهاسهن بتهقع 
حتى يفخغ الجياز من مخيض سابق )أو يجخل مباشخةً عمى الجياز بعج التدجيل في حالة 

121فإذا كان معجل تدجيل السخضى في الداعة عمى الجياز(  مخضىعجم وجهد   
102ومعجل خجمة السخيض في الداعة   يسكن  سخضىكان أقرى عجد من ال، فإذا

 في الداعة. مخضى 10خجمتيم في السخكد في الداعة 

 فإذا كان زمن خجمة السخيض في التدجيل أو عمى الجياز يسثل متغيخ يتبع التهزيع الآسي.

 حجد نظام الخجمة بالإشعاع في السخكد ووضح ذلك بيانياً. -1: السظمهب
)في مخحمة التدجيل ومخحمة  في السخكدلأحتسالي لعجد السخضى أوجج التهزيع ا -2

 .العلاج معاً(
 ساعات مترمة. 10أوجج العجد الستهقع لمسخضى في اليهم إذا كان يهم العسل  -3
أوجج أحتسال رفض خجمة مخيض في ساعة معيشة، كحلك أوجج عجد السخضى  -4

 ل.الستهقع السسكن رفزيم خلال الداعة كحلك خلال يهم عس

يسثل الشظام نظام خجمة عمى مخحمتين السخحمة الأولي يتم التدجيل لمسخيض  -1: الحل
والسخحمة الثانية أعلاه جخعة الإشعاع، كحلك يسثل الشظام نظام رفض التدجيل لأي عسيل 

10Nفي أي ساعة عسيل إذا وصل عجد العسلاء إلى   .والذكل التالي يهضح الشظام 

 ( حيث:2-11سكن تسثيل الشظام بشسهذج الخفض في الفرل )وي -2
 10      ,     12      ,     9      ,     10N 21 
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 حجوث رفض لاستكبال بعض السخضى مخحمتين مع (: نظام خجمة عمى5-11شكل )
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21التهزيع الأحتسالي لعجد العسلاء في السخحمة الأولي والسخحمة الثانية )بح وير n,n)  عمى
 الشحه التالي:
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nn(E(العجد الستهقع لمسخضى في الداعة يداوي  -3 21  :بحيث 

الأولي  المرحلة

 )التسجيل(
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 الثانية المرحلة

(اعجهاز الإشؼ)  
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          12 مريض
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مخيض، بالتالي يكهن العجد الستهقع  12الداعة يداوي تقخيباً العجد الستهقع في وبسا أن 
 في يهم العسل:

1201012مخيض   

مخيض في اليهم يتم  20مخضى في الداعة، بالتالي يتهقع فقج  10وبسا أن الشظام يتدع لػ 
 رفض خجمتيم.

 حيث: Yاحتسال رفض خجمة مخيض يداوي  -4
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العسلاء الحين يرمهن إلى الشظام نتيجة من  %6ندبة  وىحا يعشي أنو يتهقع رفض خجمة
 لهجهد حج أعمى لعجد العسلاء في الشظام.
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: إذا كان الحجد عمى أحجى الظائخات التي تقمع من مظار القاىخة (2-11تطبيق )
تاريخ الإقلاع بأسبهع  إلى مظار ىيدرو بمشجن في تاريخ معين في تهقيت معين يتم قبل

وبالشدبة لمحاجدين يتم في الأسبهع ترل وفقاً لتهزيع بهاسهن،  170بسعجل حجد 
إقلاع الظائخة بيهم واحج عمى الأقل، فإذا كان زمن الحجد لمعسيل وزمن تأكيج الحجد قبل 

175/1/1 , ع لمتهزيع الآسي بتهقتأكيج الحجد يسثلان متغيخان عذهائيين وفقاً  1   
178/1/1)أسبهع(  2 . 
مقعج فقط تحت أفتخاض أولهية تأكيج الحجد  150عجد السقاعج في الظائخة لمعسلاء فإذا كان 

 وفقاً لأولهية الحجد.

 بيانياً نظام الحجد والتأكيج عمى الحجد.وضح  -1: السظمهب
 مثل الشظام بشسهذج مشاسب. -2
 عسيل. 20فخد وتأكيج حجد  80ج أحتسال حجد أوج -3
 أوجج أحتسال رفض حجد عسيل خلال الأسبهع. -4
 أوجج السعجل الفعمي لمحجد. -5

 الذكل التالي يسثل نظام الحجد والتأكيج عمى الظائخة. -1: الحل

  الحجد والتأكيج عمى أحجى الظائخات(: يهضح 6-11شكل )

 

الأولي  المرحلة

(الحجس)  

170  

1751   

150N   

1782  

 الثانية المرحلة

(التأكيد)  
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 ( بحيث:2-11كن تسثيل الشظام بالشسهذج في الفرل )يس -2
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21ويربح التهزيع الأحتسالي لعجد العسلاء في السخحمة الأولي والسخحمة الثانية ) n,n عمى )
 الشحه التالي:
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 حيث: Yأحتسال رفض خجمة عسيل  -4
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 حيث: effالسعجل الفعمي لمحجد  -5

1705.169)0032.01(170)Y1(eff  

بحيث ترل  لظباعة الكتب الخارجية لظلاب السخحمة الثانهية مظبعة: (3-11تطبيق )
)ثلاث كتب في الأسبهع(. فإذا  3ظمبات لظباعة الكتب وفقاً لتهزيع بهاسهن بتهقع ال

كانت عسمية الظباعة تتم عمى مخحمتين السخحمة الأولي يتم فييا طباعة الكتاب والسخحمة 
 وزمن بالسخحمة الأولي جسيع وتجميج الكتاب، فإذا كان زمن الظباعةالثانية يتم فييا ت

5/1/1 , 4/1/1لمتهزيع الآسي بتهقعبالسخحمة الثانية وفقاً  التجسيع والتجميج 21  
التجميج  أنتظار فإذا كانت السداحة الستاحة لمكتب السظبهعة وفي )أسبهع( عمى التختيب.

 كتاب عمى الأكثخ. 2تدتهعب عجد 

 أوجج التهزيع الأحتسالي لعجد الكتب في السخحمتين الأولي والثانية. -1: السظمهب

 أوجج أحتسال حجوث تهقف في السخحمة الأولي. -2 

 : الذكل التالي يهضح الشظام محل الجراسةالحل

 التجميج وأمظباعة الانتظار ل(: يهضح عجد الكتب في 7-11شكل )

 
 3i      ,     4      ,     5      ,     3 21 
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ليدالتجميغ والتج  
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 ( نجج أن:11.8من السعادلة )
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 ( نجج أن:2-11وبأستخجام نظخية ) -1
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 حيث: B( نجج أن أحتسال حجوث تكجس 10.18من السعادلة ) -2
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في أحجي السهاني البحخية خرص رصيف لتفخيغ الدفن التي : (4-11تطبيق )
تحسل مهاد صمبة )مثل الخذب، الحجيج، ....الخ(. حيث ترل الدفيشة محسمة بالذحشة 
لتفخيغيا عمى الخصيف )وإذا كان الخصيف مذغهل بذحشة سابقة لم يتم سحبيا فإنيا تشتظخ 

 تم تفخيغ الذحشة عميو(.لحين خمه الخصيف لي

( وفقاً لتهزيع 3)يهمياً/سفيشة  فإذا كان العجد الستهقع لهصهل الدفن إلى الخصيف 
بهاسهن، وزمن الخجمة عمى الخصيف )زمن تفخيغ الذحشة( وزمن نقميا إلى خارج السيشاء 

4/1/1  ,  4/1/1وفقاً لمتهزيع الآسي بتهقع  21  .)يهم( 

 أوجج التهزيع الأحتسالي لعجد الدفن في الإنتظار أو الخجمة. -1: السظمهب

 أوجج العجد الستهقع لمدفن لتفخيغيا ونقميا خارج السيشاء. -2
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 ( حيث:3-11يسكن تسثيل الشظام بشسهذج الخجمة في الفرل ) -1: الحل
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 (: نسهذج التفخيغ والشقل خارج السيشاء8-11شكل )
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 العجد الستهقع لمدفن في الإنتظار والخجمة -2
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 الرصيف

41   

3  

 الأولي المرحلة

 لا يىجد إنتظار
 النقل

42   

 الأولي المرحلة

 سفينة/يىميا  
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ث تتم عسمية التشظيف لمدجاد عمى : مغدمة لغديل الدجاد بحي(5-11تطبيق )
مخحمتين، السخحمة الأولي غديل الدجاد، والسخحمة الثانية تجفيفيا من خلال مجفف 

والذكل  واحجة في نفذ الهقت كحلك السجفف. كيخبائي. بحيث تتدع ماكيشة الغديل لدجادة
 التالي يهضح ذلك بحيث أقرى عجد لمدجاد السغدهل وفي التجفيف أو في الإنتظار

 سجاجيج فقط والذكل التالي يهضح ذلك. 10يداوي  لمتجفيف

 (9-11شكل )

 
أوجج التهزيع الأحتسالي لعجد الدجاد في السغدمة أو الإنتظار والعجد في  -1: السظمهب

 السجفف والإنتظار.
 أحتسال تعظل ماكيشة الغديل لعجم وجهد مكان في إنتظار التجفيف. -2

 :حلال
 13      ,     11      ,     10      ,     10i 21 
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 حيث: B أحتسال تعظل ماكيشة الغديل لعجم وجهد مكان في الإنتظار يداوي  -2
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 Exercises                      ( تمرينات                    11-5)
من المراحل  K( مع وجهد عدد 2-11أعتبر نمهذج الرفض في الفرل ) :(11-1)

المتتالية بدلًا من مرحمتين بحيث زمن الخدمة في كل مرحمة متغير يتبع التهزيع الآسي 
j/1بتهقع   ،k,....,2,1j   عدد من العملاء في النظام يداوي وأقرىN  ويتم رفض

 .Nخدمة أي عميل إذا وصل عدد العملاء في النظام 

 كهن معادلات الأستقرار لعدد العملاء في النظام. -1المطمهب: 

n,.....,n,.....,n,n(P(أوجد التهزيع الأحتمالي  -2 kj21r. 

 (.jلمرحمة )أوجد التهزيع الهامذي لعدد العملاء في ا -3

 أوجد العدد المتهقع لمعملاء في النظام. -4

 أوجد أحتمال رفض خدمة عميل. -5

مراحل متتالية  3( بحيث يهجد 3-11أعتبر نمهذج التهقف في الفرل ) :(11-2)
المرحمتين الأولي والثانية، حيث أماكن الإنتظار في تهقف في لمخدمة بحيث يمكن حدوث 

1i2المرحمة الثانية عدد محدد يداوي )  وعدد أماكن الإنتظار في المرحمة الثالثة )
1i3يداوي )  وزمن الخدمة في كل مرحمة يمثل متغير يتبع التهزيع الآسي بتهقع )

j/1  ،3,2,1j . 

 كهن معادلات الأستقرار لعدد العملاء في النظام. -1المطمهب: 

 أوجد التهزيع الهامذي في كل مرحمة. -2

 أوجد أحتمال تهقف في المرحمتين الأولي والثانية معاً. -3
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 Introduction                                        ( مقجمة12-1)
وكما قجمنا سابقاً أن أول دراسة عممية لأنظمة الرفهف الجراسة التي قجميا إيخلنج 

ومنح ذلك التاريخ كان إيخلنج حخيص عمى تحدين ورفع كفاءة أنظمة الرفهف  1191سنة 
العجيج من الجراسات لتحدين كفاءة أنظمة  في الذخكة التي كان يعمل بيا. وقج قُجمت

 الرفهف منو ومن آخخين.

 optimizationاليب الأمثمية حيث بجأ التطهر الكبيخ لأس 1199ولكن منح سنة 

techniques  وبرفة خاصة أساليب البخمجة الخياضيةmathematical 

programming techniques  مما أدي إلى أستخجام ىحه الأساليب في ترميم
تحدين أداء أنظمة الرفهف وبرفة خاصة بعج تهافخ بخامج الحدم الجاىدة لأستخجام و 

 .في حل المذاكل القخارية ذات الحجم الكبيخ أساليب الأمثمية

أساليب الأمثمية وفي الفرل التالي سهف نذيخ إلى أىم الجراسات التي أستخجمت 
 في ترميم وتحدين كفاءة أنظمة الرفهف

في ىحا الباب سهف نقجم بعض الأمثمة المقتخحة لأستخجام أساليب البخمجة كحلك 
الخياضية في ترميم بعض أنظمة الرفهف أو في تحدين كفاءة الأداء بالندبة للأنظمة 

 ، مع تهضيح ذلك من خلال بعض الأمثمة التهضيحية.المقجمة في ىحا الكتاب

ن كفاءة أنظمة الرفهف ويتطمب أستخجام أساليب البخمجة الخياضية في تحدي
وبرفة خاصة  الخياضية ام الجيج بأساليب البخمجة المهجهدة أو ترميم أنظمة ججيجة الألم

 والطخق المختمفة لحل نماذج البخمجة غيخ الخطية. ،أساليب البخمجة غيخ الخطية

 



 

 
 

 عشر: نماذج الصفوف وأسالية الأمثلية ثاني( نماذج الصفوف وأسالية الأمثلية    الباب ال12-2)
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 ( نساذج الرفهف وأساليب الأمثمية12-2)

Queueing Models and Optimization Techniques 

لأنظسة الرفهف وكان دائم العسل عمى تحدين ومشذ أن قدم إيرلشج أول دراسة 
قدم أول دراسة لتحديد  1224أنظسة التميفهنات في الذركة التي كان يعسل بها. وفي سشة 

التي يتم فتحها بهدف تخفيض أحتسال فقد العسلاء كسا  channelsالعدد الأمثل لمخظهط 
حيث حقق هذا  الدابق تقديسه في الباب الخامس( FcFs/N/(:)M/M/Cفي نسهذج )

 N,C, نــل مــوك NPن ــة بيـــــح العلاقــــة التي تهضــلال الرسهم البيانيـــــن خـــم دفــــاله
[28,27,78,76]. 

كذلك قدم آخرين عدة دراسات لمهصهل إلى السؤشرات السثمى لبعض الأنظسة من 
، كذلك الرسهمات 1291سشة  Cooperخلال الرسهم البيانية ومشها الدراسة التي قدمها 

 .1296سشة  Hillier and Liebermanالتي قدمها كل من 

ضرورة لأستخدام الرسهم البيانية وبرفة فأصبح لا -كسبيهترولكن نظراً لأستخدام ال
خاصة في وجهد حزم البرامج الجاهزة لأساليب الأمثمية، فأصبح من اليدير تظبيق أساليب 

 .[22,25] أنظسة الرفهفالأمثمية لتحدين وترسيم 

نقدم بعض الأمثمة لشساذج الأمثمية وطرق حمها بالشدبة سهف  وفي الفرهل التالية
 ض أنظسة الرفهف.لبع

من أوائل من أستخدم أساليب البرمجة الرياضية  1255سشة  Brighanويعتبر 
وتحدين  الشظامفي تحديد العدد الستهقع الأمثل لمعاممين في مرانع الظائرات عشد ترسيم 

 .[78]أيزاً  كفاءة الشظام

نسهذج برمجة غير خظي يهدف لتحقيق التهازن  Morseقدم  1259كذلك سشة 
 .(FcFs/N/(:)M/M/1بعض العسلاء في الشظام)تكمفةالخدمة وتكمفة رفض خدمة  ينب

 .Morseلشسهذج  عبارة عن تظهير( سهف نقدم نسهذج 3-11وفي الفرل )
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تكمفة لخط إنتاج يتم فيه خهارزم لمحرهل عمى أقل  Kurtقدم  1222وفي سشة 
 .[46 ,73]أعمى إنتاجية وأقل أحتسال لمتعظل الإنتاج عمى مراحل متتالية مع تحقيق 

 بالشدبةمجالات استخدام أساليب الأمثمية  Narayanصشف  2009سشة وفي 
 عمى الشحه: [78]نظسة الرفهف إلى للاث مجالات لأ 

 لسثمي لأداء الشظام،أستخدام أساليب الأمثمية لمحرهل عمى السؤشرات ا -1

بالشدبة  optimal designأستخدام أساليب الأمثمية في تحديد الترسيم الأمثل  -2
 لأنظسة التي يتم التخظيط لإنذائها،ل

الأدارة للأنظسة وحل مذاكل أستخدام أساليب الأمثمية في حل بعض مذاكل  -3
 .control problems السراقبة

سع ووجهد حزم البرامج الجاهزة لحل ونتيجة لأستخدام الكسبيهتر عمى نظاق وا
 ق أساليب الأمثمية لأنظسة الرفهف.فأنتذر تظبي ،مذاكل البرمجة الرياضية

بعض نساذج الأمثمية في تحديد السعدلات  Gerasimovقدم  2012ففي سشة 
السثمي لذبكات الكسبيهتر التي تسثل أنظسة صفهف متتالية بهدف تحقيق التهازن في 

 .[40] الذبكة

بعض نساذج  Xiaoming and Yifen Heقدم كل من  2014في سشة ك كذل
 .[109 ,108] السدتخدمة الأمثمية في تحديد أنهاع وأوقات وسائل الأعلام

وفي الفرل التالي سهف نقدم بعض الأمثمة لتظبيق أساليب الأمثمية في تحدين 
 كفاءة مؤشرات أداء الشظام أو تحديد الترسيم الأمثل لشظام جديد.
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 Some Optimization Models        ( بعض نساذج الأمثمية12-3)

عادةً بالشدبة للأنظسة الخدمية أو الإنتاجية يرغب متخذ القرار في رفع كفاءة 
الأداء بالشظام أو التهسع في الشظام بيدف الهصهل إلى أكبر ربح مسكن أو أقل تكمفة 

 مسكشة.

لستخذ القرار تحديد السعدلات  عشد ترسيم نظام جديد يكهن من الأىسيةكذلك 
السثمي للأداء التي تحقق لو أكبر عائد أو أقل تكمفة. وبالتالي يسكن أستخدام أساليب 

 البرمجة الرياضية لمهصهل إلى ىذه الأىداف. 

شساذج البرمجة غير الخظية التي يسكن لمثمة الأوفي ىذا الفرل سهف نقدم بعض 
رىا، وذلك من خلال تقديم بعض نساذج الأمثمية ستخداميا تحقيق الأىداف الدابق ذكأب

 .]9، 8[ كذلك إعظاء بعض الأمثمة لتظبيق ىذه الشساذج ،والتي يسكن تظهيرىا فيسا بعد

 ( نسهذج تعظيم الربح12-3-1)
( ويرغب متخذ القرار في تحديد FcFs/N/(:)M/M/1إذا أعتبرنا نظام الخدمة )

التي تحقق أقرى ربح مسكن حيث يفترض أن متهسط معدل  N , كل من القيسة السثمي ل
ىي الإيراد العائد من خدمة  G، كذلك معمهمة في وحدة الزمن وصهل العسلاء إلى الشظام 

ىي تكمفة مركز الخدمي في وحدة الزمن. فإنو يسكن تحقق اليدف من خلال  Eعسيل، 
 هذج البرمجة غير الخظية التالي:نس

 التي تجعل: N , أوجد كل من 

(12.1)       E
1

1
  GE]P1[  GZ.Max ][

1N

N

N 





ρ

ρ 

(12.2                                        )1


           S.T. 
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نهضح بشاء نسهذج  وسهف .]8[والشسهذج أعلاه يسكن حمو بأستخدام طريقة لأجرانج 
 من خلال السثال التالي.البرمجة 

، فإذا كان مدير السركز يتهقع بالباب الخامس (3-5: أعتبر مثال )(1-21مثال )
 مريض في اليهم. 15إلى  9من  زيادة متهسط معدل وصهل السرضى 

التي تجعل الربح اليهمي أكبر ما يسكن حيث  N , في تحديد القيم السثمي لكل من ويرغب 
000,10Eأن تكمفة السركز اليهمية    000,2والإيراد من خدمة مريض واحدG . 

 بشاء نسهذج برمجة لتحقيق ىدف متخذ القرار. -1: المطلوب

***حل الشسهذج وتحديد القيم السثمي  -2
Z,N , . 

 التي تجعل: N , أوجد  -1: الحل

000,10
1

1
 000,30Z.Max ][

1N

N







ρ

ρ 

                 1ρ           S.T. 

 وبحل الشسهذج بأستخدام طريقة لأجرانج نجد أن:

15,372.87Z       ,       5N       ,       97.0جشيو 
*** ρ 

                                    5.15ˆ *

*





ρ 

 ( نسهذج ترغير التكمفة12-3-2)
في كثير من الأنظسة يسثل زمن الانتظار الستهقع لمعسيل في الشظام تكاليف غير 

FcFs/مباشرة عمى الشظام، فإذا أعتبرنا الشظام  ) /(:)M/M/1 ويرغب متخذ القرار )
 التي تجعل زمن انتظار العسيل الستهقع أقل ما يسكن. في تحديد 
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، إذا حدث تزايد لستهسط معدل بالباب الخامس (1-5: أعتبر مثال )(2-21مثال )
في الداعة، وتزايد زمن انتظار الديارة  10إلى  5وصهل الديارات إلى السحظة من 

في زيادة ويرغب متخذ القرار  مباشرة عمى السحظة.حتى الدخهل لمخدمة تسثل تكمفة غير 
 بحيث يكهن زمن الانتظار الستهقع أقل ما يسكن. معدل الخدمة 

 ويسكن صياغة ىذه السذكمة كشسهذج برمجة غير خظية عمى الشحه التالي:

 بحيث: أوجد 

 التي تجعل ρأوجد قيسة 

)1(10)1(
WZ.Min

22

q
ρ

ρ

ρ

ρ





 

           1ρ          S.T. 

، وبالتالي لـ  ρ: بأستخدام طريقة لأجرانج أيزاً نحرل عمى القيسة السثمي لـ الحل
 حيث أن:

5.166.0ساعة / سيارة 
** ρ 
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 Exercises                         ( تمرينات               12-4)
 ،(7-5: أعتبر تمرينات )(12-1)

 0Pبحيث يكهن  (، كهن نمهذج برمجة مناسب لإيجاد 2-5أعتبر النظام في ) -1
 أقل ما يمكن.

التي تجعل العدد المتهقع لمعملاء  (، كهن نمهذج لتحديد 4-5أعتبر النظام في ) -2
 في النظام أكبر ما يمكن.

( أوجد العدد الأمثل للأرصفة بحيث يكهن زمن إنتظار 6-5أعتبر النظام في ) -3
 الدفينة أقل ما يمكن.

 (،5-8أعتبر تمرينات ) :(12-2)
21(، أوجد قيم 5-8أعتبر النظام في ) -1 , لتي تجعل اqW .أقل ما يمكن 

 أقل ما يمكن. qWالتي تجعل  (، أوجد القيمة المثمي لـ6-8أعتبر النظام في ) -2

 (، إذا كان متخذ القرار يرغب في تحديد القيمة المثمي لـ 9-8أعتبر النظام في ) -3
 بحيث يكهن العدد المتهقع لمعملاء في النظام أكبر ما يمكن.

 (،5-11: أعتبر تمرينات )(12-3)
العدد المتهقع لممراكز غير التي تجعل  (، أوجد قيمة 4-11أعتبر النظام في ) -1

 المذغهلة أقل ما يمكن.

التي تجعل العدد المتهقع لمغدالات التي  (، أوجد قيمة 5-11أعتبر النظام في ) -2
 يتم تجميعها أكبر ما يمكن.

21أوجد قيمة  (،2-11الفرل ) فيأعتبر النظام  :(12-4) , تجعل احتمال  التي
 البرمجة. أسمهب باستخدامرفض خدمة عميل أقل ما يمكن 

يجعل  الذيج برمجة مناسب (، كهن نمهذ3-11الفرل ) في: أعتبر النظام (12-5)
 المرحمة الأولى أقل ما يمكن. فياحتمال حدوث التهقف 
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 Introduction                                        ( مقجمة13-1)
تشاولشا بذيء من التفريل بعض نساذج الرفهف في شكل  ةالدابق لأبهابفي ا

 وتتسيد ىحه الشساذج بسا يمي:نساذج رياضية ترف الدمهك الأحتسالي لمشظام، 

 تريغ العلاقات بين عشاصخ الشظام بظخيقة واضحة ومفيهمو. -1

 ستخجاميا يسكن أشتقاق مؤشخات كفاءة الشظام ومتابعتو والتحكم فيو.أب -2

أنو يسكن ربط ىحه الشساذج بأساليب الأمثمية والتي يسكن بحلك الهصهل إلى أفزل  -3
 القخارات الستعمقة بالشظام.

ولكن في كثيخ من الأنظسة الفعمية يكهن من الرعب في بعض الحالات وقج يكهن 
 حالات الأخخى أشتقاق نساذج رياضية، ومن ىحه الحالات:من السدتحيل في بعض ال

الأنظسة السعقجة بحيث يكهن من الرعب صياغة العلاقات بين عشاصخىا صياغة  -1
 رياضية.

التي تخزع ليا الشساذج الخياضية والدابق تشاوليا عجم تهافخ بعض أو كل الذخوط  -2
 في الأبهاب الدابقة.

 الأنظسة التي تعتسج عمى الدمن حيث تتغيخ خرائص عشاصخ الشظام وفقاً لمدمن. -3

من الحالات أعلاه نمجأ إلى أسمهب السحاكاة وىه أسمهب في واحجة عمى الأقل 
عجدي تجخيبي، لحلك فإن نتائج السحاكاة لا تزسن لشا الحرهل عمى حمهل مثمى ولكشيا 

 تهصمشا إلى حمهل تقخيبية.

مفة لأساليب السحاكاة من أىسيا وأكثخىا شيهعاً طخيقة السهنت وتهجج طخق مخت
 وسهف نتشاوليا بذيء من التفريل في ىحا الباب.. Monte Carlo methodكارله 
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 Simulation Technique           ( أسمهب السحاكاة       13-2)

السحاكاة ىي وضع شبيو لمشظام دون السداس بالشظام الفعمي. وأساليب السحاكاة 
 ىي مجسهعة من الأساليب بأستخجاميا يهضع شبيو لمشظام الفعمي دون السداس بو.

اىجة العالم الخياضي وأستخجمت أساليب السحاكاة من قجيم الدمن. فقج بجأت بسذ
صهل إلى نقظة معيشة في أقرخ طخيق، لتحخكات سكيخ يحاول اله  Legendaryلاجشجر 
يسكن تسثيل ىحه السذكمة بجدم يتحخك من نقظة ثابتة في حخكة عذهائية ومشيا حيث 

وقج  إلى الشقظة السخاد الهصهل إلييا. يسكن معخفة أقرخ مدتقيم يرل من الشقظة الثابتة
)الدابق  random walk problemالسذكمة بسذكمة الديخ العذهائي سسيت ىحه 

وتشظبق ىحه السذكمة عمى حخكة الشيهتخونات بعج انبعاثيا من  ،تشاوليا في الباب الثالث(
وذلك عشج  Van Neuman ،Ulam ،Fermiمرجر معين وقج تهصل إلى ذلك كل من 

 .64]، [12 حدابتيم السختبظة بتكهين القشابل الحرية

ىه عبارة عن ترسيم يتزسن عشاصخ  simulation modelنسهذج السحاكاة و 
 الشظام والعلاقات بيشيا وتتبع سمهك الشظام عشج تغيخ قيم العشاصخ السختمفة لمشظام.

البعض نسهذج السحاكاة بأنو تجخبة إحرائية مثل العالم الخوسي لحلك يعخف 
Mavumu, U. [86, 87]. 

 ة إلى ثلاثة أنهاع ىي:وتشقدم أنهاع نساذج السحاكا

 .Analogue Modelsالشساذج الشدبية )القياسية(  -1

 .Continuous Modelsالشساذج السترمة )السدتسخة(  -2

 .Discrete Modelsالشساذج الستقظعة  -3

والشساذج الشدبية تتسثل في إحلال الشظام الأصمي بشدبة مشو سيمو التشاول مثل 
 التجارب الكيسيائية أو الفيديقية، ..... الخ.



 

 
 

 أسلوب المحاكاة وأنظمت الصفوف: عشر لثالثاالباب                     أسلوب المحاكاة     ( 13-2)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 351 - 

 

السترمة والستقظعة فيي تختمف عن الشساذج الشدبية في أنيا نساذج أما الشساذج 
رة علاقات رياضية، حيث يتم صياغة العلاقات والتفاعلات بين مكهنات الشظام في صه 

 .mathematical relationshipsرياضية 

فتخة زمشية يسكن خلاليا تغيخ خرائص الشظام والشساذج السترمة تسثل الشظام خلال 
الحي يتم محاكاتو. أما الشساذج الستقظعة فيي تسثل )تحاكي( الشظام في نقط زمشية معيشة، 

 وتعتبخ الشساذج الستقظعة ىي الشساذج الأكثخ شيهعاً.

 ىعم runningلجسيع أنهاع نساذج السحاكاة يعتسج ترسيسيا وتذغيميا لشدبة وبا
 محمل الشظام وقجرتو عمى أن يتزسن الشسهذج العشاصخ اليامة والسؤثخة في الشظام الفعمي.

الشتائج السدتخمرة من نسهذج السحاكاة تعتبخ نتائج تجخبة كسا ذكخنا سابقاً فإن و 
 .السشاسبة ختبارات اإححرائيةإحرائية لحلك لابج أن يمحقيا الأ

ويمعب الكسبيهتخ دور ىام ورئيدي في ترسيم وتذغيل نساذج السحاكاة، فقج قُجمت 
العجيج من حدم البخامج الجاىدة التي يسكن باستخجاميا ترسيم وتذغيل نساذج السحاكاة 

 .GPSS/H , SIMAN , SIMSCRIPTII.5 , SLAM [63, 64]مثل: 
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 Monte Carlo Method          ( طخيقة السؾنت كارلؾ      13-3)

تعتبخ طخيقة السؾنت كارلؾ أحجي طخق أساليب السحاكاة السدتخجمة في دراسة 
متغيخ عذؾائي.  يسثلالأنغسة التي تتزسؽ عشرخ واحج عمى الأقل مؽ عشاصخ الشغام 

 :103]، 11[ ات التاليةويسكؽ تمخيص خظؾات أستخجام طخيقة السؾنت كارلؾ في الخظؾ 

الخئيدية كحلػ العشاصخ السؤثخة فيو بظخيقة  دراسة الشغام وتحجيج عشاصخه(: 1الخظؾة )
 مباشخة أو غيخ مباشخة وتحجيج العلاقات بيؽ ىحه العشاصخ.

ترسيؼ نسؾذج يتزسؽ العشاصخ أعلاه ويعكذ طبيعة العلاقات بيشيا والتدمدل (: 1الخظؾة )
 ت.السشظقي ليحه العلاقا

 (: أختيار مجسؾعة مؽ قؾاعج التذغيل )البجائل السسكشة(.3الخظؾة )

(: أختيار مجسؾعة مؽ القيؼ تسثل كل عشرخ مؽ عشاصخ الشغام وتحجيج التأثيخ 4الخظؾة)
 الشاشئ مؽ علاقات ىحه العشاصخ مع بعزيا عمى الشغام.

 ح القخار.تخقياس الأداء الكمي لمشغام وفقاً لمسقياس التي يزعيا م(: 5الخظؾة )

(: أختيار مجسؾعة ججيجة مؽ القيؼ لكل عشرخ مؽ عشاصخ الشغام وتكخار 6الخظؾة )
 ((.5(،)4التجخبة )أي تكخار الخظؾات )

 ( عجد مشاسب مؽ السخات في عل البيانات الستاحة.6تكخار الخظؾة ) (:7الخظؾة )

 (.7)-(4ت مؽ )(: أختيار مجسؾعة ججيجة مؽ قؾاعج التذغيل وتكخار الخظؾا8الخظؾة )

 مقارنة الشتائج وفقاً لقؾاعج التذغيل السدتخجمة وأختيار أفزميا.(: 9الخظؾة )

 (: إجخاء الأختبارات الإحرائية السشاسبة لمشتائج.11الخظؾة )

 ويسكؽ تمخيص الخظؾات الدابقة في الذكل التالي.
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 (: يؾضح خظؾات ترسيؼ وتذغيل نسؾذج السحاكاة1-13شكل )

 
 ؾات أعلاه مؽ خلال السثال التالي:وسؾف نؾضح الخظ

 

يجًىعح ين قىاعذ  اخرياس

 انرشغيم

 

يجًىعح ين انقيى ذًثم  اخرياس

 كم عنصش ين عناصش اننظاو

 
 

وذحذيذ ذأثيش  ذشغيم اننًىرج

 انرشغيم عهى أداء اننظاو

 

 

 قياس الأداء انكهي نهنظاو

يشاخ عذد انرهاء 

 إجشاء انرجشتح

 

ذصًيى نًىرج خاص تاننظاو 

 يحم انثحث

 
 

يقاسنح انثذائم انًخرهفح وأخرياس 

 أفضهها

 

 

اخرياس يجًىعح جذيذج 

 ين قىاعذ انرشغيم

 

اخرياس يجًىعح جذيذج ين 

 ظاوانقيى نعناصش انن
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ساعات في اليؾم،  10لريانة الآلات يعسل عجد : إذا فخضشا مخكد (1-31مثال )
 ويخغب صاحب السخكد في تحجيج عجد العسال بالسخكد بحيث تكؾن التكاليف أقل ما يسكؽ.

ى السخكد آلة واحجة في الداعة معجل وصؾل الآلات السعظمة إلمتؾسط فإذا كان 
فإن زمؽ  Hالؾجو وأن وقت صيانة الآلة يحجد عذؾائياً بخمي قظعة عسمة، فإذا عيخ 

 ساعة. 1.5فإن زمؽ صيانة الآلة يداوي  Tصيانة الآلة يداوي ساعة وإذا عيخ الؾجو 

 ىؾ زمؽ الريانة فإن: Xفإذا اعتبخنا 











,               5.1

,                  1

X 

نتغار للآلة قبل دخؾليا لمريانة تسثل تكمفة بحيث تكمفة الداعة كان زمؽ الأ فإذا 
. وبالتالي تكؾن التكمفة الكمية في يؾم 2Cوتكمفة العامل الؾاحج في اليؾم  1Cالؾاحجة 

 بحيث: Cالعسل 
KCTCC 21  

 تذيخ إلى عجد العسال. Kيؾم العسل، ىؾ مجسؾع أزمشة الأنتغار خلال  Tحيث 

( يؾضح محاكاة الشغام في حالة عامل واحج لمريانة وأجخاء تجخبة 1-11والججول التالي )
15T، ومؽ الججول نجج أن مذاىجات في التجخبة 10واحجة في كل حالة وجؾد  . 

30C1فإذا كانت جشيو   100شيو وتكمفة العسيل جC2   في اليؾم. وتكؾن التكمفة
 في ىحه الحالة: Cالكمية 

30C)15(100)1(550100450(                       جشيو 1)  

(. فشجج أن 1-11مؽ العسال كسا في الججول ) 2ثؼ ترسيؼ نسؾذج في حالة وجؾد عجد 
 التكمفة الكمية:

 Hعيخ الؾجو إذا 
 

 Tإذا عيخ الؾجو 



 

 
 

 أسهىب انًحاكاج وأنظًح انصفىف: عشش نثانثاانثاب                     طشيقح انًىند كاسنى( 13-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 355 - 

 

30C)0(100)2(200(                       جشيو 2)  

 عامل بجلًا مؽ عامل واحج. 2( نجج أنو أفزل لراحب السخكد وجؾد 2(،)1مؽ )
 

 (: يؾضح خظؾات ترسيؼ وتذغيل نسؾذج السحاكاة1-13شكل )

 
 

 

 انًحاكاج تاسرخذاو

 عايم واحذ

 

 ذحذيذ أوقاخ انصيانح

 تشيي قطعح عًهح

 
 

 أحسة صين الانرظاس

 كم ساعح

 

ذحذيذ عذد يشاخ 

 إجشاء انرجشتح

 

ذصًيى اننًىرج كًا في انجذول 

 انراني

 
 

يقاسنح انركهفح في حانح عايم 

 ذكهفح واحذ أو أكثش وذحذيذ أقم

 

 

 إجشاء انًحاكاج تعذد

 عايم 2

 

سيي قطعح انعًهح وذكشاس 

 يشاخ 10ذجشتح انقزف 
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 (: يؾضح ترسيؼ وتذغيل نسؾذج محاكاة لسخكد الريانة بعامل واحج1-13ججول )
 )البجيل الأول(

فتخة الأنتغار 
 للآلة

زمؽ نياية 
 الريانة

زمؽ بجأ 
 الريانة

زمؽ 
 Xالريانة 

نتائج قحف 
 قظعة العسمة

رقؼ 
 العظل

عجد ساعات 
 العسل)التذغيل(

0 2.5 1 1.5 T 1 1 

0.5 4.0 2.5 1.5 T 2 2 
1.0 5.0 4.0 1 H 3 3 
1.0 6.0 5.0 1 H 4 4 
1.0 7.5 6.0 1.5 T 5 5 
1.5 9.0 7.5 1.5 T 6 6 
2.0 10.5 9.0 1.5 T 7 7 
2.5 11.5 10.5 1 H 8 8 
2.5 1.0 11.5 1.5 T 9 9 
3.0 2.0 1.0 1 H 10 10 
 أجسالي أزمشة الأنتغار 15

: في ىحا السثال تؼ إجخاء تجخبة واحجة بالشدبة لكل بجيل، ولكؽ مؽ الزخوري ملحوظة
 .يتؼ تحجيجىا مدبقاً  إجخاء عجد مؽ التجارب بالشدبة لكل بجيل

)i(بالخمد  iفإذا أشخنا لمتكمفة الكمية في التجخبة رقؼ 
C  حيثn,....,2,1i  ثؼ نحدب ،

 حيث: Cمتؾسط التكمفة بالشدبة لبجيل ما ونخمد لو بالخمد 

n

C

C

n

1i

)i(

 

 

 



 

 
 

 أسهىب انًحاكاج وأنظًح انصفىف: عشش نثانثاانثاب                     طشيقح انًىند كاسنى( 13-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 353 - 

 

 ة لسخكد الريانة بعامميؽ(: يؾضح ترسيؼ وتذغيل نسؾذج محاكا1-13ججول )

زمؽ 
أنتغار 
 الآلة

زمؽ نياية 
 الخجمة

زمؽ بجاية 
زمؽ  الخجمة

الريانة 
X 

نتائج 
 القحف

رقؼ 
 العظل

عجد 
ساعات 
العامل  التذغيل

(2) 
العامل 

(1) 
العامل 

(2) 
العامل 

(1) 

0  2.5  1 1.5 T 1 1 

0 3.5  2  1.5 T 2 2 

0  4  3 1 H 3 3 

0 5  4  1 H 4 4 

0  6.5  5 1.5 T 5 5 

0 7.5  6  1.5 T 6 6 

0  8.5  7 1.5 T 7 7 

0 9  8  1 H 8 8 

0  10.5  9 1.5 T 9 9 

0 11  10  1 H 10 10 
 أجسالي أزمشة الأنتغار 0

السقرؾد ىشا بحجؼ  :حجم التجربة وعدد مرات إجراء التجربة
 10نجج أن حجؼ العيشة  التجخبة ىؾ عجد السذاىجات في التجخبة، ففي السثال الدابق

 مذاىجات.
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زادت درجة الثقة في الشتائج التي ومسا لا شػ فيو أنو كمسا زاد عجد السذاىجات 
 .]7، 5[ نحرل عمييا، ولكؽ كمسا زاد حجؼ التجخبة كمسا زادت التكمفة والؾقت

ء عمى بشا أو القائؼ عمى التحميل وعادةً يتخك حجؼ التجخبة وعجد مخات إجخاء التجخبة لمباحث
 ما يمي:

 إجخاء كل تجخبة مؽ جسع بيانات وتذغيميا عمى الكسبيؾتخ.تكمفة  -1

 عجد البجائل الستاحة التي يحاكي تحتيا الشغام. -1

مجى احتياج الجية السدئؾلة عؽ البحث إلى دقة الشتائج، فسثلًا في أبحاث الفزاء  -3
 لا تُأخح التكمفة في الأعتبار نغخاً لأىسية الشتائج.

مذاىجة ولا يديج  500ت العسمية يُفزل ألا تقل عجد مذاىجات التجخبة عؽ وفي التظبيقا
 مذاىجة. 10,000عؽ 

ومسا سبق يتزح أن دراسة الشغام الحي يتكؾن مؽ بعض العشاصخ العذؾائية 
يتظمب معخفة دقيقة لعجد كبيخ مؽ قيؼ الستغيخات العذؾائية، وعادةً ىحا العجد مؽ القيؼ 

)التؾزيع الأحتسالي لباً يكؾن الدمؾك الأحتسالي لمستغيخ العذؾائي يكؾن غيخ متؾافخ ولكؽ غا
معمؾم، وبالتالي يسكؽ بأستخجام التؾزيع الأحتسالي الحرؾل عمى عجد كبيخ مؽ  لمستغيخ(

 generationقيؼ الستغيخ وتدسي ىحه العسمية بعسمية تؾليج قيؼ الستغيخ العذؾائي 

random variatesية بالتفريل في الفرل التالي.، وسؾف نتشاول ىحه العسم 

 

 

 

 



 

 
 

 أسلوب المحاكاة وأنظمت الصفوف: عشر لثثاالالباب             توليد قيم المتغير العشوائي( 13-4)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 353 - 

 ( تؾليج قيؼ الستغيخ العذؾائي13-4)
Generation of Random Variates 

بسا أن طخيقة السؾنت كارلؾ تعتسج عمى حجؼ العيشة )التجخبة( وعجد مخات إجخاء 
التجخبة بالشدبة لكل بجيل، ولكؽ في معغؼ الحالات لؼ تتؾافخ ىحه البيانات عؽ الستغيخات 

ؾك الأحتسالي لمستغيخات العذؾائية متسثمة في العذؾائية ولكؽ عادةً يكؾن معمؾم الدم
 التؾزيعات الأحتسالية ليحه الستغيخات.

حرؾل عمى الجالة العكدية لمجالة التخاكسية لمستغيخ العذؾائي يسكؽ الوبأستخجام 
 .]6[الكيؼ السختمفة لمستغيخ 

ل وفيسا يمي نقجم الشغخية التي تثبت أن الجالة التخاكسية لمستغيخ العذؾائي تسث
 متغيخ يتبع التؾزيع السشتغؼ السترل.

F)(: إذا فخضشا أن (1-31نظرية ) X  ىي دالة التؾزيع التخاكسية لمستغيخX فإن ،
 حيث: Yالستغيخ 

(13.1  )                  1Y0      ,           )(FY X  

خلال الفتخة  uniform distributionسشتغؼ يتبع التؾزيع اليسثل متغيخ عذؾائي 
1Y0  ، حيث تسثل)(F X

1  الجالة العكدية لمجالة التخاكسية)(F X. 

G)(: إذا فخضشا أن الإثبات y  ىي دالة التؾزيع التخاكسية لمستغيخY  خلال الفتخة
1Y0  :فإن 

(13.2)        ))(F(F)](F[P

])[F(P][YP)G(

yyy

yyy
11

r

rr

X

X






 

 فإن yىي دالة كثافة الأحتسال لمستغيخ  yg)( فخضشا أنفإذا 

(13.3        )                         1
 d

)(G d
)(

y

y
yg  
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1Y0تخة متغيخ يتبع التؾزيع السشتغؼ خلال الف Yوبالتالي فإن الستغيخ   ويدسي .y 
10بالعجد العذؾائي ) y  وبالتالي عشج قيؼ معيشة لـ )y  فإنو يسكؽ إيجاد قيسةX  مؽ

 العلاقة:
(13.4            )                    )(F y1

X
 

 (.12.4لتالي يؾضح العلاقة )والذكل ا

F)(السختمفة عشج قيؼ معيشة لـ X(: يؾضح قيؼ 3-13شكل ) X 

 

فيو الكيؼ السختمفة خلال الفتخة : تؼ ترسيؼ ججول جدول الأعداد العشوائية
 وفقاً لمتؾزيع السشتغؼ، بحيث: [0,1]
غيؾر )وبالتالي تكؾن العيشة )التجخبة( السدحؾبة مؽ لكل عجد نفذ الفخصة في ال -1

 (.]8[ قيؼ الستغيخ عيشة عذؾائية بديظة

الأعجاد بذكل متتابع )وفقاً لمعسؾد أو الرف( أعجاد مدتقمة وغيخ متخابظة بالسعشي  -2
 .]7،5[الإحرائي 

 الأعجاد العذؾائية.مؽ ججاول  جدء( يؾضح 6وممحق رقؼ )

0            X                               X 

1  

)(F X   

y  
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F)(ياغات الخياضية لمجالة وفيسا يمي سؾف نقجم بعض الر y1  لتؾليج قيؼ
بالشدبة لبعض التؾزيعات الأحتسالية الشغخية والتؾزيعات التجخيبية  Xالستغيخ العذؾائي 

 )التكخارية( أيزاً.

 ( التؾزيعات الشغخية31-4-1)
 :فيسا يمي سؾف نقجم كيفية تؾليج قيؼ الستغيخات التي تتبع التؾزيعات التالية

 التؾزيع الآسي -1

 تؾزيع جاما -2

 التؾزيع الظبيعي -3
 : التوزيع الآسيأولا 

 متغيخ يتبع التؾزيع الآسي فإن: Xإذا كان الستغيخ 

(13.5    )                          X ey 1)(F X
 

 ( فإن:6ىؾ العجد العذؾائي مؽ الججول بسمحق ) yحيث 

(13.6      )                             )(
y1

1
ln 

1
X


 

ولكؽ في بعض الحالات يكؾن الحرؾل عمى الرياغة الخياضية لمجالة العكدية 
1

F
  لؾاحج -معقج أو غيخ مسكؽ )عشجما تكؾن العلاقة ليدت واحجلجالة التؾزيع التخاكسية

one-to-one relationship التحؾيل كسا سؾف ( في ىحه الحالات نمجأ إلى بعض طخق
 بالشدبة لتؾزيع جاما والتؾزيع الظبيعي. ذلػ نؾضح

 Gamma distributionجاما  : توزيع ثانياا 

 Xفإنو يسكؽ كتابة  ,nتؾزيع جاما بسعمسات متغيخ يتبع  Xإذا كان الستغيخ 
 عمى الشحؾ:
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n

1i

iXX 

iX ،n,...,2,1iحيث    متغيخات عذؾائية مدتقمة كل مشيا يتبع التؾزيع الآسي بسعمسة
( لحداب 12.6. وبالتالي يسكؽ استخجام العلاقة )X وتدسي ىحه الظخيقة بالظخيقة ،

يتظمب حداب  X، وبالتالي لحداب قيسة واحجة لـ convolution methodالتجسيعية 
مؽ الكيؼ العذؾائية لمستغيخ الحي يتبع التؾزيع الآسي. وسؾف نؾضح ذلػ مؽ خلال  nعجد 

 السثال التالي.

3n , 1متغيخ يتبع تؾزيع جاما بسعمسات  X: إذا كان (2-31مثال )  .
 .Xوالسظمؾب حداب قيستيؽ لمستغيخ 

 أن: ( نجج1( وبأستخجام عشاصخ العسؾد رقؼ )6: مؽ ممحق رقؼ )الحل
24130.03y    ,   22368.02y    ,   10480.01y  
77921.06y    ,   37570.05y    ,   42167.04y  

*ىي  Xالكيسة الأولي لـ إذا فخضشا أن 
X  1وباستخجامy  3إلىy :فإن 

410.0

)2761488366.0()02262195.0()110708122.0(

321

*
XXXX







 

**ىي  Xكحلػ إذا فخضشا أن الكيسة الثانية لـ 
X  4وباستخجامy  6إلىy :فإن 

        
529.2

)5105432255.1()47112426.0()547610639.0(

\

3

\

2

\

1

**
XXXX
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 Normalالمعتاد )الطبيعي(  توزيع ال: ثالثاا 

distribution 

n21إذا فخضشا الستغيخات  yyy متغيخات مدتقمة كل مشيا يتبع التؾزيع  ,.........,,.
 بحيث: T، وبافتخاض أن الستغيخ [0,1]السشتغؼ السترل في الفتخة 

(13.7    )                                      



n

1i

iyT  

 فإن:

(13.8 )                           
2

n
)(E)T(E

n

1i

iy 


  

(13.9  )                  
12

n
)(Var)T(Var

n

1i

iy 


  

يقتخب مؽ  Tفإن الستغيخ  central limit theoremووفقاً لشغخية الشدعة السخكدية 

التؾزيع السعتاد بتؾقع 
2

n  وتبايؽ
12

n وبالتالي فإن الستغيخ ،Z :حيث 

(13.10       )                              
12/n

2

n
T

Z



 

بتؾقع صفخ وتبايؽ يداوي  standard normalالكياسي متغيخ يتبع التؾزيع السعتاد 
 واحج.

 فإن: 2وتبايؽ  وبالتالي فإذا كان الستغيخ العذؾائي يتبع التؾزيع السعتاد بتؾقع 

(13.11                    )       
12/n

2

n
T

Z
X






 

 عجد الأعجاد العذؾائية، وبالتالي فإن: nحيث 

)(
2

n
T

12/n
X 
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12nوبافتخاض   :فإن 

(13.12       )                 )y( 6 
12

1i

iX  


 

 عجد عذؾائي 12يتظمب أستخجام  X : وبالتالي لحداب قيسة واحجة لـ ملحوظة

حيث  Xججاول الأعجاد العذؾائية أحدب قيستيؽ لمستغيخ : بأستخجام (3-31مثال )
X  5  ,  2متغيخ يتبع التؾزيع السعتاد بحيث . 

 فيسا يمي الأعجاد العذؾائية السدتخجمة :الحل

 1Xلحداب 0.10480 0.15011 0.0153 0.02011 0.81647 0.91646
0.85393 0.25595 0.46573 0.22363 0.9070 0.91291 

      
 

 2Xلحداب 0.69179 0.14194 0.6259 0.36207 0.20969 0.9957
0.34095 0.93965 0.53402 0.27982 0.89198 0.30995 

 بسا أن:

)y( 6 
12

1i

iX  


 

 1Xولتكؽ  X وبالتالي الكيسة الأولي لـ 
284.4)6642.5(251X  

648.5)6324.6(252X  
 

 scumulative distribution(التخاكسيةالتجخيبية )( التؾزيعات 31-4-2) 

غيخ معمؾم أو الجالة العكدية الحالات يكؾن التؾزيع الأحتسالي لمستغيخ في بعض 
1لجالتو التخاكسية 

F
  .ومثل ذلػ عشج ترسيؼ بعض غيخ معمؾم الرياغة الخياضية ليا

الأنغسة الججيجة، ولكؽ يكؾن متاح لجيشا تؾزيع تكخاري لمستغيخ يسثل العسؾد الأول فيو فئات 
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مؾزع  Xحيث يفتخض أن الستغيخ عخ لمفئة، والعسؾد الثاني تكخارات الستغيخ السشا Xالستغيخ 
 الؾاحجة تؾزيع مشتغؼ.داخل الفئة 

i1iفإذا فخضشا أن ) XX , ىي الفئة رقؼ )i ،iP  تذيخ إلى التكخار التخاكسي
 ية:مؽ العلاقة التال iداخل الفئة  X، فإنو يسكؽ الحرؾل عمى قيؼ iالسشاعخ لمفئة  الشدبي

(13.13    )                      )(
PP

P
1ii

1ii

i
i XXXX ]

y
[ 







 

 ((.6عجد عذؾائي )أنغخ ممحق ) yحيث 

 سؾف نؾضح ذلػ مؽ خلال السثال التالي.وفيسا يمي 

إصلاح الآلات التي ترل إلى مخكد : الججول التكخاري يؾضح مجة (4-31مثال )
 خجمة معيؽ بالداعات.

 
 .(9-8] في الفئة الثانية Xقيستيؽ لمستغيخ  -1أوجج: 

 .17-16]في الفئة ) Xقيستيؽ لمستغيخ  -2

 .(iPنكؾن الججول التالي الحي يعظي التكخارات التخاكسية الشدبية ): الحل

 بسا أن: -1

)(
PP

P
1ii

1ii

i
i XXXX ]

y
[ 







 

 وبأستخجام الأعجاد العذؾائية التالية:
98011.04y   ,   97992.03y    ,  03249.02y    ,  04111.01y  
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 (: يؾضح التكخارات التخاكسية الشدبية3-13ججول )

(iP التكخارات التخاكسية )
 البيشية

 التكخارات التكخارات
الفئات 
 i بالداعات

2/73=0.02738 2 2 7-8 1 
5/73==0.06849 2+3=5 3 8-9 2 
13/73=0.17808 5+8=13 8 9-10 3 
29/73=0.39726 13+16=29 16 10-11 4 
43/73=0.58904 29+14=43 14 11-12 5 
55/73=0.75343 43+12=55 12 12-13 6 
63/73=0.86301 55+8=63 8 13-14 7 
68/73=0.93151 63+5=68 5 14-15 8 

71/73=0.97260 68+3=71 3 15-16 9 
72/73=0.98630 71+1=72 1 16-17 10 

73/73=1.000 72+1=73 1 17-18 11 

)89(32.868.09ساعة 
02738.006849.0

04111.006849.0
9 ][1X 




 

)89(1.8900.09ساعة 
02738.006849.0

03249.006849.0
9 ][2X 




 

2-  

)1617(73.1627.017ساعة   
97260.09863.0

97992.09863.0
17 ][3X 




 

)1617(74.1626.017ساعة   
97260.09863.0

9801.09863.0
17 ][4X 
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  Application                                       تظبيق( 13-5)
في ىحا الفرل سؾف نقجم مثال تظبيقي لأستخجام طخيقة السؾنت كارلؾ في بشاء 

 وتذغيل نسؾذج السحاكاة ثؼ بعض أختبارات الفخوض الإحرائية لشتائج التجارب.

تسؾيل الديارات بالبشديؽ مثلًا(. : إذا فخضشا أنو يخاد أنذأ محظة خجمة سيارات )لالمثال
 ومؽ الجراسات عؽ السشظقة التي سؾف تشذأ فييا السحظة أتزح ما يمي:

  الفتخة بيؽ وصؾل سيارتيؽ متتاليتيؽ لمتسؾيل يسثل متغيخ عذؾائي يتبع التؾزيع
51السعتاد بتؾقع    16/9)بالجقائق( وتبايؽ

2

1 . 
 52ؽ خجمة الديارة بالسحظة يسثل متغيخ معتاد أيزاً بتؾقع كحلػ زم   )دقائق(

4/1وتبايؽ 
2

2 . 

  عشجما ترل الديارة لمسحظة فأنيا تبحث عؽ نقظة خجمة )طمسبة بشديؽ( غيخ
فتجخل عمييا، فإذا لؼ تجج تقف في صف الأنتغار لانتياء أحجى مذغؾلة 
 لمجخؾل عمييا.الظمسبات 

 تحجيج أفزل عجد لشقاط الخجمة )الظمسبات(. -1ويخغب متخح القخار في ما يمي: 
 .%95تحجيج متؾسط زمؽ أنتغار الديارة بالسحظة بجرجة ثقة  -2
 تحجيج طؾل الرف )الظابؾر( للأنتغار. -3

 وذلػ مؽ خلال بشاء نسؾذج محاكاة مشاسب.

2,1k....,ؽ السخاحل حيث م kعجد  في: يسكؽ حل السثال أعلاه الحل   ويتؾقف عجد
يحجده متخح القخار بسعاونة محمل الشغؼ. عمى التكمفة السادية والؾقت والحي  kالسخاحل 

والسخاحل مخاحل تكخارية الأختلاف بيؽ كل مخحمة وأخخي في أختيار قؾاعج التذغيل، ففي ىحا 
بسعشي في السخحمة الأولي نقجم الشسؾذج  السثال تعتبخ قؾاعج التذغيل ىي عجد الظمسبات

 طمسبة. 2بظمسبة واحجة والسخحمة الثانية بعجد 
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 المرحلة الأولي

 في ىحه السخحمة نعتبخ أنو يؾجج بالسحظة طمسبة واحجة.

نحجد عجد السذاىجات في التجخبة وعجد التجارب، ففي ىحا السثال سؾف نعتبخ (: 1خظؾة )
 .2التجارب في كل مخحمة مذاىجة وعجد  15عجد السذاىجات 

(: بأستخجام ججول الأعجاد العذؾائية يتؼ تؾليج قيؼ متغيخات الفتخة الدمشية بيؽ 2خظؾة )
، وزمؽ خجمة الديارات وسؾف iXوصؾل سيارتيؽ وسؾف نخمد لو بالخمد 

3,2,1i,.....,15حيث  iyنذيخ لو بالخمد  . 

 ( عمى الشحؾ التالي:1الحي يؾضح التجخبة رقؼ )(: نكؾن الججول التالي 3خظؾة )

 ( يعظي رقؼ وصؾل الديارات.1العسؾد رقؼ ) -1

 ( لتؾليج قيؼ الستغيخ12.6( تؼ الحرؾل عميو مؽ العلاقة )2العسؾد رقؼ ) -2
 .متغيخ يتبع التؾزيع الآسي( iX)حيث  (iX) ؽالعذؾائي لمفتخة بيؽ وصؾليي

 ( حيث:2( يتؼ تكؾيشو مؽ العسؾد رقؼ )3العسؾد رقؼ ) -3

(13.14 )                                          





1i

1j

ji XX
\

 

 يسثل زمؽ دخؾل الديارة لمخجمة حيث: (4العسؾد رقؼ ) -4

                                  










1i

i

i

Z

X

X

\

\\
 

 حيث: i( يسثل زمؽ أنتغار الديارة رقؼ 5العسؾد رقؼ ) -5

51,2,....,1i         ,           XXW iii  \\\
 

 إذا كانت الظمسبة غيخ مذغؾلة
 
 إذا كانت الظمسبة مذغؾلة
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 (: يؾضح التجخبة الأولي في مخحمة وجؾد طمسبة واحجة4-13ججول )
(8) (7) (6) (5) (4) (3) (2) (1) 

زمؽ إنتياء 
خجمة 

 iZالديارة

الفتخة الدمشية 
لخجمة 

 iyالديارة 

طؾل 
الرف 

iL 

زمؽ الأنتغار 
لمديارة قبل 

 iWالخجمة

زمؽ دخؾل 
الديارة 

\\لمخجمة
iX 

زمؽ وصؾل 
الديارة 

\لمسحظة 
iX 

الفتخة الدمشية 
بيؽ سيارتيؽ 

 iXبالجقائق

رقؼ 
الؾصؾل 

(i) 

----- ----- ----- ----- ----- ----- ----- 0 

8.810 4.965 0 0 3.845 3.845 3.845 1 
14.488 5.007 0 0 9.481 9.486 5.636 2 
20.754 4.369 0 0 16.390 16.390 6.909 3 
28.074 7.320 1 1.734 20.754 19.020 2.630 4 
36.944 8.870 1 5.644 28.074 22.430 3.410 5 
43.374 6.430 2 10.094 36.944 26.850 4.420 6 
52.644 9.270 2 13.424 43.374 29.950 3.100 7 
59.014 6.370 3 19.764 52.644 32.880 2.930 8 
68.425 8.4110 3 21.033 59.514 37.981 5.101 9 
74.436 5.011 4 28.443 68.425 39.982 2.001 10 
84.687 10.151 4 30.453 74.436 43.983 4.001 11 
94.405 9.718 5 34.204 84.687 47.4830 3.500 12 

99.4060 5.001 5 43.775 94.4050 50.2754 2.7918 13 
107.517 8.111 6 43.909 99.406 55.497 5.2221 14 
111.638 4.121 7 48.519 107.517 58.998 3.5010 15 

  43 300.996 


15

1i
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( وسؾف نذيخ لو iيسثل طؾل الرف بؾصؾل الديارة رقؼ )( 6العسؾد رقؼ ) -6
( بعشاصخ العسؾد 3حيث يتؼ الحرؾل عميو بسقارنة عشاصخ العسؾد ) iLبالخمد 

 ( السشاعخة ليا.4( بعشاصخ العسؾد )3(، أو عشاصخ العسؾد )8)

حيث يتؼ تحجيج عشاصخه بأستخجام  iyيسثل زمؽ خجمة الديارة ( 7العسؾد رقؼ ) -7
متغيخ يتبع التؾزيع الآسي  iy)حيث  y( في تؾليج قيؼ الستغيخ 12.6العلاقة )

 .أيزاً(

( يسثل زمؽ إنتياء خجمة الديارة بالسحظة وخخوج الديارة، 8العسؾد رقؼ ) -8
 حيث: iZوسؾف نذيخ لو بالخمد 

(13.15        )                               iii yXZ  \\ 

 (: مؽ الججول يتؼ حداب:4خظؾة )
 (1متؾسط زمؽ إنتغار الديارة قبل الجخؾل لمخجمة بالتجخبة ) -1

07.20دقيقة           (     1)
15

996.300

n

W

W

15

1i

i

1 


 

 إن( فiمتؾسط طؾل الرف عشج وصؾل العسيل رقؼ ) -2

387.2سيارات              (      2)
15

43

n

L
L

i

1 


 

(: نقؾم بإجخاء التجخبة الثانية بظمسبة واحجة أيزا ونكؾن الججول التالي )مع 5خظؾة )
iiمخاعاة أستخجام أعجاد عذؾائية أخخى وأشتقاق قيؼ أخخي لـ  y,X. 

 مؽ الججول نجج أن:

93.6دقيقة                        (        3)
15

9.103
W2  

24.2 سيارة                       (         4)
15

36
L2  
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 (: يؾضح التجخبة الثانية بظمسبة واحجة5-13ججول )
(8) (7) (6) (5) (4) (3) (2) (1) 

زمؽ إنتياء 
خجمة 

 iZالديارة

الفتخة الدمشية 
لخجمة 

 iyديارة ال

طؾل 
الرف 

iL 

زمؽ الأنتغار 
لمديارة قبل 

 iWالخجمة

زمؽ دخؾل 
الديارة 

\\لمخجمة
iX 

زمؽ وصؾل 
الديارة لمسحظة 

\
iX 

الفتخة الدمشية 
بيؽ سيارتيؽ 

 iXبالجقائق

رقؼ 
الؾصؾل 

(i) 

7.09 3.06 0 0 4.03 4.03 4.03 1 
10.33 3.24 1 0.73 7.09 6.36 2.35 2 
13.07 2.74 1 2.85 10.33 7.48 1.60 3 
16.59 3.52 1 2.31 13.07 10.76 2.78 4 
19.99 3.40 1 2.83 16.59 13.76 2.59 5 
24.02 4.03 1 3.10 19.99 16.89 3.54 6 
27.16 3.14 2 4.92 24.02 19.10 2.21 7 
29.84 2.68 2 6.52 27.16 20.64 1.54 8 
33.34 3.50 3 7.21 29.84 22.63 1.99 9 
37.25 3.91 4 9.70 33.34 23.64 1.01 10 
41.26 4.01 4 11.60 37.25 25.65 2.01 11 
45.37 4.11 4 13.56 41.26 27.70 2.05 12 
48.36 2.99 4 14.17 45.37 31.20 3.50 13 
50.47 2.11 4 13.25 48.36 35.11 3.91 14 
53.97 3.50 4 11.15 50.47 39.32 4.21 15 

  36 103.9 


15

1i

 

 حيث: W( نجج ان الستؾسط العام لدمؽ أنتغار الديارة 1),(3مؽ )(: 6خظؾة )
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8.13دقيقة      (       5)
2

93.667.20

2

WW
W 21 





 

 حيث: L( نجج ان الستؾسط العام لظؾل الرف 2),(4كحلػ مؽ )

364.2سيارات       (    6)
2

4.287.2

2

LL
L 21 





 

في العيشتيؽ وليكؽ  W ،Lمؽ الججوليؽ الدابقيؽ يسكؽ إيجاد تبايؽ كل مؽ (: 7خظؾة )
2

WS ،2

LS :حيث 

13.202
29

85.5861

1n

)WW(

S

30

1i

i
2

W

2









 

    56.3
130

334.103

1n

)LL(

S

30

1i

i
2

L

2












 

2: تؼ حداب ملحوظة

WS ،2

LS ( 8بسمحق رقؼ.) 

تحجيج فتخة الثقة وأختبارات الفخوض الإحرائية ليحه السخحمة عمى الشحؾ (: 8خظؾة )
 التالي.

 بحيث: Wزمؽ أنتغار الديارة في الرف  لستؾسطفتخة الثقة  -1

1n

S
tW

1n

S
tW

2

W
2/W

2

W
2/





  

)64.2(042.28.13)64.2(042.28.13 W  

25.1741.8 W  

( عشج درجات حخية 7مؽ ججول تؾزيع أستيؾدنت بسمحق ) t/2داب حيث تؼ ح
29)1n( . 
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 t/2(: يؾضح قيؼ الحجود 4-13شكل )

 
الفتخة لدمؽ أنتغار الديارة قبل الجخؾل لمخجمة تقع في  الستؾسظةوبالتالي فإن القيسة 

 .%95وذلػ بجرجة ثقة  [8.41-17.25]

 نجج أن: Lبالشدبة لفتخة الثقة لتؾقع طؾل الرف  بالسثل -2

1n

S
tL

1n

S
tL

2

L
2/L

2

L
2/





  

)37.0(042.264.2)37.0(042.264.2 L  

40.389.1 L  

32 L  

سيارات وذلػ  3أو  2لأنتغار تقع بيؽ وبالتالي فإن القيسة الستؾقعة لعجد الديارة في ا
 .%95بجرجة ثقة 

LWكحلػ يسكؽ إجخاء أختبارات فخوض إحرائية عؽ كل مؽ  ,  كسا سؾف نؾضح فيسا
 يمي:

 عمى الشحؾ: Wبالشدبة لأختبار الفخض الإحرائي عؽ  -3

H:10   الفخض العجمي  W0  

 منطقت رفض
 

025.02/  

 منطقت قبول

 منطقت رفض
 

025.02/  

                  -2.042                 0                 2.042               



 

 
 

 أسلوب المحاكاة وأنظمت الصفوفعشر:  لث( تطبيق                                      الباب الثا13-5)
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H:10   خض البجيل الف W1  

( فإن مشظقة الخفض ومشظقة tوبأستخجام تؾزيع أستيؾدنت ) %95وعشج درجة ثقة 
 القبؾل كسا ىؾ مؾضح بالذكل التالي.

 (: يؾضح مشظقة الخفض لمفخض العجمي4-13شكل )

 
 نحدب السقياس

44.1
64.2

108.13

1n

S

W
t

2

W

W 







 

44.1t وبسا أن   في مشظقة القبؾل، بالتالي نخفض الفخض البجيل القائل فإنيا تقع
 .%95دقائق وذلػ بجرجة ثقة  10زمؽ الإنتغار أكبخ مؽ  متؾسطبأن 

 

 ، فإن:كحلػ بالشدبة لظؾل الرف

H:3   الفخض العجمي  L0  

H:3   الفخض البجيل  L1  

05.0 

 منطقت القبول

                                              0                 tα=1.69    

                                               1.44            

 منطقت الرفض
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 حدب السقياسن

97.0
37.0

364.2

1n

S

L
t

2

L

L 







 

97.0tوبسا أن    فإنيا تقع في مشظقة القبؾل، بالتالي نخفض الفخض البجيل القائل
 .%95وذلػ بجرجة ثقة  سيارات 3أكبخ مؽ  طؾل الظابؾربأن 

 الثانيةالمرحلة 

iiة، ويتؼ حداب طمسبة بشديؽ بجلًا مؽ طمسبة واحج 2في ىحه السخحمة ندتخجم عجد  W,L 
 (.4(، )3في ل تجخبة. وفيسا يمي نقجم الججوليؽ التالييؽ التجخبة )

( يؾضح 7-12طمسبة، وججول ) 2( في وجؾد عجد 3( يؾضح التجخبة )6-13ججول )
 طمسبة أيزاً. 2( في وجؾد عجد 4التجخبة )

 ( نجج أن:3مؽ التجخبة )

6.0
15

9
L1      ,     76.1

15

4.26
W1  

 ( نجج أن:4مؽ التجخبة )

07.0
15

1
L2      ,     02.0

15

28.0
W2  

 وبالتالي فإن:

34.0
2

0076.0
L 


     ,     89.0

2

02.076.1
W 


 

بالشدبة  في السخحمة الأولي يسكؽ تحجيج فتخات الثقة وأختبارات الفخوضوبشفذ الأسمؾب 
LWلكل مؽ  ,. 
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 ( بظمسبتيؽ3(: يؾضح التجخبة رقؼ )6-13ججول )

زمؽ إنتياء خجمة 
زمؽ  iZالديارة

الخجمة 
(iy) 

طؾل 
الرف 

(iL) 

زمؽ 
الأنتغار 

(iW) 

جمة زمؽ الجخؾل لمخ
(\\iX) 

زمؽ وصؾل 
الديارة 
لمسحظة 

(\iX) 

الفتخة بيؽ 
 ؽوصؾليي

متتالييؽ 

(iX ) 

رقؼ 
الؾصؾل 

(i)  طمسبة
(2)  

طمسبة 
(1)  

طمسبة 
(2)  

طمسبة 
(1)  

 1 3.845 3.845 3.845 ـــــــــ 0 0 4.965 8.810 

 14.488 5.007 0 0  9.481 9.981 5.636 2 

 20.753 4.364 0 0  16.389 16.389 6.909 3 

26.336  7.320 0 0 19.019  19.019 2.630 4 

 31.299 8.870 0 0 22.429 22.429 22.429 3.410 5 

33.279  6.430 0 0 26.949  26.849 4.420 6 

 40.569 9.270 1 1.350  31.299 29.949 3.100 7 

39.649  6.370 1 1.400 33.279  32.879 2.930 8 

43.950  4.301 1 4.550 39.649  34.099 1.220 9 

45.500  4.931 1 4590 40.569  36.029 1.930 10 

 45.640 5.071 1 2.130  40.569 38.439 2.410 11 

53.601  8.101 1 4.031 45.500  40.969 2.530 12 

 52.141 6.501 1  45.640  44.170 3.201 13 

 55.342 3.201 1 5.470  52.141 47.671 3.501 14 

57.602  4.001 1 2.929 53.601  50.672 3.001 15 

   9 26.4   
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 ( بظمسبتيؽ4(: يؾضح التجخبة رقؼ )7-13ججول )
زمؽ إنتياء خجمة 

زمؽ  iZالديارة
الخجمة 

(iy) 

طؾل 
الرف 

(iL) 

زمؽ 
الأنتغار 

(iW) 

زمؽ الجخؾل لمخجمة 
(\\iX) 

زمؽ وصؾل 
الديارة 
لمسحظة 

(\iX) 

الفتخة بيؽ 
 ؽوصؾليي

متتالييؽ 
(iX ) 

رقؼ 
الؾصؾل 

(i) طمسبة 
(2)  

طمسبة 
(1)  

طمسبة 
(2)  

طمسبة 
(1)  

 7.09 3.060 0 0  4.03 4.030 4.03 1 

9.62  3.240 0 0 6.38  6.380 2.35 2 

 10.72 3.520 0 0  7.98 7.980 1.60 3 

 14.28 3.400 0 0  10.76 10.760 2.78 4 

16.75  4.030 0 0 13.35  13.350 2.59 5 

 20.92 3.140 0 0  16.89 16.890 3.59 6 

22.24  2.680 0 0 19.10  19.100 2.21 7 

 23.20 4.010 1 0.28  20.92 20.640 1.54 8 

 25.552 3.111 0 0 22.441  22.441 1.801 9 

27.943  3.001 0 0 24.98  24.942 2.501 10 

 29.344 2.401 0 0  26.943 26.943 2.001 11 

 33.146 3.001 0 0 30.145  30.145 3.202 12 

37.146  2.901 0 0 34.245  34.245 4.100 13 

 40.567 4.321 0 0  36.246 36.246 2.001 14 

44.268  4.501 0 0 39.767  39.767 3.521 15 

   1 0.28   
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 Taylor Expansion                   تيمور       مفكوك(: 1ممحق )

 فإن: xدالة في متغير واحد  x(f(: إذا فرضنا أن أولاً

(1 )         .....)cx(a)cx(aa)cx(a)x(f
2

210

0k

k

k 


 

متدمدههمة القههو  فههي فههي لهه ي ة يههر  حههدود   ههار   هه   x(f( تقريهه فإنههي كن هه  
(cx وتكون النتدمدمة تقاربية  نهدما ))rc,rc(x  ث هحيهr ف قطهر هي نصههتن ه

تقههار  مطمههق  x(f(. وتتقههار  النتدمدههمة مهه  الدالههة radius convergenceالتقههار  
rc,rc(x( ندما    وبالتالي فإني في الفتر ،)rc,rc(  :فإن 

(2)          .....)cx(a)cx(aa)cx(a)x(f
2

210

0k

k

k 


 

 كذلك:

(3  ) ...)cx(a)cx(aa)cx(ka)x(f
2

321

1k

1k

k 32  


 

(4)34232                     .....)cx(a)cx(aa

)cx)(1k(ka)x(f

2

432

2k

2k

k












 

(5)34523423           ..)cx(a)cx(aa

)cx)(2k)(1k(ka)x(f

2

543

3k

3k

k












 

cxو ندما   :فإن 

0a)c(f  

1a1)c(f  
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22 a !2a12)c(f  

33 a !3a123)c(f  
: 
: 
: 

(6              )                                    k

)k(
a !k)c(f  

 وبالتالي فإن:

(7     )                        0,1,2,...k  ,        
!k

)c(f
a

)k(

k  

 كن   ةتابتها  مى النحو التالي: x(f(وبالتالي فإن الدالة 

  (8      )                              





0k

k
)k(

)cx(
!k

)c(f
)x(f 

 ]Taylor series expansion ]8( بنفكهوك متدمدهمة تيمهور 8) وتدهنى النتدمدهمة فهي
( الهذ  قهام بالهتقال الدالهة 1881-1371) Brook Taylorند ة إلهى  هالا الرياضهيا  

)x(f ( 8في الصياغة.) 

0cوالحالة الخاصة م  مفكهوك تيمهور  نهدما     قهدمها  هالا الرياضهيا  م مهوري
Colin Maclaurin (1868-1378 فتص ح الدالة ))x(f :مى النحو  

(9)
!3

1

!2

1

!1

1
       ...x )0(fx )0(fx )0(f)0(f

)x(
!k

)1(f
)x(f

32

0k

k
)k(




 

ً
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 أوجد مفكوك تيمور لمدالة: :(1مثالً)
x

e)x(f  
0xحول    0أ   ندماc  

 بنا أن:

     xxx
e)x(f    , ,....  e)x(f    ,  e)x(f

)k(  
 وبنا أن مفكوك تيمور:

          























0k

k

32

2

0k

k
)k(

!k

x

....
!3

x

!2

x
x1

..........x 
)0(f

x 
)0(f

)0(f

)cx(
!k

)c(f
)x(f

!2!1 

x,....,x,x(f(: إذا ةانه  الدالهةثانيااً n21  دالهة فهي  هددn   مه  النتغيهرا  فإنهي كن ه
CXحهول النقطهة  مه  الدرجهة ال انيهة حهدود  إ اد  ةتابتها في ل ي ة ير    حيهثC,X 

 متجهي   مى النحو:
]c....,c,c[C n21      ,      ]x....,x,x[X n21 

)CX(H)CX(
2

1
)CX)(C()CX()x,.....,x,x(P Cn21 |ff  \ 

(10) 

 حيث:
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(11                 )
CXn21

 
x 

)X( 
.........,,

x 

)X( 
,

x 

)X( 
)X(

fff
f























 

(12  )         

CXn.n

2

n

2

2n

2

1n

2

n2

2

2

2

2

12

2
n1

2

21

2

2

1

2

x 

 
........

x x 

 

x x 

 

:

:

:

:

:

:

:

:

x x 

 
........

x 

 

x x 

 

x x 

 
........

x x 

 

x 

 

H

fff

fff

fff





































































 

 ةذلك النتجي هي النصفوفة الهيدينية Hحيث النصفوفة 

(13     ) 
n.1nn2211 )cx(.,..........),cx(),cx()CX(  

x,x(f(: إذا فرضنا أن الدالة (2مثالً)  بحيث: 21
2X

1

2

121 e x 3x 5)x,x(f  

)1x,1x(حول النقطة  P)X(أوجد تقري   21  

 :الحل

                      










)1x(

)1x(
)1x()1x()CX(

2

1
21

\ 

   )155.8()155.18( ) x 3() 3x 10()X(
CX

X

1

X

1
22 eef 


 

     


































155.8155.8

155.810

 

 x 3 3

 310

H

C

X

1

X

X

22

2

ee

e
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310.21x x 310.16

x 465.24x 155.18x 155.8x 10

)1x(

)1x(

155.8155.8

155.810

)1x()1x(

)1x(

)1x(

155.18155.18155.13

)CX(H)CX(
2

1
)CX)(C()CX()x,x(P

21

21

2

2

2

1

122

1

22

2121

122

1

21

C21 ff
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  (Z) التراكمية لممتغير المعتاد القياسى الأحتمالات( : 2ممحق )

          t d      
2

1
(Z) F e

2/t
Z

2






 

Z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 

.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 

.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 

.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 

.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 

.4 .6554 .6591 .6628 6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 

           

.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 

.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 

.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7701 .7734 7764 .7794 .7823 .7852 

.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 

.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8284 .8315 .8340 .8365 .8389 

           

1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 

1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 

1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 

1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 

1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 

           

1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 

1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 

1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 

1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 

1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
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Z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 

2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9498 .9803 .9808 .9812 .9817 

2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9888 .9842 .9846 .9856 .9854 .9857 

2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 

2.3 .9893 .9896 .989 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 

2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 

           

2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 

2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 

2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 

2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 

2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 

           

3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 9989 .9989 .9989 .9990 .9990 

3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 

3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 

3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 

3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 

 F(Z)والقيم المناظرة لها لـ  (Z)ة لـممخص لبعض القيم الحرج

Z 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 3.891 4.417 

F(Z) 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995 .99995 .999995 
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(: القيم الحرجة لـ 4ملحق )
mk سيمرونهف-لاختبار كهلمهجروف 

          α 

n 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 

1 0.40000 0.95000 0.97500 0.99000 0.995000 

2 0.68377 0.77639 0.84189 0.90000 0.92929 

3 0.56481 0.63604 0.70760 0.78456 0.82900 

4 0.44265 0.56522 0.62394 0.68887 0.73424 

5 0.44698 0.50945 0.56328 0.62718 0.66853 

6 0.41037 0.46799 0.51926 0.57741 0.61661 

7 0.38148 0.43607 0.4842 0.53844 0.57581 

8 0.35831 0.40962 0.45427 0.50654 0.54179 

9 0.33910 0.38796 0.43001 0.47960 0.51332 

10 0.32260 0.36866 0.40925 0.45662 0.48893 

11 0.30829 0.35242 0.39122 0.43670 0.46770 

12 0.29577 0.33815 0.37543 0.41918 0.44905 

13 0.28470 0.32549 0.36143 0.40362 0.43247 

14 0.27481 0.31417 0.34890 0.38970 0.41762 

15 0.26588 0.30397 0.33760 0.37713 0.40420 

16 0.25778 0.29472 0.32733 0.36571 0.39201 

17 0.25039 0.28627 0.31796 0.35528 0.38086 

18 0.29360 0.27851 0.30936 0.34569 0.37062 

19 0.23735 0.27136 0.30143 0.33685 0.36117 

20 0.23156 0.26473 0.29408 0.32866 0.35241 

21 0.22617 0.25858 0.28724 0.32104 0.34427 
: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

30 0.19032 0.21756 0.2417 0.27023 0.28987 

 .61]، 7[ هفنسيمرو  –ختبار كهلمهجروف دول جزء من جداول القيم الحرجة لاهذا الج
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 (Dلداربن واتسهن )التهزيع الأحتمالي (: 5ملحق )

 حيث يعطى  Dالجدول يعطى جزء من تهزيع 

21قيم  d,d  عند درجات الحرية ومستهى معنهيةα 

]7 ،[61.  

  α 

N 

0.05 0.025 0.01 

1d  2d  1d  2d  1d  2d  

15 1.08 1.36 0.95 1.23 0.81 1.07 

16 1.10 1.37 0.98 1.24 0.84 1.09 

17 1.13 1.38 1.01 1.25 0.87 1.10 

18 1.16 1.39 1.03 1.26 0.90 1.12 

19 1.18 1.40 1.06 1.28 0.93 1.13 

20 1.20 1.41 1.08 1.29 0.95 1.15 

21 1.22 1.42 1.10 1.30 0.97 1.16 

22 1.24 1.43 1.12 1.31 1.00 1.17 

23 1.26 1.44 1.14 1.32 1.02 1.19 

24 1.27 1.45 1.16 1.33 1.04 1.20 

25 1.29 1.46 1.18 1.34 1.05 1.21 

26 1.30 1.47 1.19 1.35 1.07 1.22 

27 1.32 1.48 1.21 1.36 1.09 1.23 

28 1.33 1.49 1.22 1.37 1.10 1.24 
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 Random Numbers                        عشوائيةالأعداد ال(: 6ملحق )
 رقم العمود

 6 5 4 3 2 1 رقم الصف

1 0.10480 0.15011 0.01536 0.020111 0.81647 0.91646 

2 0.22368 0.46573 0.025595 0.85393 0.309955 0.89198 

3 0.24130 0.48360 0.022527 0.97265 0.76393 0.64809 

4 0.42167 0.93093 0.06243 0.61680 0.07856 0.16376 

5 0.37570 0.39975 0.81837 0.16656 0.06121 0.91782 

       

6 0.77921 0.06907 0.11008 0.42751 0.27756 0.53498 

7 0.99562 0.72905 0.56420 0.69994 0.98872 0.31016 

8 0.96301 0.91977 0.05463 0.07972 0.18876 0.20922 

9 0.89579 0.14342 0.63661 0.10281 0.17453 0.18103 

10 0.85475 0.36857 0.43342 0.53988 0.53060 0.59533 

       

11 0.2818 0.69578 0.88231 0.33276 0.70997 0.79936 

12 0.63553 0.40961 0.48235 0.03427 0.49626 0.69445 

13 0.09429 0.93969 0.52636 0.92737 0.88979 0.33488 

14 0.10365 0.61129 0.87529 0.85689 0.48237 0.52267 

15 0.07119 0.97336 0.71048 0.08178 0.77233 0.13916 

       

16 0.51085 0.12765 0.51821 0.51259 0.77452 0.16308 

17 0.02369 0.21382 0.52404 0.60268 0.80368 0.19885 

18 0.01011 0.54092 0.33362 0.9404 0.31273 0.04146 

19 0.52162 0.53916 0.46369 0.58586 0.23216 0.14513 

20 0.07056 0.97628 0.33787 0.09998 0.42698 0.06691 
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  (t) توزيع ستيودنت( : 7ملحق )
 وعجد  αبمعلومية  Xيعطي الججول قيمة المتغير 

)tX(، حيث: nدرجات الحرية   

α  

N 

.995 .990 .975 .950 .900 .800 .750 .700 .600 .550 

1 63.66 31.88 12.71 6.31 3.08 1.376 1.000 0.727 0.325 0.158 

2 9.92 6.96 4.30 2.92 1.89 1.061 0.816 0.617 0.289 0.142 

3 5.84 4.54 3.18 2.35 1.64 0.978 0.765 0.584 0.277 0.137 

4 4.70 3.75 2.78 2.13 1.53 0.941 0.741 0.569 0.271 0.134 

5 4.03 3.36 2.57 2.02 1.48 0.920 0.727 0.559 0.267 0.132 

6 3.71 3.14 2.45 1.94 1.44 0.906 0.718 0.553 0.265 0.131 

7 3.50 3.00 2.36 1.90 1.42 0.896 0.711 0.549 0.263 0.130 

8 3.36 2.90 2.31 1.86 1.40 0.889 0.706 0.546 0.262 0.130 

9 3.25 2.82 2.26 1.83 1.38 0.883 0.703 0.543 0.261 0.129 

10 3.17 2.76 2.23 1.81 1.37 0.879 0.700 0.542 0.260 0.129 

11 3.11 2.72 2.20 1.80 1.36 0.876 0.697 0.540 0.260 0.129 

12 3.06 2.68 2.18 1.78 1.36 0.873 0.695 0.539 0.259 0.128 

13 3.01 2.65 2.16 1.77 1.35 0.870 0.694 0.538 0.259 0.128 

14 2.98 2.62 2.14 1.76 1.34 0.868 0.692 0.537 0.258 0.128 

15 2.95 2.60 2.14 1.75 1.34 0.866 0.691 0.536 0.258 0.128 

16 2.92 2.58 2.12 1.75 1.34 0.865 0.690 0.535 0.258 0.128 

17 2.90 2.57 2.11 1.74 1.33 0.863 0.689 0.534 0.257 0.128 

18 2.88 2.55 2.10 1.73 1.33 0.862 0.688 0.534 0.257 0.127 

19 2.86 2.54 2.09 1.73 1.33 0.861 0.688 0.533 0.257 0.127 

20 2.84 2.53 2.09 1.72 1.32 0.860 0.687 0.533 0.257 0.127 
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 حساب تباين العينة(: 8ملحق )
2في هذا الملحق تم حساب 

WS ،2

LS ( 5-21بالفصل.) 

2حساب ل :أولاً

WS .نكهن الجدول التالي 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

iW  )WW( i   2

i )WW(   iW  )WW( i   2

i )WW(   

0 -13.8000 190.44 0 -13.800 190.44 

0 -13.8000 190.44 0.73 -13.07 170.83 

0 -13.800 190.44 2.85 -10.95 119.90 

1.734 -12.066 145.59 2.310 -9.756 95.18 

5.644 -8.166 66.68 2.83 -10.97 120.34 

10.094 -3.706 13.73 3.10 -10.70 114.49 

13.424 -0.376 0.14 4.92 -8.88 78.85 

19.764 +5.964 35.67 6.52 -7.28 52.99 

21.033 +8.833 78.02 7.52 -6.28 39.44 

28.443 +15.443 238.49 9.70 -4.10 16.81 

30.453 +16.653 277.32 11.60 -1.20 1.44 

34.204 +20.404 416.32 13.60 -0.20 0.04 

43.775 +29.975 898.50 14.17 +0.37 0.14 

43.909 +30.109 906.55 13.25 -.55 0.30 

48.519 +34.719 1205.40 11.15 -2.65 7.02 

  4853.64   1008.21 

 ومن الجدول نجد أن:

85.586121.100864.4853)WW(
30

1i

2

i 
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 13.202

29

85.5861

1n

)WW(

S

30

1i

i
2

W

2

 

                         64.2
29

13.202

1n

S
2

W 


 
 

2لحساب  ثانياا:

LS .نكهن الجدول التالي 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

iL  )LL( i   2

i )LL(   iL  )LL( i   2

i )LL(   

0 -2.64 6.97 0 -2.64 6.97 

0 -2.64 6.97 1 -1.64 2.79 

0 -2.64 6.97 1 -1.64 2.79 

1 -1.64 2.79 1 -1.64 2.79 

1 -1.64 2.79 1 -1.64 2.79 

2 -0.64 0.41 1 -1.64 2.79 

2 -0.64 0.41 2 -0.64 0.41 

3 +0.36 0.13 2 -0.64 0.41 

3 +0.36 0.13 3 0.36 0.13 

4 1.36 1.85 4 1.36 1.85 

4 1.36 1.85 4 1.36 1.85 

5 2.36 5.57 4 1.36 1.85 

5 2.36 5.57 4 1.36 1.85 

6 3.36 11.29 4 1.36 1.85 

7 4.36 19.01 6 3.36 11.29 

  72.71   42.41 
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 التكامل العددي(: 9ممحق )
، حيث  يمكثن تحه ثل اةثارت التكامثل التالية يمكن إيجاد تكامل الدالة بأحد قهاعد التكامل العدد

 إلى اةارت مجمهع بأحد القهاعد التالية:

 mid-point rule                                       قاعدت النقطة المتهسطة -1

 trapezodal rule                                       قاعدت ةبيه المنحرف  -2

 Simpson’s rule                                              هزن يميقاعدت س -3

ةارت التكامل لمدالثة إلثى اةثارت مجمثهع بدسثتخداى احثدا القهاعثد اعثقي يعطث   يمثة اوتحه ل 
 تقر بية لتكامل الدالة 

 :[98]فدذا اعتبرنا قاعدت النقطة المتهسطة فان 

 

]تمثل نقطة متهسطة ف  الفترت   حي  , عند ه   يمة الدالة  ،   [ 
 ، حي  النقطة 

 

 من الأعمدت فان : nكذلك إذا فرضنا تقديم مداحة التكامل إلى عدد 

 

 



 

 

 
 

التكامل العددي(: 9ملحق )
 

 

 
 

 

 

 

- 593 - 

 ان :  Stielاثبت  1994ف  سنة 

 

 xدوال حقيقية ف  المتغير  f(x),g(x) حي 

  

ف  كثير من الحالات مقدار صغير جدا  (3)كذلك اثبت ان الفرق بين التكامل والمجمهع ف  
 حي  : يؤول إلى

 

تقديم ، من خقل  (3)وفيما يم  سهف نهضح تحه ل عممية التكامل لعممية المجمهع ف  
 ( عمى النحه التال :1-7ل )الحل التفصيم  لمثا

عمى النحه (n=10)فترات   10تداوي   t لمفترت إذا فرضنا ان عدد الفترات الجزئية اولًا:
 التال :

 

 

 

 

 ثانياً :
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 ثالثاً :

 

=  
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 المرظمحات

 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 absorbing barriers 19 ماصةحهاجز 

 advanced Markovian 917 ماركهفل الرفهف المتقدمة نماذج

queueing models 

 analogue models 233 النماذج الندبية )القياسية(

، 11،391،322 غير دورية
377،312 

aperiodic (non-periodic) 

مرفهفة غير دورية وغير قابمة 
 للأختزال

323 aperiodic and irreducible 

matrix 

التهزيع الاحتمالي لعدد العملاء 
)أو الفترة  الذين يرمهن إلى النظام

 (نبين وصهليي

991،933 arrival distribution  (or 

inter arrival) 

 arrivals number 331، 393 عدد العملاء الذين يرمهن لمنظام

 arrivals process 399 عممية وصهل العملاء إلى النظام

 auto-correlation (or 334 أرتباط ذاتي

serial correlation) 

 basic axioms 939 بديهيات أساسية

 Bernoulli-process 13 عممية برنهلى

 birth and death 34 عمميات الميلاد والهفاة

processes 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 bivariate probability 94، 27 التهزيع الأحتمالي الثنائي

distribution 

 bivariate state 379 الحالة الثنائية

 blocking 397،317،319 تهقف

فرع من فروع نظرية الاحتمالات 
 التظبيقية

32 branch of applied 

probability theory 

 central limit theorem 229 نظرية النزعة المركزية

 certain conditions 972 شروط معينة

 channels 293 الخظهط

 characteristic equation 912 المعادلة المميزة

 characteristic function 42 الدالة المميزة

 chi-square test 327 3أختبار كا

 collection of data 31 جمع البيانات

 composite arrival rate 911 معدل الهصهل المجمع

 conditional distribution 94 التهزيع الذرطي

 congestion problems 37 مذاكل التكدس

 continuous models 233 النماذج المترمة )المدتمرة(

 continuous time 973 زمن مترل

 control problems 292 مذاكل المراقبة
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 convolution method 224 التجميعيةالظريقة 

 cumulant generating 42 لة المهلدة لمتراكماتالدا

function 

 cumulants 42 التراكمات

 cumulative distributions 222 (التراكميةالتهزيعات التجريبية )

 customers (items) 994 )وحدات( عــمـــلاء

 descriptive and 31 الإحراء الهصفي والتحميمي

analytical statistics 

 design & control systems 29 نظمةالأ مراقبة ترميم و 

 deterministic 991 غير عذهائية )يقينية(

 deterministic models 13 النماذج اليقينية

 difference equations 27 معادلات الفروق 

 differential difference 972،934، 77 ،27 معادلات الفروق التفاضمية

equations 

 discrete 14 متقظعة

 discrete models 233 النماذج المتقظعة

 discrete states 973 حالات متقظعة

 discrete time 973 خظهات( متقظعزمن )أو 

التهزيع الاحتمالي لعدد العملاء 
 الذين يرمهن لمنظام

932 distribution of arrivals 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

التهزيع الاحتمالي لعدد العملاء 
 المنتهى خدمتهم

937 distribution of 

departures 

 distribution of service 931 التهزيع الاحتمالي لأزمنة الخدمة

times 

 distribution selection 27 اختيار التهزيع

 Durbin-Watson test 339 أختبار داربن واتدهن 

المعدل الفعمي لهصهل العملاء إلى 
 النظام

941 effective arrival rate 

 equilibrium probabilities 14 أو الاستقرار احتمالات التهازن 

 ergodic process 11 امةممية عع

 ergodic chain 11 متدمدمة عامة

 Erlang Distribution 21، 27 تهزيع إيرلنج

 event 973، 41 الحدث

 exist 19، 47 مهجهد

العدد المتهقع لمراكز الخدمة غير 
 )المعظمة( العاممة

999 expected number of idle 

servers 

 exponential distribution 931، 34 سيالتهزيع الآ

 families 13 عائلات

 finite 391 محدود
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 first come – first served 991، 992 من يأتي أولًا يخدم أولاً 

 first difference 77 الفرق الأول

 fitting the probability 27 تهفيق التهزيعات الاحتمالية

distributions 

 form 39 صياغة

 function theoretical 39 الأساليب الدالية النظرية

techniques 

 gamma distribution 222 تهزيع جاما  

 general distribution 991 تهزيع عام

 general service discipline 943، 991 نظام الدخهل لمخدمة نظام عام

 generating function 73، 21 الدالة المهلدة

 generation random 227،229 تهليد قيم المتغير العذهائي

variates 

 geometric distribution 49 التهزيع الهندسي

 geometric transform 21 التحهيمه الهندسية

 goodness fit tests 394 أختبارات جهدة التهفيق

 higher transition 19 احتمالات الانتقال الأعمى

probabilities 

 homogeneity 974 التجانس

مدتقمة ولكل منها نفس التهزيع 
 الأحتمالي

97 ،939 identically and 

independently 

distributed (i.i.d) 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 imbedded Markov chain 39 سمدمة ماركهف الماصة

 independence 972 الاستقلال

 infinite 937 غير محدود

 infocommunication 32 يةشبكات الاترال المعمهمات

networks 

 information 37 المعمهمات

 initial distribution 14، 11 التهزيع المبدئي

 input distribution 322 ممدخلاتلالتهزيع الأحتمالي 

 interarrival time 331، 393، 999 الفترة الزمنية بين وصهليين متتالية

الفترة الزمنية بين خروج عميمين 
 تتاليينم

999 inter-departures time 

 intermediate state 13 حالة وسيظة

 invariant 19 غير متغيرة

 ،322، 17،391 غير قابمة للأختزال
377 ،312 

irreducible 

 irreducible matrix 391، 17 مرفهفة غير قابمة للأختزال

 joint probability 94 التهزيع الاحتمالي المذترك

distribution 

 jumps 973 القفزات

 Kolmogrov-Simrnov test 349، 327،322 أختبار كهلمهجروف سيمرنهف
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 Laplace transform 27، 27 تحهيمه لابلاس

 last come – first served 991، 997 من يأتي أخيراً يخدم أولاً 

(LcFs) 

 least square method 331، 392 طريقة المربعات الرغرى 

 limiting behavior 17 لنهائيالدمهك ا

 limiting distribution 971 التهزيع النهائي

 linearity property 29 الخاصية الخظية

 marginal distribution 94 التهزيع الهامذي

 Markov chain 11 سمدمة ماركهف

 Markov matrix 11 مرفهفة ماركهف

 Markov processes 11، 19 عمميات ماركهف

 mathematical induction 927، 73 ستنتاج الرياضيالا

 mathematical modeling 39 النمذجة الرياضية

 mathematical models 999 النماذج الرياضية

 mathematical 37 البرمجة الرياضية

programming  

 mathematical 299 البرمجة الرياضيةأساليب 

programming techniques 

 mathematical 232 ةعلاقات رياضي

relationships 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 mathematical tools 32 الأدوات الرياضية

 mathematically exact 32 صحيح رياضياً 

 maximum likelihood 331، 394 طريقة الأمكان الأكبر

method 

الحد الأقرى لعدد العملاء في 
 النظام

999 maximum number of 

customers allowed in the 

system 

 maximum queue length 947 أقرى عدد في الرف

 modern information 32 تكنهلهجيا المعمهمات الحديثة

technology 

 moment generating 47 الدالة المهلدة لمعزوم

function 

 moments method 331، 392 طريقة العزوم

 Monte Carlo method 234، 239 طريقة المهنت كارله

 mutually exclusive 13 افيةحالات متن

 mutually exclusive ways 41 عدة طرق متنافية

 non-homogeneous 11 غير متجاندة

معادلات فروق خظية غير 
 متجاندة

917 nonhomogenous linear 

difference equations 

 non-null 979، 11 )ليدت غير مهجهدة( مهجهدة

 nonparameteric 37 الأساليب غير المعممية

techniques 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 nonparametric tests 392 الأختبارات اللامعممية

 nonstationary 31 غير المدتقرة

 nonstationary processes 399 عمميات غير مدتقرة

 normal distribution 229 التهزيع المعتاد )الظبيعي(

 null 11 غير مهجهدة

 numerical techniques 32 الأساليب العددية

 one-to-one relationship 222 لهاحد-العلاقة واحد

 operating characteristics 937 خرائص تذغيل النظام

 operators 912 المؤثرات

 optimal design 292 الترميم الأمثل

 optimization problem 34 مذكمة أمثمية

 optimization techniques 299، 37، 91 أساليب الأمثمية

 output distribution 322 ع الأحتمالي لممخرجاتالتهزي

 parallel stations 992، 994 المراكز المتهازنة

 parameters 27 معممات

 partial differential 72 جزئيالتفاضل ال تمعادلا

equations 

 Partical 12 جزئي



 

 

 
 

 المصطلحات
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 performance measures 29 مؤشـــــرات الإنجــــاز

 Periodic 11 دورية

 persistent (recurrent) 979، 11 دائمة

 persistent or recurrent 11 متكررة أو دائمة

 Poisson distribution 991،939،  49، 34 تهزيع بهاسهن 

 Poisson processes 19،19،973 عمميات بهاسهن 

)مردر الاستدعاء المجتمع 
 لمعملاء(

999 population (calling 

source) 

 Position 12 مهقع

 possible states 14 الحالات الممكنة

 postulates 972 فروض

 Priorities 997 أولهيات

 probabilistic approach 39 أسمهب احتمالي

 probabilistic models 13 النماذج الأحتمالية

 probabilistic structure 19 البناء الأحتمالي

 probabilities theory 27 نظرية الاحتمالات

 probability generating 21 الدالة المهلدة للأحتمالات

function 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 pure birth process 932 عممية الميلاد الخام

 pure death process 937 عممية الهفاة الخام

 queueing analysis 39، 99 تحميل الرفهف

 queueing model 331، 394 نمهذج الرفهف

 queueing model with 317 تهقفالرف مع حدوث نمهذج 

blocking 

 queueing model with 317 رفضالرف مع حدوث نمهذج 

rejection 

 queueing processes 399 عمميات الرفهف

 queueing System 994 نظام الرف

 queueing theory 19، 27، 32 نظرية الرفهف

 radius convergence 299 نرـف قظر التقارب

 random move 12 حركة عذهائية

 random variable 999 متغير عذهائي 

 random walk problem 233 مذكمة الدير العذهائي

 recurrent 971 ممكنة الرجهع

 regeneration points 39 نقط الانبعاث )التجديد(

 regularity 974 الانتظام

 rejected systems 947 أنظمة الرفض
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 renewal theory 32 نظرية التجديد

 roots 912 الجذور

 Rouche's theorem 912 نظرية رويتش

 running 232 تذغيل

 scale property 23 خاصية التدرج

 التهزيع الاحتمالي لزمن الخدمة
 )أو أزمنة الخروج(

991 service (or departure) 

dist. 

 service discipline 977، 999 نظام الدخهل لمخدمة

 service in random order 991 ر عذهائيالدخهل لمخدمة بأم

 service process 399 عممية خدمة العملاء

 service station (channels) 999 عدد مراكز الخدمة

 service time 331، 393 ،999 زمن خدمة العميل

 simple random walk 12 عممية المذي العذهائي البديظة

process 

 simulation model 233 نمهذج المحاكاة

 simulation technique 32،37،394،233 أسمهب المحاكاة

 singular integral 39 المعادلات التكاممية الذاذة

equations 

 space 13 المكان
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

سبيرمان لمرتب معامل أرتباط  339 Sperman's Rank-

correlation 

 standard normal 229 المعتاد القياسي

 stationary 31 المدتقرة

 stationary process 14، 19 عممية مدتقرة

 n 19 stationary process ofالتـــرتيـــبمن عمميـــــة مدتقــــرة 

order n 

 stationary transition 11 أحتمالات انتقال مدتقرة

probabilities 

 statistical equilibrium 34 الاستقرار الإحرائي

 ،939،929،922 ة()الحالة الدائم حالة الأستقرار
927،943،942،919 

steady state 

 stochastic processes 13، 31، 39 العمميات العذهائية

 stochastic processes 19، 91 نظرية العمميات العذهائية

theory 

 suitable initial conditions 73 الملائمة الذروط المبدئية

 system's behavior 937 سمهك النظام

 Taylor expansion 299 تيمهر مفكهك

 Taylor series expansion 293 مفكهك متدمدمة تيمهر

 telecommunication 39 الاترالات عن بعد

 telephone engineering 34 هندسة التميفهنات

 tests for independence 339، 31 أختبارات الأستقلال



 

 

 
 

 المصطلحات
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الرفحة بالمغة العربيةالمرظمح 

 tests for stationary 399، 31 أختبارات الأستقرار

 time 19، 13 الزمن

 tow-phases queueing 391 نمهذج الخدمة في مرحمتين

model 

 traffic process 34 عممية المرور

 traffic Theory 39 نظرية المرور

 transient or 11 مؤقتة أو غير متكررة

nonrecurrent 

 transient state 939 (المتنقمةغير المدتقرة )أو الحالة 

 transition probability 11 لانتقال الأحتماليةمرفهفة ا

matrix 

 transitions 13 الانتقالات

 translation property 29 خاصية الترجمة )النقل(

 truncated Poisson 931 تـهزيـع بـهاسـهن المبتـهر

distribution 

 uniform distribution 229 متغير عذهائي منتظم

 unique solution 73،327،373 حل وحيد

 waiting lines (queues) 37 صفهف )طهابير( الانتظار

 waiting system 994 نــظــام الانتــظــــار

أزمنة الانتظار لمكالمات التميفهنات 
 وعدد المكالمات التميفهنية

32 waiting time and number 

of calls 
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 أولًا: السراجع العربية

(: "نظرية القرارات: نساذج 2001إبراهيم عبدالهاحد نائب، أنعام عبدالسشعم ) [1]
 واساليب كسية محدهبة" دار وائل لمشذر، عسان، السسمكة الأردنية.

(: "برمجة تعدد الأىداف العذهائية لتطهير بعض أنظسة 2001سيد رمزان ) [2]
ى قطاع التعميم في مرر" رسالة بهاسهن لمرفهف مع التطبيق عم

 دكتهراه، قدم الإحراء، كمية التجارة، جامعة بشيا، مرر

(: "مذكمة تكدس ميشاء الاسكشدرية والعهامل السباشرة 1976عزه عبدالشبي ) [3]
والغير مباشرة السؤثرة عمى تدفق وسحب البزائع" بحث دبمهم 

 معيد التخطيط القهمي، القاىرة، مرر

(: "أنظسة الخدمة عمى مراحل متتالية والتخطيط في قطاع 1979ش )عفاف الد [4]
الشقل البحري" رسالة ماجدتير، قدم الإحراء، كمية الاقتراد 

 والعمهم الدياسية، جامعة القاىرة، مرر.

الجزء الأول )الإحراء الهصفي("  –(: "الإحراء التطبيقي 2009عفاف الدش ) [5]
 ، جامعة حمهان، القاىرة.جياز نذر وتهزيع الكتاب الجامعي

(: "الرياضيات التطبيقية لمعمهم الإحرائية والاجتساعية 2009عفاف الدش ) [6]
أستخدام الحزم الرياضية" الجزء الأول،  –التطبيق  –الأساليب 

 الطبعة الأولي، السكتبة الأكاديسية بالدقي، القاىرة، مرر.

جزء الثاني )الاستدلال ال –(: "الإحراء التطبيقي 2010عفاف الدش ) [7]
الإحرائي(" جياز نذر وتهزيع الكتاب الجامعي، جامعة حمهان، 

 القاىرة.
(: "بحهث العسميات وأتخاذ القرارات" الجزء الأول: "البرمجة 2012عفاف الدش ) [8]

 وحيدة اليدف" السكتبة الأكاديسية بالدقي، القاىرة، مرر.
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وأتخاذ القرارات" الجزء الثاني: "البرمجة (: "بحهث العسميات 2013عفاف الدش ) [9]
 متعددة الأىداف" السكتبة الأكاديسية بالدقي، القاىرة، مرر.

(: "مذكمة غرامات التأخير" مجمة بحهث الشقل 1974محرم وهبو محسهد ) [10]
 البحري، الأكاديسية العربية لمشقل البحري، العدد الثاني.

"دراسة إحرائية لتدرب الطلاب في مرحمة  (:2003نجيب محمد عبدالله سيف ) [11]
التعميم الأساسي بالجسيهرية اليسشية" رسالة ماجدتير، قدم 

 الرياضيات، كمية التربية، جامعة عين شسس، القاىرة، مرر.

(: "نظرية الرفهف في تشظيم وتخطيط حركة الشقل 1974يهسف نرر الدين ) [12]
سية العربية لمشقل البحري" مجمة بحهث الشقل البحري، الأكادي

 البحري، العدد الثاني.

 ثانياً: السراجع الأجشبية
[13] Adan, I. and Resing (2015): "Queueing Systems" Dep. Of 

Math. And Comp. Sc. , Eindhoven University of 
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