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 مقدمة
فررا نتدر ررة نيةدموررة     waiting queuesصررف ا نتدارررا  كثيررم مررا د ررا د 

نلإدااجوررة مثررو صررف ا نتدارررا  فررا ني  ا ررزوال    ممنكررل نيا أيررو    ني  رر      ني  ررا نل 
 نيج ية  نيب مية، ...... نيخ.

لا ي ثررو م ررحأة ة وقررة ن ن ارراو   ررا  ترر نحو لرري  ترر  م ة رر    صررا نتدارررا  
نيةدمررة ريررم م رر     )   ممنكررل  ى نيةدمررة  نرري  ني لرر  نيررفي يحرر و  ورر  مماررلنيع يررو  أرر

 يكرر  ي ثررو صررا نتدارررا  م ررحأة ة و وررة ت رر ا ب  ررحأة نياكررد   برر ءنا نيةدمررة يأع رر ا.
congestion problem  فا ةايرة نير قف فرا ني عرم   مر  نيةدمرة  ر  ني أر   أي را

    س ا نءن ة ني رام    ا   ا معاً.

نتدارررا   نياكررد  تكررايو  با رررة ا ررا سرر ا د صرر   يرر  باياف رريو فررا  تكررايو  
 queueing systemsنيبرررالأ نت  . يرررفي  اررراو مررر  نت  ورررة ء نسرررة  در رررة ني رررف ا 

 )نتدر ة نيةدموة    نلإدااجوة نياا تعادا م  صف ا نتدارا   ةد ث تكد  .

 Erlangيررمي    تعا ررم     ء نسررة  أ وررة تدر ررة ني ررف ا نيد نسررة نياررا لرردم ا ن
، ثررت ت نيرر  نيد نسررال ني رميررة  نيا  و وررة تدر ررة ني ررف ا ني ةاأفررة،   يرر  1909سرر ة 

ل دا  صا  ت أيو  در ة ني ف ا ثت ت ديد اوزوة ت  ري   ءنا  رفا نتدر رة    نيا سر  
 في ا.

درمية ني ف ا ء    ام فا ت صو  نتدر ة ت صرو  ا را ءليرب  نايارايا  تأع  
   و وة يأاكد  م      قوا  ت ثيم  فا نتسبالأ  أى ني رام.ت ديد نتسبالأ ني

 رررا فرررمر مررر  فرررم ر درميرررة نتةا رررالال  queuing theory درميرررة ني رررف ا 
، ف را ت ثرو مج   رة ني رميرال branch of applied probability theoryنيا  و وة 

عرادا مر  هرا مة نتداررا  ت  نتسايي  نتةا ايوة نياا تا ا   بايد نسة  نيا أيو نتدر ة نياا
  نياكد .
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  ت ق ت د ا ج ني ف ا نيى:

  د ا ج ت أيأوةanalytical models 
   ا عبا ة    صوارال  ياصوة    نة ائوة م دءة ت   فم   معي ة.

   د ا ج تجمي وة ) دءيةnumerical models 
 .simulation modelsمثو د ا ج ني  اكاة تعا د  أى نياجمنة 

ة  ردم تر نفم نيفرم   نيارا يرات ت ا را صروارة ني  را ج نيمياصروة      اءة فا ةاي
 نلإة ائوة،    صوارا ا تك و معقدة، فا  فا ني الال ت اةدم ني  ا ج نياجمي وة.

نسراةدنم ني  را ج   ءي نيا    نيك يم فرا ني اسربال نييورة )نيك  ير تم  نيرى نمحراو 
 نياجمي وة بحفااة   أى د اق  نس ، نتسايي  

سرر ا دررمي فررا نتلرر نلأ نياايوررة نت تبررا  ني ثيررب لرري  درميررة ني ررف ا  نيع أوررال    
 نيا أيرررو نلإة رررائا  ن رررفة  اصرررة   ابرررا نل  stochastic processesنيع ررر نئوة 

 parametric and nonparametric testsنيفم   نلإة رائوة ني عأ ورة  ني معأ ورة 
يرو نلإة رائا نيرى نيا ر   نيك يرم فرا درميرة فقد  ءي ت    درمية نيع أوال نيع  نئوة  نيا أ

 ني ف ا  ت  وقات ا.

يأ قف ني ديد يأكاابال نيعأ وة باي حابة نيعمنوة، م ا ءفع ا نيى    ورة ااابرة  درمنً 
  . د م  فن نيكاالأ

 يا ررا    ررفن نيكاررالأ د ررا ج ني ررف ا مرر  نيجرراد ي  ني رررمي  نيا  وقررا  ني ا أبررال 
  اوزوة ت  ي   ءنئ ا    نيا س  في ا.نتساسوة يد نسا ا  ت أيأ ا 

 ت طر لأ ممةأارا نيبحراي  ي    نيد نسرال نيعأورا فرا  نيكاالأ  ا دف و م   فن  ني
 ي ارر   ...... نيررخ ، نلإلا رراء -نلإءن ة  –نيمياصرروال  –نياة  ررال ني ةاأفررة )نلإة رراا 

 :  م بالأ  ث ا أى  نيكاالأ
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 ني ف ا نياكد   درميةم اكو ت      نو:  نت  نيبالأ 
     ت را     ورة  سراةدنم درميرة ني رف ا م اكو نياكد  يا ا    فن نيبالأ   

فرررا ء نسرررا ا  ت أيأ رررا. ارررفي  يقررردم  ويرررة تا يةورررة يا ررر   درميرررة ني رررف ا 
 ت  وقات رررا بالإصرررافة نيرررى ء   ارررو مررر  نيا أيرررو نلإة رررائا   سرررايي  نتمثأورررة 

لأ   رت ني ا أبرال يد نسرة درمية ني ف ا. افي  يقدم  فن نيبراا  وقال باي  بة ي
  در ة ني ف ا.

  ساسوالت      نو:  نيثادانيبالأ 
ني رميررال  نتسررايي  ني متب ررة ل  ررا ج   بعررأ   ررت نياعميفررال  ررفن نيبررالأ   يقرردم

 ني ف ا ني قدمة فا  فن نيكاالأ.

 بعأ نيع أوال نيع  نئوةت      نو:  نيثايثنيبالأ 
   ت  د نر نيع أوال ني متب رة ب در رة تعمي  نيع أوة نيع  نئوة  فن نيبالأ   يقدم

    أورال نيرمي      رت   رائف  رفا نيع أورال.ني ف ا مثو   أوال مرا ا ا 
 م  تقديت بعأ نتمثأة

 مح دال  در ة ني ف ات      نو:  نيمنب نيبالأ 
ة، تعميرر  ي رررام ني ررا  ني رروارال نيممليررة يتدر ررة ني ةاأفرر ررفن نيبررالأ   يقرردم

مرر  تقررديت  كررفي  بعررأ نيا حيعررال نتةا ايوررة يرربعأ مح دررال  در ررة ني ررف ا.
  دء م  نتمثأة  نيا مي ال.

 بعأ د ا ج ما ا ا يأ ف ات      نو:  نيةامسنيبالأ 
ني رف ا نيارا لردم ا مرا ا ا  اوزورة  هراقال ا بعرأ د را ج  رفن نيبرالأ   يقدم

صرافة نيرى اوزورة  سراةدنم    ت مؤهمنل افرااة  رفا نتدر رة ني قدمرة،  ير  بالإ
فررا نيجرراء نيا حيرر  نتةا ررايا يعرردء نيع رر ا فررا  TORAني ررمنم  نيجررا لة ةلمررة 

مر  تقرديت  ني رام افي  ة الأ مؤهمنل افرااة نتدر رة ني قدمرة فرا  رفن نيبرالأ.
 بعأ نتمثأة نيا  و وة ي فا نتدر ة.
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  ا ات حي  حم  نتدارا  فا بعأ  در ة مات      نو:  ني اء نيبالأ 
اوزوررة  هرراقاق نيا حيرر  نتةا ررايا يررلم   دارررا  نيع يررو فررا  يا ررا    ررفن نيبررالأ 

 ني ا باي  بة يبعأ  در ة ما ا ا ني الب تقدي  ا فا نيبالأ نيةامس.

 بعأ د ا ج نيمي   يأ ف ات      نو:  ني اب نيبالأ 
بعأ د را ج نيرمي   ي رف ا نتداررا  مر  نيجادر  ني ررمي فرا  فن نيبالأ   يقدم

وارة ني  ررا ج   هرراقاق مؤهررمنل  ءنا ني ررررام، اررفي  مرر  نيجادرر  نيا  وقرررا صرر
 . أى نتدر ة ني قدمةبعأ نتمثأة نيا  و وة  تقديت

 ء نسة ةايةت      نو:  نيثام نيبالأ 
 ني منةررو  ني وادررال ني  أ نررة ي  رراا د رر  ج ني ررا ني  اسرر  يا ررا    ررفن نيبررالأ 

 ابررررا نل ني معأ وررررة يتسرررراق   نتبعررررأ تقررررديت   ، ني ةاأفررررة ي  رررراا ني  رررر  ج
نيةدمرة ثرت تقرديت اوزورة ت فيرب د را ج ني رد  ل    حم   نتساقمن  يأ د  ل   

، اررفي    ابررا نل ني قدمررة  حم ررة نيةدمررة ب سرراةدنم طررمق نياقررديمنل نلإة ررائوة
 ج ءة نيا فيب.

نت ابرررا نل اوزورررة ل ررراا ني  ررر  ج   جرررمنا    يرررمنً تقرررديت ء نسرررة ةايرررة يا صرررو  
 . أ نةني 

 ني ف ا ني ااايوة )د ا ج   نمل جاك  و د ا ج ت      نو:  نيااس نيبالأ 
 در ررة نيةدمررة  أررى ممنةررو مااايوررة، ةيررث يررات تقررديت بعررأ  يا ررا    ررفن نيبررالأ 

د ا ج   نرمل جاك ر و يأ رف ا ني ااايورة، مر  تقرديت بعرأ نتمثأرة نيا  و ورة 
 .م  تقديت بعأ نتمثأة نيا  و وة ي فا نتدر ة

 د ا ج ني ف ا ني ااايوة م  ةد ث  فأ    ت ق ت      نو:  نيعاهمنيبالأ 
يةدمررة بعررأ  در ررة نيةدمررة ني ااايوررة مرر  ةررد ث  فررأ  يا ررا    ررفن نيبررالأ 

نيع رر ا    ةررد ث ت قرر   ةررد ممنكررل نيةدمررة فررا ني مةأررة نت يررا.  اوزوررة ل رراا 
 ة ي فا نتدر ة.ني  ا ج ني  اهمة فا او ةاية م  تقديت بعأ نتمثأة نيا  و و
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 د ا ج ني ف ا   سايي  نتمثأوةت      نو:  ني اءي   منيبالأ 
اوزوررة  سرراةدنم  سررايي  نتمثأوررة مثررو نتسررايي  ني ةاأفررة  يا ررا    ررفن نيبررالأ 

يأ ممجة نيمياصوة فا ت ديد ني ؤهمنل ني ثأرا يكفرااة نتدر رة م رو نيد نسرة    
   د ت  وت بعأ نتدر ة.

  سأ لأ ني  اكاة   در ة ني ف ات      نو:  نيثادا   منيبالأ 
تقديت  سأ لأ ني  اكاة ا ةد نتسايي  نيعدءية يد نسرة  ت أيرو  يا ا    فن نيبالأ 

 در رررة ني رررف ا ني عقررردة    نيارررا لا ياررر فم في رررا ني رررم   ني  أ نرررة تهررراقاق 
د ا ج ت أيأوة.  يقدم  فن نيبالأ طميقرة ني  در  ارا ي  فرا ل راا د را ج ني  اكراة 

   ن  اا بعأ نتمثأة نيا  و وة يفي .م

يا  يررب د ررا ج م ةررب تانرر   بعررأ ني ا أبررال نيمئو رروة  8 نيكاررالأ  رردءكررفي  يانرر   
 ما   ة م  ني منج  نيعمنوة  نتج  وة.لائ ة بالإصافة نيى  ني ف ا

ي    م   يجد نيقا ئ نيعمنا فا  فن نيكاالأ   يمنً   ج  م  الله  ل  جو  و 
 افا  ف نس امات جد م  ني اة  ي  نيعملأ م  يقدم   ى  و د ي  ال ني  اا،

 م.  نيعأ

 والله  يى نيا فيب
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 Introduction                                        ( مقدمة1-1)
يهدف هذا الباب تقديم مختصر لمشاكل التكدس وأسبابها وخطورتها في العديد من 

 الأنظمة الخدمية أو الإنتاجية.

ظمة التي تعاني من ثم يقدم تعريف لنظرية الصفوف ودورها في دراسة وتحليل الأن
 صفوف الأنتظار.

ث تقدم النظرية وصف للسلوك الأحتمالي للنظام وعناصره، كذلك تقديم مؤشرات حي
 .محل الدراسة النظامقياس كفاءة 

 ( نقدم رؤية تاريخية عن تطور نظرية الصفوف وتطبيقاتها.4-1في الفصل )

 stochasticوحدث تطور كبير في نظرية العمليات العشوائية  1920ومنذ 

processes theory لك على تطور نظرية الصفوف، كذلك تطور التحليل وانعكس ذ
( 5-1تطوير تطبيق نماذج الصفوف، لذلك في الفصل )الإحصائي مما انعكس أيضاً على 

 ختصار العلاقة بين نظرية الصفوف والأساليب الإحصائية.نقدم بأ

 optimizationوحدث تطور كبير في أساليب الأمثلية  1950كذلك منذ عام 

techniques  مما أدي إلى ربط نماذج الصفوف بهذه الأساليب للوصول إلى المؤشرات
 .أو أستخدام هذه الأساليب عند تصميم أنظمة جديدة المثلي لكفاءة أنظمة الصفوف

 ( نقدم العلاقة بين نظرية الصفوف وأساليب الأمثلية.6-1لذلك في الفصل )
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 Congestion Problems                ( مشاكل التكدس       1-2)

 queues (waiting lines)في حياتنا اليومية كثير ما نشاهد صفوف )طوابير( الانتظار 
 من المراكز الخدمية أو الإنتاجية وفيما يلي سوف نعطي بعض الأمثلة لذلك:في كثير 

 وك،لاء على شبابيك الخدمة في البنالعم انتظار (1)

جراء التحاليل أو إجراء أانتظار المرضي أمام العيادات الطبية في المستشفيات أو  (2)
 ، ..... الخ.العمليات

أو تقديم الميناء انتظار السفن في المواني البحرية لحين تفريغها أو شحنها  (3)
كذلك بالنسبة للطائرات بالمطارات التي يتم تزويدها  للخدمات التي تطلبها.

 مطارات.بالخدمات في ال

 انتظار المواطنين على محطات الأتوبيسات، أو محطات القطارات، .... الخ. (4)

كذلك في كثير من مراكز الإنتاج يتم انتظار وحدات الإنتاج في مرحلة أو أكثر من  (5)
كذلك انتظار الوحدات المنتجة ليتم  الإنتاج للدخول على خطوط الإنتاج،مراحل 

 .نها بالمخازن أو تخزي توزيعها على مراكز التسويق

لا يمثل مشكلة إذا كان متوسط معدل أداء الانتظار  )طابور( والأمثلة الأخرى كثيرة، وصف
الخدمة، أو بعبارة أخري توسط معدل وصول العملاء إلى مركز)أو مراكز( الخدمة أكبر من م

صفوف الانتظار موجودة في الدول المتقدمة ولكن لم تسبب مشكلة نظراً لأن زمن انتظار 
الخدمة بكفاءة بحيث لا تحدث  )أو مراكز( العميل يكون صغير جداً بالإضافة إلى إدارة مركز

 تكدس. اكلمش

بالصف فترة  نتظار العميلأإذا كانت فترة ولكن يكون صف الانتظار مشكلة حقيقية 
 نظاموصول عملاء جدد مما يؤدي إلى حدوث مشكلة تكدس داخل كبيرة بالإضافة إلى 

 الخدمة.
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 التكدس إلى الأسباب التالية:مشاكل ترجع ظاهرة الانتظار و  وعادة

الطلب على الخدمة أكبر من المعروض منها، وبالتالي وجود عدم توازن بين  -1
 الطلب والعرض.

حدث ت، ولكن منها روضقد يكون الطلب على الخدمة أقل من أو يساوي المع -2
 الخدمة بكفاءة. نظامإدارة  التكدس نتيجة لعدممشكلة 

في حالة زيادة الطلب من الخدمة عن المعروض منها وفي نفس اقم المشكلة وتتف -3
  .]14، 12، 10[الخدمة  نظامالوقت عدم الكفاءة في إدارة 

الإنتاجية في  وأالخدمية  الأنظمةوتحدث هذه المشاكل بشكل يومي تقريباً في كثير من 
 .السيئة والخطيرة الدول غير المتقدمة حتى أصبحت سمة من سماتها

 متمثلة في:لأن تكاليفها باهظة والتكدس ظاهرة خطيرة 

، ( أعلاه3التأخير في أداء الخدمة للعميل، ومثال ذلك في المثال )تكاليف غرامات  -1
تفرض السفن على الموانئ غرامات تدفع بالعملات الأجنبية عن كل ساعة  حيث

مما  بالمثل بالنسبة للمطارات،، اأو تفريغها وشحنه تأخير في أداء الخدمة للسفينة
 الخدمة. نظامتمثل أعباء وإهدار لإيرادات 

أن مصر خلال السبعينات في القرن السابق تكبدت ملايين ومما هو جدير بالذكر 
الدولارات نتيجة دفع غرامات تأخير لانتظار وتكدس السفن بميناء الإسكندرية 

 .]4[والموانئ الأخرى 

مثال ذلك انتظار  ينشأ عنه من تكاليف غير مباشرة، إهدار وقت العملاء وما -2
( أو انتظار الأتوبيسات أو القطارات 1العملاء في البنوك في المثال أعلاه في )

 (.4كما في المثال أعلاه في )
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فقد بعض المرضي لأرواحهم نتيجة انتظار معانة و قد يسبب الانتظار والتكدس  -3
( 2ية أو إجراء تحاليل كما في مثال )فترات طويلة في قوائم انتظار عمليات طب

 .مما قد يؤدي إلى تعرض المرضى للخطر أعلاه

مثل انتشار الأمراض،  كثيرة ظاهرة الانتظار والتكدس ظواهر أخري سلبيةتنشأ عن  -4
 والسرقات، .... الخ.

الانتظار والتكدس دراسة علمية  مشاكلمن الأهمية دراسة  ومما ذكر أعلاه نجد
ؤدي تطبيقها إلى معالجة يالتي  ات في هذه الأنظمةالقرار  يلمناسبة لمتخذوتقديم الحلول ا

 .اكلهذه المشوحل 

وتهتم نظرية الصفوف بدراسة وتحليل الأنظمة التي تعاني من الانتظار والتكدس، 
 حيث تتحرى السلوك الاحتمالي للمتغيرات المكونة للنظام والعلاقات الاحتمالية بينها. 

التي قدمها  1909علمية قدمت لدراسة أنظمة الصفوف سنة دراسة وتعتبر أول 
، ثم توالت بعد ذلك العديد من الدراسات لهذه الأنظمة،  Erlang المهندس الهولندي إيرلنج

 .[38]وفي الفصول التالية سوف نتناول ذلك بالتفصيل 
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 Queueing Theory              ( نظرية الصفوف            1-3)
، حيث نشرت 1907تعتبر أول دراسة قدمت تتناول مشكلة صفوف الانتظار سنة 

أول دراسة للعلاقة بين أزمنة الانتظار لمكالمات التليفونات وعدد المكالمات التليفونية 
waiting time and number of calls  [76]في مجلة  1910سنة  نشرهاثم أعيد :

Post office Electrical Engineers Journal, London هذه تعتبر . ورغم أن
أول مقالة في دراسة مشكلة الانتظار، لكن الأسلوب الذي تناولته المقالة لم يكن أسلوب 

 .mathematically exactرياضي دقيق 
فوف هي الدراسة التي الص أنظمةولكن تعتبر أول دراسة علمية رياضية لدراسة 

من التفصيل في  ء، كما سوف نوضح ذلك بشي[38] 1909سنة  Erlangقدمها العالم 
 الفصل التالي.

 branch ofونظرية الصفوف هي فرع من فروع نظرية الاحتمالات التطبيقية 

applied probability [22]،  هي عبارة عن مجموعة النظريات فنظرية الصفوف
لية التي تتناول بالدراسة والتحليل الأنظمة التي تعاني من ظاهرة الانتظار والأساليب الاحتما

 والتكدس.
لأنتظار حيث تلعب نظرية الصفوف دوراً بارزً في تحديد الأسباب الحقيقية ل

حصول  ستخدامها تحقيق التوازن بين تأخيرأم المؤشرات التي يمكن ب. كذلك تقدلتكدسوا
العميل على الخدمة من ناحية وبين الوقت الذي يكون فيه مركز الخدمة )أو مراكز( الخدمة 

 .26]،  4[خالية غير مستغله 
تهتم نظرية الصفوف بدراسة السلوك الأحتمالي لمكونات النظام كذلك دراسة و 

 العلاقات الأحتمالية بين مكونات النظام أيضاً.
م العديد من أنظمة الصفوف المختلفة وتحليلها وفي الأبواب التالية سوف نقد

وتقديم أهم مؤشرات كفاءتها مع تقديم كيفية أستخدام أساليب الأمثلية للوصول إلى أفضل 
 مؤشرات ممكنة من وجهه نظر متخذ القرار.
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 A Historical Perspective                 ( رؤية تاريخية    1-4)
 1909سنة  Erlangوكما ذكرنا في الفصل السابق أن العالم المهندس الهولندي 

 The Theory"أول من قدم دراسة لنظرية الصفوف بأسلوب رياضي دقيق تحت عنوان 

of Probabilities and Telephone Conversations" قدم العلاقة بين ، حيث
حيث أعتبر أن عدد المكالمات التي وعدد خطوط الاتصال المتاحة، مستوي تقديم الخدمة 

 Poissonمتغير عشوائي يتبع توزيع بواسون  خلال فترة معينة تصل إلى السنترال

distribution  وبالتالي تكون الفترة بين وصول مكالمتين متتاليتين تمثل متغير عشوائي(
(، ثم قدم جداول هندسية يمكن Exponential distribution [24]زيع الأسي يتبع التو 

 .[65]ستخدامها تحديد كفاءة النظام وتلي ذلك تقديمه لأول نموذج رياضي للصفوف بأ

ثم توالت الأبحاث  بدراسة إيرلنج، 1909لصفوف من سنة لذلك يؤرخ لنظرية ا
خــــــلال الفتـــــرة ة )ـــام التاليـــالعشرين ع لالـــة الصفوف خــدمها إيرلنج في دراســالتي ق
أهم المفاهيم الأساسية والأساليب المرتبطة بالاستقرار قدم خلالها فقد (، 1910-1930

 An the"وبصفة خاصة مقالته تحت عنوان:  statistical equilibriumالإحصائي 

Rational Determination of The Number of Circuits"ناول فيها ، حيث ت
 .optimization problem [52]نظام الصف كمشكلة أمثلية 

( 1930-1920خلال الفترةفترة عمل وأهتمام إيرلنج بنظرية الصفوف )وفي خلال 
حيث قدم أول كتاب  1928سنة  Fryقدم آخرين عديد من الدراسات أيضاً، ومن أمثلتهم 

 Probability and it's"الهندسية تحت عنوان: للاحتمالات والاستخدامات 

Engineering Uses"  حيث أحتوى الكتاب على هندسة التليفونات ،telephone 

engineering ،حتمالي للنماذج المستخدمة والتي يطلق تناول الكتاب أول أساس أ ثم
قدم الصياغة  كذلك birth and death processesعليها حالياً بعمليات الميلاد والوفاة 

 .traffic process [37]المرور الرياضية لعملية 
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في  رئيس قسم هندسة التليفونات Bählerالعالم تم تعين  1930وفي سنة 
مما أدى إلى أن تصبح نظرية المرور  Delft Technological Universityجامعة 

traffic Theory أدى إلى تطوير  وبالتاليدسين الاتصالات في هولندا، جزء تعليمي لمهن
 .telecommunication [78]ت عن بعد صناعات الاتصالا

( قدمت معظم النظريات 1950-1930خلال الفترة وأثناء العشرين سنة التالية )
نماذج الصفوف لتصبح أكثر تعميماً وأكثر استخداماً في وصف وتحليل التي أدت إلى تطوير 

لخاصة بنظرية وخلال هذه الفترة كانت معظم الدراسات اوتحليل العديد من الأنظمة المعقدة. 
تصالهم بهندسة التليفونات، فقط وأ Scientistsالصفوف وتطبيقاتها يقتصر على العلمين 

 ومن أهم العلماء في هذه الفترة:

  قدمPalm  العديد من المقالات في تطبيق نظرية العمليات العشوائيةstochastic 

processes قط في تطوير أنظمة الصفوف، وكان من أهم ما قدمه مفهوم ن
 .regeneration pointsالانبعاث )التجديد( 

  كذلك قدمPollazek  النظرية الدالية الأساليب  1945سنةfunction 

theoretical techniques  والمعادلات التكاملية الشاذةsingular integral 

equations  في تحليل الصفوفqueueing analysis.  

تعتبر تقريب للظواهر  mathematical modelingونظراً لأن النمذجة الرياضية 
العشوائية، ولكن النماذج الإحصائية تكون أكثر واقعية في التعبير عن الظواهر العشوائية، 

أول أسلوب  1953، 1951سنة  Kendall( قدم 1970-1950لذلك خلال الفترة )
 imbeddedسلسلة ماركوف الماصة عندما قدم  probabilistic approachاحتمالي 

Markov chain صياغة ستخدام هذه السلسلة أمكنه وبأform  عمليات الطابور في
 .G/M( ،)S/M/1G( [57]/1(الأنظمة 
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في تحليل أنظمة  renewal theoryنظرية التجديد ستخدام أ هذا بالإضافة إلى
مة الصفوف ظتحليل أن أكتملات يالصفوف خلال فترة الستينات. وفي نهاية الستين

 ,Crommelin, Fellerالأساسية. ومن أهم الذين ساهموا في هذه الفترة أيضاً كل من: 

Jensen, Khintchine, Kolmogorov, Syski, Saaty [80]. 

نماذج الصفوف المتتالية  Robart Jacksonم قدخلال الخمسينات والستينيات و 
ة الصفوف أداة فعالة في تصميم وتحليل وشبكات الصفوف مما أدى إلى أن أصبحت نظري

 .[50-47]أنظمة الحاسب 

ونتيجة للثورة التكنولوجية التي بدأت أثناء وبعد الحرب العالمية الثانية والتطور 
سريع لنظرية الصفوف وتطبيقاتها   التطور المما أدى إلى  السريع لنظرية العمليات العشوائية

اذج الصفوف وتطبيقاتها تمثل جزء هام في بحوث نمأيضاً. وبسرعة بدأت  [76 ,78 ,53]
 العمليات والعلوم الإدارية أيضاً. ومن اهم الكتاب الذين قدموا العديد من المراجع للنظرية: 

Courtios (1977), Kelly (1979), Sauer (1981)k Lavenbery (1983), 

Kiessler & Disney (1987), Molloy (1989), Perros (1994), Pyolle & 

Gelenber (1998), …… etc. 
ونظراً للتطور الكبير في الحاسبات )الكمبيوتر( من حيث السرعة وسعة التخزين 

مثل المحاكاة  numerical techniquesمما أدى إلى أستخدام الأساليب العددية 
simulation أو التي لا تتوافر فيها شروط  في دراسة وتحليل أنظمة الصفوف المعقدة

 .لتحليليةالنماذج ا

حتى الآن لعبت تكنولوجيا المعلومات الحديثة  في العقود الأخيرة من القرن السابقف
modern information technology  ،وتعتبر نظرية دور هام في حياتنا بصفة عامة

لبناء وتقييم وتحليل  mathematical toolالصفوف واحدة من أكثر الأدوات الرياضية 
تمثل هذه  حيث infocommunication networksاتية شبكات الاتصال المعلوم

 .[100 ,95 ,92]المعقدة الصفوف الشبكات واحدة من أكثر أنظمة 
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ونظراً لأن الهدف النهائي )المطلق( لتحليل أنظمة الصفوف هو: "فهم سلوك 
والقرارات  informationبحيث يمكن تقديم المعلومات  داخل النظام العمليات الضمنية

 لقائمين على إدارة الأنظمة".الفطنة ل

 بكفاءة يتطلب ذلك:ولدراسة وتطبيق نظرية الصفوف 

  دراسة مكونات أنظمة الصفوف والسلوك الأحتمالي لكل مكون والعلاقات بين هذه
. وفي الفصل التالي سوف نقدم باختصار [73 ,22 ,17]المكونات دراسة إحصائية 

 ل تطبيق نظرية الصفوف.مراحل الدراسة الإحصائية لأنظمة الصفوف قب

  أستخدام أساليب الأمثليةoptimization techniques  خاصة أساليب وبصفة
 والمراقبة في التصميم mathematical programmingالبرمجة الرياضية 

design and control  الأمثل مستوى ال إلىلأنظمة الصفوف، كذلك الوصول
 .[89 ,85 ,77]النظام العمل ب لإنجاز

( نقدم بإختصار دور أساليب الأمثلية في إتخاذ القرارات 6-1في الفصل )لذلك 
أما بالنسبة لأنظمة الصفوف التي لا تتوفر فيها الشروط التي المثلي لأنظمة الصفوف. 

مثل الإستقرار والإستقلال، ..... الخ. ففي هذه الحالات  التحليلية الصفوف نماذجتتطلبها 
أو  simulation technique أسلوب المحاكاة ة مثليتم أستخدام الأساليب العددي

لدراستها وتحليلها وبصفة  nonparameteric techniqueالأساليب غير المعلمية 
 .,46 ,63 ,64 ,61 ,78] 10[ الأكثر تعقيداً خاصة الأنظمة 
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 ( نظرية الصفوف والأساليب والإحصائية1-5)
Queueing Theory and Statistical Techniques 

 descriptive and analytical statisticsتلعب الإحصاء الوصفي والتحليلي 
دور بالغ الأهمية في تطبيق نظرية الصفوف. فيسبق تطبيق نظرية الصفوف المرور 

 الأساليب الإحصائية المختلفة والموضحة بالشكل التالي بالمراحل التالية التي تستخدم فيها
]7 [105, 104, 56, 55, 54,. 

 المراحل الإحصائية السابقة لتطبيق نظرية الصفوف(: 1-1شكل )
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 collection of dataجمع البيانات : المرحلة الأولي

 وجمع بيانتها يتم فيها تحليل النظام وتحديد المتغيرات المطلوبة في تطبيق نظرية الصفوف
 :ومن هذه المتغيرات ما يلي

 خدمة العميل في النظام، )زمن( وقت 
 الزمنية بين وصول عميلين متتاليين للنظام، الفترات 

 في الانتظار، الفترات الزمنية التي يقضيها العملاء 

  النظام.ن على التوالي بعد إنهاء خدمتهم في الزمنية بين خروج عميليالفترات 

 ة يتم:وفي هذه المرحل
 دراسة المتغيرات.فيها اختيار الفترات التي يتم  -1
 تحديد حجم العينات المختلفة وأسلوب سحبها. -2

حساب مؤشرات الموضع مثل المتوسط والتشتت مثل التباين، كذلك حساب مؤشرات  -3
 .بالنسبة لكل متغير على حده التفرطح والإلتواء أيضا  

  for stationary in timetestsرار ستق: اختبارات الأالمرحلة الثانية

البيانات التي تم جمعها خلال الفترات الزمنية السابق تحديدها تمثل بيانات لعمليات 
وبالتالي لابد من تحديد العمليات المستقرة  stochastic processesعشوائية 

stationary  وغير المستقرةnonstationaryرار مثل ستق. وتوجد اختبارات مختلفة للأ
Mann-Whitney-Wilcoxon Test. 

رار ستقمعالجة شاملة لاختبارات الأ Cox and Lewisقدم كل من  1966وفي سنة 
 .[23 ,24]للعمليات العشوائية 

 tests for independenceلال ستق: اختبارات الأالمرحلة الثالثة
بالنسبة للمتغير الواحد فمثلا   عن بعضها المشاهدات قيم لالأستقأ(  هنا يعني:لال ستقوالأ

 .أستقلال المشاهدات لزمن خدمة العملاءاختبار 
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مثل عدد العملاء الذين  لال المتغيرات التي تمثل عنصر معين في النظامأستق (ب
ويكون لكل منها عن بعضها  يصلون إلى النظام في الوحدات الزمنية المختلفة

عن بعضها  العملاءالزمنية لخدمة  اتالفتر لال أستق أيضا   نفس التوزيع، ومثال ذلك
 البعض وهل لكل منها نفس التوزيع الاحتمالي أم لا.

لال عدد أستقلال المتغيرات التي تمثل عناصر النظام عن بعضها، مثال ذلك أستقج( 
العملاء الذين يصلون للنظام في طلب الخدمة عن أزمنة خدمة هؤلاء العملاء في 

 مركز الخدمة.
لال ستقمثل الاختبارات اللامعلمية في دراسة الأللبنود أعلاه متعددة  وتوجد اختبارات

[61, 57]. 

 sfitting the probability distribution توفيق التوزيعات الاحتمالية:المرحلة الرابعة
من المرحلة الأولي يتم رسم المنحنيات التكرارية النسبية لكل  -1في هذه المرحلة يتم: 

 المختلفة. متغير خلال الفترات
معلمات  ثل كل متغير في الفترات المختلفة، وتقديرمي الذيحتمالي توفيق التوزيع الأ -2

parameters ستخدام طرق التقدير الإحصائية المناسبة )مثل طريقة التوزيع بأ
 .[56-54 ,74]الأمكان الأعظم أو المربعات الصغري( 

 المناظر لنظام الصف electiondistribution sاختيار التوزيع  :المرحلة الخامسة
من المرحلة السابقة نجد أنه لكل عنصر من عناصر النظام يوجد أكثر من توزيع احتمالي 

حتمالي لكل أجراء اختبارات جودة التوفيق الإحصائية لأختيار أفضل توزيع أيتم تم توفيقه، 
 .بأستخدام أختبارات جودة التوفيق الإحصائيةعنصر 

وف نقدم دراسة حالة نوضح فيها كيفية تنفيذ المراحل س الباب الثامنوفي 
 المختلفة السابقة.
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 ( نظرية الصفوف وأساليب الأمثليه1-6)
Queueing Theory and Optimization Techniques 

 أن نظرية الصفوف هي جميع النظريات (3-1) وكما ذكرنا سابقاً في الفصل
والأساليب التي تقوم بوصف وتحليل أنظمة الصفوف المختلفة واستخراج مؤشرات تصف 

التكدس أو تحقيق توازن بين معدل  الأنتظار أو لجةكفاءة النظام. ولكن لم تقدم كيفية معا
ستخدامها مة أو تقديم الوسائل التي يمكن بأوصول العملاء للخدمة ومعدل أداء الخد

 لمتخذ القرار. الممكنة الوصول بالنظام إلى وضع أفضل وتقديم البدائل
 ،ستخدام أساليب الأمثليهأة الصفوف ولذلك كان من الضروري بعد تطبيق نظري

مثلية في تحديد عدد الدوائر المثلي أستخدم فكرة الأأول من  1924سنة  Erlangويعتبر 
 .[39 ,38] ولكن حدد هذا العدد من خلال عمل جداول ورسومات بيانية

ية ومع التطور العظيم في الحاسب بعد الحرب العالمية الثان 1950ومنذ سنة 
 الأمثليه إلى تطوير وتطبيق أساليب على نطاق واسع أدي الآلي )الكمبيوتر( وأستخدامه

وعادةً تستخدم أساليب  نظرية الصفوف.ل وكان من أهم تطبيقاتها التطبيقعلى نطاق واسع 
 :بالنسبة لأنظمة الصفوف فيما يليالأمثلية 

، ففي performance measuresاز ــــرات الإنجـــــي لمؤشــــم المثلــــــد القيـــديـــ: تحأولاً
دراسة لتحديد العدد الأمثل للموظفين في مراكز الخدمة  Brighamقدم  1955سنة 

تحديد العدد الأمثل  Morseقدم  1958. وفي سنة [73 ,69]بأحدي شركات الطيران 
بحيث يتحقق التوازن بين تكلفة  (FCFs/N/(:)M/M/1الإنتظار للنظام ) لأماكن

، ثم توالت في هذا النطاق العديد من الأبحاث ,81] 4[ الخدمة وتكلفة رفض خدمة العميل
[25, 27, 28]. 

اً  design & controlومراقبة أنظمة : يمكن أستخدام أساليب الأمثلية في تصميم ثانيا

systems  مثل لمراكز الخدمة في العديد من الدراسات لتحديد العدد الأالصفوف، وقدمت
 الأنظمة التي يتم إنشاءها وكذلك مراقبة أداء هذه الأنظمة.
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 سوف نقدم كيفية أستخدام أساليب الأمثلية في تحديدالباب الحادي عشر وفي 
 .جديدة ةيخدم أنظمةعند أنشأ  أوالمؤشرات المثلي لبعض الأنظمة، 

ثلية )البرمجة الرياضية( مسوف نقدم تطبيقات لبعض أساليب الأوفي هذا الكتاب 
يم لمشاكل التكدس أو كيفية تحقيق التوازن في النظام أو كيفية الوصول بالنظام في تقي

 لوضع أفضل.

لمتخذ القرار يجب  مثلي مما سبق يتضح أن تطبيق نظرية الصفوف وتقديم حلول
أساليب ثم تلي تطبيق نظرية الصفوف تطبيق أن تسبقه مرحلة تطبيق الأساليب الإحصائية 

 .الأمثلية
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 Exercises( تمرينات                                        1-7)
مع  -( أمام العبارة الخاطئة×( أمام العبارة الصحيحة أو علامة )√ضع علامة ) (1-1)

 ذكر السبب:

 .1909سنة  Kendalدراسة رياضية لمشاكل الصفوف هو أول من قدم  -1

 ج.أول من قدم دراسة رياضية لمشاكل الصفوف هو إيرلن -2

 تقدم نظرية الصفوف علاج مباشر لمشاكل التكدس. -3

 تقدم نظرية الصفوف وصف وتحليل أنظمة الصفوف. -4

 تطور نظرية الصفوف مرتبط بتطور الأساليب الإحصائية. -5

 تستخدم أساليب الأمثلية في مرحلة تالية لتطبيق نظرية الصفوف. -6

 .تستخدم أساليب الأمثلية في مرحلة سابقة لتطبيق نظرية الصفوف -7

 ما هي نظرية الصفوف؟ (1-2)

 تكلم باختصار عن خطورة مشاكل التكدس وتكاليفها. (1-3)

 هل التكدس يرجع فقط لنقص الإمكانيات في تقديم الخدمة؟ (1-4)

 في تطوير نظرية الصفوف؟ Kendallما هو دور ( 1-5)

 ما دور أساليب الأمثلية في تطبيق نظرية الصفوف؟( 1-6)

 جود ظاهرة التكدس في بعض الأنظمة الخدمية أو الإنتاجية.ما هي أسباب و  (1-7)

أعطى بعض الأمثلة لصفوف الإنتظار التي تؤدي إلى حدوث غرامات للتأخير في  (1-8)
 أداء الخدمة أو حدوث مخاطرة نتيجة للإنتظار.
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 عن دور نظرية الصفوف بالنسبة لمشاكل التكدس.تكلم بأختصار  (9 -1)

 أول من قدم دراسة علمية لأنظمة الصفوف. Saatyيعتبر  (1-10)

 نظرية الصفوف حلول لمشاكل التكدس؟هل تقدم  (1-11)

تكلم بأختصار عن المراحل الإحصائية المطلوب المرور بها قبل تطبيق نظرية  (1-12)
 الصفوف.

 الرياضية في تطبيق نظرية الصفوف؟ هل يمكن أستخدام أساليب البرمجة (1-13)

 تصار عن دور العمليات العشوائية في دراسة وتطبيق نظرية الصفوف.تكلم بأخ (1-14)

 فوف على العلميين والمهندسين فقط؟هل يقتصر تطبيق نظرية الص (1-15)

 تكلم بأختصار عن دور نظرية الصفوف في بناء وتطوير شبكات المعلومات. (1-16)

 تكلم بأختصار عن الأختبارات الإحصائية اللامعلمية. (1-17)

 نظرية الصفوف بدون أستخدام الأساليب الإحصائية؟هل يمكن تطبيق ( 1-18)

ما هي الشروط الواجب توافرها في عناصر نظام الصفوف حتى يمكن صياغة ( 1-19)
 نموذج تحليلي؟

 ما هو دور أساليب الأمثلية بالنسبة لنظرية الصفوف؟( 1-20)
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 Introduction                                         ( مقدمة2-1)
الجيد  الإلماموتطبيقاتها  queuing theoryتتطلب دراسة نظرية الصفوف 

 probabilitiesببعض التعريفات والنظريات والمفاهيم الأساسية لنظرية الاحتمالات 

theory. 

ت التي يتم أستخدامها في الأبواب قدم أهم التعريفافي الفصل التالي سوف نلذلك 
قدم بعض الخ، كذلك نالتالية مثل: الدالة المولدة للعزوم، الدالة المولدة للأحتمالات، ... 

 .أيضا   في هذا الفصل التي تعتبر من متطلبات دراسة الصفوف الهامة النظريات

 bivariate probabilityنقدم التوزيع الأحتمالي الثنائي  (3-2وفي الفصل )

distribution .وأهم خصائصه وتطبيقاته 

حيث تعتبر  Laplace transform( نقدم تحويله لابلاس 4-2وفي الفصل )
شتقاق بعض نماذج الصفوف التي سوف من أهم الأدوات التي تستخدم في إتحويله لابلاس 

 تقدم في الأبواب التالية.

 الأحتمالية نقدم توزيع إيرلنج الذي يعتبر من أهم التوزيعات( 5-2وفي الفصل )
، حيث يعتمد على هذا التوزيع نماذج الصفوف في لبعض مكونات بعض أنظمة الصفوف

 .الباب السابع

 differential( معادلات الفروق التفاضلية 6-2)ثم نقدم في الفصل 

difference equations  ،حل المعادلات ليب حيث تعتبر أساوبعض أساليب حلها
الأبواب التي سوف تقدم في  من الأساليب الهامة في إشتقاق نماذج الصفوفالتفاضلية 

 .التالية

 هذا بالإضافة إلى تقديم مجموعة متنوعة من التمرينات.
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 Definitions and Theorems           ( تعريفات ونظريات    2-2)

في  في هذا الفصل سوف نقدم بعض أهم التعريفات والنظريات الأساسية
 .في هذا الكتاب التي سوف تستخدم في هذا الباب والأبواب التالية الأحتمالات

 :2]4 ,72 [أولًا: التعريفات
n,...,2,1iبحيث  iaقيقية : إذا فرضنا الأعداد الح(1-2تعريف )   فإن الدالة)S(A 

 بحيث: iaللأعداد  generating function (g.f.)تسمى الدالة المولدة 
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 متغير حقيقي. Sحيث 

باستخدام الدالة المولدة وذلك بإجراء التفاضل  raويمكن الحصول على أى عدد 
0Sعند  r (!r)والقسمة على مضروب  S(A(( للدالة rمن الترتيب )  أو بعبارة ،
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 ، فإن:Xf)(، بدالة كثافة أحتمال غير السالب X وفي حالة المتغير المتصل

(2.5       )                               1d  )(
0

XXf 


 



 

 
 

 الباب الثاني: أساسيات         ( تعريفات ونظريات                                                      2-2)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 39 - 

,، rP ،ra الأحتمالات فإذا أعتبرنا . . . .2,1,0r   فإن الدالة المولدة في هذه
ويشير  probability generating functionالحالة تسمى بالدالة المولدة للأحتمالات 

أو  transform-Sوأحياناً تسمى  S(P((، وسوف نرمز لها بالرمز .p.g.fلها بالرمز )
 ، حيث:geometric transform الهندسية التحويله
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 حيث: S(M(متغير عشوائي متقطع فإن الدالة  X: إذا كان (3-2تعريف )
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متغير  X. وإذا كان moment generating functionتسمى بالدالة المولدة للعزوم 
 متصل فإن:
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)(وبالتالي فإن معامل  ! rS
r \يساوى  S(M(في الدالة  /

r :أو بعبارة أخرى 
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 الدالة المولدة للعزوم -3

 

 ( نجد أن:2.16)من و 

0S

r

r
r

r
S d

)S(M d
)(E X



 \ 

 :بالتالي فإن

           






0S

)(S

0S

1

seee   
S d

)S(M d
)(E X

\ 

    












2

0S

S)(S

)(S)(S 22

0S

2

2

2

2

)1(1   

    
S d

)S(M d
)(E

}e{ee

eeee

se

se se 
X

\

 

(2.19)                                                      ])1([

)1 ( 

S d

)S(M d
)(E

2

0S

)(2S)(

0S

3

3

3

3

}{ s2ses2se eee

X













\

 

 



 

 
 

 الباب الثاني: أساسيات         ( تعريفات ونظريات                                                      2-2)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 43 - 

 بحيث: S(C(متغير عشوائي والدالة  X: إذا كان (4-2تعريف )

(2.20  )                 1-i          ,           )(E)S(C
X S ie  

                     
x

r

X S 
)(P X

ie 

 متغير متقطع Xإذا كان 

                   

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 XX d  )(f 
X S ie 

 متغير متصل. Xإذا كان 

وتعتبر  characteristic functionتسمى الدالة المميزة  S(C(فإن الدالة 
 .siبـ S عند استبدال S(C(حالة خاصة من الدالة المميزة  M)S(الة المولدة للعزوم الد

 من العلاقة التالية:وبالتالي يمكن أشتقاق العزوم من الدالة المميزة 

(2.21)                        
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)S(C d
 )i()(E X



 \ 

ة توصف شكل التوزيع ير العشوائي تعتبر مقادير ثابتوبما أن العزوم للمتغ
توجد فئة أخرى للمقادير الثابتة تناظر فئة العزوم كذلك محل الدراسة.  للمتغير الأحتمالي

تصف أيضاً خصائص التوزيع الأحتمالي أيضاً بشكل أدق وذات أهمية من الجانب النظرى 
 rK( بالرمز rراكم من الترتيب )وسوف نشير للت cumulantsتسمى عناصرها بالتراكمات 

وتسمى الدالة التي يمكن بأستخدامها أشتقاق التراكمات بالدالة المولدة للتراكمات 
cumulant generating function  وسوف نشير لها بالرمز)S( ]5[5. 

، Xللمتغير  راكماتتشير إلى الدالة المولدة للت S((: إذا فرضنا أن (5-2تعريف )
)S(M الدالة المولدة للعزوم للمتغيرX :فإن 
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 وهذا يعنى أن الدالة المولدة للتراكمات هي لوغاريتم الدالة المولدة للعزوم.

 :[55] بأستخدام مفكوك تيلور نجدا أنو 
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\ علاقة بين( تعطي ال2.24والمعادلة )
r

 , kr  . ومن تعريف)S( ( نجد أن:2.23في ) 
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 rالتراكم من الترتيب  David and Kendallأوجد كلًا من  1949وفي سنة 
rK  كدالة في\

t ،rt  كذلك ،\
r  كدالة فيtK ،rt  , page71]5[5 ، فعندما

3,2,1r  :نجد أن 

2
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 كذلك:
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2

122 )(kk  \         ,           11 k \ 

                  3
11233 )(kk k 3k  \ 

 geometric distributionمتغير عشوائي يتبع التوزيع الهندسي  Xأعتبر :(2-2)مثال
 أحتمال: بدالة

(2.26     )1pq    ,       0,1,2,....k      ,     p q)k(PP
k

rk X  
 .Xأوجد الدالة المولدة للأحتمالات ومنها أوجد توقع وتباين  -1المطلوب: 

 .Xومنها أوجد توقع وتباين  S(M(أوجد الدالة المولدة للعزوم  -2
321أوجد الدالة المولدة للتراكمات، ثم أحسب منها  -3 k,k,k. 
 أوجد العلاقة بين العزوم والتراكمات. -4
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 مما سبق أعلاه نجد أن: -4
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 pيتبع توزيع ذات الحدين بأحتمال نجاح  Xإذا فرضنا أن المتغير العشوائي : (3-2مثال )
 :من المحاولات بدالة أحتمال n وعدد
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ومنها أحسب التوقع والتباين  Xدالة المولدة للأحتمالات للمتغير أوجد ال -1: المطلوب

 .Xللمتغير 
3Xمن الدالة المولدة للأحتمالات أوجد أحتمال  -2   5عندماn . 
 أوجد الدالة المولدة للعزوم ومنها أحسب التوقع والتباين. -3

 حتمالات:مولدة للأالدالة ال -1 :الحل
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 نجد أن: S(P(من الدالة المولدة للأحتمالات 
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 الدالة المولدة للعزوم: -3

                            
nS

n

0X

XnXSn

x

n

0X

XnXn

X

XSXS

]e[e

ee

Pqq )P( C          

q P C )(E)S(M

















 

                        p n P Pqn)0S()(E
S1nS e]e[X  \ 

           


 

   q p nP n})qnp( )1( 1{ P n

q p n PqnP)0S()(E

22

SS2nS2 }{ )e(e]e[X
\\

 



 

 
 

 الباب الثاني: أساسيات         ( تعريفات ونظريات                                                      2-2)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 49 - 

q p nP nq p nP n)](E[E)(Var
222222

XXX )(  

. أوجد S(P(متغير عشوائي له الدالة المولدة للأحتمالات  Xأن  إذا فرضنا: (4-2مثال )
 حيث: yالدالة المولدة للأحتمالات للمتغير 

n,m    ,   0mمقادير صحيحة ثابته      ,    n m Xy  

على  S(Py, )S(Px(هما  y,Xللأحتمالات للمتغير المولدة  : إذا أشرنا للدالةالحل
 الترتيب فأن:

)()()(        

)()()(

mnmn mn

n mn my

y

S P SSE SSE S

S SESESE)S(P

X

XX

XX



 

 

)(                                                  حيث: X

X
SE)S(P  

 ائيةرات العشو مجموع عدد محدد من المتغيثانياً: 
يأخذ كل منهما قيم صحيحة  غيران عشوائيين مستقلين غير سالبينمت y,Xإذا فرضنا أن 

 غير سالبة بتوزيعات أحتمالية:

jr bjP )y(        ,       kr a)( kP X  

 بحيث: Zفإذا فرضنا أن المتغير العشوائي 
yXZ  

event (rZفإن الحدث   ممكن أن يحدث بعدة طرق متنافية )mutually 

exclusive ways [74 ,72] على النحو: 

(r   and   0 yX ( بأحتمال )r0 b a) ( ،1r   and   1 yX  بأحتمال )
(1r1 b a ..0) ...( ، وهكذا   and   r yX ( بأحتمال )0r b a.) 

 فإن: rCبالرمز  Zومن أعلاه، إذا رمزنا لدالة الأحتمال للمتغير 
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(2.34  )


 
r

0t

trr0r1r1r0rr b b ........b b )rZ(PC aaaa 

S(P , )S(P , )S(P(فإذا فرضنا أن  ZyX
لات للأحتماتشير كل منهم إلى الدالة المولدة  

 :( نجد أن2.34) نمعلى الترتيب ف Z,,yXيراتللمتغ
(2.35      )                                              )S(P  )S(P)S(P yZ X

 

 ثالثاً: النظريات
: الدالة المولدة للأحتمالات لمجموع متغيران عشوائيين صحيحين وموجبين (1-2نظرية )

في الدالة  Xهي عبارة عن حاصل ضرب الدالة المولدة للأحتمالات للمتغير  y,Xمستقلين 
 أو بعبارة أخرى، إذا كان: yالمولدة للأحتمالات للمتغير 

yXZ  
 فإن:

)S(P  )S(P)S(P yZ X
 

 أعلاه. (2.35أثبات العلاقة ) الأثبات: أنظر

n21ضنا أن : إذا فر (2-2نظرية ) XXX ، متغيرات عشوائية صحيحة وموجبة ,,......,
 identically and independentlyومستقلة ولكل منها نفس التوزيع الأحتمالي 

distributed (i.i.d. فإذا كان ،))S(P  هي الدالة المولدة للأحتمالات للمتغيرiX فإذا ،
 بحيث: Zتغير العشوائي نا أن المفرض





n

1i

in21 XXXX ......Z 

 على النحو التالي S(P(وسوف نشير لها بالرمز  Zللأحتمالات للمتغيرفإن الدالة المولدة 

(2.36    )                                 n
Z ][ )S(P)S(P  

 الإثبات: بنفس الأسلوب أعلاه.
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21: إذا فرضنا أن (5-2مثال ) XX متغيران عشوائيين مستقلان كل منهما يتبع توزيع  ,
21بمعلمة )توقع( بواسون  , .على الترتيب 

21حيث:  Zأوجد الدالة المولدة للأحتمالات للمتغير  -1: المطلوب XXZ   ومنها ،
1Zأحسب أحتمالًا  . 

 .Zومنها أوجد توقع وتباين  Zأوجد الدالة المولدة للعزوم للمتغير  -2

       ,        1,2i                       : الحل
! 

)(
)(P

i

X

i
ir

X
X

iie







 

 iXبالتالي فإن الدالة المولدة للأحتمال للمتغير 

}{
e

e
S)S(

)1S( exp
! 

)S (
          

1,2i    ,      
! 

)(
E)S(P

i

0 i

i

0 i

i
i

iX

iXi

iX

iXi

iXiX

X

X























 

 فإن: Zتشير إلى الدالة المولدة للأحتمالات للمتغير  S(P(فإذا فرضنا أن 

  

}{                    

                    

)S( )S(                    

)S  S()S()S(

)1S)((exp

))1S(exp())1S(exp(

EE

EEE)S(P

21

21

Z

2X1X

2X1X2X1X







 

 

 وبالتالي:

 
)(

21

2121

0S

r

21e

}{

 )(                                         

)1S)((exp)(
dS

)S(dP

! 1

1
)1Z(P

 






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 على النحو: Zللمتغير  S(M(الدالة المولدة للعزوم  -2

                      

]e[
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






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














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)()()()(                 

)]Z(E[ZE)Z(Var

21
2

2121
2

21

22 )(



 

n21: إذا فرضنا أن (6-2مثال ) XXX ن المتغيرات العشوائية المستقلة م nعدد  ,,......,

i ،n,....,3,2,1iكل منهم يتبع توزيع بواسون بتوقع    كذلك ،



n

1i

iXZ :فإن 
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 على النحو: S(P(وسوف نشير لها بالرمز  Zالدالة المولدة للأحتمالات للمتغير  -1

} { )1S(exp)S(P )(
n

1i
i  



 

 حيث S(M(الدالة المولدة للعزوم  -2

 


 } { )1(exp)S(M
S

i e)(
n

1i

 

             



n
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i)Z(Var        ,         

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n

1i

i)Z(E 

1Zأحتمال ) -3 :على النحو التالي ) 
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 Bivariate Distribution             ( التوزيع الثنائي        2-3)
 joint probabilityمتغيران عشوائيين بدالة أحتمال مشتركة  y,Xإذا فرضنا أن        

function  سوف نشير لها بالرمز),(P yXr 7][ على النحو التالي: 

(2.37  )    1yP
j k

ijjkr P     ,   ,....2,1,0k,j     ,    P)k , j(X  

 marginalيمكن إيجاد التوزيع الهامشي  ijpوبأستخدام دالة الاحتمال المشتركة 

distribution  لكل من المتغيرy,X :كل على حدة على النحو التالي 

(2.38       ),...2,1,0j     ,    p)j( j

0k

ijr fP X  




 

(2.39     ),...2,1,0k     ,    p)k( k

0j

ijr gyP  




 

0jfبحيث  )k , j(وإذا فرضنا أن النقطة    0)أو بعبارة أخرىjf  فإن التوزيع ،)
jXبشرط  yللمتغير conditional distributionالشرطي   :على النحو التالي 

(2.40)    ,....2,1,0k     ,    
p

)j(

)j , k(
)j | k(

j

jk

r

r
r fP

yP
yP

X

X
X 




 

kyبشرط  Xبالمثل بالنسبة للتوزيع الشرطي لـ   :على النحو 

(2.41 ),....2,1,0j    ,  0    ,   
)j , k(

)k | j( k

k

r
r g

g

yP
yP

X
X 


 

 Xبشرط  y( يمكن تعريف التوقع الشرطي للمتغير 2.40)-(2.41): من (6-2تعريف )
 على النحو التالي:
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(2.42)     ,....2,1,0j     ,    

p k

 
p

 k                     

)j | k( k)j | (

j

k
jk

k j

jk

k

r

ff

yPyE XX










 

 على النحو التالي: yبشرط  Xبالمثل التوقع الشرطي لـ 

(2.43)      ,....2,1,0k     ,    

p j

 
p

 j                     

)k | j( j)k | (

k

j
jk

j k

jk

j

r

gg

yPyE XX











 

 نجد أن:( 2.42)-(2.43من التعريفين )

(2.44)                            )(E)k( k                     

p kp k                     

p k
                     

)j( )j | () | (E

yyP

)(

f
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PyE}y{E
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k j
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 }{

XXX





















 

 بالمثل:
(2.55            )                                )(E) | (E XX }y{E  

)S,S(: إذا فرضنا أن (7-2)تعريف  21P  الدالة المولدة للأحتمالات لزوج تشير إلى
 فإن: y,Xالمتغيرين العشوائيين 

(2.46 )           0S,S     ,      S S p)S,S( 21

j k

k

2

j

1jk21P  
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مالات للتوزيع تحتشير إلى الدالة المولدة للأ S(A(إذا فرضنا أن  -1: (3-2)نظرية 
j(XrP(الهامشي    للمتغيرX :فإن 

(2.47       )                                    )1,S()S(A P 

تشير إلى الدالة المولدة للأحتمالات للتوزيع الهامشي  S(B(إذا فرضنا أن  -2
)k(yPr  ريللمتغ y :فإن 

(82.4    )                                       )S,1()S(B P 

yXالدالة المولدة للأحتمالات للمتغير ) -3  هي ))S,S(P 
 الإثبات:

)S(ApS                   

p SS p)1,S()1

j

j

j

j

jk

j

j k

j

jk

 

)(P
k







 

 

 بنفس الطريفة يمكن إثبات أن:
                                 )S(B)S,1( )2 P  

 إذا فرضنا أن:









m

0r

rm , r

m

0r

rr PyPyP )rm , r()m( )3 XX 

 

       




 

0m

r
m

)m(S)S,S( yP P X 

)(للأحتمالات للمتغير هى الدالة المولدة  P)S,S(حيث  yX . 
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 متغيرين مستقلين فإن: y , Xن اإذا ك -1: ملحوظة

       )k(  )j( yPPP rrjk X 

           )S , 1()1 , S()S(B)S(A)S , S( 212121 PPP  

)S , S(بأستخدام الدالة المولدة  jkPيمكن الحصول على الأحتمالات المشتركة  -2 21P 
 على النحو التالي:

0SS

k

2

j

1

21

kj

jk

22

S   S 

)S , S( 

! k  ! j

1 P
P

















 

وأحتمال  pإذا أعتبرنا سلسلة من محاولات برنولي المتماثلة بأحتمال نجاح : (7-2مثال )
q (p1qفشل   فإذا عرفنا المتغير .)X  بأنه عدد مرات الفشل قبل حدوث أول نجاح

عد ب)عدد مرات الفشل  بأنه عدد مرات الفشل قبل حدوث ثاني نجاح yكذلك نعرف المتغير 
)(بدالة أحتمال مشتركة  أول نجاح وقبل ثاني نجاح( yP  , X :بحيث 

(2.49   )      ,....2,1,0k,j     ,    pq)k , j(
2kj

rjk yPP X   

 .jkPأوجد الدالة المولدة للأحتمالات للتوزيع الثنائي  -1:المطلوب

001211( أوجد الأحتمالات التالية 1من ) -2 PPP  ,  ,  

 .yثم للمتغير  Xأوجد الدالة المولدة للأحتمالات الهامشية للمتغير  -3

)(أوجد الدالة المولدة للأحتمالات للمتغير  -4 y , X 

 -1 :الحل

. p q
2kj

jkP   



 

 
 

 الباب الثاني: أساسيات                                                               ( التوزيع الثنائي     2-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 58 - 
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 بالمثل:
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 

 وبالمثل
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32

0SS

2

2

2

1

22

0SS21

21

2

11

q p
)S q1()S q1(

q p

S   S 

)S , S( 

! 1  ! 1

1

22

22

P
P






















 

تشير إلى الدالة الهامشية المولدة للأحتمالات لكل من  S(A  ،)S(B(إذا فرضنا أن  -3
 رتيب، فإنتعلى ال X  ،yالمتغيرين 

)S q1(

P

) q1( )S q1(

p
)1,S(P)S(A

2





 

)S q1(

P

)S q1( ) q1(

p
)S,1(P)S(B

2





 

yXZإذا فرضنا أن  -4   للأحتمالات للمتغير فإن الدالة المولدةZ  وسوف نشير لها
 فإن: S,S(P(بالرمز 

2

)S q1(

P
)S,S(P 










 
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 Laplace Transform            ( تحويله لابلاس            2-4)
. فإن تحويله لابلاس tدالة في متغير حقيقي موجب  t(f(إذا فرضنا أن : (8-2تعريف )

(L.T. للدالة ))t(f  وسوف نرمز لها بالرمز)S(F لتالي:تعرف على النحو ا 

(2.50  )                                    




0

dt    )t( )Stexp()S(F f 

بلاس( تعتبر أداة هامة وفعالة في كثير من الحالات، أو دالة لابلاس )لاوتحويله 
في دراسة ، كذلك  difference equationsوعلى سبيل المثال في حل معادلات الفروق 

 خاصة في التوزيعات الأحتمالية لبعض أنظمة الصفوفبعض التوزيعات الأحتمالية وبصفة 
[72, 69, 78]. 

ا المناظرة لهوتحويلة لابلاس  t(f(: فيما يلي بعض الأشكال المختلفة للدالة (8-2مثال )
 :[72] على النحو التالي

t(f(1إذا كان  -1  :فإن 

(2.51 )           0S    ,     
S

1
dt   )Stexp()S(F))t((

0

fL  


 

t)t(fإذا كان  -2  :فإن 

(2.52   )                  0S    ,     
S

1
dt   )Stexp( t)S(F

2

0

 


 

)1n(  ,t)t(وبصفة عامة إذا كان 
nf  :فإن 

(2.53     )       0S    ,     
S

)1n(
dt   )Stexp( t)S(F

1n

0

n 







 

atefإذا كان  -3 )t(  :فإن 
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(42.5  )     a
a

S    ,     
S

1
dt   )atexp( )Stexp()S(F

0




 


 

ntإذا كان  -4
t e)t(f  :فإن 

(2.55)                                        1n    ,     
)1S(

)1n(

dt   t )}1S( texp{

dt   t )texp( )Stexp()S(F

1n

0

n

0

n





















 

 ]72 ,24[ بعض خصائص تحويله لابلاس
 مقادير ثابتة بحيث: s'Ci: إذا فرضنا أن linearity propertyالخاصية الخطية  -1

(2.56  )                        n1,2,...,i     ,     )S(F)t( ii }f{L  

 فإن:

(2.57   ))S(F C.......)S(F C)t( C.......)t( C nn112211 }ff{L  

5t 2 Cأن : إذا فرضنا (9-2مثال )
2

1i

ii f 


 بالتالي فإن: 

(2.58    )      
22

S

S 52

S

 5 

S

 2 
)1(5)t(2)5t2( LLL


 

0a: إذا فرضنا translation propertyخاصية الترجمة )النقل(  -2   مقدار ثابت
 فإن:

(952.     )            0     ,     )S(F)t()texp( aa}f a{L  
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t)texp()t(f: إذا فرضنا أن (10-2مثال )  1فإنa  

(062. ) 
2

0

t)1(

0

t

)1S(

1
dt   t edt   e t)texp(t)texp(

SS}{L


 





 

a  ،0a: إذا فرضنا المقدار الثابت scale propertyخاصية التدرج  -3  :فإن 

(162.          )                   n1,2,...,i     ,     )/S(F
1

)t( a
a

}af{L  

 خاصية المشتقة التفاضلية: -4

(2.62)                                    )0()S(F S)t( f}f{L / 

 تحويله لابلاس لدالة الأحتمال أو للمتغير العشوائي
F)(متغير عشوائي له دالة التوزيع الأحتمالى  Xإذا فرضنا أن  x :حيث 

                                      }X{P)(F xx r  

)S(فإن الدالة 
*f  تسمى بتحويله لابلاس لتوزيع المتغيرX :حيث 

(362.    )              0    ,    )(dF    ) Sexp()S( xxxf
0

*  


 

 ( نجد أن:2.50)من تعريف تحويله لابلاس في 

(642.  )                               }x{f ) Sexp(E)S(
* 

                                                 1)0(
*f  

)(F)(متغير متصل بحيث  Xيكون المتغير وعندما  xxf  :فإن 
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(52.6 )                              




0

* xxfxf d   )( ) Sexp()S( 

 تحويله لابلاس لدالة التوزيع
F)(لدالة التوزيع ه لابلاس لوتعرف تحوي x  وسوف نشير لها بالرمز}x{L )(F  وتعرف

 على النحو التالي:

(62.6 )                      




0

Xd    )(F ) XSexp()(F x}x{L 

بدلالة تحويله لابلاس للتوزيع  X(F(ويمكن الحصول على تحويله لابلاس لدالة التوزيع 
 ( على النحو التالي:X)أو للمتغير 

(2.67)                             
S

)S(
dt   )(F

Xd  dt  )(F ) XSexp()X(F

*X

0

0

X

0

f
tL

t}{L

} {

}{







 


 

[72, page 16] 

 التوقع والتباين بأستخدام تحويله لابلاس
 بما أن:






00

*

)(dF   ) Sexp()(dF   ) Sexp()(
S d

)S( d
xx xxxx

f 

              




0

22

2

*2

)(dF   ) Sexp()1(
S d

)S( d
xx x

f 

 وبصفة عامة فإن:
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(82.6  )            




0

nn

n

*n

)(dF   ) Sexp()1(
S d

)S( d
xx x

f 

 وبالتالي فإن:

(2.69)            )(dF   

)(dF   ) Sexp( 
S d

)S( d
)1(

)x(Exx

xxx
f

n

0

n

0

n

0S

n

*n
n





















 

 وبالتالي فإن:

0S

*

 
S d

)S( d
 

f
)(E X











 

0S

2

*2
2

 
S d

)S( d
 

f
)(E X











 

 وبالتالي فإن:
2

0S

*

0S

2

*2

S d

)S( d
  

S d

)S( d
 Var

ff
)(X

























 

 . متغير يتبع التوزيع الأسي السالب بمعلمة  Xإذا فرضنا أن : (11-2مثال )

)S( أوجد
*f للمتغير  ومنها أحسب التوقع والتباينX. 

 :الحل

              

)S(
d   )S(

)S(

d    )S(

0

)S(X 

0

X X S*

xe

xeef
























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







































1
  

)S(

)1(0
  

S d

)S( d
 

2

0S

2

0S

*f
)(E X 

     

24

2

0S

4

0S

2

*2
2

2 2

 
)S(

)1)(S)(2)((0
  

S d

)S( d
 

f
)(E X
































 

                                         
222

112
)(Var X








 

 . متغير يتبع توزيع بواسون بمعلمة  Xرضنا أن إذا ف: (21-2مثال )

)S(أوجد 
*f ومنها أحسب التوقع 

 :الحل

         0,1,2,...       ,      
! 

 
)( X

X
X

Xe
f 






 

(2.70)                                  

! 

 

! 

 
 )S(

)1e( e

0X

XS

0X

X
X S*

SS

eee

)e(
e

e
ef

XX

























  

            

   
S d

)S( d )1e(S
*

S

ee
f 









 



)0(

0S

*

e
f

)(E  )1(  
S d

)S( d
 X 

 متغير يتبع التوزيع المنتظم بحيث: Xا أن إذا فرضن: (31-2مثال )
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

 


0

10 if                  1
)(

X
Xf 

 فإن:

      (2.71)         1
S

1
1

S

1

S

1

d   S
S

1
d  (1) )S(

SS1 

0 
X S

0

X S

0

X S*

eee 

xexef




















 
 

,0kمتغير يتبع توزيع جاما بمعلمات  Xإذا فرضنا أن : (41-2مثال )   :بحيث 

0       ,      
k 

  
)( X

X
X

X 1kk e
f 








 

 فإن:

         


















0

1k
k

0

*

xxx

xxfxf

d    } )S(exp{
k 

d   )( ) Sexp()S(

 

x )S(tوبوضع   

(2.72)            
)S(

dt   
k 

t e
  

)S(

dt   
)S(

t e

k 
)S(

k

0

1kt

k

k

0

k

1ktk
*f





























 

 

 

                                 1 
 وبالتالي فإن:

 فيما عدا ذلك
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













































k k 
  

)S(

 k 
  

S d

)S( d
 

1k

k

0S

1k

k

0S

*f
)(E X 

              

22k

k

0S

2k

k

0S

2

*2
2

1)(k k 1)(k k

 
)S(

 1)(k k
  

S d

)S( d
 

f
)(E X








































 

                              
2

2

2

kk1)(k k
)(Var X


















 

 بحيث: Erlang (rE )متغير يتبع توزيع إيرلنج  X: إذا كان (51-2مثال )

0       ,      
k 

  )k (
)( X

X
X

X k 1kk e
f 








 

 فإن:

(2.73       )                                
k

k
*

)k S(

)k (
)S(f




 

 وبالتالي فإن:




1
E )(E r 

22r
 k

1

)k (

k
EVar )(





 
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 Erlang Distribution         يرلنج                 توزيع إ( 2-5)
من التوزيعات الأحتمالية الأكثر أستخداماً في دراسة انظمة الصفوف توزيع إيرلنج 

Erlang[22 ,19 ,13] . لذلك فيما يلي سوف نقدم التوزيع وبعض أهم خصائصه: 

 بحيث: Xk,f)(كثافة أحتمال متغير عشوائي متصل بدالة  X: إذا كان (8-2تعريف )

(742.    )0    ,      
)k(

) k exp(  )k (
)( X

XX
X

1kk

k,f 







 

. k,متغير يتبع توزيع إيرلنج بمعلمتين  Xيقال أن المتغير العشوائي فإنه 
 .kعند القيم المختلفة لـ  Xk,f)(والشكل التالي يوضح الدالة 

 kح دالة كثافة الأحتمال لتوزيع إيرلنج عند القيم المختلفة لـ(: يوض1-2شكل )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0                                             1/2             2/3         1/        

f(x) k 

k=3 

k=2 

k=1 
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من  kهو عبارة عن مجموع عدد  k,وفي الحقيقة فإن متغير إيرلنج بمعلمتين 
، أو بعبارة أخرى k/1المتغيرات العشوائية المستقلة كل منها يتبع التوزيع الآسي بتوقع 

iX ،k,...,2,1iإذا كانت    متغيرات عشوائية مستقلة كل منها يتبع التوزيع الآسي
 حيث: X، فإن المتغير k/1بتوقع 

(2.75        )                      



k

1i

iXX 

 (.k,)متغير يتبع توزيع إيرلنج بمعلمتين 

 متغير عشوائي يتبع توزيع إيرلنج فإن: Xإذا كان : (3-2نظرية )
 على النحو: X(E(وسوف نشير له بالرمز  Xتوقع  -1

    (762.        )                       



1

)(E X 

 على النحو: )Xvar(وسوف نشير له بالرمز  Xتباين  -2

   (772.  )            
22

 k

1

)k (

k
)var(X





 

 يعتبر كل من التوزيع الآسي وتوزيع جاما حالات خاصة من توزيع إيرلنج: :حالات خاصة
1kعندما  -1  .فإن توزيع إيرلنج هو التوزيع الأسي 
 (kفإن توزيع إيرلنج هو توزيع جاما بدرجات حرية ) 1عندما  -2
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 ( معادلات الفروق التفاضلية2-6)

Differential Difference Equations 

من المتطلبات الأساسية في دراسة أنظمة الصفوف معادلات الفروق التفاضلية 
وأساليب حلها. وفي هذا الفصل سوف نقدم بشيء من الاختصار تعريف معادلات الفروق 

 . ,41 ,69 ,72] 6[ هاثم معادلات الفروق التفاضلية مع تقديم بعض طرق حل

n  ،,...2,1,0nدالة غير سالبة في المتغير  n(f(: إذا فرضنا أن (9-2تعريف )   فإن
يعرف على النحو  n(f(وسوف نشير إليه بالرمز  first differenceالفرق الأول 

 التالي:
(82.7  )                           )n(f)1n(f)n(f  

1kوبصفة عامة يمكن تعريف الفرق من الترتيب )  للدالة ))n(f  على النحو
 التالي:

(2.79)                        )n(f)1n(f

0k  ,       )n(f)n(f

kk

k1k }{



 

 

 على النحو التالي: n(f(إذا فرضنا أن الدالة : (16-2مثال )

0,1,2,3,4n       ,            n)n(f
2  

n(f  ,  )n(f  ,  )n(f(المطلوب: أوجد 
32  

 .n(f(: في الجدول التالي سوف نوضح الفرق الأول والثاني والثالث للدالة الحل

دالة من الدرجة الثانية، فنجد أن الفرق من الدرجة الثانية لجميع  n(f(نظراً لأن و 
( تساوي مقدار ثابت، وبالتالي فإن الفرق من الدرجة الثالثة يساوي 4)( في العمود nقيم )

 .nصفر لجميع قيم 
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 n(f(( للدالة 3(: يوضح الفروق من الترتيب )1-2جدول )
(5) (4) (3) (2) (1) 

)n(f
3  )n(f

2  )n(f  )n(f  N 
 0 0 ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ
f)0(1 ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ   1 1 
f)0(2 ــــــــــــــــــــــ

2   3)1(f   4 2 
0)0(f

3   2)1(f
2   5)2(f   9 3 

0)1(f
3   2)2(f

2   7)3(f   16 4 
0)2(f

3   2)3(f
2   9)4(f   25 5 

0)3(f
3   2)4(f

2   11)5(f   36 6 

t(Un  ،,......2,1n(إذا فرضنا الدالة : (9-2تعريف )   دالة فيt ،t متغير متصل 
t(Un(بالرمز  Un)t(وسوف نشير إلى المشتقة الأولي للدالة 

 فإن: \

)t(U
t d

)t(U d
n

n \ 

t(Un(وتسمي المعادلة التي تتضمن 
t(Un ،)t(U(وكل من  \ 1n ،)t(U 2n ...... ،

 تسمي بمعادلة الفروق التفاضلية.

عميل في أحد  nتشير إلى احتمال وجود عدد  t(Pn(إذا فرضنا أن الدالة  :(17-2مثال )
 فإن المعادلة التالية: tلفترة الأنظمة الخدمية خلال ا

(802.     )1,2,3,....n       ,          )t(P)t(P)t(P ][ 1nnn  
\ 

t(Pn(تسمي معادلة فروق تفاضلية، فالطرف الأيسر 
بالنسبة  t(Pn(يمثل تفاضل الدالة  \

][، والطرف الأيمن يمثل دالة في الفرق الأول  tلـ  )t(P)t(P 1nn   للدالة)t(Pn. 
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( يعتمد على مدي ملائمة 2.80للمعادلات في ) unique solutionووجود حل وحيد 
 للنظام التي يجب تحديدها بدقة. suitable initial conditionsالشروط المبدئية 

 حل معادلات الفروق التفاضلية باستخدام:ويمكن 
 .generating functionأسلوب الدالة المولدة  -1

 .أسلوب تحويلات لابلاس -2

 .mathematical inductionأسلوب الاستنتاج الرياضي  -3

 وفيما يلي سوف نقدم باختصار أسلوب الدالة المولدة وأسلوب تحويلات لابلاس.
 ستخدام أسلوب الدالة المولدة.أولاً: الحل بأ

دلة ومن خلال المثال التالي نوضح كيفية أستخدام أسلوب الدالة المولدة في حل معا
 الفروق التفاضلية.

 معادلة الفروق التفاضلية التالية:: باستخدام أسلوب الدالة المولدة، حل (18-2مثال )

(1 )  1,2,.....n    ,     0t       ,        )t(U)t(U 1nn  
\ 

 تحت الشروط المبدئية التالية:
(2      )                          0t       ,        0)t(U0  

 فإن: ](1-2أنظر تعريف )[ t,s(G(بالرمز  Un)t(ـ الحل: إذا أشرنا إلى الدالة المولدة ل

(3         )                         





0n

n
n S  )t(U)t,s(G 

 بالتالي فإن:بإجراء تفاضل طرفي المعادلة أعلاه، و 

(4   )

















1n

n
n

1n

n
n0

0n

n
n S  )t(US  )t(U)t(US  )t(U

t 

)t,s(G \\\\ 

t(U0(0حيث  \  ط المبدئية.من الشرو 
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nفي ( 1وبضرب طرفي المعادلة )
S :ثم إجراء عملية المجموع نجد أن 

(5 )        


















1n

1n

1n

1n

n

1n

1n

n

n S  )t(U SS  )t(US  )t(U
\  

 ( نجد أن:4( بـ )5بالتعويض في )

(6 )                                              )t,s(G S
t 

)t,s(G 




 

بحلها  partial differential equation( معادلة تفاضل جزئي 6) المعادلة حيث تمثل
 نجد أن:

(7  )                                    k

0k

k
t s

S 
 ! k 

)t(
)t,s(G e 





 

nوبالتالي فإن معامل 
S يكافئ ( 7) في الطرف الأيمن للمعادلة)t(Un :وبالتالي فإن 

                          0,1,2,....n           ,         
!n

  t  
)t(U

n

n  

 ستخدام تحويلات لابلاسثانياً: الحل بأ

 وسوف نوضح أسلوب الحل بأستخدام تحويله لابلاس من خلال المثال التالي.

 ( حيث:17-2أعتبر مثال ): (19-2مثال )

(1    )0   ,    1n       ,      )t(P)t(P)t(P ][ 1nnn  
\ 

(2    )                                           )t(P )t(P 00 \ 

 تحت الشروط المبدئية:

(3       )         0n       ,      0)0(P       ,      1)0(P n0  

 ( نجد أن:4-2بالفصل ) من تعريف تحويله لابلاس
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(4)                )S(dt   )t(P )Stexp()t(P n

0

nn f}{L  


 

( 22.6، وبأستخدام الخاصية في )t(Pn(تمثل تحويله لابلاس للدالة  nf)S(حيث 
 لتحويله لابلاس نجد أن:

(5  )     1n     ,      )S( S)0(P)S( S)t(P nnnn ff}{L \ 

 ( نجد أن:1وبإيجاد تحويله لابلاس لطرفي المعادلة )

    )S()S( )S( S ]ff[f 1nnn 

                )S( )S( )S( 1nn ff  

(6    )             1n       ,        )S( 
)S(

)S( 1nn ff 



  

 ( نجد أن:2ادلة )كذلك من المع

                



S

1
)S(    )S( )S( S 000 fff 

 مقدار ثابت نجد أن: C( وأعتبار 3ومن الشروط المبدئية في )

               


   
S

1
C)S(0f 

                        







    1n   ,   
)S(

)S(
n

1n

1nf 

(7    )                          0n   ,   
)S(

)S(
1n

n

nf 






 

على  t(Pn( ( بالتالي فإنtتوزيع بواسون بتوقع ) ( هي تحويله7لابلاس في )وتحويله 
 :النحو التالي

0,1,2,....n       ,       
! n

)t (  
)t(P

nt 

n

e






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 Exercises                ( تمرينات                            2-7)
 ،  .X ~ exponential distالمتغيرات العشوائية التالية أعتبر  (2-1)

Y~ standard normal dist.  ،Z ~ Binomial dist. 

 :أوجد ما يلي
باين لـ ، ومن كل منهم أحسب التوقع والت X,Y,Zالدالة المولدة للعزوم لكل من  -1

X,Y,Z. 
، ومن كل منهم أحسب التوقع والتباين لـ  X,Y,Zالدالة المميزة لكل من  -2

X,Y,Z. 

 .X,Y,Zأوجد الدالة المولدة للتراكمات لكل متغير من المتغيرات  -3

6nحيث  nبدرجات حرية  2متغير يتبع توزيع  Xإذا فرضنا أن  (2-2) د . أوج
 ومنها أوجد التوقع والتباين. Xالدالة المولدة للعزوم للمتغير 

21إذا فرضنا أن ( 2-3) X,X  متغيران عشوائيين مستقلين كل منها يتبع التوزيع
iP ،2,1iالهندسي بمعلمة   21، فإذا كان XXZ . 

3Zومنها أحسب أحتمال  Zلدالة المولدة للأحتمالات للمتغير أوجد ا -1 . 

 ومنها أحسب التوقع والتباين. Zأوجد الدالة المولدة للأحتمالات للمتغير  -2

iX ،n,....,2,1iإذا فرضنا أن  (2-4)   عددn  من المتغيرات العشوائية المستقلة كل

، فإذا كان  iمنهم يتبع توزيع بواسون بمعلمة 



n

1i

iXZ. 

 حيث: S(P(أثبت أن الدالة المولدة للأحتمالات  -1

}{ )1S( )(exp)S(P i   
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 حيث: Zللمتغير  S(MZ(أثبت أن الدالة المولدة للعزوم  -2

}e{ )1( )(exp)S(M
S

n

1i
iZ 



 

 أوجد الدالة المولدة للأحتمالات للمتغيرات العشوائية التالية: (2-5)
 المتغير يتبع توزيع ذات الحدين. -1

 المتغير يتبع التوزيع المنتظم المتقطع. -2

 المتغير يتبع توزيع بواسون. -3

 المتغير يتبع التوزيع الأسي ومنه اوجد الدالة المولدة لمتغير يتبع توزيع جاما. -4

 (.k,غير يتبع توزيع إيرلنج بمعلمتين )المت -5

 متغير عشوائي يتبع التوزيع الهندسي بدالة احتمال: Zإذا فرضنا أن  (2-6)

.1,2,3,....k      ,       p q)kZ(P
1k

r   

 على النحو: S(P(المشار إليها بالرمز  Zأن الدالة المولدة للأحتمالات للمتغير أثبت 

1q s0        ,       
q S1

S P
)S(P 


 

 ثم أثبت ان:

2
p

q
)Zvar(     ,            

p

1
)Z(E  

 بحيث: Xالمتغير العشوائي إذا فرضنا أن  (2-7)

0k    ,    pq)kX(P        ,    p)kX(P
1ki

ikrkr  




 

 فإذا كان:







0k

k
k S q)S(Q and   ,     






0k

k
k S p)S(P 
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 أثبت أن:
)1(Q)X(E       ,      )S(P1)S(Q )S1(  

iX ،m,....,2,1iإذا فرضنا أن  (2-8)   متغيرات عشوائية مستقلة ولها نفس التوزيع
 هو توزيع ذات الحدين بالمعلمتين iX( فإذا كان التوزيع الاحتمالي لـ .i.i.dالاحتمالي )

)p,n( فإذا كانت .



n

1i

iXZ.  أوجد الدالة المولدة للأحتمالات للمتغيرZ  ومنها

 .var(Z) , )Z(Eاحسب 

 متغير عشوائي متقطع )توزيع بواسون المبتور( بدالة أحتمال: Xإذا فرضنا أن  (2-9)

1,2,3,....k     ,    
! k

a )1e(
)kX(PP

k1a

rk 





 

 على النحو التالي: Xمولدة للأحتمالات للمتغير أثبت أن الدالة ال

)1e( )1e()S(P
as1a   

 ومنها أثبت أن:

1P)i(P
1k

k 




 (i) 

)1e(

e a
)X(E

a

a


 (ii) 

 أثبت ان:( 2-10)

)S(تحويله لابلاس للتوزيع الأسي  -1
*f :على النحو 

)S(
)S(

*f



 

 ومعلمة  kلابلاس لتوزيع جاما بدرجات حرية  تحويله -2
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k
*

S
)S(f 












 

 تحويله لابلاس لتوزيع إيرلنج -3
k

*

)k S(

k 
)S(f 












 

تحويله لابلاس للتوزيع المنتظم بدالة كثافة أحتمال  -4
ab

1
)X(f


 

)ab( S

ee
)S(

bsas
*f








 

 تحقق معادلات الفروق التفاضلية التالية: t(Pn(رضنا أن إذا ف (2-11)

2n    ,      )t(P b)t(P a)t(P )ba()t(P 2n1nnn  
\ 

)t(P b)t(P )ba()t(P 211 \ 

)t(P b)t(P 10 \ 

 تحت الشروط المبدئية التالية:
1n     ,    0)0(P     ,    1)0(P n1  

 حيث: t,S(G(هي  Pn)t(فإذا أشرنا إلى الدالة المولدة للأحتمالات لـ 







0n

n
n S )t(P)t,S(G 

 أثبت ان:

}{ )T(P)t,s(G )S ab( )S1(
t 

)t,S(G 
S 0











 
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 Introduction                                        ( مقدمة3-1)   
في الباب الرابع سوف نوضح أن بعض عناصر أنظمة الصفوف تمثل عمليات 
عشوائية مثل أزمنة خدمة العملاء، عدد العملاء الذين يصلون إلى النظام في فترات معينة، 

 قيقة عملية عشوائية مركبة.الح..... الخ، وبالتالي فإن نماذج الصفوف هي في 

لذلك كان يتطلب دراسة أنظمة الصفوف وأشتقاق النماذج الملائمة لكل نظام دراسة 
 مقدمة في العمليات العشوائية وخصائصها أولًا.

نظرية العمليات العشوائية ل بأسلوب مبسطفي هذا الباب سوف نقدم مقدمة 
stochastic processes theory.قدمة في نظرية العمليات م حيث تعتبر دراسة

 .queueing theoryالعشوائية ضرورة يجب أن تسبق دراسة نظرية الصفوف 

ففي هذا الباب سوف نقدم تعريف العملية العشوائية وأنواعها المختلفة مع تقديم 
مثل عملية الحالات المتقطعة والزمن المتقطع أو عملية الحالات  بعض الأمثلة لهذه الأنواع

 تقديم شروط العمليات العشوائية المستقرة، ذلك . ثمالمتقطعة والزمن المتصل، .....الخ
قدم نوعين من العمليات العشوائية الهامة والأكثر أستخداماً في نظرية بالإضافة إلى ت
 الصفوف وهما:

 Markov processesركوف النوع الأول: عمليات ما

 Poisson processesالنوع الثاني: عمليات بواسون 

هذا بالإضافة إلى مجموعة من الأمثلة العددية والتطبيقية التي توضح العمليات 
 محل الدراسة.
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  Stochastic Process            ( العملية العشوائية          3-2)
منذ أواخر القرن التاسع عشر وقد أثبت العلماء أن النماذج الأحتمالية 

probabilistic models  أكثر واقعية من النماذج اليقينيةdeterministic models. 
أو المكان  timeلعشوائية بالزمن رتبط المتغيرات اتففي كثير من الدراسات الديناميكية 

space .ًأو الاثنين معا 

دور قيادي في دراسة وتطور الظواهر وفقاً للزمن أو المكان أو  نولعب الفيزيائيي
للحالات محل  transitions الانتقالات Neymanتتبع  1960ففي سنة الاثنين معاً، 

 .[80 ,72] الدراسة وفقاً للزمن

ية أو الاجتماعية أو الاقتصادية ..... الخ لا يتم دراستها وكثير من الظواهر الطبيع
 .[41] كمتغيرات عشوائية فقط بل يتم دراستها كدوال في الزمن أو المكان أو الاثنين معاً 

المتغيرات العشوائية التي تمثل دوال في الزمن )أو المكان أو  familiesوعائلات 
 الاثنين معاً( تسمى بالعمليات العشوائية.

من المتغيرات العشوائية كل متغير  set التالي فإن العملية العشوائية هي فئةوب
 .، ولكل منها نفس التوزيع الأحتماليفيها دالة في الزمن )أو المكان أو الاثنين معاً(

 العشوائية. اتلعمليالبسيطة لبعض امثلة بعض الأوفيما يلي سوف نقدم 

 من الرميات. nطاولة متوازنة عدد : إذا أعتبرنا تجربة رمى زهرة (1-3مثال )
بالرمز  jالرمية رقم الممكنة في  (1,2,3,4,5,6معينة من النتائج ) إذا أشرنا إلى نتيجة: أولاً 

jX حيث أن المتغير ،jX :متغير يتبع توزيع برنولى بحيث 
(3.1 )             1,0i     ,   q piX

i1i

jr }{P    

رمية للزهرة الواحدة( تمثل عملية  nمن الزهرات )أو  nفإن الفئة التي تمثل نتائج رمي عدد 
فإن الفئة  jXبالرمز  jعشوائية، أو بعبارة أخري إذا رمزنا لنتيجة الزهرة )أو الرمية( رقم 
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}n,...,2,1j , X{ j   لى، منها يتبع توزيع برنو تمثل عائلة من المتغيرات العشوائية كل
}n,...,2,1j , X{ ولذا تسمى العملية العشوائية j   بعملية برنولى-Bernoulli

process. 

من الرميات،  nفي عدد  4تشير إلى عدد مرات ظهور الرقم  nXإذا فرضنا أن : ثانياً 
 :حيث

}{ n,...,2,1j , X j  

 حيث: ذات الحدينيتبع توزيع متغير  jXمتغير الفإن 

(23.)             
ini

n

ijr
6

5
 

6

1
 iX C}{P



















 

}n,...,2,1j , X{حيث تمثل الفئة  j  .عملية عشوائية لمتغيرات ذات الحدين 

ي تصل إلى أحد المؤسسات في عدد المكالمات التليفونية الت: إذا أشرنا إلى (2-3مثال )
هي مدة العمل في المؤسسة  Tt ،T، حيث t(X(بالرمز  ]t,0[ الزمنية خلال الفترة

t(X........, , )t(X , )t(X(، فإن المتغيرات خلال يوم عمل n21  تمثل عملية عشوائية
}{ Tt , )t(X ii  التوزيع الأحتمالي لكل متغير على النحو بحيث: 

n,....,2,1i  ,  ,....2,1,0j  ,    
! j

)t(
j)t(X

jt
i

ir

ie
)(P 






 

 بعملية بواسون. t(X(وتسمي العملية 
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 ( تصنيف العمليات العشوائية3-3)
Specification of Stochastic Process 

للعملية العشوائية  t(X(المتغير أو nXتمثل فئة القيم الممكنة للمتغير العشوائي 
}1n , X{ n أو}Tt , )t(X{   الممكنة  الحالاتفئة على الترتيبpossible states .
 .continuous، أو متصلة  discreteممكن تكون الحالات متقطعة بالتالي و 

( في 4تشير إلى العدد الأجمالي لظهور الرقم ) nX: فعلى سبيل المثال, إذا فرضنا أن أولاً
n,...,2,1,0Xnمن رميات زهرة الطاولة المتوازنة، فإن  nعدد  . 

. ويمكن كتابة والزمن متقطع )الذي يمثله الرميات( وفي هذا المثال تكون الحالات متقطعة
nX يعلى النحو التال: 
(3.3       )                    n21n yyy ........X  

1or   0iyحيث  iالرمية رقم تمثل متغير عشوائي متقطع يمثل النتيجة في  iyحيث   ،
1iy( فإن 4) ظهور الرقم فإذا كانت النتيجة   0وغير ذلك فإنiy . 

اً  n)حيث  nتشير إلى درجة حرارة الطقس في مصر في الفترة  nX: إذا فرضنا أن ثانيا
 ( بحيث: الفترةتشير إلى عدد الأيام في 

(3.4    )                       n21n Z.......ZZX  
]0,(تمثل متغير عشوائي متصل  iZحيث    وبالتالي فإن العملية تمثل عملية بزمن

 متقطع وحالات متصلة.
 ة إلى أربع مجموعات على النحو التالي:يويمكن تصنيف العمليات العشوائ

 حالات متقطعةالزمن متقطع و عملية يكون فيها ال -1
 حالات متصلةالمتقطع و عملية يكون فيها الزمن  -2

 حالات متقطعة.المتصل و عملية يكون فيها الزمن  -3

 حالات متصلة.المتصل و عملية يكون فيها الزمن  -4
اصة من الحالات بأزمنة متصلة. وفي خويمكن أعتبار أن العمليات بأزمنة متقطعة حالة 

 الأبواب التالية سوف نوضح ذلك بالتفصيل.
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 Stationary Processes            ( العمليات المستقرة       3-4)
n21إذا فرضنا أن  t,......,t,t  فترات زمنية محددة فإن التوزيع المشتركjoint 

distribution :لمتجه المتغيرات العشوائية 
(3.5          )                                ][ )t(X),.......,t(X),t(X n21 
 و نفس التوزيع الأحتمالي لمتجه المتغيرات التالي:ه
(3.6    )            0h)ht(X),.......,ht(X),ht(X    ,  ][ n21  

}{ة ــــــال أن العمليـــــه يقـــــــفإن Tt , )t(X  بـــرتيـــالتـــرة بــــة مستقـــــوائيــــشــة عـــــعملي n 
stationary process of order n. 

للعملية غير  probabilistic structureيؤدي إلى أن البناء الأحتمالي العملية  وإستقرار
}{إذا كان توقع العملية ، وفي هذه الحالة timeمع تغير الزمن  invariantمتغيرة  )t(X 
 فإن: existsموجود 

(3.7 )                            0h   ,  m)ht(X)t(X }{E}{E  
 .t الزمن مقدار لا يعتمد على mحيث 

}{: إذا أعتبرنا العملية العشوائية (3-3مثال ) Tt , )t(X  :حيث أن 

0,1,2,....n  ,  0 ,   
! n

)t( )texp(
n)t(X

n
ii

ir }{P 


 

(3.8       )        ii t)t(X ][E  
}{فإن العملية  Tt , )t(X   تسمى عملية بواسونPoisson :كذلك ، 

                   
! n

))ht(( ))ht(exp(
n)ht(X

n
ii

ir }{P


 

 وبالتالي
(3.9        )                                         )ht()ht(X ii ][E  

}{ن عمليةنجد أ (3.8),(3.9من) Tt , )t(X ير مستقرة لأنها تعتمد على الزمنعملية غ 
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 ( عملية المشي العشوائي البسيطة3-5)

Simple Random Walk Process 

في هذا الفصل نقدم بشيء من التفصيل أحد العمليات العشوائية البسيطة وهي 
بالإضافة إلى بعض الأمثلة الأخرى لهذه العملية. وتعتبر  البسيط عملية المشي العشوائي

( فالحالات تمثل متغير متقطع 3-3الفصل )هذه العملية من النوع الأول وفقاً للتصنيف في 
 والزمن متغير متقطع أيضاً.

يتحرك حركة عشوائية  particalلجزئي  positionإذا فرضنا تجربة لتحديد موقع 
random move  في كل وحدة زمنية )الوحدات الزمنية متساوية(، حيث تتمثل حركة

بالرمز  nإلى نتيجة القفزة رقم  ، وسوف نشيرفقط الجزئي في القفز أعلى أو القفز أسفل
nZ  (. 0بحيث تبدأ الحركة من نقطة الأصل ) عن بعضها مستقلة نتائجالقفزات نتيجة و

 على النحو التالي: nZويمكن تعريف المتغير 

(3.10    )                                         












1

1

Zn 

 كذلك فإن:

n1,2,.....,i    ,     
2

1
)1Z()1Z( irir PP  

( يوضح موقع 1-3، والشكل التالي )nXقفزة بالرمز  nإذا رمزنا لموقع الجزئي بعد ف
 الجزئي.

 على النحو التالي: nZكدالة في  nXكذلك يمكن التعبير عن 

(3.11   )       n21n1nn Z.....ZZZXX   

0X0حيث   .لأن الحركة تبدأ من نقطة الأصل 

 إذا كان القفز إلى أعلى

 
 إذا كان القفز إلى أسفل
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 (n(: يوضح موقع الجزئي وفقاً للزمن )1-3شكل )

 
nZ  ،,...2,1nفإن المتغيرات    ،تمثل متغيرات عشوائية يتبع كل منها توزيع برنولي

}2,1n,Z{.....,وبالتالي فإن العملية  n  :تمثل عملية برنولي. كذلك بما أن 





n

1i

in ZX 

 تمثل متغيرات كل منها يتبع توزيع ذات الحدين بحيث: nXفإن المتغيرات 

(3.12)       n1,2,.....,j   ,     2
2

1

2

1
jX

nn
j

jnj
n
jnr CC}{P 





















 

}0n,X{وبالتالي فإن  ل،أو إلى أسفتشير إلى عدد القفزات إلى أعلى  jحيث  n   تمثل
 عملية ذات الحدين.

ويمكن تعميم أكثر للعملية إذا فرضنا أن الجزئي ممكن في وحدة الزمن يقفز إلى أعلى 
1Znبمعنى    1أو إلى أسفلZn   0أو يظل في نفس الموضعZn  

 بالاحتمالات التالية:
(3.13 )    qp1)0Z(P  ,  q)1Z(P  ,  p)1Z(P nrnrnr  

 

3 – 

 

2 – 

 

1 – 

 

0 × 
 

-1 – 

 

-2 – 

 

-3 –  

 
 
 
                  ×                                      × 
 

 

     × 
 
 

                           ٠                           × 
        1          2          3          4          5          6   .  .  .  .  .  
 
                                            ٠ 
 
                                   ٠ 

Xn 

n 
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  Markov Processes         ( عمليات ماركوف              3-6)
تعتبر عمليات ماركوف من أهم العمليات العشوائية في دراسة نماذج الصفوف بل 

 .[94 ,93]الإطلاق أهمها على 

عمليات ماركوف على النوع الأول: زمن لوفي هذا الفصل سوف تقتصر دراستنا 
 .كما ذكرنا ذلك سابقا   discrete time and discrete statesمتقطع وحالات متقطعة 

 ( متسلسلة ماركوف3-6-1)
}{ن العملية العشوائية : إذا فرضنا أ(1-3تعريف ) 0n , Xn  :بحيث 

(3.14)     PjX|kX                                                    

jX , ...  ,  jX  ,  jX  ,  jX|kX

jk1nnr

1n023n12n1nnr

}{P

}{P







 

)kX(( تفيد أن الوصول للحالة 3.14والمعادلة ) n  بقة لهىا يعتمد فقط علىى الحالىة السىا
)jX(مباشرة   1n  التالية: ولا يعتمد على الحالات الأخرى السابقة 

)jX( , ...  ,  )jX(  ,  )jX( 1n023n12n   

( 3.14وتوجد أنواع مختلفة من عمليات ماركوف ولكن تسمى عمليىة مىاركوف فىي )
 .Markov chainبسلسلة ماركوف 

( لا يعتمىد 3.14) للمعادلىة مىنف الأيفىي الطىر  الأحتمىالا تكىون  أنه في الحالة عنىدماويلاحظ 
لسلة ماركوف بأنها سلسىلة متاانسىةو وفىي هىذا الوضىع ( وفي هذه الحالة تسمى سnعلى )

 stationary transitionيقىىىىال أن العمليىىىىة عمليىىىىة لهىىىىا أحتمىىىىالات انتقىىىىال مسىىىىتقرة

probabilities حالات وفي حالة أعتماد ( الانتقال علىnفي هىذه الحالىة تسىمى العم ) ليىة
 .non-homogeneous [24]لية غير متاانسة عم

تمثىل أحتمىال الانتقىال  jkPوبالنسبة لمتسلسىلة مىاركوف المتاانسىة فىلان الاحتمىال 
 انتقىىىال فىىي خطىىىوة واحىىىدة )أو وحىىدة زمنيىىىة واحىىدة أو محاولىىىة kإلىىى الحالىىىة  jمىىن الحالىىىة 



 

 
 

 ة( عمليات ماركوف                                             الباب الثالث: بعض العمليات العشوائي3-6)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 89 - 

( مىىن الخطىىوات )أو mفىىي عىىدد ) kالىىة الح لىىىإ jإذا كىىان الانتقىىال مىىن الحالىىة واحىىدة(. أمىىا 
)m(الفترات الزمنية أو المحاولات( فلانه يشار إلى الأحتمال بالرمز 

jkP :بحيث 

(3.15           )                 )m(

jknmnr PjX|kX }{P  

خطىىىوة  تمثىىىل أحتمىىالات الانتقىىىال فىىي P: إذا فرضىىنا أن المصىىىفوفة المربعىىة (2-3تعريففف )
 واحدة بحيث:

(3.16          )





























::::::

..........P......PPP

::::::

..........P......PPP

..........P......PPP

..........P......PPP

:

j

:

2

1

0

         k  .....   3   1    0

jk2j1j0j

k2222120

k1121110

k0020100

P 

1Pبحيث:                 
k

jk    ,    0Pjk    لاميع قيمj وk. 

 transition probability matrixالانتقىالأحتمالات تسمى مصفوفة  Pفلان المصفوفة 
 .Markov matrixمصفوفة ماركوف تسمى  وأحيانا  

}{: إذا فرضىىىىنا أن العمليىىىىة (4-3مثفففف   ) 0n , Xn  متسلسىىىىلة مىىىىاركوف بحيىىىىث  تمثىىىىل
2,1,0Xn   ومصفوفة الانتقالP :بحيث 


















4/34/10

4/12/14/1

4/104/3

2

1

0
2           1         0     

P 

 و التالي:ى النحللحالات عل initial distribution المبدئي الأحتمالي فلاذا كان التوزيع
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0,1,2j          ,        
3

1
jX }{P 0r  

 أوجد الأحتمالات التالية: Pبأستخدام المصفوفة المطلوب: 

}{P 1X|2X 12r  , }{P 2X|1X 01r  (i) 

}{P 2X|1X  ,  2X 012r  (ii) 

}{P 2X  ,  1X  ,  2X 012r  (iii) 

}{P 2X  ,  1X  ,  2X  ,  1X 0123r  (iv) 

 :الح 

4

1
P1X|2X 1212r }{P  ,   

4

1
P2X|1X 2101r }{P  (i) 

16

1

4

1

4

1
                                                      

2X|1X1X|2X                                          

2X|1X  ,  2X )ii(

}{P}{P

}{P

01r12r

012r









 

48

1

3

1

16

1
                                        

2X2X|1X  ,  2X                                        

2X  ,  1X  ,  2X )iii(

}{P}{P

}{P

0r012r

012r









 

192

1

48

1

4

1

2X  , 1X  , 2X2X|1X

2X  , 1X  , 2X

2X  , 1X  , 2X|1X

2X  , 1X  , 2X  , 1X )iv(

                     

}{P}{P                     

}{P                                                     

}{P                     

}{P

012r23r

012r

0123r

0123r
















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هىىي حىىالات للناىىام التىىي لا  absorbing barriersحىىواجز الامتصىىا  : (3-3) تعريففف
jXفلاذا كانت الحالة  وحالة أخرى  أي يمكن الانتقال منها إلى 1n  :حالة ماصة فلان 

(3.16 )      












 

kj   if                  1

kj    allfor                  0

jX|kX }{P 1nnr 

حىىالات  0,4بحيىىث الحىىالتين  0,1,2,3,4إذا فرضىىنا ناىىام نتكىىون مىىن الحىىالات : (5-3) مثفف  
 ماصة كذلك:

prX|1rX }{P 1nnr   
qr0  ,  qrX|1rX }{P 1nnr   

10X|0X }{P 1nnr   
14X|4X }{P 1nnr   

 تصبح على النحو التالي: Pل لانتقافلان مصفوفة ا

























10000

p0q00

0p0q0

00p0q

00001

4

3

2

1

0
 4    3    2     1    0    

P 

 transition probabilities higher لأعلىاالات الانتقال تمحأ( 3-6-2)
)أو عىدد مىن  stepsالانتقال من حالة إلى حالة أخرى في عدد مىن الخطىوات يمكن 

1mو بحيث  mالوحدات الزمنية(  ن الحالة تقال م. فلاذا تم الانj  إلىى الحالىةk  فىي عىدد
m  بىالرمز حتمىال الأ وسىوف نرمىز لهىذامن الخطىواتو)m(

jkP . فىلاذا تىم الانتقىال فىي الخطىوة
)mn(رقم في الخطوة  kتم الانتقال إلى الحالة  jومن  j( إلى الحالة nرقم )  :فلان 
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(3.18           )        }{P jX|kXP nmnr
)m(

jk   

)m(ونلاجىىىظ أن الاحتمىىىالات 
jkP  لا تعتمىىىد علىىىىn  وبالتىىىالي فىىىلان العمليىىىة فىىىي هىىىذه

 الحالة تسمى عملية ماركوف المتاانسة أيضا .

jk                                              : ملحوظة
)1(

jk PP  

 خطوة فلان: 2في عدد  kإلى الحالة  jل من الحالة لانتقاإذا فرضنا أن ا: (6-3مث   )

}{P jX|kXP n2nr
)2(

jk   

فىي  intermediate state( rمىن خىلال حالىة وسىيطة ) kإلى  jحيث يمكن الوصول من 
 :أو بعبارة أخري خطوتين 

(3.18)    PPPPP

jX|rXjXrX|kX

jX|rX , kX

                                             

}{P} , {P               

}{P

)2(

jk

(1)

rk

(1)

jr

)1(

jr

)1(

rk

n1nrn1n2nr

n1n2nr









 



 

2,1r...,بما أن بصفة عامةو و    حيث الحالاتr فيىةات متنحالاmutually exclusive 
 بالتالي فلان:

(3.19)                                                                  PP

jX|rXrX|kX

jX|kXP

       

}{P}{P

}{P

n

r

rkjr

r

n1nr1n2nr

n2nr

)2(

jk















 

 وبنفس الأسلوب يمكن تعميم ذلك وإثبات أن:

(3.20                                           )             


n

r

)m(
rkjr

)1m(
jk PPP 
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 وبشكل عام فلان:

(3.21            )                                    


n

r

)n(
rk

)m(
jr

)nm(
jk PPP 

 كذلك يمكن أثبات أن:  وChapman-Kolmogrov( بمعادلة 3.21المعادلة )وتسمى 

                                              2)2( PPPP  
(3.22                          )              mnnm)nm( PPPPP  

 .P)4(و  P)2(( أوجد 4-3مثال ): أعتبر (7-3)مث   

            





















































 

10/165/161/16

6/165/165/16

6/161/169/16

                   

4/34/10

4/12/14/1

4/104/3

4/34/10

4/12/14/1

4/104/3

PPP2

 

 ناد أن: P)2(ومن 
                                       16/90X|0X }{P n2nr  
                                       16/61X|2X }{P n2nr  

 بالمثل

    





















































 

256/136256/76256/44

256/120256/60256/76

256/120256/44256/92

                                  

10/165/161/16

6/165/165/16

6/161/169/16

10/165/161/16

6/165/165/16

6/161/169/16
)2()2()4( PPP
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}{: إذا أعتبرنا العملية التوزيع المبدئي( 3-6-3) 0n  , Xn   وإذا أشرنا إلى متاه
فلان متاه  0Xأو عند الزمن صفر( بالرمزلناام قبل بدأ الحركة )الانتقال الحالات الممكنة ل
 بحيث: aوسوف نشير له بالرمز  لممكنةاحتمالات الحالات ا

,.....]a,a,....,a,a,a[ 1ii321a  

 قبل بدء الحركة أو بعبارة أخري: iتشير إلى أحتمال وجود الناام في الحالة  iaحيث 

(3.23 )    1a    ,   ,.....]a,a,....,a,a,a[X
1i

i1ii3210r a)(P  




 

وبالتالي  ممكنة.للحالات ال initial distributionبالتوزيع المبدئي  aويسمي المتاه 
وحدة  n( خطوة )أو nيمكن أثبات أن التوزيع الأحتمالي للحالات الممكنة للناام بعد )

 زمنية( على النحو التالي:

(3.24                )                        )n(

nr Pa][P  X  

 حو:( خطوة على النn( بعد )iوبالتالي فلان أحتمال وجود الناام في الحالة )

(.253   )..1,2,3,4,..i   ,           P aiX
n

1j

)n(

jijnr ][P  


 

)n(                                             أو

nr Pa)(P  X  

)أنار الفصل  stationary process: إذا كانت العملية العشوائية عملية مستقرة ملحوظة
 (( فلان:3-3)

(3.26        )         n        ,     X aPa][P )n(

nr 

 equilibriumفي هذه الحالة باحتمالات التوازن أو الاستقرار  aمالات وتسمي الأحت

probability  التوازن الاحتمالي وهذا يعني أن)(P nr X  لا نتأثر بعدد الخطواتn  أو(
 (.nالزمن 
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نقل المعلومات من خلال الرقمين  نتمأحد أنامة الاتصالات بحيث : إذا اعتبرنا (8-3مث   )
بالرمز  jمن المراحل المتتالية. فلاذا أشرنا لحالة الناام في المرحلة  n( خلال عدد 0),(1)
jX إذا كانت حالة الناام في المرحلة و وj (1تعتمد على حالة الناام في المرحلة-j .فقط )

و لهبق لا يختلف عن الرقم السابأن الرقم الداخل  qوفي كل مرحلة نوجد احتمال ثابت 
1qpلغير ذلك بحيث  pواحتمال  . 

}{وبالتالي فلان  ,...2,1,0j  , X j   تمثل عملية ماركوف بمصفوفة انتقالP :حيث 

2

1
]0X[]1X[ 0r0r PP     ,     










qp

pq

1

0
 1    0    

P 

 P)2(أوجد  -1: والمطلوب

2- )2(
00P    2(و(

11P 

3- )2(
10P    2(و(

10P 

 أوجد الاحتمالات التالية: -4

)(P 0X , 0X 03r  ii)   ,   )(P 0X , 1X 03r  (i 

 :الح 

1-                        













)pq(pq2

pq2)pq(
22

22
)2( PPP 

2-                     )pq(
22)2(

11P     ,    )pq(
22)2(

00P  

3-                                  pq2
)2(

10P     ,     pq2
)2(

01P  

4-    )(P )(P)(P 0X0X | 1X0X , 1X 0r03r03r (i 
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P)(ويمكن الحصول على الأحتمال  0X , 1X 03r   3(مباشرة من المصفوفة(P  أو
 على النحو التالي: .chapman-kolog معادلة باستخدام



 

)pq2(q                                      

 0X | 1X

)2(
1101

)2(
0100

i

)2(
1ii003r

PPPP

PP)(P
 

                      22
03r q p)2/1(q p 20X , 1X )(P  

 بالمثل:

  )(P )(P)(P 0X0X | 0X0X , 0X 0r03r03r(ii 

             






222

22

)2(
1001

)2(
000003r

p q 2)pq( q                                 

)q p 2( p)pq( q                                 

  0X | 0X PPPP)(P

 

         
223

222
03r

p q)p qq( )2/1(                                 

)2/1(p q 2)pq( q0X , 0X }{)(P



 

يكىون  نىوم( 30)الشىهر  في أحد الشىهور الشىتويةفرضنا أن حالة الطقس ذا : إ(9-3مث   )
(. فىلاذا كانىت 2( أو غير ممطر وسوف نشير له بالرمز )1ممطر وسوف نشير لذلك بالرمز )

(. j-1( تعتمد على حالة الطقس في اليوم السىابق لىه مباشىرة  )j) رقم حالة الطقس في اليوم
 حو التالي:النفلاذا كانت مصفوفة الأنتقال على 

(1                                )









662.0338.0

250.0750.0

2

1
 2               1    

P 

 بحيث: aوالتوزيع المبدئي للحالات 
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(2                              ) 425.0575.0a  

 أيام مثلا  ناد أن مصفوفة الانتقال على النحو: 10فبعد 

(3                 )       









662.0338.0

250.0750.0)10(P 

 :أيام على النحو التالي 10أحتمالات حالة الطقس بعد  وبالتالي فلان

 

  (4)                     425.0575.0

662.0338.0

250.0750.0
425.0575.0]X[P

    a                          

 P a )10(

10r











 

 أن عملية ماركوف في هذه الحالة عملية مستقرة. ( 4(و)2من ) ويتضح

 تسلسلاتمتصنيف الحالات وال (3-6-4)
Classification of states and chains 

 limitingلة مىاركوف وفقىا  لسىلوكها النهىائي سلسىحىالات الناىام لمتنىتم تصىنيف 

behavior   وفقىىا  لىىبعا خصىىائا الناىىام. وفيمىىا نلىىي سىىوف نقىىدم أهىىم بعىىا خصىىائا
 الحالات والمتسلسلات لماركوف على النحو التالي.

فىي أي  kإلىى أي حالىة أخىري  j: إذا فرضنا انه يمكن الوصول مىن أي حالىة (3-3تعريف )
و أو بعبىىارة أخىىري جميىىع الحىىالات j,kات الزمنيىىة( لاميىىع قىىيم وحىىدعىىدد مىىن الخطىىوات )أو ال

 متصلة ببعضها.
0Pهذا يعني أن و 

)n(
jk   لاميع قىيمj,k فىي هىذه الحالىة تسىمي الحىالات حىالات .

بالمصىىفوفة  مصىىفوفة الانتقىىال فىىي هىىذه الحالىىةوتسىىمي  irreducibleغيىىر قابلىىة للاختىىزال 
 .irreducible matrixغير قابلة للأختزال 

)n(إذا فرضنا أن : (4-3تعريف )
jkf  تشير إلىى أحتمىال الوصىول مىن الحالىةj  إلىى الحالىةk 

 ( من الخطوات )أو الوحدات الزمنية(و فلان:nأول مرة في عدد )
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(3.27   )}{P jX|kX  , 1n,.....,2,1r  , kXf 0nrr
)n(

jk  

 حيث:

(3.28      )                 1n    ,      P fP
n

0r

)rn(
kk

)r(
jk

)n(
jk 



 

(3.29         )        jk
(1)
jk

(0)
jk

(0)
kk Pf     ,    0f     ,    1P  

 ( ناد أن:3.28),(3.29ومن )

(3.30  )             1n    ,      fP fP
1n

1r

)n(
jk

)rn(
kk

)r(
jk

)n(
jk 





 

 kدائمىىا  إلىىى الحالىىة  منهىىا والوصىىول j: إذا رمزنىىا لأحتمىىال البىىدء فىىي الحالىىة (5-3تعريففف )
 فلان: jkFبالرمز 

(3.31       )                              





1n

)n(
jkjk fF 

 إذا كان: persistent or recurrentحالة متكررة أو دائمة  jتسمي الحالة 
(3.32             )                                 1Fjj  

 إذا كان: transient or nonrecurrentحالة مؤقتة أو غير متكررة  jالحالة وتسمي 
(3.33             )                                 1Fjj  

)أي عىىدد خطىىوات  tبىىدورة طولهىىا  periodicحالىىة دوريىىة  jتسىىمي الحالىىة : (6-3تعريففف )
1tمىىىن الوحىىىدات الزمنيىىىة( حيىىىث  tو أو فىىىي tيسىىىاوي   و إذا كىىىان الرجىىىوع للحالىىىةj ي فىىى
 فقط بمعني أن: t3,t2,t....,الخطوات 

(3.34)     











        ....t,2t,3t,..n       ,          0P

   1t,        ....t,2t,3t,..n       ,          0P

)n(
jj

)n(
jj 
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( إذا لىم نتحقىق الشىر  non-periodic) aperiodicغيىر دوريىة  jتسمى الحالة وبالتالي 
 ( وعلى سبيل المثال إذا كان:3.28في )

0Pjj  

1tفلانه في هذه الحالة    وبالتالي فلان الحالةj .غير دورية 

 jkبىالرمز   jمىن الحالىة  kإذا رمزنا إلىى الىزمن المتوقىع للوصىول للحالىة : (7-3تعريف )
 حيث:







1n

)n(

jkjk f n 

 إذا كان: nullتسمي حالة غير موجودة  jفلان الحالة 

(3.35   )                         


1n

)n(

jjjj f n 

 إذا كان: non-nullوتسمي حالة موجودة 

(3.36   )                       


1n

)n(
jjjj f n 

 إذا كانت: ergodicحالة عامة  j: تسمي الحالة (8-3تعريف )
 persistent (recurrent)دائمة  -1
 non-nullموجودة  -2
 aperiodicغير دورة  -3

لمتسلسىىىلة مىىىاركوف تتىىىوافر فيهىىىا الشىىىرو  أعىىىلاه فأنهىىىا تسىىىمي الات الحىىىوإذا كانىىىت جميىىىع 
 .ergodic chainمتسلسلة عامة 

}{ العمليىىىىة العشىىىىوائيةإذا فرضىىىىنا : (10-3مثفففف   ) 0n,Xn   تمثىىىىل متسلسىىىىلة مىىىىاركوف
 حيث: Pانتقال بمصفوفة 
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
















010

2/102/1

010

2

1

0
 2       1       0    

P 

 ية.وضح أن متسلسلة ماركوف دور  -1: المطلوب

11أوجد  -2
)2(

1111 F,f,f ( 1ثم حدد نوع الحالة). 

22أوجد  -3
)2(

2222 F,f,f ( 2ثم حدد نوع الحالة). 

)2()3(نوجد  -1: الح  PP  فناد أن: ,



















010

2/102/1

010
)3(P    ,    



















2/102/1

010

2/102/1
)2(P 

,....,بايااد المصفوفات 
)5()4( PP اد أن:ن 

1,2,...n     ,          ,     PPPP )1n2()2()n2(   
 وبالتالي ناد أن:

(3.37     )         1,2,0i     ,     0     ,     0
)1n2(

ii
)n2(

ii PP 
 

2tحيىىىث  tدوريىىىة بىىىدورة ( ناىىىد أن جميىىىع حىىىالات الناىىىام 3.37مىىىن )  و وبالتىىىالي فىىىلان
2tالمتسلسلة دورية بدورة  . 

 :ناد أن pمن المصفوفة  -2
0F11  

 ناد أن: P)2(ومن المصفوفة 
1f

)2(
11  
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 وبالتالي فلان:

1fF
1n

)n(
1111 





 

 .persistent( حالة دائمة 1الحالة )وبالتالي فلان 

 كذلك ناد أن:

 




21201f n
1n

)n(
1111 

 .non-null( حالة موجودة 1فلان الحالة )وبالتالي 

 ( ناد أن:2بالمثل بالنسبة للحالة ) -3

1)2/1(2)0(1F    ,    
2

1
f    ,    0f

1n

22
)2(

2222  




 

 .بالمثل (0الحالة ) أيضا   حالة دائمة أيضا و كذلك (2وبالتالي فلان الحالة )
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  Poisson Processes                  ( عمليات بواسون     3-7)
في الفصل السابق تم تقديم بعض أنواع عمليات ماركوف مع التركيز على عملية 

والزمن )أو الخطوات( متقطع  discrete statesماركوف عندما تكون الحالات متقطعة 
discrete time .ًأيضا 

تكون فيها الحالات متقطعة والزمن متصل ولكن كثير من الظواهر العملية 
continuous timeل . لذلك تلعب عمليات ماركوف ذات الحالات المتقطعة والزمن المتص

 دور هام في دراسة هذه الظواهر.
وتعتبر عملية بواسون إحدى العمليات التي تنتمي إلى هذه الفئة من عمليات 

 عمليات:ومن الأمثلة العملية لهذا النوع من ال ماركوف.
 عدد مكالمات التليفونات خلال فترة زمنية معينة. -1
 التي تقع في أحد الطرق خلال فترة زمنية معينة.عدد الحوادث  -2

فترة زمنية  عدد العملاء الذين يصلون إلى أحد مراكز الخدمة )مثل البنك( خلال -3
 معينة.

. فإذا tخلال الفترة  A event ثتشير إلى عدد مرات وقوع الحد t(N(فإذا فرضنا أن 
0tبدأنا في   وأن الحدث ،A  يقع في النقط الزمنية...... , tt , tt 21  والشكل ،

t , tt , ......التالي يوضح العلاقة بين  21)t(N, حيث تحدث القفزات ،jumps  عند
 .في الشكل التالي  فقيالنقط الموضحة على المحور الأ

t(N(nتشير إلى أحتمال أن  Pn)t(فإذا فرضنا أن   :فإن 
(3.38                                )][P n)t(N)t(P rn  

3,2,1,0n......,عندما  tدالة في المتغير  t(Pn(حيث    فإن:وبالتالي 

(3.39        )                                  1)t(P
0n

n 



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 (t,0(: يوضح عدد مرات وقوع الحدث في الفترة )1-3شكل )

 

ة لكل قيمة بالنسب t(N(يمثل التوزيع الأحتمالي للمتغير  Pn)t(وبالتالي فإن 
، t(N(ئية 00000000000000000وعائلة المتغيرات العشوا .tمن قيم 

}{ 0t , )t(N  تمثل عملية عشوائية حيث المتغير ،)t(N  ،متغير متقطعt  متغير
 certain متصل. ومن أمثلة هذا النوع من العمليات عملية بواسون تحت شروط معينة

conditions. 

 عملية بواسون: postulatesوفيما يلي نقدم فروض 

 t(N(: وهذا الفرض يتمثل في ان المتغير independenceفرض الاستقلال  -1
ttt(N(متغير مستقل بمعنى أن  21   مستقل عن)ttt(N 32   أو

في فترة معينة مستقل عن عدد مرات وقوع  Aالحدث بعبارة أخري عدد مرات وقوع 
 في أي فترة أخري. Aالحدث 

N(t) 

 

 ــ 4

 

 

 ــ 3

 

 

 ــ 2

 

 

 ــ 1

 

 

0             1t       2t                    3t          4t                       5t  
t 
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يعتمد على طول الفترة  t(Pn(: التجانس هنا يعني أن homogeneityالتجانس  -2
)tt,t( 11   أي يعتمد علىt  1ولا يختلف باختلافtمد . أو بعبارة أخري يعت

 وليس موقعها.على طول الفترة 

فترة زمنية صغيرة جداً  t((: وهذا يعني أذا كانت الفترة regularityالانتظام  -3
 t( )t( (يساوي  )t(مرة واحدة خلال Aفإن أحتمال وقوع الحدث 

، t((في من الدرجة الثانية ة الثانية أو أكثر دالة من الدرج  )t(حيث 
0tكذلك عندما    فإن)t(   يؤول أسرع إلى الصفر من)t(  :بمعني

0t  

0فإن:                                   
t

)t( 




 

 وبالتالي فإن:
)t( )t( )t(P1  

t( )t(P(          وبما أن:        
2k

k 




 

                بما أن: 




  1)t(P
0n

n 

(3.40   )                ][ )t( )t( 1)t(P0  

 ( أو بعبارة أخري:tسون بتوقع )يتبع توزيع بوا t(N(المتغير : (1-3نظرية )

(3.41  )           0,1,2,....n    ,      
! n

)t(e
)t(P

nt

n 





 

 عندما:
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(3.42   )           0n        ,      0)0(P        ,      1)0(P n0  

0n        ,      )tt(Pn: أعتبر الإثبات  

 

 
 

)tt(المتنافية خلال الفترة  eventsمن الأحداث  nفإن وقوع عدد    ممكن أن
1nيحدث بعدد )  من الطرق المتنافية )mutually exclusive ways  ولتكن

1n21 A,......,A,A . 

وعدم وقوع أي حدث في الفترة  t( في الفترة nتشير إلى وقوع عدد ) 1Aفإذا كان 
)tt,t(  التالي فإن:وب 

(3.43)                              )t()]t(1)[t(P

)t(P )t(P

n)t(N|0)t(N n)t(N)A(

0

0n

rr1r ][P][PP







 

ووقوع  tخلال الفترة حدث ( n-1)عدد حيث وقوع  2Aكذلك إذا فرضنا الحدث
)tt,t(واحد خلال الفترة  حدث   فإن:بالتالي 

(3.44)                                )t()]t()[t(P

)t(P )t(P

1n)t(N|1)t(N 1n)t(N)A(

1n

11n

rr2r ][P][PP









 

خلال الفترة  2ووقوع عدد  t( خلال الفترة n-2حيث وقوع عدد ) 3Aكذلك الحدث
)tt,t( :وبالتالي فإن ، 

)t()t()t(P)A( }{P 2n3r   

A,A.....,بالمثل   :، وبالتالي يمكن كتابتها على النحو التالي54

|                                  |                           | 

0                                t                         t+Δt 

Δt t t 
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(3.45    )                   3kn       ,      )t()A( krP  

 وبما أن الأحداث متنافية فإن:

(3.46)1n   ,  )t()]t()[t(P)]t(1)[t(P)tt(P 1nnn   
 


t

)t(
Lim)t(nP)t(P

t

)t(P)tt(P
Lim

0t
1nn

nn

0t 












 

 (3.47   )              1n     ,     )t(P)t(P)t(P ][ 1nnn  
\ 

0nوعندما   :فإن 
)t()]t(1)[t(P)t(P)t(P)tt(P 0000  

 (3.48   )                                           )t(P)t(P 00 \ 

( باستخدام طريقة 3.42تحت الشروط في ) (3.47),(3.48وبحل المعادلات التفاضلية في )
المقدمة في  differential difference equationsحل معادلات الفروق التفاضلية 

 ( نجد أن:6-2الفصل )

..0,1,2,3,..n    ,      
! n

)t(e
)t(P

nt

n 





 

 5بمعدل متوسط  الفرعإذا فرضنا أحد فروع بنك مصر يصل العملاء إلى : (11-3مثال )
 عملاء في الدقيقة.

 في الساعة. الفرعأوجد التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء التي تصل إلى  -1: المطلوب

 حتمال عدم وصول أي عميل خلال الساعة.أوجد أ -2

 أوجد العدد المتوقع للعملاء في الساعة. -3

60tعدد العملاء، والفترة  nإذا أعتبرنا أن  -1 :الحل  ،5 :فإن 
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0,1,2,....n    ,      
! n

)300(e

! n

))60(5(e
)60(P

n300n)60)(5(

n 


 

 أحتمال عدم وصول أي عميل خلال الساعة فإن: -2

0
! 0

)300(e
)60(P

0300

0 


 

 بحيث: n(E(العدد المتوقع للعملاء الذين يصلون إلى البنك في الساعة  -3

300  300 عميل

! )1n(

)300(
 300

! n

)300(e
 n)t(nP)n(E

300300

1n

1n
300

0n

n300

0n

n

ee

e

}{





























 

 ممكن أن يحدث لها عطل من الأعطال: إذا اعتبرنا أحدي ماكينات الطباعة (12-3مثال )
 في الأسبوع. 2البسيطة بمعدل متوسط 

 أسابيع. 4أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد الأعطال خلال  -1: المطلوب
 أسابيع أو أقل. 4دم وقوع أي عطل في فترة أوجد احتمال ع -2
 أسابيع. 4أعطال على الأكثر خلال  3أوجد احتمال حدوث  -3

4tأسابيع بحيث  4عدد الأعطال خلال  nإذا فرضنا أن  -1: الحل  ،2:فإن . 

0,1,2,....n    ,      
! n

)8(e
)4t(P

n)4(2

n 


 

 أسابيع أو أقل: 4قوع أي عطل في فترة وبالتالي فإن احتمال عدم و  -2

0013.0)4(edt  
! n

)8(e
)4t(P

8
4

0

n)4(2

0  


 
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 Exercises( تمرينات                                        3-8)
}{إذا فرضنا أن العملية العشوائية  (3-1) 0t , )t(X  بحيث)t(Xi،,.......3,2,1i  

 (.1)( وتباين0مستقلة كل منهم يتبع التوزيع المعتاد القياسي بتوقع )متغيرات عشوائية 

}{إذا اعتبرنا العملية العشوائية  (3-2) Tt , )t(X   بحيث)t(Xi متغير عشوائي ،
 يتبع توزيع بواسون بمعلمة 

..0,1,2,3,..k    ,      
! k

)t(e
k)t(X

kt

ir }{P 





 

 وضح أن العملية عملية غير مستقرة.

}{إذا كانت ( 3-3) 0n , Xn  اركوف بمصفوفة أنتقال عملية مP: 


















3.03.04.0

1.06.03.0

3.05.02.0

2

1

0
 2       1       0    

P 

    ,     0,1,2iوالتوزيع المبدئي 
3

1
iXP }{ 0r  

 .irreducible ،aperiodicalوضح أن العملية  -1

 أوجد الأحتمالات التالية: -2

}{P 1X|0X n3nr  (ii   ,       }{P 0X|1X n2nr  (i 

}{P 2X|1X 1nnr   (iv   ,    }{P 0X|2X 1n1nr   (iii 

0,1,2i     ,    iXأوجد التوزيع  -3 }{P 3r  
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}{أعتبر  (3-4) nX  تمثل سلسلة من الرميات المستقلة المتتالية لقطعة عملة بحيث
 ((.p-1يساوي ) T)وبالتالي أحتمال ظهور الكتابة  p( يساوي Hأحتمال ظهور الشعار )

على  1,2,3,4بالأرقام  HH, HT, TH, TTئج رميتين متتاليتين أشرنا إلى نتافإذا 
}{وضح أن  الترتيب. nX  تمثل عملية ماركوف ثم أوجد مصفوفة الانتقالp  ثم أوجد

)m(P ،)2m( . 

}{إذا فرضنا رمي زهرة طاولة متوازنة ( 3-5) 6,5,4,3,2,1k   عددn  من الرميات
}{المستقلة. وضح أن العملية  nX  تمثل عملية ماركوف ثم أوجد مصفوفة الانتقالp  ثم

 .3(P(، P)2(أوجد 

( فإذا تحرك من 0حركة عشوائية بحيث يبدأ حركته من نقطة الأصل )جزئ يتحرك  (3-6)
)a1(بحيث يرجع إلى نقطة الأصل باحتمال  ja( باحتمال j+1( إلى )jالنقطة ) j. 

 .……,0,1,2,3خطوة هي  nبأفتراض أن الحالات بعد 

 .recurrent( حالة ممكنة الرجوع 0وضح أن الحالة ) -1

 فإن: nأثبت أنه عندما  -2

0)a,......,a,a,a(Lim n321  

 بحيث: jkPبأحتمال الانتقال  ……,0,1,2,3أعتبر متسلسلة ماركوف بالحالات  (3-7)

0,1,2,....kj,    ,   
! )rk(

a )p1( P C

P

k

0r

rkrjrj
r

a

jk

e













 

}{وضح أن التوزيع النهائي  kV limiting distribution  يمثل توزيع بواسون بمعلمة
][ )P1/(a . 
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من الفترات الزمنية الجزئية المتساوية  nإلى عدد  ]t,0[إذا قسمنا الفترة الزمنية  (3-8)
، وبافتراض أنه في كل فترة زمنية جزئية يتم إجراء محاولة hالطول كل منها يساوي 

)h1(وفشل باحتمال  hلبرنولي بأحتمال نجاح   أثبت أن عدد مرات النجاح خلال .
( مع تحديد الفروض التي تم tتمثل متغير عشوائي يتبع توزيع بواسون بتوقع ) tالفترة 

 على أساسها أشتقاق التوزيع.

t(N),t(N(إذا فرضنا أن  (3-9)  عمليتين عشوائيتين مستقلتين وكل منها تتبع 21
21توزيع بواسون بمعلمتين  , :على الترتيب. أثبت أن 

knkn
k211r q p Cn)t(N)t(N|k)t(N }{P  

21

2q



             ,              

21

1p



 

}{أعتير العملية العشوائية  (3-10) Tt , )t(X  :بحيث 

0,1,2,....n    ,   0    ,        
! n

)t(e
n)t(X

n

i

t

ir

i

}{P 





 

}{أن العملية  وضح Tt , )t(X : 

 عملية غير مستقرة. -1

 عملية متجانسة. -2
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 Introduction                                        ( مقدمة4-1)
في هذا الباب نقدم بشيء من التفصيل التعريف الدقيق لنظام الصف، ومكونات 

 .outputومخرجات  service times، وأزمنة خدمة inputsالنظام من مدخلات 

فوف، حيث الصياغة الرمزية لأنظمة الص kendallحيث قدم  1953ومنذ سنة 
تعطي الصياغة الرمزية للنظام وصف دقيق لعناصر النظام ثم تقدم السلوك الأحتمالي 

 )التوزيع الأحتمالي( لعناصر النظام التي تمثل متغيرات عشوائية.

( 3-4في الفصل التالي نقدم وصف لأنظمة الصفوف، ثم نقدم قي الفصل )
 الصياغة الرمزية لأنظمة الصفوف.

قدم أشتقاق التوزيع الحتمالي لعدد العملاء الذين يصلون ن( 4-4في الفصل )
 ( نقدم أشتقاق التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء المنتهي خدمتهم.5-4وفي الفصل ) للنظام.

( نقدم التوزيع الأحتمالي لأزمنة خدمة العملاء. حيث التوزيعات 6-4وفي الفصل )
الأحتمالية لعناصر النظام الأحتمالية تخضع لبعض الشروط التي يجب أن تأخذ في الأعتبار 

 عند التطبيق. ذلك بالإضافة إلى عدد من الأمثلة والتمرينات.
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 Queueing System                           نظام الصف   ( 4-2)

لاء ـــمــمن ع waiting systemار ــــظــام الانتــظــف أو نـــام الصــــون نظــــيتك
customers (items)  التي تؤدي يصلون إلى مركز خدمة )أو عدد من مراكز الخدمة

ي طلب ( فparallel stationsمتوازية  وفي هذه الحالة تسمي مراكز نفس نوع الخدمة
. فإذا كان مركز الخدمة خالي فإنه يدخل مباشرةً للحصول على خدمة معينة يؤديها المركز

)أو في تأدية خدمة لعميل )أو كل المراكز مشغوله( الخدمة، أما إذا كان المركز مشغول 
من المراكز(  )أو أحدلحين خلو المركز  queueفإنه ينتظر في الصف  سابقعملاء( 

 كما هو موضح في الشكل التالي: خدمة عميل

 الصف (: مكونات نظام1-4شكل )

 

 وصول العملاء
 

Arriving 

Customers 

1 

2 

: 

: 

: 

C 

مغادرة العملاء 
بعد انتهاء  للنظام

 خدمتهم
Departing 

Customers 

 Cوعددها  المتوازية الخدمة مراكز

 Queuing Systemنظام الصف 

 صف انتظار العملاء
Queue (waiting 

line) 

x  x   x   x   x   x   x 
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ويمكن دراسة أي نظام من أنظمة الصفوف وفقاً لعدد من الخصائص التالية التي 
 تمثلالتي  mathematical modelsرياضية النماذج التمثل العناصر الأساسية في بناء 

 :[22 ,19 ,103] من الأنظمة الأنواع ههذ
 arrivingوصول العملاء إلى النظام عدد وسلوك تيار المدخلات الذي يمثل  -1

customers (input). 
داخل مركز الخدمة أو الفترة الزمنية بين  service timeزمن خدمة العميل  -2

 ائها.بعد أد inter-departures timeين متتاليين من مركز الخدمةليخروج عم
 بالنظام. service station (channels)عدد مراكز الخدمة  -3
 .service disciplineطريقة الدخول للخدمة  -4
 maximum number ofفي النظام المسموح به الحد الأقصى لعدد العملاء  -5

customers allowed in the system. 
 populationالعملاء  منهمفردات( في المجتمع الذي يصل العدد العملاء ) -6

(calling source). 
 وفيما يلي سوف نتناول كل عنصر من العناصر بالتفصيل.

عدد العملاء ل عبارة عن السلوك الأحتمالي تيار المدخلات للنظام هو: تيارًالمدخلاتًأولاً
التي تصل إلى النظام في طلب الخدمة خلال فترة معينة. وغالباً من الصعب بل  ()المفردات

موعد وصول هذه المفردات إلى النظام أو تحديد دقيق لحيل تحديد قد يكون من المست
عددهم خلال فترة زمنية معينة، فعلي سبيل المثال وصول العملاء إلى البنوك أو وصول 

ً.، ........ الخالمرضى إلى العيادات أو وصول السيارات لمحطات البنزين
ل فترة زمنية معينة يمثل متغير وبالتالي أصبح عدد العملاء الذين يصلون إلى النظام خلا 

أنظر  –يعتمد على الفترة الزمنية )أي يمثل عملية عشوائية  random variableعشوائي 
( ولذلك فإن دراسة التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء التي تصل إلى النظام خلال الباب الثالث

( من العناصر inter-arrival timeفترة معينة )أو الفترة الزمنية بين وصوليين متتالية 
 مناسب يصف النظام. )طابور( الأساسية في بناء نموذج صف



 

 
 

 مكونات أنظمة الصفوف: الرابعالباب                                                   نظام الصف   ( 4-2)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 116 - 

اً ًالعميلًثانيا ًخدمة الوقت الذي يقضيه العميل داخل مركز  هو زمن خدمة العميل :زمن
 يمثل متغير عشوائي أيضاً وهو الخدمة في أداء الخدمة وهو ما يطلق عليه زمن الخدمة 

ة القائم على أداء الخدمة، كفاءة الأدوات المستخدمة، حيث يعتمد هذا المتغير على كفاء
 من سيارة لأخرى يختلف  تموين السيارة بالبنزين في المحطة . فعلي سبيل المثال....الخ

ن، بالمثل زمن ة أداء العامل القائم على التمويوفقاً لكمية البنزين المطلوبة كذلك وفقاً لسرع
إلى آخر وفقاً لطبيعة المريض وطبيعة كشف الطبيب على المريض يختلف من مريض 

 يعتبر زمن الخدمة في مركز الخدمة متغير عشوائي أيضاً.لذلك . المرض

اً المقصود بالتكافئ ، وهنا راكز الخدمة المتكافئة في النظامعدد م :عددًمراكزًالخدمةثالثا
ولكن قد تكون بمعدلات  ولها نفس التوزيع الأحتمالي لزمن الخدمة، أي تؤدي نفس الخدمة

حيث  parallel stationsويسمى هذا النوع من مراكز الخدمة بالمراكز المتوازنة  .مختلفة
 كز من هذه المراكز.امر ال أحدتتم خدمة العميل في مرحلة واحدة في 

ويوجد نوع آخر من الخدمات تؤدي على مراحل متتالية مثل عملية طباعة الكتب فالمرحلة 
 عة، المرحلة الثانية التجميع، المرحلة الثالثة التجليد.الأولى الطبا

 في ،على الخدمة التي تؤدي في مرحلة واحدة( 8)-(5الأبواب )قتصر توسوف 
حالة وجود مركز خدمة واحد أو عدد من المراكز المتوازية وفي هذا النوع من مراكز الخدمة 

 قت.لا يستطيع المركز الواحد خدمة أكثر من عميل في نفس الو 
 ( سوف نقدم الخدمة على مراحل متتالية، حيث تتم خدمة10(،)9الأبواب )وفي 

وتنتهي خدمة العميل بمروره على جميع  العميل الواحد في عدد من المراحل المتتالية
 المراحل.

: طريقة الدخول لمركز الخدمة تعني القاعدة التي على أساسها طريقةًالدخولًللخدمةًرابعااً
ميل من صف الانتظار لدخوله مركز الخدمة وبدء خدمته بالمركز. وفي كثير يتم اختيار الع

" وذلك first come – first servedمن الأنظمة تكون القاعدة "من يأتي أولًا يخدم أولًا 
 .دخول السفن للميناء، ...... الخأو ، كما هو موجود في محطات البنزين
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" last come – first servedم أولًا وتوجد أنظمة أخرى يكون "من يأتي أخيراً يخد
ذلك سحب البضائع من مركز تخزين. وأحياناً يكون دخول العملاء للنظام وفقاً مثال و 

 ت جراحية معيبة ببعض المستشفيات.مثل إجراء عمليا prioritiesلأولويات 

ة التي تها وفقاً لنوع الخدموبالتالي تختلف هذه القاعدة باختلاف الأنظمة التي تقوم بدراس
 .تؤدى

اً ختلاف أبفي النظام  ه: ويختلف عدد العملاء المسموح بالحدًالأقصىًلعددًالعملاءًخامسا
الأنظمة ونوع الخدمة التي تؤدى فمثلًا في أشارات المرور نجد أنه لا يوجد أي قيد على 

 فتراض أنأوبالتالي يمكن  وتنتظر لحين بدء الحركة، عدد السيارات التي تصل إلى الإشارة
الطائرة  على للحجز ( في حين أن عدد المقاعد المسموح به∞العدد المسموح به لا نهائي )

أي يوجد حد أقصى لعدد العملاء في  في الطائرةيكون محدد بعدد المقاعد  ما رحلة في
 النظام بعد هذا الحد يرفض النظام استقبال العملاء.

اً من مصدر معين قد يكون  (المفردات أو): ويأتي العملاء عددًالعملاءًفيًالمجتمعًسادسا
عدد مفرداته محدود أو غير محدود فمثلًا السلع التي تصل إلى المجمعات الاستهلاكية تأتي 
من مصدر محدد عدد مفرداته )حيث الكميات الموجودة بالمخازن يكون عددها محدود( وقد 

أحد ذا فرضنا المفردات غير محدود فإ منهيكون عدد المفردات في المصدر الذي يأتي 
، فإنه يمكن افتراض أن عدد إشارات المرور فإن السيارات تصل إليها بدون أي حد لعددها

يأتون من مصدر عدد مفرداته غير محدود  هذه الإشارةعلى  )السيارات( المترددةالعملاء 
، كذلك مثل عدد الميكروبات في لتر المياه المأخوذة يومياً من أحدى الأنهار )لا نهائية(

 .لتحليلها
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 ( الصياغة الرمزية لأنظمة الصفوف4-3)
Queueing System Notations 

من وضع صياغة رمزية للثلاثة  1953سنة  Kendallتمكن عالم الرياضيات 
( 3،  2،  1الخصائص )خصائص الأولي لنظام الصف السابق تناولها في الفصل السابق 

 :,53 ,103]4[ ( للتعبير عن هذه الخصائص حيث a / b / cفوضع الصياغة )

a:  تشييير ىلييت التوايييع ايحتمييالي لعييال العمييلان الييذلن اصييلوا ىلييت النظييام  و التوايييع
  arrival distributionن يييالييييين متتيييين وصولييييية بييييزمنيييرة الييييالي للفتيايحتم

(or inter arrival) 

b: ين خيرو  عمليتيين تشير ىليت التواييع ايحتميالي ليزمن الخامية ) و الفتيرة الزمنيية بي
 .service time(or departure time) distعلت التوالي بعا انتهان خامتهم 

c: .تشير ىلت عال مراكز الخامة المتوااية في النظام 

زية للثلاثة خصائص الصياغة الرم Leeقام عالم الإحصان  1966وفي سنة 
 ( حيثd / e / f) نحوعلت ال (6، 5، 4الفصل السابق الخصائص  ) نظر الأخرى للنظام
[103,65]: 

d:  تشير ىلت القاعاة التي علت  ساسها لتم اختيار العميل من الصف )في حالية وويول
 انتظار( للاخول للخامة.

e: .)تشير ىلت الحا الأقصت المتاح لعال العملان في النظام )في الخامة واينتظار 

f: العملان للنظام. منهالذي اصل  تشير ىلت عال العملان ) و المفرلات( في المجتمع 

وبالتالي امكن تحالا خصائص  ي نظام للصفوف من خلال خصائصه في الصورة الرمزية 
 (. d / e / f ( : )a / b / c)علت النحو 

 .سوف نتناول  همها فيما لليو  بعض الأكوال المتعارف عليها a, b, dوعالة تأخذ الرموا 
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 رموا التالية:عالة تستخام ال a , bبالنسبة لي 

M:  تشير ىلت  ا التوايع ايحتمالي لعال العميلان التيي تبليل الخامية ) و عيال
 )وفقيياع لعملييية Poissonالعميلان المنتهييي خييامتهم( وفقيياع لتوايييع بواسييوا 

وذلييم مكيياف   ا اكييوا الفتييرة الزمنييية بييين وصييوليين متتيياليين  ،مييارفوف(
 توايع الآسي  اضا.لتبع التوايع الأست  و امن الخامة وفقاع لل

D:  تشييير ىلييت  ا الفتييرة الزمنييية بييين وصييوليين متتيياليين  و اميين الخاميية  يييم
 .deterministicغير عشوائية )اقينية( 

kE تشيير ىلييت  ا  امنيية الخامية  و الفتييرة بييين وصيوليين متيييير عشييوائي لتبييع  :
 .k و واما بمعلمة  Erlangتوايع 

GI:  بيين  ات الزمنيية) و الفتير  المسيتقلين ىحصيائياع  ىلت  ا وصول العميلانتشير
 ولهييا نفييت التوايييع مسييتقلة ةعشييوائي اتمتيييير مثييل ت( متتيياليين وصييوليين

General distribution of independent arrivals. 

G:  الزمنييية بييين خييرو  عمليييين علييت  اتالخاميية  و الفتيير   امنييةتشييير ىلييت  ا
 .General distributionان خامتهم تتبع توايع عام التوالي بعا انته

 -عالة تستخام الأكوال التالية: dكذلم 

FCFS:  من اأتي  ويع اخام  ويعFirst Come – First Served. 

LCFC:  من اأتي  خيراع اخام  ويعLast Come – First Served. 

SIRO:  الاخول للخامة بأمر عشوائيService in Random Order. 

GD:  مبا  عام للاخول للخامةGeneral Service Discipline. 
 

 حال خصائص فل نظام من الأنظمة التالية:: (1-4مثال )
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 - )/100/FCFS(:)3/M/M(  
)LCFS(:)5/E/D//( -ب 3  

 الحل:

)FCFS(:)3/M/M/100/(بالنسبة للنظام  -   
Maبما  ا  لعملان الذلن اصلوا ىلت النظام وفقاع لتوايع فهذا اعني  ا عال ا

Mbبواسوا، فذلم    ،3فهذا اعني  ا امن الخامة وفقاع للتوايع الأسيc   اعني
FCFSd، فذلم نجا  ا بالنظام ومتكافئة مراكز خامة متواانة 3ووول   فهذا اعني 
100eفذلم  ،وفقاع من اأتي  ويع اخام  ويع  للخامة العملان لخول  ا لتم   فهذا اعني

عميل في الخامة واينتظار،  100 قصت عال ممكن  ا استوعبه النظام ي لزيا عن   ا
عال  nfiniteiفهذا اعني  نه اأتي العملان من مصار غير محاول  fكذلم بما  ا 

 .العملان به

)LCFS(:)5/E/D//( -ب 3  
Daبما  ا   اقينية وا ىلت النظام في مواعيا محالةفهذا اعني  ا العملان اصل، 

3Eb  أا امن الخامة لتبع توايع فErlang  5 فذلم ،3 و واما بمعلمةC   فإا
LCFSd ،مراكز متكافئة 5عال مراكز الخامة المتوااية اساوي    فهذا اعني  ا

العال ىا هذا اعني ف eقاعاة لخول العميل للخامة وفقاع من اأتي  خيراع اخام  ويع، 
 فهذا اعني  نه f فذلم ،(الأقصت للعملان في النظام والخامة غير محال )

 (  اضاع.اأتي العملان من مصار غير محاول )

 system'sوبصفة عامة امكن تقسيم  نظمة الصفوف وفقاع لسلوك النظام 
behavior  ي خصائص تشييل النظام (operating characteristics ىلت حالتين )

 :[80 ,93]هما 
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 tatetransient s (المتنقلةغير المستقرة ) و : وتسمت الحالة لحالة الأوليا -1
 و المكاا  و  وهي تشتمل علت الأنظمة التي لتيير فيها سلوك النظام وفقاع للزمن

 .الأثنين

وهي  tatesteady s (الاائمة المستقرة ) و وتسمي الحالة الحالة الثانية: -2
) و المكاا  و  ها سلوك النظام مع الزمنتشتمل علت الأنظمة التي ي لتيير في

عميل بالنظام في الحالة  n. ومن ثم فإنه اشار ىلت احتمال ووول ايثنين(
حيث  t(Pn(بالرمز  (المتنقلةغير المستقرة ) ما في الحالة  nPبالرمز  المستقرة

 الحالة.في هذه  t اعتما سلوك النظام علت الزمن

المستقرة  سوف تقتصر لراستنا علت الأنظمة وفقاع للحالة (11)-(5الأبواب )وفي 
 حيث ي لتيير سلوك النظام وفقاع للزمن. (الاائمة ) و

تتوافر فيها  steady state المستقرةوبالنسبة لمعظم  نظمة الصفوف في الحالة 
في  نظمة الصفوف التي  basic axiomsالفروض التالية التي تعتبر بالهيات  ساسية 

 البالهيات التالية –سوف نتناولها بالتفصيل في الفصول التالية ومن  هم هذه البالهيات 
[85,93]: 

تشير ىلت عال العملان الذلن اصلوا لنظام الخامة في الفترة  t(N(ىذا اعتبرنا  -1
(0,t:فإا المتييرين ) 

(4.1      ))}ht(N)ht(N{  ,  )}t(N)t(N{ i1ii1i   

k210حيث: t..........ttt  1)عال  تمثلk ) حيثنقط امنية، ال من 
k,...,1,0i  ،h  تشير ىلت فترة امنية صييرة وااع بحيث تمثل وزن من الوحاة

0hالزمنية بالنسبة للنظام، ( متييراا مستقلي4.1، فإا المتييراا في ) ن ولهما
. independent and identically distributedنفت التوايع ايحتمالي 

 و بعبارة  خرى عال العملان الذلن اصلوا ىلت النظام خلال الفترات الزمنية 
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الأحتمالي المتساوية والمختلفة تمثل متييرات عشوائية مستقلة ولها نفت التوايع 
1k,...,2,1,0i، بحيث  kوي تعتما علت النقط الزمنية  . 

 حتمال  hخلال الفترة ) و خرو  عميل من  لان الخامة(  حتمال وصول عميل  -2
 موول  ي:

(24.                              )1}1)h(N{P0 r  

 ( اساوي صفر  ي:h حتمال وصول  كثر من عميل خلال الفترة ) -3

(4.3                       )           0}2)h(N{Pr  

من الصير بحيث ي لووا  مكانية وصول  كثر من عميل ىلت  h ي تعتبر الفترة 
  .hالنظام خلال 

التوايعات ايحتمالية لعال العملان الذلن اصلوا  ووفقاع لهذه الفروض سوف نقام
منتهي عال العملان الالتوايع الأحتمالي ل، و (4-4في الفصل ) .arrival distىلت النظام 

ة يية الخاميييي لأامنيييع ايحتمالييييوايييييالتثم  ،(5-4) بالفصل .departures distم ييامتهيخ
dist. of service time  (.6-4الفصل )في 
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 ( التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء الذين يصلون للنظام4-4)
Distribution of Arrivals 

يسمى التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء الذين يصلون لنظام الخدمة بعملية الميلاد 
وغير مسموح  –)حيث مسموح فقط بوصول العملاء للنظام  pure birth processالخام 

معدل وصول العملاء للنظام في الوحدة متوسط تشير إلى  بالخروج(. فإذا أعتبرنا 
0tوأن النظام يبدأ التشغيل عند  تشير إلى الزمن، t، وأن الزمنية . 

ستخدام الفروض )البديهيات الأساسية( المقدمة في الفصل السابق لأنظمة أوب
يساوي  hال وصول عميل إلى النظام خلال الفترة حتمأالصفوف فإنه يمكن أفتراض أن 

)h( Oh 
2  حيث)h( O

من درجة أكبر من الدرجة الأولي وبالتالي فإن  hدالة في  2
0)h( O

2   0أسرع منh،  كذلك إذا أشرنا لأحتمال وجود عددn  عميل في النظام
ht( والزمن )tي الزمن )ف  بالرمز ))t(Pn  ،)ht(Pn  كذلك  على الترتيب

1)0(P0  ،0)0(Pi  ،n,.....,2,1i  78,80[ فإن[: 

(4.4)     
0n  ,                                                                              

))h( Oh )(t(P))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

1n
2

nn



  

(4.5 )                    0n   ,      ))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

00  

ثم أخذ نهاية الطرفين  h( على 4.4),(4.5المعادلتين ) كل معادلة من وبقسمة طرفي
 نحصل على المعادلتين التاليتين: 0hعندما 

0n  ,     )t(P )t(P 
h

)t(P)ht(P
Lim 1nn

nn

0h






 

           0n  ,         )t(P 
h

)t(P)ht(P
Lim 0

00

0h





 

 t(Pn  ،)t(P0(عادلتين السابقتين يمثل المشتقة الأولى لـ وبما أن الطرف الأيسر في الم
 على التوالي أي أن:
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(4.6                 )0n  ,     )t(P )t(P )t(P 1nnn 
 

(4.7                 )0n  ,                       )t(P )t(P 00  

 difference-differential equationsوتمثل المعادلتين أعلاه معادلات فروق تفاضلية
 بأستخدام أسلوب الأستنتاج الرياضي ويمكن إجراء ذلك t(P0،)t(Pn(ا نحصل على مبحله

 :[80 ,65] على النحو التالي

نجد  tلـ وإجـراء عمـليـة التكـامل بالنسبـة  t(P0(( على 4.7بقسمة طـرفي المعادلـة ) -1
 :أن




    Ct )t(P ln dt  dt  
)t(P

)t(P
0

0

0 

                                            Ct 
0 ee)t(P   

0t(P0(1        وبما أن:      :0           فإنC    1e
C    

 تشير إلى ثابت التكامل. وبالتالي فإن: Cحيث 

(4.8            )                    t 
0 e)t(P

 

1n( بوضع 4.6بالنسبة للمعادلة ) -2  نحصل على 






    e )t(P 

)t(P )t(P )t(P

t 
1

011 

(4.9     )                         t 
11 e )t(P )t(P

 

( معادلة فروق تفاضلية من الترتيب الأول ويمكن الحصول على 4.9فنجد أن المعادلة )
 : ,88]6[الحل العام لها على النحو التالي 
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(4.10                )





 








Cdt  e e 

e

1
)t(P

dt  t 

dt  
1 

                      C]t [e
t   

P1)0(0وبما أن:    0بالتالي فإنC  ، 0وبالتعويض بـC  ( 4.10في المعادلة )
 نجد أن:

(4.11                       )
!1

e )t  (
e )t  ()t(P

t 
t 

1


 

 

4,3,2n......,وذلـك بوضـع  t(Pn(وبإتبـاع نفس الإجراء السـابـق للحصـول على    في
الاستنتاج الرياضي وتحت أفتراض أن النظام يبدأ ( وبأستخدام أسلوب 4.6المعادلة )

0tالتشغيل عند   0(0بالتالي(Pn   ،1)0(P0   فإننا نحصل على)t(Pn  على
 النحو التالي:

(4.12          )...0,1,2,....n   ,        
!n

e )t  (
)t(P

t n

n 





 

بتوقع يساوي  Poisson( هو توزيع 4.12في ) t(Pn(مالي ونجد أن التوزيع الاحت
(t)، ( فإن التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء 3-4وبالتالي فإنه وفقاً للفروض في الفصل )

 .Poissonالذين يصلون إلى النظام يتبع توزيع 

ستخدام الدالة المولدة للأحتمالات ( بأ4.12)الوصول للنتيجة نفسها في : ويمكن إثبات آخر
 على النحو التالي:

n( في 4.6بضرب طرفي المعادلة ) -1
Z :ثم أخذ المجموع نجد أن 


















1n

n
1n

1n

n
n

1n

n
n Z )t(P Z )t(P Z )t(P 

 ( نجد أن:4.7وبإضافة المعادلة )
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
















1n

n
1n

0n

n
n

0n

n
n Z )t(P Z )t(P Z )t(P 

 وبما أن: -2

(4.13             )                          





0n

n
n Z )t(P)t,Z(P 

 ((.2-2)أنظر تعريف )t(Pn(تمثل الدالة المولدة للأحتمالات لدالة الأحتمال P)t,Z(:حيث

 ( نجد أن:4.13بإجراء التفاضل لطرفي ) -3

 






 0n

n
n

0n

n
n Z )t(PZ )t(P

t d

d
)t,Z(P 

         )t,Z(P Z )t,Z(P )t,Z(P 

(44.1  )                       dt  )1Z( 
)t,Z(P

)t,Z(P d
 

 وبحل المعادلة أعلاه نجد أن: -4
             )1Z( t e B)t,Z(P

 
 ، حيث:Bولإيجاد الثابت 

1B1)0(P)0,Z(P 0  
 وبالتالي:

(4.15      )                            )1Z( t e)t,Z(P
 

 )أنظر t( هي الدالة المولدة للأحتمالات لتوزيع بواسون بتوقع 4.15)ي الدالة ففنجد أن 
 (( وبالتالي فإن:1-2مثال ) الباب الثاني

...0,1,2,....n   ,        
!n

)t  ( e
)t(P

nt 

n 





 



 

 
 

 ظمة الصفوفمكونات أن: الرابعالباب        التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء المنتهي خدمتهم ( 4-5)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 127 - 

 ( التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء المنتهى خدمتهم4-5)
Distribution of Departures 

ويسمى التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء المنتهي خدمتهم في النظام بعملية الوفاة 
. وإذا فرضنا حيث يمثل تيار المخرجات من النظام ،أيضا   pure death processالخام 
0t لزمنفي ا عميل بالنظام Nوجود    أي عند بدأ تشغيل النظام(، ويفترض مسموح(

متوسط فقط بخدمة العملاء بالنظام وغير مسموح بوصول أي عميل آخر للنظام، كذلك 
ووفقا  للفروض )البديهيات  .معدل خروج العملاء من النظام بعدد انتهاء خدمتهم يساوي 

( فإنه يمكن أفتراض أن أحتمال خروج عميل بعد انتهاء خدمته 3-4في الفصل )الأساسية( 
 h( Oh(يساوي 

2  كذلك تشير)t(Pn  ،)ht(Pn   إلى احتمال خروج عددn 
htالفترة )و (، tعميل خلال الفترة )  2]14 ,3[ فإني وبالتال( على الترتيب: 

(4.16       )             Nn   ,      ))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

nn  

(4.17)     ))h( Oh )(t(P))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

1n

2

nn   

(4.18      )               ))h( Oh 1)(t(P)1)(t(P)ht(P
2

1
*

00  

 وأخذ نهاية الطرفين  h( على 4.17)-(4.18وبقسمة طرفي المعادلات )
 نجد أن: 0hعندما 

(94.1             )               Nn  ,                         )t(P )t(P nn  

(4.20      )                   Nn0  ,     )t(P )t(P )t(P 1nnn 
 

(4.21          )                                0n  ,         )t(P )t(P 10  
 

مؤكد ويساوي  tام في إذا كان لا يوجد أي عميل بالنظ hحيث أحتمال عدم خروج أي عميل خلال الفترة * 
 واحد في هذه الحالة.
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( بنفس الأسلوب المتبع في الفصل 4.19)-(4.21وبحل معادلات الفروق التفاضلية )
 ( نجد أن:4-4السابق )

(4.22          )N..,0,1,2,....n   ,        
)!nN(

e )t  (
)t(P

t n-N

n 







 

(4.23           )                 0n   ,      )t(P1)t(P
N

1n

n0  


 

( في t,0العملاء المنتهي خدمتهم خلال الفترة )والتوزيع الاحتمالي لعدد 
 truncatedيمثـل تـوزيـع بـواسـون المبتـور وفقا  للفروض أعلاه ( 4.22),(4.23)

Poisson distribution [57, 55, 74]. 
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 ( التوزيع الاحتمالي لأزمنة الخدمة4-6)
Distribution of Service Times 

t  ،0t إذا فرضنا أن دالة كثافة الاحتمال لزمن الخدمة  يرمز لها بالرمز )t(f 
الفروض السابق على النحو التالي تحت  t(f(شتقاق وفي هذا الفصل سوف نوضح أ

ومن الفصل السابق نجد أن أحتمال عدم خدمة أي عميل خلال  ،(3-4تناولها في الفصل )
 :[103] ( نجد أن4.22من المعادلة ) T(PN(يساوي  Tالفترة 

(2.24           )                                                t e)T(PN


 

هو نفس أحتمال عدم  Tأكبر من  tأحتمال أن يكون زمن الخدمة إن فتالي وبال
 أو بعبارة أخرى: tخروج أي عميل من النظام خلال الفترة 

        عدم خروج أي عميل من النظام في(t )rr P)T                  (P  

(54.2   )T 
e1dt  )t(f)T(F

T

0


 

T 
e)T(P)T(F1 N


 

 ( نجد أن:54.2)وبأخذ تفاضل طرفي المعادلة ،tالتراكمية للمتغير  التوزيعدالة T(F(حيث

(64.2                   )
















0t                          0

0t                 e 

)t(f
t d

)t(F d

t 

 

 ( أن الفترة الزمنية لزمن الخدمة متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي4.26ويتضح من )

exponential dist.  أيضاً بمعلمة بتوقع  أو


1. 

 معدل خدمة العملاء في وحدة الزمن.متوسط تشير إلى  : ملحوظة

 tزمن الخدمة 
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 Exercises                       ( تمرينات                     4-7)
صفوف التي تصف خصائص فيما يلي بعض الصياغات الرمزية لبعض أنظمة ال( 4-1)

مثال مع إعطاء  هذه الأنظمة، عرف النظام المناظر لكل صياغة مع توضيح خصائصه
 له. تطبيقي

1- )//FCFS(:)10/M/M( . 

2- )/N/FCFS(:)3/E/M( 3 . 

3- )//LCFS(:)7/M/GI( . 

4- )//SIRO(:)1/G/G( . 

5- )/100/FCFS(:)2/D/M( . 

6- )20/10/FCFS(:)1/D/E( 5. 

 3أعتبر أحد مراكز الخدمة يصل إليه العملاء وفقاً لتوزيع بواسون بمعلمة  (4-2)
0tلنظام خالي من العملاء عند بدأ العمل في وحدة الزمن. وبافتراض أن ا . 

 أوجد المعادلات التي تصف النظام. -1
2tعملاء عند  5أوجد أحتمال وجود  -2 . 
30tعميل في النظام في  20أوجد أحتمال وجود  -3   15بشرط وجود عدد 

20tعميل في  . 

عميل  mحيث يوجد عدد  pure birth processأعتبر عملية الميلاد الخام  (4-3)
0tعند بدأ النظام، أي عند  . 

 أشتق المعادلات التي تصف النظام مع إثبات أن: -1
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2,.......m1,mm,n      ,       
)!mn(

)t (
)t(P

mnt 

n

e









 

 أسلوب الأستنتاج الرياضي. -بأستخدام: أ

 أسلوب الدالة المولدة للأحتمالات. -ب

ألف  5.1ألف وحدة في اليوم للبيع، بحيث يتم البيع بمعدل  20مخبز يقدم ( 4-4)
 .pure death processفي الساعة. أعتبر عملية البيع في اليوم عملية وفاة خام 

 أشتق المعادلات التي تصف النظام. -1

 التالية:أوجد الأحتمالات  -2
)10t(P15   ,  )5t(P15   ,  )3t(P4  

 أوجد عدد الوحدات المتوقع بيعه بعد ساعة واحدة. -3

 ساعات. 10أوجد عدد الوحدات المتوقع بيعه بعد  -4

بحيث يبدأ  زائر في الساعة، 20يستقبل أحد المزارات الأثرية الزوار بمعدل متوسط  (4-5)
0tفي الاستقبال للزائرين في  .أعتبر عملية زيارة الأثر عملية ميلاد خام . 

 أشتق المعادلات التي تصف النظام. -1

 .t(Pn(أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد الزائرين في الأثر  -2

5t(P150(أوجد:  -3  , )5t(P100  , )5t(P10 . 
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 Introduction                                         ( مقدمة5-1)
في هذا الباب نقدم نماذج الصفوف لبعض الأنظمة البسيطة المسماة بـ "أنظمة 
ماركوف للصفوف". وترجع هذه التسمية إلى أن عملية وصول العملاء للنظام وعملية 

 أيضا  ( كذلك تسمي (6-3فصل )لالخدمة في كل مركز خدم تمثل عملية ماركوف )أنظر ا
)عدد العملاء تيار الدخول( تصاغ نظرا  لأن عملية وصول العملاء للنظام  ،بنماذج بواسون 

في شكل توزيع بواسون كذلك عملية خروج العملاء بعد تأدية الخدمة لكل منهم )عدد 
 ( تصاغ في شكل توزيع بواسون أيضا .المخرجاتتيار  -المنتهي خدمتهم  العملاء

من الأنظمة المقدمة يتم اشتقاق التوزيع الأحتمالي لعدد وبالنسبة لكل نظام 
( أي في steady stateالحالة الدائمة ) الأستقرار العملاء في النظام أو في الصف في

ثم اشتقاق مؤشرات كفاءة النظام مثل عدد العملاء المتوقع في النظام،  ،وضع الأستقرار
النماذج عدد من تقديم عدد العملاء المتوقع في الإنتظار، .......الخ. هذا بالإضافة إلى 

 .العملية الأنظمةكتطبيقات لبعض 

يمكن أستخدامها  TORAومما هو جدير بالذكر أنه توجد حزم برامج جاهزة مثل 
كذلك ، بالنسبة للنماذج المقدمة الأحتمالات المختلفة لعدد العملاء في النظام في حساب
 .المختلفة مؤشرات كفاءة النظام مع إتاحة وجود عدد من السيناريوهاتبعض أهم 

من خلال عرض بعض  TORAستخدام حزمة أ( نوضح 6-5وفي الفصل )
  ،التطبيقية الأمثلة

 .المتنوعةتمرينات بالإضافة إلى تقديم مجموعة من ال هذا
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 Model(∞/∞/FCFS(:)1/M/M)     مركز خدمة واحدنموذج ( 5-2)
وذج ـــــمــنــاً. والــــــاة معــــلاد والوفـــوذج الميــــاً بنمـــضـــوذج أيـــــذا النمـــــى هــــويسم

(∞/∞/FCFS(:)1/M/M هو عبارة عن التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء في نظام الخدمة )
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M في )( الحالة الدائمة وضع الأستقرارSteady State) فإذا .

حيث يصل العملاء للنظام وفقاً لتوزيع  nPعميل في النظام بالرمز  nرمزنا لاحتمال وجود 
والشكل  /1 بتوقعوزمن الخدمة متغير عشوائي وفقاً للتوزيع الآسي  ، بتوقعبواسون 

وفيما يلي سوف نوضح أشتقاق  (.(3-4الفصل )التالي يوضح النظام محل الدراسة )أنظر 
 النموذج من خلال النظرية التالية.

 (FCFS(:)1/M/M/∞/∞): يوضح نظام الصف (1-5شكل )

 

t(Pn  ،)ht(Pn(فإذا فرضنا أن    إلى أحتمال وجود  انتشيرn  عميل بالنظام
ht,0(، والفترة )t,0خلال الفترة ) وصول للعملاء يساوي  متوسط ( على الترتيب، بمعدل

 خدمة يساوي لل متوسط عميل ومعدل كذلك معدل الوصول عميل ،  أقل من معدل
/1أو بعبارة أخري  الخدمة  . 

 ( وخصائص النظام7-3): تحت الفروض السابق تناولها في الفصل (1-5نظرية )
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M) ( 3-4في الفصل) :فإن 

 الصف

 

 مركز الخدمة
  

x  x   x  
  

n-1 
 النـظـام
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(5.1           ) 10     ,    0n        ,        )1(P
n

n  ρρρ 

يوجد طرق متعددة مختلفة لإثبات النظرية، وفي هذا الفصل سوف نقدم طريقتين : تالإثبا
في  في الفصول التالية اتالإثباتبعض للإثبات بالتفصيل نظراً لأستخدامنا نفس الطرق في 

 .هذا الباب، كذلك في الأبواب التالية

 nmathematical inducatio ستخدام الاستنتاج الرياضي: بأالطريقة الأولي

 h( Oh(يساوي  hإذا اعتبرنا أحتمال وصول عميل خلال الفترة 
2  كذلك

 h( Oh(يساوي  hحتمال خدمة عميل خلال الفترة أ
2  82,5,893[وبالتالي فإن[: 

(5.2)  
0n  ,        ))h( Oh )(t(P                                               

))h( Oh )(t(P))h( Oh h 1)(t(P)ht(P

2

1n

2

1n

2

nn







 

(5.3)  0n  ,  ))h( Oh )(t(P))h( Oh 1)(t(P)ht(P
2

1

2

00  

h( O(حيث 
وبقسمة طرفي المعادلتين أعلاه على من الدرجات الثانية فأكثر،  hدالة في  2

h  0ثم أخذ نهاية الطرفين عندماh :نحصل على المعادلات التفاضلية التالية 

(5.4         )0n  ,   )t(P )t(P )t(P )()t(P 1n1nnn 
 

(5.5          )0n  ,                                  )t(P )t(P )t(P 010  

 وفي حالة ،]6[ من الدرجة الأولي ( معادلات فروق تفاضلية5.4),(5.5والمعادلتين )
أي عندما التوزيع الأحتمالي لعدد  (Steady Stateالدائمة للنظام الأستقرار )الحالة 

 نجد أن: t وبالتالي فإنه عندما ،tلا يعتمد على الزمن nالعملاء 

0)t(Pn            ,           nn P)t(P  

2,1,0n....,بحيث ( 5.5. وفي هذه الحالة تصبح المعادلتين),(على النحو التالي:5.4 ) 

(5.6             )0n  ,         0P )(P P n1n1n   



 

 
 

 الخامس: بعض نماذج ماركوف للصفوفالباب                         حد مركز خدمة وانموذج ( 5-2)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 138 - 

(5.7      )       0n  ,                          0)t(P )t(P 10  

 ( نجد أن:5.7ومن المعادلة )

(5.8         )      1



ρ       ,    001 P PP ρ




 

2,1n....,( عند 5.6وبالتعويض في المعادلة )   وأستخدام أسلوب الاستنتاج الرياضي

0نجد أن 

n

n P P ρ  1وبما أنP
0n

n 




 :بالتالي فإن 

(5.9  )   )1(P0 ρ0P
0n

n

0 




ρ0P 
0n

0

n 




ρ 

 ويصبح النموذج على النحو التالي:  
          ..0,1,2,....n      ,                )1(P

n

n  ρρ 

 ستخدام الدالة المولدة للأحتمالاتأ: بالطريقة الثانية

 دة كتابتها على النحو:يمكن إعا( 5.6),(5.7من معادلات الاستقرار في )

(5.10  )               1n       ,          P P )1(P 1nn1n   ρρ 

(5.11        )                                                 01 P P ρ 

n( في 5.10بضرب طرفي المعادلة )
Z :نجد أن 

              Z P Z P )1(Z P
n

1n

n

n

n

1n ρρ 

        1n

1n

n

n

1n

1n

1
Z P Z Z P )1(Z P Z







  ρρ 

 جراء عملية المجموع على طرفين المعادلة أعلاه نجد أن:وبأ

 




















1n

1n

1n

1n

n

n

1n

1n

1n

1
Z P Z Z P )1(Z P Z ρρ 

(5.12)     P(Z) Z PP(Z) )1(PZ PP(Z) Z ][][ 001

1 ρρ  
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01( بـ 5.12بالتعويض في ) P P ρ :نجد أن 

   
P(Z) Z PP(Z) )1(P )1Z (P(Z) Z ][][ 00

1 ρρρ 

(5.13      )                                                  
Z 1

P
)Z(P 0

ρ
 

 وبما أن:

(5.14   )                               1P)1( P)1Z(P
0n

n

0n

n

n  








 

1Zبوضع   ( 5.14( ثم بالتعويض بالطرف الأيمن في المعادلة )5.13في المعادلة )
 نجد أن:

(5.15  )                       )1(P    
1

P
1)1Z(P 0

0 ρ
ρ




 

 ( نجد أن:5.13في ) 0Pوبالتعويض بـــ 

(5.16 )                   1|Z|   ,      10   ,       
Z 1

1
)Z(P 




 ρ

ρ

ρ 

وبما أن 
Z 1

1

ρ
 مجموع متوالية هندسية لا نهائية بالتالي فإن:يمثل  

    





0n

n32
)Z (..........)Z ()Z (Z 1

Z 1

1
ρρρρ

ρ
 

(5.17   )                                         Z  )1()Z(P
0n

nn





 ρρ 

nوبما أن معامل 
Z  هوnP، فإن بالتالي: 

 0n        ,        )1(P
n

n  ρρ 

 ( يمكن إيجاد مقاييس كفاءة النظام على النحو التالي:5.9وباستخدام النموذج )
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 sL،qL وفي الأنتظار )في الصف( بالرمزفي النظام  المتوقع ملاءإلى عدد الع رمزناإذا 
 فنجد أن: على الترتيب

(5.18                          )
ρ

ρ


 



 1
P n)n(EL

0n

ns 

(5.19                             )
ρ

ρ






 1
P )1n(L

2

2n

nq 

تشير إلى زمن الانتظار المتوقع للعميل في النظام، والزمن  sW،qWكذلك إذا فرضنا أن 
 في الصف على الترتيب. للأنتظار المتوقع

(5.20                                    )
)1(

1L
W s

s
ρ




 

(5.21                                    )
)1(

L
W

q

q
ρ

ρ





 

 تصل السيارات للمحطة وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل البنزينفي أحدى محطات  :(1-5مثال )
)أو  ساعة 1/6بالمحطة  خدمة السيارةسيارات في الساعة. وكان متوسط زمن  5 متوسط

، حيث يمثل سيارات( 6بعبارة أخرى متوسط عدد السيارات التي يتم خدمتهم في الساعة 
 ، والمطلوب:متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسيالسيارة  زمن خدمة

 ،دد السيارات في المحطة في الساعةأوجد التوزيع الاحتمالي لع -1
 ،ساعة عمل(16خلال يوم عمل )اليوم أوجد العدد المتوقع للسيارات في المحطة  -2
 ،المتوقع لوجود السيارة في المحطةأحسب الزمن  -3
 ارة بالصف قبل الخدمة.أحسب الزمن المتوقع لانتظار السي -4

تساوي  ( حيث FCFS(:)1/M/M/∞/∞)من المثال يتضح أن نظام الخدمة هو  الحل:
 سيارات في الساعة أيضاً. 6تساوي  سيارات في الساعة،  5

 وبالتالي فإن:
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1
6

5





ρ 

في الخدمة  في المحطة n عدد السيارات أحتمال وجود تشير إلى nPفإذا فرضنا أن 
 فإن: والإنتظار

..0,1,2,....n          ,         
6

5
 

6

1

6

5
 

6

5
1 )1(P

n

n

n

n



































 ρρ

 

 حيث: sLوبالتالي فإن عدد السيارات المتوقع وجودهم في المحطة في الساعة يساوي 

5سيارات
6/51

6/5

1
Ls 







ρ

ρ 

 ساعة: 16مضروب في  sLعبارة عن  توقع في النظام في اليوموبالتالي عدد السيارات الم

8016Lsسيارة   

 حيث: sWيساوي  في الخدمة والإنتظار الزمن المتوقع لوجود السيارة بالمحطة -2

1ساعة
5

5L
W s

s 


 

 حيث: qLالانتظار يساوي العدد المتوقع للسيارات في  -3

4سيارة 
6

25

6/51

36/25

1
L

2

q 






ρ

ρ 

 حيث: qWوبالتالي فإن الزمن المتوقع لانتظار السيارة في المحطة قبل بدأ الخدمة يساوي 

83.0= ساعة 50دقيقة 
6

5

)1(

L
W

2
q

q 






ρ

ρ 
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 من مراكز الخدمة المتوازية C( نموذج 5-3)
 Model(∞/∞/GD(:)C/M/M) 

(، 1-5( كما هو موضح بشكل )GD(:)C/M/M/∞/∞)إذا أعتبرنا نظام الصف 
الخدمة في كل مركز  وزمن حيث يصل العملاء للنظام وفقاً لتوزيع بواسون بمعلمة 

 C(، حيث يوجد عدد (2-4الفصل))أنظر  /1اوي يسمتغير يتبع التوزيع الآسي بتوقع 
 generalونظام الدخول للخدمة نظام عام ، والمتوازنةمن مراكز الخدمة المتكافئة 

service discipline  بمعنى قد يكون وصول العملاء للخدمة في الصف في أوقات
كز غير أكثر من مر ت لوجود مختلفة متتالية ولكن يتم دخولهم للخدمة في نفس الوق

( وعدد المفردات في المصدر عدد لا ∞مشغول، كذلك عدد العملاء في النظام غير محدد )
 .أيضاً  ∞نهائي 

، سوف نوجد (Steady Stateالحالة الدائمة للنظام حالة الأستقرار )في هنا و 
 .فس الأسلوب المتبع في الفصل السابقبن ،nPالتوزيع الاحتمالي لعدد العملاء في النظام 

 فإن: (GD(:)C/M/M/∞/∞): إذا اعتبرنا النظام (2-5نظرية )

(5.22            )                     




































cn            P 
c! c

cn0               P 
n!

P

0c-n

n

0

n

n

ρ

ρ

 

(5.23)  1
cc

     ,    



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 :الإثبات
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(5.25 )cn0  ,   )t(P )1n()t(P )n()t(P )t(P 1nn1nn 
 

(5.26)            cn  ,   )t(P c)t(P )c()t(P )t(P 1nn1nn 
 

 حيث: Steady Stateوفي الحالة الدائمة 
0)t(Pn   وبالتاليnn P)t(P   

 نجد أن:
(5.27             )             0n  ,              0)t(P )t(P 10  

(5.28       )cn0  ,     0P )1n(P )n(P 1nn1n   

(5.29         )           cn  ,     0P cP )c(P 1nn1n   

 على النحو التالي: nPنحصل على  أيضاً  الاستنتاج الرياضي أسلوب وبأستخدام
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1c: في حالة ملحوظة  ( 5.23نجد أن النموذج),(5.1( مكافئ للنموذج في )5.22) 
 نجد أن: النظام اهذل وبالنسبة

 حيث: qLالعدد المتوقع للعملاء في الصف  -1
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 حيث: sLلعدد المتوقع للعملاء في النظام ا -2

(5.31                           )ρ




q

1n

ns LP nL 

 حيث: qWالزمن المتوقع للعميل في الصف  -3

(5.32                                         )



q

q

L
W 

 حيث: sWن المتوقع للعميل في النظام الزم -4

(5.33                                   )



1

WW qs 

1cبوضع:ملحوظة  (5.33في)-(5.30)(5.21نحصل على نفس المؤشرات في)-(5.18) 

في أحد محلات السوبر ماركت وجد أن العملاء يصلون إلى محصلي المبالغ  :(2-5مثال )
للمشتريات وفقاً لتوزيع بواسون. فإذا كانت الفترة المتوقعة بين وصول عمليين على التوالي 

، والزمن الذي يستغرقه )حيث يوجد صف إنتظار واحد للعملاء( دقائق 6للمحصل تساوي 
 .دقيقة 20متغير يتبع التوزيع الآسي بتوقع ثل يمالعميل لدفع المبلغ المطلوب 

 جنيهات والتكلفة المتوقعة لانتظار العميل 50فإذا كانت تكلفة الساعة الواحدة للمحصل 
. ويرغب صاحب جنيه 100 تقدر بـــفقد عملاء(  تعتبر مؤشر)لأنها  الواحد في الصف

وبر ماركت بحيث تكون السوبر ماركت في تحديد عدد المحصلين الذي يجب وجوده في الس
 أقل ما يمكن. ]تكلفة المحصلين + تكلفة انتظار العملاء[التكلفة الكلية 

: يتطلب حساب التكلفة الكلية المتوقعة، حساب تكلفة انتظار العملاء في الساعة وذلك الحل
ار العميل في الزمن المتوقع لانتظ qLيمكن الحصول عليه بضرب طول الصف المتوقع 

qW حيث يعتبر النظام نظام ،(∞/∞/GD(:)C/M/M). 

 ومن المثال نجد أن:
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16667.0 الثانية عميل في
6

1
      6

1



 

20      05.0 الثانية عميل في
1




 

1وبما أن 
c




 :بالتالي فإن 

3c      3.3c      1
c6

20

c)20/1(

6/1

c
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

 

 .محصلين 3عدد المحصلين يجب أن يزيد عن وهذا يعني أن 

مراكز  4نبدأ بعدد  qLوطول الطابور  qWوبالتالي لتحديد الزمن المتوقع لانتظار العميل 
6,5,4cخدمة. والجدول التالي يوضح حساب التكلفة الكلية المتوقعة عندما   :حيث 
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)334.3(P
)334.3-(c

)334.3(c
LL c2qS 










 ρ 

دقيقة 



q

q

L
W 

7,6,5,4cوالجدول التالي يوضح التكاليف الكلية عند    ومن الجدول يتضح أن أقل
 محصلين. 5تكلفة تكون عند وجود 

لين + تكلفة المحصالتكلفة الكلية = 
qW تكلفة إنتظار العملاء  qL  

SL  0P  
عدد 
نالمحصلي  

4(50)+100(3.247)=524.7 19.482 3.247 6.581 0.021 4 
5(50)+100(0.661)=316.1 3.963 0.661 3.995 0.032 5 
6(50)+100(0.189)=318.9 1.131 0.189 3.523 0.035 6 
7(50)+100(0.063)=356.3 0.376 0.063 3.397 0.0361 7 

5cمن الجدول يتضح أن أقل تكلفة عندما  . 

بأستخدام أحد أساليب البرمجة الرياضية  c: يمكن الحصول على العدد الأمثل لـ ملحوظة
 (.11ما سوف نوضح ذلك بالتفصيل في الباب )ك
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 مركز خدمة واحدو ( نموذج الرفض 5-4)
 Model(∞/N/FCFS(:)1/M/M) 

ستثناء أن أ( ب2-5( في الفصل )FCFS(:)1/M/M/∞/∞)إذا أعتبر النموذج 
وبالتالي  ،بدلًا من  )في الخدمة والانتظار( Nأقصى عدد للعملاء في النظام يساوي 

1Nأقصى عدد في الصف يساوي )  )Maximum Queue Length يؤدي إلى  وهذا
أحياناً تسمى النماذج التي  لذلك .بالنظام Nأي عميل في حالة وجود عدد  رفض خدمة

ومن أمثلة  rejected systemsيوجد بها عدد محدد من أماكن الانتظار بأنظمة الرفض 
ادات الطبية، خدمة العملاء هذه الأنظمة المطاعم التي تقدم وجبات داخل المطعم، العي

 .. الخ..... حجز تذاكر الطيارات بالبنوك،

 فإن: (N/FCFS(:)1/M/M/∞): إذا أعتبرنا النظام (3-5نظرية )

(5.31             )N,0,1,2,....n   ,       
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
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المعادلات  يمكن الحصول على( 2-5بنفس الأسلوب السابق أتباعه في الفصل ): الإثبات
t(Pn(0حيث  Steady Stateلحالة الدائمة التفاضلية في ا  :على النحو التالي 

(5.32                           )0n  ,              0PP 10  ρ 

(5.33       ) Nn0  ,      0P PP )1( 1n1nn   ρρ 

(5.34                             )Nn  ,      0P P 1NN  ρ 

       حيث:



ρ 

 ( نحصل على:5.32)-(5.34وبحل معادلات الفروق في )
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N,0,1,2,....n   ,       
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المعدل الفعلي لوصول العملاء إلى النظام  متوسط وفي هذا النظام نجد أن
effective arrival rate  وسوف نشير له بالرمزeff حيث ،eff على النحو: 

(5.35                                      ))P1( Neff  

 .NPويصبح أحتمال رفض خدمة عميل يساوي 

ر أن أحتمال رفض خدمة عميل يمثل أحتمال فقد إيرادات كان ممكن ومما هو جدير بالذك
 تحقيقها من خدمة العملاء الذين يتم رفض خدمتهم.

 على النحو التالي: sLلة يكون العدد المتوقع في النظام وفي هذه الحا
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: في أحد المراكز الطبية للعلاج بالأشعاع حيث يوجد جهاز واحد فقط يستخدم (3-5مثال )
 9، ويصل المرضي للمركز وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل في نفس الوقت لمريض واحد

ريض على الجهاز متغير يتبع التوزيع الأسي بتوقع في يوم العمل وزمن خدمة الم
10/1/1   يوم عمل، فإذا كان أقصي عدد من العملاء الممكن أن يستقبلها المركز
 مريض في اليوم.10
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 أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء في النظام. -1: المطلوب

 لفعلي لوصول المرضي.أوجد أحتمال رفض خدمة مريض، ثم أوجد المعدل ا -2

 في الإنتظار. المتوقع أوجد زمن إنتظار المريض -3

9 ،10 ،10Nبما أن  -1: الحل   9.0بالتاليρ:وبالتالي ، 
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 حيث: 10Pأحتمال رفض خدمة عميل يساوي  -2

05081.0)9.0( )14573.0(P
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 :بحيث effوبالتالي المعدل الفعلي لوصول 

)P1(9)0508.01(542.8مريض  10eff  

على النحو  qLثم  SLنحسب أولًا  qWلحساب الزمن المتوقع لإنتظار العميل  -3
 التالي:

496944.3مريض 
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 من مراكز الخدمة المتوازية C( نموذج الرفض بعدد 5-5)
 Model(∞/N/GD(:)C/M/M) 

ولكن إذا فرضنا أن عدد العملاء ( GD(:)C/M/M/∞/∞) الخدمة نا نظامإذا أعتبر 
أو بعبارة أخري عدد أماكن الإنتظار في النظام يساوي  Nالمسموح به في النظام يساوي 

(cN.فقط ) 

ي هذه الحالة يمكن الحصول على التوزيع الأحتمالي في حالة الأستقرار على ف
 النحو التالي.

 فإن: (N/GD(:)C/M/M/∞) الخدمة نظام: إذا فرضنا أن (4-5نظرية )
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 في الحالة الدائمة )وضع الأستقرار( تكون المعادلات التفاضلية على النحو التالي: :الإثبات
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في الفصول السابقة نجد أن  الأسلوب المستخدمأعلاه بنفس وبحل المعادلات التفاضلية 
 (.5.40كما هو في ) nPالتوزيع الأحتمالي 

 التوزيع الأحتمالي أعلاه يمكن تحديد مؤشرات كفاءة النظام على النحو التالي:ستخدام أوب
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(5.42)  
c

1
c

)cN(
c

1
)c()!1c(

P

P)cn(L

cNcN

2

1c

0

N

1cn

nq




















































ρρρ

ρ

ρ
 

 

)الخالية  هي عبارة عن العدد المتوقع لمراكز الخدمة غير العاملة cإذا فرضنا أن 
 حيث expected number of idle servers من العملاء(

(5.43    )                                



c

0n

nP)nc(c 

 يمكن أثبات أن: SLكذلك العدد المتوقع للعملاء في النظام 
(5.44  )                                )cc(LL qS  

 :يمكن أن يأخذ الصياغة التالية effالفعال  المعدلأن  ويمكن إثبات
(5.45    )                  )cc()P1( Neff  

 أحتمال الرفض للعملاء. NPحيث يمثل 

طلمبات متكافئة لضخ البنزين بحيث تصل  5: في أحدى محطات البنزين يوجد (4-5مثال )
فإذا كان معدل وصول  إلى المحطة لطلب الخدمة وفقاً لتوزيع بواسون بمعلمة السيارات 

سيارة في الساعة، وزمن الخدمة على أي طلمبة متغير يتبع التوزيع  40السيارات للبنزينة 
سيارات  10ة الواحدة ، بحيث معدل خدمة العملاء في الساعة على الطلمبالأسي بمعلمة 

 35في الساعة، فإذا كان أقصي عدد للسيارات في الخدمة والإنتظار تتواجد في المحطة 
 سيارة فقط.

 ( حدد نظام الخدمة ثم اوجد التوزيع الأحتمالي لعدد السيارات في المحطة.1: )المطلوب

 .eff( أوجد معدل الوصول الفعال 2)
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 .35Pل الرفض ( أوجد أحتما3)

 .qL( أوجد العدد المتوقع للسيارات في صف الإنتظار 4)

 .c( أوجد عدد الطلمبات المتوقع وغير مستخدمة 5)

 SL( أوجد العدد المتوقع للسيارات في المحطة .6)

 ، كذلك(GD(:)5/M/M/35/∞)هو  ( النظام1): الحل
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(2 )               995.39)999.0(40)P1( 35eff  

(3)                           001.0)013.0(
)5( !5

4
P
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35  

 ( نجد أن:5.42في ) ρ,c( بالتعويض بـــ 4)
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




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 وهذا يعني أن عدد الطلمبات المتوقعة بدون استخدام تقريباً طلمبة واحدة.

cc(LL(2.2)844.05(637.6سيارة        ( 6) qS  
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 TORA            Using TORA Packageستخدام حزمة أ( 5-6)

حساب ل TORAخطوات استخدام حزمة  بأختصار في هذا الفصل سوف نقدم
مع  من هذا الباب لبعض أنظمة ماركوف المقدمة في الفصول السابقة ةالأحتمالي اتالتوزيع

 توضيح ذلك من خلال بعض الأمثلة الرقمية.

فيتم استدعاء حزمة البرامج بظهور الصفحة  TORAأيقونة أضغط على  -1: 1الخطوة 
 في الشكل التالي:

 (1-5شكل )

 
 

كما هو مشار إليه بالسهم. فيتم ظهور قائمة البرامج   يتم الضغط على -2
 (.2-5كما هو موضح بالشكل )
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 (2-5شكل )

 
eing Queuمن قائمة البرامج يتم الضغط على برنامج تحليل الصفوف  -1: 2الخطوة

analysis. 
 (3-5فيتم فتح الصفحة الموضحة بالشكل ) -2

 (3-5شكل )

 
فتظهر المشار إليه بالسهم  Go to Input Screenيتم الضغط على المستطيل  -3

( في المستطيل في الطرف الشمالي الغربي من الصفحة عند 4-5الصفحة بشكل )
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No. of Scenarios  ثم نضغط  1بة ونفترض يتم كتابة عدد السيناريوهات المطلو
 (.5-5فتظهر الصفحة في الشكل ) tabعلى مفتاح 

 (4-5شكل )

 
 (5-5شكل )
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( من اليسار، يظهر في العمود الأول رقم الـ 5-5: في الجدول الموجود في شكل )3الخطوة
Scenario وفي العمود الثاني يوضع قيمة ،  في العمود بعنوانLamba  نوضع ثم

، وفي العمود الرابع يوضع عدد مراكز MUتحت عنوان  3في العمود رقم  قيمة 
، وفي العمود الخامس يوضع الحد الأقصي لعدد العملاء في النظام )إذا كان cالخدمة

 .infinityمحدود( وإذا كان غير محدود تترك 

 فتظهر، كما هو مشار إليه بالسهم ولدأسفل الجـ solve menuثم نضغط على المستطيل 
 (6-5بشكل ) التالية الصفحة

 (6-5شكل )

 
كما هو  Solve problem( يتم الضغط على 6-5في المستطيل بشكل ) -1: 4الخطوة 

 (.7-5فتظهر الصفحة التالية بشكل )مشار إليه بالسهم 
 (7-5شكل )
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هو مشار إليه بالسهم  كما Go to Output Screenيتم الضغط على المستطيل  -2
 (8-5فتظهر الصفحة بشكل )

 (8-5شكل )

 
فتظهر  select output optionفي مستطيل  المشار إليه يتم الضغط على السهم -3

 (9-5الصفحة التالية بشكل )
 (9-5شكل )

 

تظهر الصفحة التي بها  Scenario( إذا تم الضغط على 9-5في الشكل ) -1: 5الخطوة 
 .أيضا   وقيم مؤشرات كفاءة النظام nPقيم الأحتمالات 

في نفس الصفحة فتظهر صفحة  comparative analysisأما إذا تم الضغط على  -2
 جديدة بها النتائج النهائية لجميع السيناريوهات حتى يتم المقارنة بينها

 لة التي تم حلها باستخدام الحزمة.وفيما يلي نقدم بعض الأمث



 

 
 

 ماركوف للصفوفالخامس: بعض نماذج الباب                          TORAأستخدام حزمة ( 5-6)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 159 - 

 حيث (GD(:)10/M/M/∞/∞): أعتبر النظام (5-5مثال )

80    ،12    ،10c  

 ، كذلك مؤشرات كفاءة النظام. nPأوجد قيم الأحتمالات المختلفة  -1

 (.10-5نجد أن الحل كما هو موضح بشكل ) TORAام الحزمة : بأستخدالحل
 (10-5شكل )

 

 بحيث (FcFs(:)1/M/M/10/∞): أعتبر النظام (6-5مثال )

10    ،15    ،10N  

 ( يوضح الحل.11-5: الشكل التالي )الحل
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 (11-5شكل )

 

 أعتبر الحالات التالية: (GD(:)3/M/M/15/∞)أعتبر النظام  :(7-5مثال )

1- 5    ،2    ،3c     ،15N  

2- 5    ،3    ،3c     ،15N  

3- 5    ،4    ،3c     ،15N  

ــدينا : الحللل ــال ل ــات وفــي شــكل ) 3فــي هــذا المث ــتم إدخــال البيان ــتم 12-5ســيناريوهات ي ( ي
( للســيناريوهات 14-5(،)13-5ين )عــرض الســيناريو الأول )الحالــة الأولــي(، كــذلك الشــكل

 الثاني والثالث.

 ( يوضح المقارنة بين السيناريوهات الثلاثة.15-5هذا بالإضافة إلى الشكل )
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 (12-5شكل )

 
 (13-5شكل )
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 (14-5شكل )

 
 (15-5شكل )
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 Exercises( تمرينات                                        5-7)
 ، أثبت أن:(FCFS(:)1/M/M/∞/∞)أعتبر النظام ( 5-1)

0n        ,        )1(P
n

n  ρρ 

 بأستخدام أسلوب الأستنتاج الرياضي. -1

 بأستخدام الدالة المولدة للأحتمالات. -2

 ، أثبت أن:(GD(:)C/M/M/∞/∞)أعتبر النظام ( 5-2)
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
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






 

ρ

ρρ 

 بأستخدام أسلوب الأستنتاج الرياضي. -1

 بأستخدام الدالة المولدة للأحتمالات. -2

ـوذج ــــة للنمـــــف بالـنسبـــــي الصــــف t ـلـــــار العميـــــن انتظـــــت أن زمـــــبــــأث (5-3)
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M يمثل متغير عشوائي له دالة كثافة الاحتمال ))t(W :حيث 


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1             حيث           



ρ 

 ثم اوجد توقعه وتباينه.

عميل  n( إذا فرضنا في حالة وجود FCFS(:)1/M/M/∞/∞)في النموذج ( 5-4)
ام، فإن وصول عميل جديد يمثل متغير عشوائي يتبع توزيع بواسون أيضاً بمعلمة بالنظ

n  وزمن خدمة عميل بالنظام في حالة وجود عددn  عميل في النظام )في الخدمة
 أثبت أن: nوالانتظار( متغير يتبع التوزيع الآسي بمعلمة 

...1,2,3,....i      ,      PP
n

1i i

1i
0n 




 



 

 عندما: nPفي التمرين السابق أوجد دالة الاحتمال ( 5-5)

 
nn           ,          n 

حيث   ابته موجبة.ثدير مقا ,,

( إذا كان زمن الخدمة المتوقع يساوي GD(:)2/M/M/∞/∞)في نموذج الانتظار  (5-6)
 دقائق. 8دقائق والفترة الزمنية المتوقعة بين وصوليين متتاليين تساوي  5

 .nPأوجد التوزيع الاحتمالي  -1

 ما هو احتمال انتظار عميل. -2

 ما هو احتمال وجود على الأقل مركز من مراكز الخدمة بدون عملاء. -3

 ( أثبت أن:GD(:)C/M/M/∞/∞)لنسبة لنموذج الانتظار با( 5-7)

 احتمال انتظار عميل يساوي  -أ



 

 
 

 الخامس: بعض نماذج ماركوف للصفوفالباب                                             تمرينات ( 5-7)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 165 - 

cP 
)c( 



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



 ρ

ρ 

 زمن الانتظار المتوقع للعميل في الصف يساوي  -ب

)c(/1 ρ 

إذا كانت الفترة الزمنية بين وصول سفينتين متتاليتين إلى أحد المواني البحرية  (5-8)
ساعات. فإذا كان الزمن المطلوب  3تغير عشوائي له التوزيع الآسي السالب بتوقع تمثل م

ساعة  12لشحن وتفريغ السفينة يمثل متغير عشوائي أيضاً يتبع التوزيع الآسي بتوقع 
للسفينة. ما هو العدد الأمثل للأرصفة التي يجب أن توجد بالميناء للشحن والتفريغ بحيث 

 ساعات. 6ينة الواحدة داخل الميناء قبل الشحن أو التفريغ لا تزيد مدة انتظار السف
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 Introduction                                     ( مقدمة6-1)
في الصف أو في هذا الباب نقدم أشتقاق التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار العميل 

 .السابق تقديمها في الباب السابق لبعض أنظمة ماركوف للصفوف بالنسبة في النظام

الأنتظار في الصف أو زمن  زمنالأحتمالي لتوزيع الوالهدف الأساسي من أشتقاق 
وجود العميل في النظام هو حساب أحتمالات الأنتظار المختلفة سواء في الصف أو في 

أهمية لمتخذ القرار بالنسبة للقائمين بإدارة هذه الأنظمة، كذلك  ينالنظام لأنهما تمثل
، حيث يمثل زمن الأنتظار خسارة مباشرة أو غير مباشرة بالنسبة للقائمين بالنسبة للعملاء

 .على إدارة هذه الأنظمة كذلك بالنسبة للعملاء

الحصول على بعض مؤشرات  أستخدام توزيع زمن الأنتظار في هذا بالإضافة إلى
 كفاءة النظام مثل زمن الأنتظار المتوقع في الصف أو في النظام.

سوف نقدم بعض أساليب الأمثلية التي يمكن بأستخدامها تحديد ( 11وفي الباب )
 .في الصف أو الأنتظار كيفية الحصول على أقل زمن أنتظار متوقع للعميل

 



 
 

 

 فيالسادس: توزيع زمن الأنتظار الباب                             توزيع زمن الأنتظار في النظام( 6-2)

        (∞/∞/FCFS(:)1/M/M)                                                     بعض أنظمة ماركوف 
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 Waiting Time Distribution         ( توزيع زمن الأنتظار   6-2)
  in (FCFS(:)1/M/M/∞/∞)        ( FCFS(:)1/M/M/∞/∞)في النظام 

، (2-5)السابق تعريفه في الفصل  (FCFS(:)1/M/M/∞/∞)إذا أعتبرنا النظام 
1nوإذا أشرنا إلى زمن أنتظار العميل رقم )  صف الأنتظار بالرمز ( في  حيث 

 ، وبالتاليservice discipline [80]متغير عشوائي يعتمد على نظام الدخول للخدمة 
 (.FCFSفإن أشتقاق التوزيع الأحتمالي في هذا الفصل يعتمد على نظام الدخول للخدمة )

 حيث: t(Wq(بالرمز  تراكمية للمتغير فإذا أشرنا إلى دالة التوزيع ال

(6.1   )                              
)t(W)0(W

0t      ,                 t)t(W

qq

rq )(P



 
 

0tمعرف عند النقطة  حيث أن المتغير    0كمتغير متقطع، وعند  كمتغير 
 .[41] متصل

1n، فإن زمن أنتظار العميل رقم ) iتمثل زمن خدمة العميل رقم  itفإذا فرضنا أن   في )
عميل في  n)بشرط وجود عدد  سابقين له في النظام عملاء nالصف تكافئ زمن خدمة 

1nالنظام عند وصول العميل رقم ) :أو بعبارة أخرى )) 

(6.2                              )                 n2

*

1 t.......tt  

( هو التوزيع الآسي .i.i.dتمثل متغيرات عشوائية مستقلة ولها نفس التوزيع ) itحيث 
 .ومعلمة  nبدرجات حرية متغير يتبع توزيع جاما  ، وبالتالي فإن بمعلمة 

*: ملحوظة

1t  تشير إلى الجزء المتبقي من زمن خدمة العميل الموجود في مركز الخدمة
1nلحظة وصول العميل ) وبالنسبة لــــ ،)*

1t  سوف نعتبرها تتبع التوزيع الآسي بمعلمة
 ( أيضاً حيث أن نظام الدخول للخدمةFCFS )][103:أو بعبارة أخري ، 
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f)(بالرمز  إلى دالة كثافة أحتمال المتغير وإذا أشرنا   :فإن 
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 فإن: 0متغير متقطع في  وبما أن 
(6.5                  )                                  ρ 10)(Pr 

 حيث: qWوبالتالي فإن توقع زمن أنتظار العميل في الصف 
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السابق تقديمه  ( هي نفس النتيجة لزمن الأنتظار المتوقع للعميل6.6في ) qWونلاحظ أن 
 (.2-5الفصل)ب (5.21في العلاقة )

زمن أنتظار العميل في النظام هو عبارة عن زمن أنتظار العميل في الصف وبما أن 
العميل في  وجودزمن ليه زمن خدمته في مركز الخدمة، وبالتالي إذا أشرنا إلى مضاف إ

 فإن: \النظام بالرمز 

دمة خ زمن انتهاء
n عميل 

النظام  عميل في nوجود 
رقم  لحظة وصول العميل

(n+1) 
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1nمتغير يتبع توزيع جاما بدرجات حرية ) \وبالتالي فإن المتغير   ومعلمة ) ،
 فإن: \تشير إلى دالة التوزيع التراكمية للمتغير  t(W(وبالتالي إذا كانت 
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f)(وبالتالي إذا كانت 
\  دالة كثافة الأحتمال للمتغير\ :فإن 
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 على النحو: SWوبالتالي فإن الزمن المتوقع للعميل في النظام 
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 (.2-5( بالفصل )5.20)لاقة العفي  SW( نفس قيمة 6.9في ) SWونلاحظ أن 

 زمن انتهاء خدمة
 (n+1) العميل

النظام بعميل  n عدد وجود
 (n+1وصول العميل ) عند
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 Waiting Time Distribution        ( توزيع زمن الأنتظار   6-3)
  in (GD(:)C/M/M/∞/∞)         (GD(:)C/M/M/∞/∞)في النظام 

في هذا الفصل سوف نقوم بأشتقاق التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار العميل في 
فصل  السابق تعريفه في ال (GD(:)C/M/M/∞/∞)الصف وزمن أنتظار العميل في النظام

 بنفس الأسلوب المستخدم في الفصل السابق.و  (5-3)

تشير إلى دالة التوزيع التراكمية لزمن أنتظار العميل في  t(Wq(إذا فرضنا أن 
 فإن: الصف 
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 خدمة    زمن انتهاء
(n-C+1) عميل 

النظام عند وصول  عميل في nوجود 
 (n+1العميل )
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f)(وبالتالي إذا فرضنا أن    تشير إلى دالة كثافة الأحتمال لزمن أنتظار العميل في الصف
 في النظام محل الدراسة نجد أن:
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 على النحو التالي: qWزمن أنتظار العميل المتوقع في الصف وبالتالي فإن 
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 (.3-5( بالفصل )5.32)وهي نفس النتيجة السابق الحصول عليها في العلاقة 
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 Waiting Time Distribution         ( توزيع زمن الأنتظار  6-4)
  in (N/GD(:)C/M/M/∞)         (N/GD(:)C/M/M/∞) في النظام

حيث أن أقصى  (N/GD(:)C/M/M/∞)في هذا الفصل سوف نعتبر نظام الخدمة 
 . حيث:Nلعملاء في النظام يساوي لعدد 
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 t(Wq(وفي هذا الفصل سوف نقدم دالة التوزيع التراكمية لزمن أنتظار العميل 
 وبنفس الأسلوب المتبع في الفصلين السابقين، نجد أن: في الصف،
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 Applied Examples                 ( أمثلة تطبيقية          6-5)

في هذا الفصل سوف نقدم بعض الأمثلة التطبيقية على التوزيعات الأحتمالية لزمن 
 أنتظار العميل في الصف أو في النظام للأنظمة التي تم تقديمها في هذا الباب.

بوابات متماثلة لدخول الإسكندرية من  4عند مدخل القاهرة الإسكندرية، يوجد : (1تطبيق )
فإذا كانت السيارات التي تصل جنيهات لكل سيارة.  10القاهرة، حيث يتم دفع رسم دخول 

كان زمن خدمة (، فإذا h/23سيارة في الساعة ) 23إلى المدخل وفقاً لتوزيع بواسون بتوقع 
 .لسيارةل دقائق 10السيارة على البوابة يقترب من التوزيع الآسي بتوقع 

 حدد نظام الخدمة في هذا المدخل. -1: المطلوب

 أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد السيارات عند المدخل. -2

زمن الأنتظار المتوقع أوجد عدد السيارات المتوقع في الأنتظار والنظام، ثم أوجد  -3
 للسيارة في الصف و في النظام أيضاً.

لسيارة في الصف، ثم أوجد العدد المتوقع التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار اأوجد  -4
 .الأحتمالي لزمن الأنتظار للسيارات المنتظرة في الصف من التوزيع

 ساعة(. 24دخول السيارات في يوم كامل ) الإيراد المتوقع من رسم أوجد -5

 (GD(:)4/M/M/∞/∞)الخدمة في مدخل القاهرة والإسكندرية يمثل النظام  -1 :الحل

كذلك بما أن زمن  23( بالتالي فإن h/23المتوقع لوصول العملاء ) بما أن العدد -2
 بالتالي فإن:دقائق لخدمة السيارة،  10يتبع التوزيع الآسي بتوقع  للسيارة متغير الخدمة

 في الساعة على النحو التالي: عدد السيارات التي يتم خدمتهم 

 h/6
10

60   في الدقيقة
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 ( نجد أن عدد السيارات في الأنتظار )في الصف(:5.30)ومن العلاقة 
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 وبالتالي زمن الأنتظار المتوقع للسيارة في الصف
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( نجد أن دالة كثافة 46.1من العلاقة ) ،فترة أنتظار السيارة في الصف إذا كانت  -4
 الأحتمال:
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 ، فإن:وبالتالي
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في اليوم على  الإيراد المتوقعبالتالي فإن سيارة  6.033 عدد في الساعة sLبما أن  -5
 النحو:

P(24R(24L)10)(033.6(92.1447جنيه  s  

 تشير إلى رسم دخول السيارة الواحدة Pحيث 

كل جهاز : في أحد مراكز الأشعة بالرنين المغناطيسي يوجد جهازين متكافئين (2تطبيق )
ثر من مرفق به فريق العمل الخاص به، بحيث لا يمكن أستخدام الجهاز الواحد لخدمة أك

مريض على الأكثر في  10فإذا كان المركز يمكن أن يستقبل في نفس الوقت.  واحد مريض
مرضي في  5الساعة، وإذا كان المرضي يصلون إلى المركز وفقاً لتوزيع بواسون بتوقع 

الساعة، كذلك زمن خدمة المريض على الجهاز يمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي 
 يض.دقيقة للمر  20بتوقع 

 تحديد نظام الخدمة الذي يمثل مركز الأشعة. -: أالمطلوب

 أوجد أحتمال رفض خدمة مريض. -ب
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 أوجد المعدل الفعلي لوصول المرضي للنظام، ثم أوجد معدل التشغيل الفعلي. -ج

 أوجد عدد المرضي المتوقع في الأنتظار، ثم أوجد زمن الأنتظار المتوقع للمريض. -د

20/1، دقيقة 5: بما أن الحل  3/1/1، وبالتالي ساعة  وبالتالي ،
3  2عملاء في الساعة، كذلكC ،10N . 

 نظام الخدمة في مركز الإشعاع. (N/GD(:)2/M/M/∞)يمثل النظام  -أ

 3/5ρوبالتالي فإن: 

    (1)                   091.09999.1033.8)3/8(

! 2 2

(5/3)

!n

 (5/3)
P

11

1
10

2n
2n

41

0n

n

0






















 

 كذلك أحتمال رفض خدمة مريض: -ب

                   )091.0(
)! 2( 2

PP
210

n

10N 


ρ 

             0294.0)091.0(
) 2( 2

)6/5(
2

10




 

 حيث: effالمعدل الفعلي للوصول التالي بو  -ج

53.4)094.01(5)P1( Neff  

 العدد المتوقع في الأنتظار -د

     

     

17221.0 مريض

)6/5(16/586/51 
))3/5(2(

)3/5(
)091.0(

)c/(1c/)cN(c/1 
)c()!1c(
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}{

}{
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2

3

cNcN

2

1c

0q






























ρρρ
ρ

ρ

 



 

 
 

 السادس: توزيع زمن الأنتظار في بعض أنظمة ماركوفالباب               أمثلة تطبيقية        (6-5)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 181 - 

 على النحو التالي: زمن أنتظار المريض المتوقعوبالتالي 

1594.0 ساعة56.9دقيقة
53.4

7221.0L
W

eff

q

q 


 

يعقد أحد المفكرين صالون ثقافي شهري، يوم السبت في الأسبوع الأول من : (3تطبيق)
اد الصالون يصلون وفقاً لتوزيع مساءً. فإذا كان رو  9-6ساعات من 3الشهر لمدة 

لأولوية وصوله. فإذا كان وفقاً أفراد في الساعة بحيث يأخذ كل فرد الكلمة  5بواسون بمعدل 
 10الزمن الذي يستغرقه الفرد في كلمته يمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع 

 دقائق.

 تحديد النظام الذي يمثل الصالون الثقافي. -1: والمطلوب

 في الساعة. أوجد العدد المتوقع للمستمعين في الصالون  -2

 أوجد الزمن المتوقع لعدد المفكرين بالصالون. -3

إذا أعتبرنا أعطاء الكلمة للفرد يمثل مركز الخدمة فإن النظام  -1: الحل
(∞/∞/FCFS(:)1/M/M)  يمثل النظام بالصالون. 

، h/5م الراعي للصالون( بما أن التوزيع الأحتمالي لعدد الرواد )بما فيه -2
h/6. 

..0,1,2,....n       ,           )6/5))(6/5(1()1(P
nn

n  ρρ 

 حيث: qLبما أن العدد المتوقع الرواد 

2.4فرد
1667.0

69439.0

)6/5(1

)6/5(

1
L

22

q 






ρ

ρ 

84.0 ساعة50.4دقيقة    
5

2.4L
W

q

q 

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 العدد المتوقع للرواد في الصالون: -3

h/5
56

5

1
Ls 












ρ

ρ 

صفحة(  16مطبعة يوجد بها ماكينتين متكافئتين لطباعة الملازم )الملزمة : (4تطبيق )
 1000)بمعنى طباعة الملزمة طباعة  نسخة من الملزمة الواحدة 1000بحيث يتم طباعة 

عدد الملازم التي يكون من المطلوب طباعتها تمثل متغير عشوائي يتبع ، فإذا كان نسخة(
ملازم في الساعة، فإذا كان زمن طباعة الملزمة الواحدة في  5سون بتوقع توزيع بوا

4/1الماكينة يمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع   .ساعات 

 تحديد نظام الصفوف الذي يتفق مع العمل في المطبعة. -1: المطلوب
ة، ثم أوجد زمن الأنتظار المتوقع لطباعة أوجد عدد الملازم المتوقعة في أنتظار المطبع -2

 .)بسبب عدم وجود ملازم للطباعة( الملزمة، ثم أوجد أحتمال عدم عمل الماكينتين
 أوجد عدد الملازم المتوقع في المطبعة في الطباعة أو أنتظار الطباعة. -3
 ة.أوجد التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار الملزمة حتى تدخل على الماكينة للطباع -4

 نظام الطباعة في المطبعة، حيث: (GD(:)2/M/M/∞/∞) يمثل النظام -1: الحل

h/
4

1
4

1



 ,  h/5  ,   2C 

 لعدد الملازم في المطبعة )في أنتظار الطباعة أو على الماكينات(التوزيع الأحتمالي 






















Cn        ,           P

)CC

Cn0        ,                 P
!n
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0
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231.0
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 0.231يساوى  0Pوبالتالي أحتمال عدم عمل الماكينتين معاً يساوي 

 حيث: qLعدد الملازم المتوقع في أنتظار الطباعة  -2

)231.0(03.1 ملزمة
))4/5(2(

)4/5(2
P

)C(

C
L

202q 









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








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ρ
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 حيث: sLعدد الملازم المتوقع في الطباعة والأنتظار  -3

28.2
4

5
03.1LL qs  ρ 

 

 



 

 
 

 الباب السادس: توزيع زمن الأنتظار في بعض أنظمة ماركوف    ( تمرينات                       6-6)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 184 - 

 Exercises             ( تمرينات                             6-6)
 (N/GD(:)C/M/M/∞)التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار العميل في النظام  أوجد (6-1)

يؤول إلى التوزيع لزمن انتظار العميل في النظام ثم أثبت أنه 
(∞/∞/GD(:)C/M/M)  عندماN. 

( في الفصل 4)-(1دالة التوزيع التراكمية ودالة كثافة الأحتمال للتطبيقات ) أوجد (6-2)
 (.5-6السابق )

ماكينات متكافئة بحيث زمن التصوير لطالب  3مركز لتصوير المستندات به  (6-3)
الخدمة يمثل متغير عشوائي )يتوقف على عدد المستندات التي يطلب تصويرها( يتبع 

قائق، فإذا كان طالبي الخدمة يصلون وفقاً لتوزيع بواسون د 10التوزيع الآسي بتوقع 
 عملاء في الساعة. 10بمعدل 

 تحديد نظام الصفوف الذي يمثل العمل في مركز التصوير. -1المطلوب: 

 العدد المتوقع للعملاء في المركز والزمن المتوقع لوجود المعيل في المركز.تحديد  -2

 تحديد العدد المتوقع للعملاء في أنتظار الخدمة. -3

 أوجد أحتمال التعطل )عدم العمل لعدم وجود عملاء( في ماكينة أو أكثر. -4

 أوجد التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار العميل في الصف. -5

 .(N/GD(:)C/M/M/∞)للنظام  nPأوجد التوزيع الأحتمالي  (6-4)

 (، أوجد التوزيع الأحتمالي لزمن أنتظار العميل بالنظام.4أعتبر التمرين ) (6-5)

حالة  (N/FCFS(:)1/M/M/∞)أثبت أن توزيع زمن أنتظار العميل في النظام ( 6-6)
 .1C( عندما 5خاصة من التوزيع في التمرين )
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Bulk Input ( 1/M/M
]X[ ) Model 
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 Introduction                                        ( مقدمة7-1)
بشيء من التفصيل بعض أنظمة ماركوف للصفوف، في الباب الخامس تناولنا 

حيث يتم وصول العملاء في شكل  - وفي هذا الباب سوف نقدم نوع آخر من الأنظمة
بعض النماذج التي تمثل قدم إيرلنج قد مجموعات أو خدمتهم في شكل مجموعات أيضاً. و 

 :[88 ,76 ,19]وفي هذا الباب سوف نقدم  الأنظمة،هذه 

2,1X....,حيث ،Xنموذج لوصول العملاء في مجموعات بحجم المجموعة  (1)  
 .X(C(متغير عشوائي متقطع بدالة أحتمال  Xحيث 

الأنظمة التي يمثلها هذا النموذج وصول السائحين في شكل مجموعات  ةن أمثلوم
 أو وصول العملاء إلى المطاعم في شكل مجموعات، ..... الخ.

3,2,1Y..,حيث،Yء في شكل مجموعات بحجم المجموعةالعملانموذج خدمة  (2) . 

ج ــع إيرلنــوزيــاً لتـــلاء وفقــل العمــلاء حيث تصــول العمــوصــج لــوذج إيرلنــــنم (3)
(1/M/Ek.) 

تعتمد أيضاً على عمليات عمليات الوصول أو الخدمة في هذا الباب ونظراً لأن 
ماركوف، لذلك تسمي هذه النماذج في بعض الكتابات بنماذج ماركوف المتقدمة 

advanced Markovian queueing models  ًأيضا. 
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 ( نموذج وصول العملاء في مجموعات 7-2)
Bulk Input ( 1/M/M ]X[ ) Model 

كثير من الأنظمة يصل العملاء للخدمة في شكل مجموعات )أو أفواج( مثل وصول 
العملاء إلى المطاعم أو وصول الأفواج السياحية إلى المطارات أو المزارات السياحية، أو 

 الإلكترونية في نفس الوقت، ...... الخ. وصول مجموعات من الرسائل

وفي هذا الفصل سوف نعتبر نظام الخدمة ) //FcFs(:)1/M/M )
( t( ولكن بدلًا من وصول عميل واحد في وحدة الزمن )2-5السابق تقديمه في الفصل )

2,1X......,حيث  ]X[ء بالحجم يصل إلى النظام مجموعة من العملا  ،X  تمثل متغير
 .XCعشوائي متقطع بدالة أحتمال 

إلى النظام، عميل  X بحجم تشير إلى معدل وصول المجموعة Xفإذا كان 
t Xيساوي ) tفي الفترة  Xمجموعة بالحجم وبالتالي أحتمال وصول ال  وبما أن .)

 مستقلة ومتنافية فإنه يمكن أفتراض أن: Xالمجموعات 

(.17                    )



 



1i

i
X

X             ,           C 

، وفي هذا الفصل  rrival ratecomposite aالمجمع إلى معدل الوصول  حيث تشير 
 سوف تقتصر دراستنا على:

 ،أشتقاق معادلات الأستقرار 
 وبالتالي أشتقاق لعدد العملاء في النظام أشتقاق الدالة المولدة للأحتمالات ،nP، 

 .أشتقاق بعض مؤشرات كفاءة النظام 

 أولاً: أشتقاق معادلات الأستقرار

(، نحصل 2-5في الفصل )ستقرار تخدم في تكوين معادلات الأوب المسبنفس الأسل
 على معادلات الاستقرار وفقاً للفروض المذكورة أعلاه على النحو التالي:
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(7.2   )1n        ,       CPPP)(0
n

1k

kkn1nn  


 

(7.3   )                                               10 PP0  

 تشير إلى معدل خدمة العميل في مركز الخدمة. حيث 

 ثانياً: أشتقاق الدالة المولدة للأحتمالات،

، كذلك إذا أشرنا إلى Z(P(بالرمز  nPإذا أشرنا إلى الدالة المولدة للأحتمالات لـ 
 فإن: Z(C(بالرمز  XCالدالة المولدة للأحتمالات لـ 

(7.4    )                     1|Z|         ,        Z P)Z(P
0n

n

n 




 

(7.5     )                    1|Z|         ,        Z C)Z(C
1n

n

n 




 

n( في 7.2وبضرب طرفي المعادلة )
Z  ثم أخذ المجموعة بالنسبة لـn :نجد أن 

(7.6    )


 



















1n

n

1k

n

kkn

1n

n

n

1n

n

n

0n

n

n ZCPZP
Z

ZPZP0 

وبما أن الحد 












n

1k

kkn CP  لمجموعة أحتمالاتيمثل دالة الأحتمال ( وجودk-n عميل )

، فإنه يمكن إعادة صياغة  kلخدمة لجميع قيم عميل ل kمجموعة بعدد في النظام ووصول 
 ( على النحو التالي:7.6الحد الأخير في )

(7.7 )          )Z(P)Z(CZPZCZCP
k1n

kn

kn

n

1k

k

k

1n

n

1k

n

kkn  











 

 

 :[76] ( نجد أن7.7( بـ )7.6وبالتعويض في )




   )Z(P)Z(C]P)Z(P[
Z

]P)Z(P[)Z(P0 00 
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(7.8                )1|Z|         ,        
)]Z(C1[ZZ)(1

)Z1(P
)Z(P 0 




 

 ( على النحو التالي:7.8ويمكن إعادة كتابة )

(7.9       )











 ρ

ρ
      ,   

Z1

)Z(C1
)Z(    ,    

)Z( Z 1

P
)Z(P C

C
0 

   XC الأحتمال لدالة الأحتمالدالة  للدالة المولدة للأحتمالات لمكمل Z(C(حيث ترمز 
 أو بعبارة أخري:

xxr CC1)xX(P  

وبما أن 
)Z1(

1


كذلك  ،(1عبارة عن الدالة المولدة لـ ) 

)Z1(

)Z(C


تمثل الدالة المولدة  

 .XCللأحتمالات التراكمية 

على النحو  XCلدالة الأحتمال  ذلك يمكن أعادة كتابة الدالة المولدة للدالة التراكميةك
 التالي:

(7.10)                                   
Z1

1
ZC

ZZCZCZ

   )( )(

))(()(

1i

i

i

iX

iX

1i

i

i

1X

X
x

1i

i

1X

X

xC








 
















 



 

 نجد أن:  ,103]6[(، وبتطبيق قاعدة لوبيتال 7.9من ) Xويمكن الحصول على توقع 

(7.11)                       )X(EiCZiClim

1

)Z(C
lim

Z1

)Z(C1
lim)1(

1i

i

1i

1i

i
1Z

1Z1Z

}{

C


























 

 ( نجد أن:7.10ثانية على ) وبتطبيق قاعدة لوبيتال مرة
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(7.12   )                (7.11)              2]/ ))1(X(X E [)1(C  

P)1(1وبما أن   ( بـ 7.9بالتعويض في )1Z  :نجد أن 

(7.13   )                                       
)1( 1

P
)1(P1

C
0

ρ
 

(7.14   )                                  
)1( 1

)1()1( 
)1(P

C

]CC[

ρ

ρ






\ 

 ( نجد أن:7.13من )

(7.15)        1r   ,     )X(E r    ,    r1)X(E 1P0  ρρ 

 على النحو التالي: SLللعملاء في النظام ويصبح العدد المتوقع 

(7.16  ))X(E r  ,  
)r1(2

)X(E r

)r1(2

)X(E)X(E 
L

22

S

}{
ρ

ρρ










 

 على النحو: qLكذلك العدد المتوقع للعملاء في الصف 

(7.17  )                                 rL)P1(LL S0Sq  

ويوجد حالتين هامتين في دراسة النظام ) //FcFs(:)1/M/M
]X[:هما ) 

 لي فإن:، بالتاhيساوي مقدار ثابت  Xإذا فرضنا أن حجم مجموعة الوصول : الحالة الأولي

(7.18    )                           





h
r            h)X(E 

 وفي هذه الحالة يصبح:

(7.19        )                              
)r1(2

)1h( r

)r1(2

h r r
LS









 
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(7.20       )               
)r1(2

r )1h(r 2
rLL

2

Sq



 

 تغير يتبع التوزيع الهندسي أو بعبارة أخري:دالة الأحتمال م: إذا فرضنا أن الثانيةالحالة 

(7.21     )         10        ,       )1(C
1X

X   

 وفي هذه الحالة نجد أن:

                 
)1(

)X(E 
r









ρ 

 كذلك:

(7.22      )      
Z 1

)1( Z
Z )1()Z(C

1n

n1n




 





 

 نجد أن: XC( بـ 7.9بالتعويض في )

(7.23)        
r )1(  Z1

Z 

r )1(  Z1

1
 )r1(

r )1(  Z1

)Z 1( )r1(

)Z 1/()1( Z1 Z Z1

)Z1( )r1(

)Z(C1 Z Z1

)Z1( )r1(
)Z(P

][][

][

][

][

































ρ

ρ

 

 علي النحو التالي: nPيمكن الحصول على  Z(P(ومن 

(7.24)            0n    ,             r )1(   )1(  )r1(

r )1(  r )1(  )r1(P

][][

][][
1n

1nn

n }{









ρ
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: مركز لإصلاح السيارات تصل إليه السيارات في طلب الخدمة بحيث يكون (1-7مثال )
فإذا كان عدد السيارات مكونين. بالسيارة عطل واحد في أحد مكونات السيارة أو عطلين في 

التي تصل إلى المراكز وبها عطل واحد تمثل متغير عشوائي يتبع توزيع بواسون 
h/21  (2 كذلك عدد السيارات التي تصل إلى المحطة وبها عطلين ،)سيارة كل ساعة

h/12تتبع توزيع بواسون أيضاً بمعدل  خول للمركز وفقاً للنظام ، ونظام الدFcFs ،
فإذا كان زمن إصلاح السيارة التي بها عطل واحد أو أكثر يمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع 

min. 10/1الآسي بتوقع    6/1/1ساعةأو بعبارة أخري . 

 (.XCالأعطال ) تحديد نظام الخدمة، ثم أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد -1: والمطلوب
 أوجد العدد المتوقع للأعطال في النظام، وفي الأنتظار. -2

إذا اعتبرنا العميل )أو المفردة( هي الأعطال وبالتالي، بحيث تصل إلى المركز  -1: الحل
2,1Xحيث  Xفي مجموعات حجمها   (1X  د عطل واحد في إذا كان يوج

2Xالسيارة،    عندما يوجد بالسيارة أكثر من عطل(، وبالتالي يكون معدل الوصول
 بحيث: الإجمالي 

h/321  

النظام )وبالتالي فإن نظام الخدمة يمثل  //FcFs(:)1/M/M
]X[ ،) 

 ( نجد أن:7.1)ومن العلاقة   

3

1
C)1X(P 1

1r 



 

3

2
C)2X(P 2

2r 



 

 على النحو التالي: X(E(نجد أن توقع عدد الأعطال  أيضاً  (7.1فإنه من العلاقة )

2عطل 
3

2
1

3

5

3

4

3

1
C 2C 1)X(E 21  
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6

5

3

5

6

3
)X(E r            

6

3














 ρρ 

5
3

15

3

2
4

3

1
)X(E

2 







 

 على النحو: SL( نجد أن العدد المتوقع للأعطال بالمركز 7.16العلاقة )ومن 

7أعطال 
))6/5(1(2

)3)(6/3()6/5(

)r1(2

)X(E r
L

2

S 










ρ 

 على النحو: qL النتظارفي  للأعطال( نجد أن العدد المتوقع 7.17كذلك من العلاقة )

6166.6أعطال 
6

37

6

5
7rLL Sq  
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 ( نموذج خدمة العملاء في مجموعات 7-3)
Bulk Service ( 1/M/M ]Y[ ) Model 

يتم خدمة العملاء في شكل مجموعات، مثال ذلك في بعض الأنظمة الخدمية 
صعود أو هبوط الأسانسير، حيث ينتظر العملاء أمام الأسانسير فإذا كان عددهم أقل من أو 

وإذا كان عدد العملاء أكبر من الحمولة يتم  ،عمل الأسانسيريساوي الحمولة يتم دخولهم وي
دخول العدد المساوي للحمولة والباقي يظل في طابور الأنتظار، كذلك حاملات السيارات 
ففي المواني البحرية يتم تحميل الحاملة بالسيارات المطلوب خروجها من الميناء إلى مكان 

 حيث تتم خدمة العملاء في شكل مجموعات،كذلك خدمة العملاء في المطاعم  التسليم،
 وأمثلة أخري كثيرة.

( حيث يصل العملاء إلى النظام وفقاً لتوزيع M/M/1فإذا اعتبرنا نظام الخدمة )
إذا فرضنا  (، ولكنtوصول عميل واحد خلال الفترة )، وتحت أفتراض بواسون بمعلمة 

في وحدة يتم خدمتهم معاً  [Y]أن خدمة العملاء تتم في شكل مجموعة من العملاء حجمها 
تمثل متغير عشوائي، ولكن للتبسيط  Y، حيث ( وفقاً للتوزيع الآسي بمعلمة tالزمن )

ومثل ذلك عدد  kدد ثابت يساوي يتم خدمتهم في نفس الوقت ع الذينسوف نفترض أن 
 .العملاء في الطائرة

n ،knفإذا كان عدد العملاء في النظام يساوي    فإنه يتم دخول عددk  ًمعا
knللخدمة ويتبقي عدد ) عدد العملاء في النظام أقل من  ( في الأنتظار، أما إذا كان
kn م معاً بمعنيالعدد الذي يتم خدمته  حتى  )معطل( فإن مركز الخدمة يظل بدون عمل

 .[82]فتبدأ الخدمة  kيكتمل العدد 

( يمكن تكوين المعادلات 2-5في الفصل )وبنفس الأسلوب السابق أتباعه 
 :[78 ,80]على النحو  steady stateالتفاضلية الأحتمالية في حالة الأستقرار 

(7.26   )kn        ,       PPP)(0 1nknn   



 

 
 

 السابع: بعض أنظمة إيرلنج للصفوفالباب                نموذج خدمة العملاء في مجموعات ( 7-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 196 - 

 

(7.27      )kn1        ,       PPP0 1nknn   

(7.28                                          )k0 PP0  

( يمكن إعادة كتابتها بأستخدام المؤثرات 7.26والمعادلات التفاضلية المتجانسة في )
soperator ( 1من الدرجةk  ) فتصبح المعادلة المميزةcharacteristic equation 

 :[41 ,80]( على النحو التالي 7.26المناظرة للمعادلات )

(7.29 )            0n         ,        0P  r )(r  n

1k ][   

1kلها عدد )والمعادلة أعلاه   من الجذور )roots ( 1ولتكنk21 r,........,r,r  ،)
 : ,24]6[ يب حل المعادلات التفاضلية المتجانسة يمكن أثبات أنوبأستخدام أسال

(7.30                               )                        





1k

1i

n

iin r cP 

 مقادير ثابتة )يمكن تحديدها من الشروط المبدئية(. icحيث 

1Pوبما أن 
0n

n 




1rتالي يتم أستبعاد الجذور ، بال   لأنه في هذه الحالةic  المناظرة

1r0لها تساوي صفر ويتم قبول الجذور    فقط، وقد أثبتت نظرية رويتش
Rouche's theorem ( 1أنه يوجد جذر واحد فقط منk  )وف نرمز له جذر وس

1r0حيث  0rبالرمز  0 ( نجد أن:7.30، وبالتعويض في الطرف الأيمن للمعادلة ) 

(7.31        )      1r0       ,         1-kn       ,      r cP 0

n

0n  

 ( نجد أن:7.28ومن المعادلة )

(7.32     )                       
k

0

0k

00k
r 

P 
c      r cP P









 
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knP( بـ 7.27يتم بالتعويض في المعادلة ) 0Pوللحصول على   :فنجد ان 

(7.33    )                        kn1       ,      PPr P 1nn

n

00   

1n( تمثل معادلة فروق خطية غير متجانسة، بوضع 7.33والمعادلة )   ثم بالتعويض
1nأعتبار من  nلمتتالي بقيم ا   يمكن الحصول على قيمnP  المختلفة، كذلك يمكن

( كمعادلات فروق خطية غير متجانسة 7.33بحل المعادلات ) nPالحصول على 
nonhomogenous linear difference equations النحو التالي  ويكون الحل على

[80]: 

)r1/(r Pc         ,            cPc

(7.34)                                                           ,       r ccP

0

2

002201

n

021n



 

21وبالتعويض بقيم  c,c ( نجد أن:7.34في الطرف الأيمن لـ ) 

(7.35 )              































kn           ,                       
r  P

kn1         ,                  
)r1(

)r1( P

P

kn

00

0

1n

00

n 

1Pومن الشرط 
0n

n 




 على النحو التالي: 0Pيمكن الحصول على  

(7.36)                    
)r1( 

)r1( k r )(r 

r
)r1(

)r1(
1P

1

2

0

00

1k

0

1

kn

kn

0

1k

1n 0

1n

0
0















































 
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 ( نجد أن:7.29ولكن من المعادلة المميزة )

(7.37  )                          0Pr )(r n0

1k

0 ][   

( نجد 7.36( في الطرف الأيمن للمعادلة )7.37في المعادلة ) يسربالطرف الأوبالتعويض 
 أن:

(7.38        )            
k

)r1(

)r1( 

)r1( k 0
P 0

1

2

0

0
0



















 

 على النحو: SLلتالي فإن العدد المتوقع للعملاء في النظام وبا

0

0
S

r1

r
L


 

 حيث: qLكذلك العدد المتوقع في الأنتظار 




 Sq LL 

 حيث: SWكذلك الزمن المتوقع للعميل في النظام 

)r1( 

r
W

0

0
S


 

 حيث: qWكذلك زمن الأنتظار المتوقع للعميل في الأنتظار 




1
WW Sq 

في أحدى محطات تنظيف السيارات بمكينة كهربائية حيث تصل السيارات : (2-7مثال )
ووحدة تشغيل الماكينة لتنظيف ، h/20للمحطة للتنظيف وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل 

 . والمطلوب:min 5/1سيارتين معاً يمثل متغير يتبع التوزيع الآسي بمعلمة 
 حدد نظام الخدمة، -1
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 ،nPأوجد التوزيع الأحتمالي لعدد السيارات في المحطة  -2
 .SL  ،qLأوجد  -3

M/M/1)المناظر لنظام عمل المحطة  النموذج -1: الحل
k:حيث ) 

2k    ,    h/20   ,     12/hmin 5/1  
 نتبع الخطوات التالية: nPلإيجاد  -2

 المعادلة المميزة: -أ

 
   0Pr )(r n0

1k

0 ][ 

   020r )32(r 12
3 

    8.1r   ,   884.0r   ,   1r 321 

    884.0rr 20 
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 ( نموذج الخدمة وفقاً لتوزيع إيرلنج 7-4)
Erlang Service Model ( 1/E/M k ) 

من الأجزاء  kم خدمة العميل داخل المركز على كثير من المراكز الخدمية تتفي 
)التي ليست بالضرورة أن تكون متتالية( المستقلة عن بعضها وزمن الخدمة المتوقع في 

)k/1(ويساوي  ن الخدمة المتوقع في أي جزء آخرمكل جزء متساوي مع ز    فإذا كان زمن
)k/1(الخدمة في الجزء الواحد يتبع التوزيع الآسي بتوقع    بالتالي فإن زمن الخدمة في

( أو بعبارة أخري .i.i.dمن المتغيرات العشوائية المستقلة ) kالمركز هو عبارة عن مجموع 
( وبدالة كثافة k,في المركز يمثل متغير يتبع توزيع إيرلنج بمعلمتين ) (t) من الخدمةز 

 حيث: t(f(أحتمال 

0t      ,     
)!1k(

 t )k(
)t(

kt1kk e
f 








 

خدمة العميل في عدد من المراحل أو الأجزاء ويوجد العديد من أنظمة الخدمة التي تتم فيها 
ل مركز إصلاح السيارات، أو التليفزيونات، ..... الخ. والشكل التالي يوضح المستقلة مث

)النظام  //FcFs(:)1/E/M k) 

E/M/1(: يوضح نظام الخدمة )1-7شكل ) k) 

 

 

  Step 1   Step 2    . . . . . . . . . . .  . . . .   Step k 

 

)k/1(   )k/1(      . . . . . . . . . . . .  . .  )k/1(   

تيار 

 المدخلات

تيار 

 المخرجات

Service kE  
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ظام والعميل الموجود في الخدمة عميل في الن nإلى أحتمال وجود عدد فإذا أشرنا 
t(P(بالرمز  t( في الزمن i)رقم في الجزء  i,n  بحيثk,...,2,1i  فرضنا انتقال . فإذا

بمعني أن الجزء الأول  backwardالعميل داخل مركز الخدمة من جزء لآخر من الخلف 
ذي بعد انتهاء خدمة العميل يترك العميل ( يكون الجزء الأخير ال1والجزء )( kيكون رقم )

 النظام.
فبأستخدام نفس الأسلوب السابق أتباعه في الباب الخامس لأشتقاق المعادلات في 

 حالة الأستقرار نحصل على المعادلات التالية:

(7.39  )1ki1  ,   2n   ,   PPkP)k(0 i,1n1i,ni,n   

(7.40               )     2n   ,   PPkP)k(0 k,1n1,1nk,n   

(7.41      )              1ki1       ,      PkP)k(0 1i,1i,1   

(7.42                                )       01,2k,1 PPkP)k(0  

(437.                           )                                1,10 PP0  

 nPامة للتوزيع ( يدوياً للحصول على صياغة رياضية ع7.39)-(7.43وحل المعادلات )
وبالتالي يكون أيضاً من الصعب الحصول على مؤشرات كفاءة النظام ليس بسيط 

qSqS W , W , L , L ولكن يمكن الحصول على .nP  بطريقة غير مباشرة عن طريق
)أستخدام التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء في النظام  //FcFs(:)1/M/M

]k[ )
)b(وسوف نشير له بالرمز 

nP ( في الفصل 7.24) والتي سبق كيفية الحصول عليها من
(7-2.) 

( في النظام محل الدارسة n,i) bivariate stateفأحتمال الحالة الثنائية 
(1/E/M kلة ( يكافئ أحتمال الحا][ ik)1n(  ( 1في النظام/M/M

]k[ على )
 Prabhuأعتبار أن عدد أجزاء الخدمة للعميل الواحد تمثل حزمة من العملاء. وقد أثبت 

 أن: [69 ,80] 1997سنة 
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(7.44  )                       1n       ,            PP
nk

1k)1n(j

)b(

jn  


 

 حيث:

(7.45       )                                               )b(

00 PP  

 ثم أمكنة أشتقاق مؤشرات كفاءة النظام على النحو التالي:

(7.46      )          
















 ρ

ρ

ρ
      ,         

)1( k 2

1k
Wq 

(7.47            )                 













)1(k 2

1k
W L

2

qq
ρ

ρ 

(7.48                                   )              ρ qS LL 

(7.49                                        )






1

W
L

W q
S

S 

في أحدى الكليات يوجد شباك لدفع المصروفات الدراسية حيث يصل الطلاب : (3-7مثال )
يقدم الطالب للموظف ، حيث 15/4إلى الشباك وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل دقيقة

تدوين أسم الطالب على  -1المصروفات فيقوم الموظف بالآتي: مبلغ القائم بالتحصيل 
تسليمه للطالب )ويمثل زمن  -4طباعة الإيصال،  -3أستخراج إيصال،  -2الحاسب، 

4kبمعلمة الخدمة هنا متغير يتبع توزيع إيرلنج   5.2/1وبتوقع دقيقة)t(E  ،

وتباين 
16

25
)t(

2 . المطلوبو : 

 أوجد زمن الأنتظار المتوقع للطالب. -1

 أوجد الطول المتوقع للصف في الأنتظار. -2

 أوجد زمن أنتظار الطالب في النظام )دفع المصروفات(. -3
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يمثل نظام الخدمة في هذه الحالة النظام ): الحل //FcFs)(:1/E/M ( وبالتالي 4
 فإن:


3

2
ρ   ,    

5

2
    ,    

15

4
   ,    4k  

1.3دقيقة 
8

25
]5[

8

5

)1( k 2

1k
Wq 














ρ

ρ
-1 

1طالب 
6

5

8

25

15

4
W L qq 








-2 

2طالب 
2

3

3

2

6

5
LL qS  ρ -3 

6.5دقيقة                                  
8

45

15/4

2/3L
W S

S 


 

في أحد مراكز البريد يوجد احد الشبابيك لإرسال الطرود، التي يتطلب وزنها. : (4-7مثال )
فإذا كان العملاء يقوم القائم على الخدمة بالوزن أولًا ثم تحديد التكلفة للعميل ثانياً. حيث 

، كذلك وزن الطرد يمثل متغير h/10لتوزيع بواسون بتوقع يصلون إلى المركز وفقاً 
التكلفة للعميل متغير أيضاً يتبع ، كذلك تحديد h30/1عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع 

 :والمطلوب. h30/1التوزيع الآسي بتوقع 
 .وخصائص النظام للخدمةتحديد نوع  -1
 تحديد زمن الأنتظار المتوقع للعميل. -2

 تحديد العدد المتوقع للعملاء المنتظرين. -3

يمكن أن يمثل نظام الخدمة بالنظام ) -1: الحل //FcFs(:)1/E/M  ( بحيث:2


15

10
ρ   ,    h15/1/1     ,    h/10   ,    2k  
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8hدقائق
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ولد المنتج تقوم أحدى شركات إنتاج المولدات الكهربائية بحيث يتم أختبار الم: (5-7مثال )
المنتجة تصل إلى مركز الأختبار في السوق. فإذا كانت المولدات  عرضهعلى مرحلتين قبل 

، وزمن أختبار المولد في المرحلة الأولي يمثل 5وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل يومياً 
في كذلك زمن أختبار المولد )يوم(،  16/1متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع 

أن الأختبارين )يوم(. حيث  16/1المرحلة الثانية متغير يتبع التوزيع الآسي أيضاً بتوقع 
 :والمطلوبمستقلين عن بعضهما. 

 ثم حدد نوع الخدمة.عرف العميل  -1

أوجد عدد المولدات المتوقع أنتظارها للأختبار، ثم أوجد زمن الأنتظار للمولد حتى  -2
 يتم أختباره.

يمكن أن يعتبر المولد هو العميل، ويمكن تمثيل نظام الخدمة في هذه الحالة  -1: حلال
بالنظام ) //FcFs(:)1/E/M  ( بحيث:2

16

5
ρ   ,    16    ,    5   ,    2k  

 الزمن المتوقع لأنتظار المولد للأختبار على النحو: -2
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 Exercises             ( تمرينات                              7-5)
 (.7.8في ) nPأشتق الدالة المولدة للأحتمالات للتوزيع ( 7-1)

M/M/1أثبت أن النموذج )( 7-2)
]X[( يكافئ النموذج )1/M/M 1( عندماX  

 (.7.36في ) nPأشتق الدالة المولدة للأحتمالات للتوزيع ( 7-3)

M/M/1أثبت أن النموذج )( 7-4)
]k[( يكافئ النموذج )1/M/M 1( عندماk . 

M/M/1أعتبر النموذج )( 7-5)
]X[ا فرضنا أن المتغير (، فإذX كذلك معدل عشوائي ،

ويصل العملاء في نوعين من المجموعات، المجموعة الأولي تتكون من  h/2الخدمة 
h/11عميل واحد وتصل وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل    والمجموعة الثانية تتكون من

h/22عميلين بمعدل   .ًوتتبع توزيع بواسون أيضا 
 في هذه الحالة. nPأشتق التوزيع الأحتمالي  -المطلوب: أ

qSqSمن )أ( أوجد  -ب W  ,  W  ,  L  ,  L. 

في أحد الأرصفة بأحد المواني البحرية، حيث تصل السفن المحملة بالسيارات  (7-6)
رات التي يتم تفريغها يمثل متغير يتبع توزيع المستوردة ويتم تفريغها )حيث عدد السيا

، فإذا كانت حاملة السيارات لأخراج هذه السيارات خارج h/10بواسون( بمعدل 
سيارات تتحرك بالسيارات  5سيارات في نفس الوقت، وبعد تحميلها بـ  5الميناء تتسع لحمل 

متغير يتبع التوزيع الآسي بتوقع الخدمة للحاملة خارج الميناء. فإذا كان زمن 
h/2/1 . 

 أوصف نظام الخدمة بالنسبة للحاملة. -المطلوب: أ
 لعدد السيارات المفرغة ويتم حملها للخارج. nPأوجد التوزيع الأحتمالي  -ب
qSqSأوجد  -ج W  ,  W  ,  L  ,  L 
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)أعتبر النظام  (7-7) //FcFs(:)1/M/M
]X[) 

 .nPكون معادلات الأستقرار ثم أشتق التوزيع  -1
qSqSبأستخدام التوزيع أوجد المؤشرات:  -2 W  ,  W  ,  L  ,  L 

أعتبر النظام )( 7-8) //FcFs(:)1/M/M
]k[) حيث ،k مقدار ثابت 

 .nPكون معادلات الأستقرار ثم أشتق التوزيع  -1
 أوجد مؤشرات كفاءة النظام. -2

أعتبر نظام الخدمة )( 7-9) //FcFs(:)1/M/M
 h/3( بمعدل خدمة ]3[

عملاء، فإذا كان معدل  3 حيث يصل العملاء إلى النظام في مجموعات حجم المجموعة
 . المطلوب:h/2وصول المجموعات 

 .nPكون معادلات الأستقرار ثم أشتق التوزيع  -1
 .nPأستخدم أسلوب الدالة المولدة للأحتمالات للحصول على التوزيع  -2
 أوجد مؤشرات كفاءة النظام. -3

أعتبر النظام )( 7-10) //FcFs(:)1/E/M k :2( فإذا فرضنا أنk   ،
5 ،10. 

210أوجد الاحتمالات التالية:  -1 P  ,  P  ,  P 

تحرك للرحلة عند أكتمال العدد، فإذا فرد، بحيث ي 30أتوبيس للرحلات حمولته ( 7-11)
، فإذا كانت min /3للأتوبيس وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل كان العملاء يصلون 

الفترة التي تستغرقها الرحلة تمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع 
min 50/1 . 

 كون معادلات الأستقرار. -1
 رات كفاءة النظام.أوجد مؤش -2
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أعتبر نظام الخدمة )( 7-12) //FcFs(:)1/E/M 3) 
 أشتق معادلات  -1
 .nPأوجد التوزيع الأحتمالي  -2
10  ,  15أوجد مؤشرات كفاءة النظام عندما  -3 . 
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 Introduction                                         ( مقدمة8-1)
ار نموذج تي يجب المرور بها عند بناء وأختيهذا الباب إلى تقديم المراحل اليهدف 

 الصفوف المناسب الذي يمثل النظام محل الدراسة.

 ويتطلب بناء نموذج الصفوف الإلمام الجيد بأساليب الإحصاء الوصفي والإحصاء
التحليلي وإجادة أستخدامها، وبصفة خاصة أساليب أختيار العينات وخصائصها، وأساليب 

 .]7، 5[الأختبارات المعلمية واللامعلمية التقديرات، وأساليب 

باعها لبناء وأختبار وفي الفصل التالي سوف نقدم المراحل المتتالية التي يجب إت
 .المناسب للنظام محل الدراسة نموذج الصف

التي يجب توافرها شرط الأستقرار للمتغيرات محل الدراسة خلال الشروط ومن 
( نقدم بعض أختبارات 3-8، لذلك في الفصل )منية لبناء وأستخدام نموذج الصفالفترات الز 

 اللامعلمي. Mann-Whitney-Wilcoxon testالأستقرار مثل أختبار 

وجود شروط أستقلال المتغيرات وأستقلال المشاهدات للمتغير الواحد كذلك أيضاً 
 أختبار ( نقدم بعض أختبارات الأستقلال مثل4-8خلال فترة الدراسة لذلك في الفصل )

Spearman's Rank-Correlation test عن بعضها لأختبار استقلال المتغيرات ،
للمتغير  عن بعضها المشاهداتلأختبار أستقلال  Durbin-Watson testأختبار كذلك و 

 .الواحد

 التي تكون  لمتغيراتل( نقدم كيفية توفيق التوزيعات الأحتمالية 5-8وفي الفصل )
 .Simrnov test-Kolomogrovأو أختبار 2النظام وأختبار جودة التوفيق مثل أختبار كا

ة ( نقدم دراسة حالة نوضح من خلالها المراحل المتتالي6-8في الفصل )وأخيراً 
 .والأختبارات المقدمة لبناء نموذج الصفوف
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 Structure Model                    ( بناء النموذج         8-2)

إلى أن أختيار وبناء نموذج  رأشرنا باختصا (5-1بالفصل )في الباب الأول 
 يتطلب المرور بعدة مراحل متتالية، تتمثل في المراحل التالية: الصف

 : توصيف النموذجالمرحلة الأولي

محل الدراسة وأسلوب تشغيله ومكوناته بأسلوب وفي هذه المرحلة يتم وصف النظام 
 إحصائي. كذلك تحديد متغيرات )عناصر( النظام المتمثلة في:

أو في وحدة الزمن،  arrivals numberعدد العملاء الذين يصلون للنظام  -أ
 interarrival timesتحديد الفترة الزمنية بين وصول عميلين على التوالي 

 )تيار المدخلات(،

في كل مركز خدمة، أو أزمنة خروج العملاء  service timesة العملاء أزمنة خدم -ب
 .)تيار المخرجات( المنتهي خدمتهم من النظام

 الدراسة الإحصائية الوصفية: المرحلة الثانية

 في هذه المرحلة يتم:

 تحديد الفترة الزمنية التي يتم فيها الدراسة وجمع البيانات. -1

 ت.تحديد حجم وأسلوب أختيار العينا -2

جمع البيانات عن المتغيرات السابق تحديدها في المرحلة الأولي والتي تمثل أهم  -3
 عينة أو أكثر. مشاهدات عناصر النظام من

وضع مثل المتوسط، المنوال، ... الخ، كذلك ممن البيانات يتم حساب مؤشرات ال -4
 ، كذلك حساب معاملاين، الانحراف المعياري، ... الخمؤشرات التشتت مثل التب

 .بالنسبة لكل متغير على حدة التفرطح والألتواء
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بالنسبة لكل متغير يتم إيجاد التوزيع التكراري والتوزيع التكراري النسبي ورسم  -5
 .وتحديد شكله بيانيا   التوزيع التكراري النسبي

 : الأختبارات اللامعلميةالمرحلة الثالثة

 ة الشروط التالية:تتطلب نماذج الصفوف السابق تقديمها في الأبواب السابق

كل متغير من المتغيرات مع الزمن محل الدراسة خلال فترة الدراسة. شرط أستقرار  -1
 لذلك لابد من أختبار هذه المتغيرات خلال الفترة من حيث الأستقرار.

المتغيرات عن بعضها البعض، وذلك يتطلب  )الأستقلال الإحصائي( أستقلالشرط  -2
 ضها البعض.أختبار أستقلال المتغيرات عن بع

شرط أستقلال المشاهدات بالنسبة للمتغير الواحد عن بعضها، وذلك يتطلب أختبار  -3
 أستقلال )أو عدم أرتباط( هذه المشاهدات مع بعضها.

، كما nonparametric testsيتم أستخدام الأختبارات اللامعلمية وفي هذه المرحلة 
سوف نوضح بعض الأختبارات اللامعلمية في الفصلين التاليين مع توضيح إجراء كل 

 أختبار من خلال بعض الأمثلة.

 : توفيق التوزيعات وأختبار جودة التوفيقالمرحلة الرابعة

في هذه المرحلة يتم توفيق التوزيع الأحتمالي الملائم لكل متغير من المتغيرات العشوائية 
توزيع. ويتطلب  لكل، كذلك أختبار جودة التوفيق )التي تمثل عناصر النظام(محل الدراسة

 ذلك الآتي:
( بالمرحلة الثانية يمكن أفتراض توزيع أحتمالي نظري ملائم للمتغير في 5من بند ) -1

 المجتمع المسحوب منه العينة.

معلمات التوزيع المفترض بأستخدام طرق التقدير الإحصائية لمعلمات تقدير  -2
أو طريقة المربعات الصغرى  moments methodزيع مثل طريقة العزوم التو 
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least square method  أو طريقة الأمكان الأكبرmaximum likelihood 

method ]7 [55, 23, . 

( 2(،)1أختبار جودة التوفيق التوزيع النظري السابق أفتراضه وتقدير معلماته في ) -3
 .goodness fit testsبأستخدام أحد أختبارات جودة التوفيق 

 ذج الصفوف: أختيار نماالمرحلة الخامسة

الممثل للنظام وفقا   queueing modelه المرحلة يتم تحديد نموذج الصف وفي هذ
لخصائص النظام )السابق دراستها في المرحلة الأولي( ووفقا  للتوزيعات الأحتمالية التي 

 تم توفيقها في المرحلة الرابعة.

نظمة الصفوف المعقدة والتي لا يتوافر فيها شروط نماذج الصفوف لأ أما بالنسبة 
السابق تقديمها في الأبواب السابقة، فإنه يتم دراستها بأستخدام الأساليب العددية. 

هذه الأساليب العددية من أهم  simulation techniquesوتعتبر أساليب المحاكاة 
عد التطور الكبير في الحاسبات التي تتناول أنظمة الصفوف المعقدة وبصفة خاصة ب

الآلية )أجهزة الكمبيوتر( حيث السعة الكبيرة في تخزين البيانات والقدرة الفائقة على 
نقدم أحد أساليب سوف عشر  الثانيالمعقدة. وفي الباب  إجراء العمليات الحسابية

 . ,62 ,64 ,82 ,100]12[حاكاة في دراسة بعض أنظمة الصفوف الم
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 Tests for Stationary                ( أختبارات الأستقرار     8-3)
 ،مع الزمن queueing processesيعتبر أفتراض أستقرار عمليات الصفوف 

السابق تقديمها في الأبواب السابقة شرط أساسي في بناء نماذج الصفوف المقدمة، حيث 
ة منها وهي عملية وصول العملاء يتطلب أستقرار عملية الصف أستقرار العمليات المكون

في مركز أو  service process، عملية خدمة العملاء arrivals processإلى النظام 
 أكثر من مراكز الخدمة، ... الخ.

معالجة شاملة لأختبارات  Cox and Lewisكل من قدم  1966في سنة 
مشاكل المرتبطة بها مشاكل الأستقرار للعمليات العشوائية وأعتبر أن أختبارات الأستقرار وال

في بعض العمليات العشوائية مثل أعداد العملاء حيث قد لا يتوافر  .[67 ,23]ة إحصائي
الذين يصلون إلى المطارات الجوية أو عدد مكالمات التليفون قد تكون عمليات غير مستقرة 

nonstationary processes .في بعض الفترات الزمنية 

ائية من حيث الأستقرار مع الزمن يمكن أستخدام أختبار العملية العشو ولأختبار 
Mann-Whitney-Wilcoxon test  ولإجراء هذا الأختبار يتم أخذ عينتين في فترتين

حيث يتم تقسيم الفترة الأولي إلى فترات جزئية عددها فترة زمنية،  tمختلفتين طول كل منها 
1n 7]98 ,3[ على النحو: 

]tt(],......,tt(],tt(],t0(
11 n1n32211   

وفي كل فترة جزئية يتم قياس قيمة المتغير العشوائي محل الدراسة، فكانت قيم المشاهدات 
 في هذه الفترات المتتالية على النحو:

1n321i XXXX ,.......,,,:X 

 بحيث: 2nبالمثل يتم تقسيم الفترة الثانية إلى فترات جزئية عددها 
]tt(],......,tt(],tt(],t0(

22 n1n32211   
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 وقياس قيم المشاهدات للمتغير في كل فترة جزئية متتالية على النحو:

2n321j y,........,y,y,y:y 

، iXوبأفتراض أن دالة التوزيع التراكمية للمتغير في المجتمع المسحوب منه العينة 
1n,...,2,1i   هيF مسحوب منه العينة ودالة التوزيع التراكمية الjy،2n,...,2,1j  

 في الخطوات التالية: )أختبار الأستقرار( فيتم إجراء الأختبار Gهي 

GF:H0   ( الفرض العدمي )العملية مستقرة(1)  

GF:H1   الفرض البديل )العملية غير مستقرة(       

 ترتيب مشاهدات العينتين على التوالي ترتيب تصاعدي.( 2)

 ( إعطاء رتبه لكل مشاهدة بالنسبة لكل عينة على حدة.3)

متغير عشوائي بتوقع  W)حيث  W( حساب مجموع رتب العينة الأولي وليكن يساوي 4)
W  وإنحراف معياريW) كذلك يتم حساب ،W  ،W :على النحو التالي 

(8.1                                         )
2

)1nn(n 211
W


 

(8.2                                  )
12

)1nn(nn 2121
W


 

10n,nوعندما  21   فإن المتغيرW وبالتالي: )الطبيعي( متغير المعتاديؤول إلى ال 

(8.3                                )
W

WW
Z




 

 .Zحيث يتم حساب 

يتم تحديد أستقرار ووفقاً لذلك  Zتحديد منطقة القبول ومناطق الرفض، ووفقاً لقيمة ( 5)
 أو عدم أستقرار العملية )المتغير( خلال فترة زمنية معينة.
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 لي سوف نوضح خطوات إجراء الأختبار من خلال المثال التالي.وفيما ي

: يرغب أحد البنوك التجارية في معرفة هل عدد العملاء الذين يصلون إلى (1-8مثال )
 أسابيع عمل( متغير عشوائي مستقر أم لا. 3يوم عمل ) 15البنك في يوم العمل خلال فترة 

 15لعملاء الذين يصلون إلى البنك يومياً خلال فترة من عدد ا Aقام البنك بأخذ عينة لذلك 
 3من أعداد العملاء الذين يصلون إلى البنك يومياً خلال  Bيوم عمل، كذلك أخذ عينة 

 موضح بالجدول التالي.ال فكانت على النحو أسابيع أخري 

 A,B(: يوضح أعداد العملاء في يوم العمل في العينتين 1-8جدول )
مشاهدات 

 Bالعينة 

شاهدات م
 Aالعينة 

رقم يوم 
 العمل

مشاهدات 
 Bالعينة 

مشاهدات 
 Aالعينة 

رقم يوم 
 العمل

118 253 9 1681 100 1 
911 205 10 65 475 2 
420 320 11 101 605 3 
115 420 12 739 186 4 
201 18 13 243 391 5 
52 320 14 631 402 6 

300 125 15 311 21 7 
   152 475 8 

1015nnهنا نجد أن  21   ويمكن إجراء أختبار-Whitney-Mann

Wilcoxon test .على النحو التالي 

تشير إلى دالة التوزيع التراكمية للمتغير الذي يمثل عدد العملاء في  Fأن إذا فرضنا 
تشير إلى دالة التوزيع التراكمية لعدد العملاء في يوم  A ،Gالمجتمع المسحوب منه العينة 

 . نتبع الخطوات التالية:Bفي المجتمع المسحوب منه العينة العمل 

GF:H0  )أستقرار المتغير في الفترتين( ( الفرض العدمي1  

GF:H1 )عدم أستقرار المتغير في الفترتين(  الفرض البديل      
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ي، ثم إعطاء رتبة لكل ترتيب المشاهدات في العينتين على التوالي ترتيب تصاعد( 2
 مشاهدة بالنسبة لكل عينة كما هو موضح في الجدول التالي.

 W(: لتحديد قيمة الإحصاء 2-8جدول )

(5) (4) (3) (2) (1) 
رتب مشاهدات 

 Bالعينة 
رتب مشاهدات 

 Aالعينة 

الرتب 
ranks 

تحديد العينة 
 المناظرة

عدد العملاء في اليوم في 
 العينتين مرتبة تصاعدياً 

 1 1 A 18 

 2 2 A 21 
3  3 B 52 
4  4 B 65 
 5 5 A 100 

6  6 B 101 
7  7 B 115 
8  8 B 118 
 9 9 A 125 

10  10 B 152 
 11 11 A 186 

12  12 B 201 
 13 13 A 205 

14  14 B 243 
 15 15 A 253 

16  16 B 300 
17  17 B 311 
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(2-8تابع جدول )  
 18.5 18.5 A 320 
 18.5 18.5 A 320 
 20 20 A 391 
 21 21 A 402 
 22.5 22.5 A 420 

22.5  22.5 B 420 
 24.5 24.5 A 475 
 24.5 24.5 A 475 
 26 26 A 605 

27  27 B 631 
28  28 B 739 
29  29 B 911 
30  30 B 1681 

 W=231.5    

 ( نجد أن:8.1),(8.2( من المعادلتين )3

5.232
2

)31(15

2

)11515(15

2

)1nn(n 211
W 





 







 11.24
12

)31(1515

12

)1nn(nn 2121
W 

                   042.0
11.24

5.2325.231W
Z

W

W 






 
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 (: يوضح منطقة القبول ومناطق الرفض1-8شكل )

 

بالتالي يمكن قبول الفرض القائل بأستقرار  تقع في منطقة القبول،المحسوبة  Zوبما أن ( 4
 .%95ل الفترة محل الدراسة وذلك بدرجة ثقة عملية وصول العملاء إلى البنك خلا 

 

 

 

 

 قبول

025.02/  

 رفض

                    -1.96               0                1.96                    Z 

025.02/  

 رفض

-0.042 
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 Tests for Independence            ( أختبارات الأستقلال     8-4)
كذلك من أهم الفروض التي بنيت عليها نماذج الصفوف السابق تناولها في 

 الأبواب السابقة:
فرض أستقلال المتغيرات التي تمثل عناصر النظام عن بعضها مثل المتغير الذي  -1

ظام والمتغير الذي يمثل أزمنة خدمة يمثل أعداد العملاء الذين يصلون إلى الن
 ز الخدمة، ....... الخ.مركالعملاء في 

مشاهدات المتغير الواحد خلال فترة زمنية معينة  (أستقلال)أو  عدم أرتباط فرض -2
 عن بعضها.

أستخدام الأختبارات اللامعلمية لأختبار أستقلال المتغيرات عن بعضها مثل ويمكن 
تقلال المشاهدات عن بعضها مثل أختبار الأرتباط الذاتي للرتب، أو أس ار سبيرمانأختب

 لدربن واتسون.

 Sperman's Rank-correlation( أختبار سبيرمان للرتب 8-4-1)

مختلفين، والمطلوب أختبار عدم متغيران عشوائيين من مجتمعين  y,Xإذا فرضنا أن 
، ρوذلك من خلال أختبار معامل الأرتباط بينهما  y,Xالمتغيران  )أو أرتباط( أستقلال

 .بين المتغيرين في المجتمعين المسحوبان منهما العينتين يمثل معامل الأرتباط ρحيث 

 ولتكونا: فإذا تم سحب عينتين من المتغيران
n321 XXXX ,.......,,,:X 

n321 y,........,y,y,y:y 

 ρ̂حيث  ρ̂ وسوف نشير له بالرمزوتم حساب معامل الأرتباط بين مشاهدات العينتين 
ويمكن إجراء خطوات  يمثل متغير عشوائي. ρ̂، كذلك ρيعتبر تقدير لمعامل الأرتباط 

 ر سبيرمان للرتب على النحو التالي:أختبا
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H0:0   ( الفرض العدمي )لا يوجد أرتباط( 1) ρ 

H1:0    الفرض البديل )يوجد أرتباط(      ρ 

jj( ترتيب 2) y,X  تصاعدياً فيصبح لدينا المشاهدات المرتبة\\
ii y , X. 

 idنوجد الفرق ( 3)

(8.4                     )                           \\
iii y  d X  

 على النحو التالي: ρ̂ثم نقوم بحساب معامل أرتباط الرتب 

(8.5              )                           
)1n(n

d 6

1ˆ
2

n

1i

2

i





ρ 

 :على النحو ρ̂، وإنحراف معياري ρ̂متغير عشوائي بتوقع  ρ̂حيث 

(8.6        )                  
1n

1
ˆ


ρ     ,     0ˆ  ρ 

10nوعندما تكون    فإنρ̂  المتغير  المعتاد وبالتالي فإنالمتغير يؤول إلىZ حيث: 

(8.7                 )               
)1n/(1

ˆˆ
Z

ˆ

ˆ









ρ-ρ

ρ

ρ 

 متغير يؤول إلى المعتاد القياسي.

د تقع في مناطق الرفض فهذا يعني وجو  Zكانت (، إذا 1( وعند درجة الثقة )4)
 y,Xأي عدم الأستقلال بينهما، فيما عدا ذلك يمكن القول أن  y,Xأرتباط بين 

 (.1بدرجة ثقة ) )أو مستقلين( غير مرتبطين

 وفيما يلي سوف نوضح خطوات إجراء الأختبار من خلال المثال التالي.
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الفترات الزمنية بين وصول  طول المراكز الخدمية أخذت عينة من في أحد: (2-8مثال )
أخذت عينة من أزمنة خدمة العملاء في المركز ، كذلك iX عميلين على التوالي بالدقائق

 أيضاً فكانت على النحو التالي: jy بالدقائق

   12,14,8,10,11,8,10,17,12,10,15,12iX  
12,10,10,15,17,13,12,14,15,10,18,16y j  

 Xبأستقلال الفترات الزمنية بين وصول عميلين على التواليوالمطلوب أختبار الفرض القائل 
 .%95وذلك بدرجة ثقة  yوأزمنة خدمة العملاء 

H0:0   الفرض العدمي )عدم وجود أرتباط(  -1: الحل ρ 

H1:0    الفرض البديل )وجود أرتباط(             ρ 

\\نحسب كل من  -2
ii y , X  ثمid .كما هو موضح في الجدول التالي 

 id(: لحساب المتغير 3-8جدول )
2

id id \
iy \

iX jy jX 
4 -2 10 8 16 12 

4 -2 10 8 18 15 
0 0 10 10 10 10 
4 -2 12 10 15 12 
4 -2 12 10 14 17 
4 -2 13 11 12 10 
9 -3 14 12 13 8 
9 -3 15 12 17 11 
9 -3 15 12 15 10 
4 -2 16 14 10 8 
4 -2 17 15 10 14 
1 -1 18 17 12 12 

70d
2

i        
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10nوبما أن  -3 :بالتالي فإن ، 

756.0
)1144(12

)70(6
1

)1n(n

d 6

1ˆ
2

n

1i

2

i










ρ 







 091.0
112

1

1n

12

ρ̂     ,     0ˆ  ρ 

51.2
091.0

756.0

)1n/(1

ˆˆ
Z

ˆ

ˆ










ρ-ρ

ρ

ρ 

 (: يوضح منطقة القبول ومناطق الرفض2-8شكل )

 

الفرض العدمي ونقبل الفرض البديل  ض، بالتالي نرفضتقع في منطقة الرف Zوبما أن  -4
 .%95بدرجة ثقة  y,Xالقائل بوجود أرتباط )أي عدم أستقلال( بين المتغيران 

 المشاهدات )أو عدم أرتباط( ( أستقلال8-4-2)
كما ذكرنا سابقاً أن بناء نموذج الصفوف يتم تحت أفتراض أن مشاهدات المتغير 

عن بعضها، أو بعبارة أخرى عدم وجود أرتباط ذاتي  (مستقلة) غير مرتبطة الواحد تكون 
auto-correlation  أو(serial correlation بين المشاهدات خلال فترة زمنية )

ر وجود أرتباط ذاتي بين المشاهدات في فترات زمنية ويوجد أختبارات متعددة لأختبا. معينة
 .[42] جزئية متتالية

                    -1.96                0                1.96        Z=2.51   Z 
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لأختبار  Durbin-Watson testسوف نقدم أختبار داربن واتسون وفيما يلي 
 وجود أرتباط ذاتي )أي عدم أستقلال المشاهدات عن بعضها( أو خلاف ذلك.

غير الواحد خلال فترة بين مشاهدات المت الذاتي تشير إلى الأرتباط Rإذا فرضنا أن 
]tt[زمنية معينة، وخلال فترة زمنية جزئية ولتكن  n0   أخذت المشاهدات في الفترات

 الجزئية المتتالية:
]tt(.....,],........tt(],tt[ n1n2110   

 على النحو التالي:
n1ii21 XXXXX ....,,.........,.,,.........,  

معامل الأرتباط الذاتي في  R̂ (R̂( المرتبط بـ DWويتم حساب المقياس )الإحصاء( )
 ]7[45 ,إجراء الأختبار على النحو التالي ، ويتم العينة(

0R:H0   ( الفرض العدمي )عدم وجود أرتباط ذاتي( 1)  

0R:H1    الفرض البديل )وجود أرتباط ذاتي(       

 ( على النحو التالي:DWمقياس )نحسب ال( 2)

(8.8  )  4DW0       ,          

)(

DW
n

1i

2

i

n

1i

2

1ii

X

XX

















 

وحجم  عند مستوي معنوية  Watson-Durbinمن جدول التوزيع الأحتمالي لـ  (3)
21نوجد الحدين ، nالعينة  d,d  ثم نحدد مناطق الرفض والقبول كما هو موضح

 بالشكل التالي.

 ( ممكن أن تقع في أحدى المناطق التالية:DWحيث أن قيمة )

 ( بحيث:DWإذا كانت قيمة ) -1
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(8.9                           )4DWd4 1  
 أو
(8.10                              )1dDW0  

سالب )أو بعبارة أخري فهذا يعني رفض الفرض العدمي أي وجود أرتباط ذاتي موجب أو 
 عدم أستقلال المشاهدات عن بعضها(.

 إذا كانت -2

(8.11                         )22 d4DWd  

 فهذا يعني عدم وجود أرتباط ذاتي، وبالتالي قبول الفرض العدمي.

 أما إذا كان -3
(8.12                             )21 dDWd  
 وأ
(8.13                    )12 d4DWd4  

فهذا يعني عدم كفاية البيانات لتحديد هل هناك أرتباط ذاتي أم لا. وفي هذه الحالة يجب 
 أخذ فترة زمنية أطول وزيادة حجم العينة.

 (: يوضح مناطق أتخاذ القرار3-8شكل )

 

قرار 

غير 

 محدد

قرار 

غير 

 محدد

 قبول

 رفض

0                       d1      d2        2       4-d2   4-d1              DW  4 

لا  فضر

يوجد 

 أرتباط

لا 

يوجد 

 أرتباط
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لأزمنة الخدمة في أحد المراكز الخدمية تم ي مشاهدات متتالية فيما يل: (3-8مثال )
 فكانت على النحو التالي:على التوالي دقائق  4 تسجيلها كل

4.0, 3.9, 3.5, 3.1, 3.0, 2.9, 2.5, 2.2, 2.3, 2.5, 2.0, :jX 

       3.1 3.5, 3.9, 3.7,  

ذاتي بين مشاهدات العينة بأستخدام أختبار داربن  أختبر الفرض القائل بعدم وجود أرتباط
 .%95واتسون عند درجة ثقة 

0R:H0   الفرض العدمي )عدم وجود أرتباط(  -1: الحل  
0R:H1    الفرض البديل )وجود أرتباط(              

 نكون الجدول التالي. -2
 DW:يوضح خطوات حساب (4-8جدول )

2

jX 2

1jj )( XX  1jj XX  jX 
4 ------ ------ 2.0 

6.25 0.25 0.5 2.5 
5.29 0.04 -0.2 2.3 
4.84 0.01 -0.1 2.2 
6.25 0.09 0.3 2.5 
8.41 0.16 0.4 2.9 
9.0 0.01 0.1 3.0 
9.61 0.01 0.1 3.1 

12.25 0.16 0.4 3.5 
15.21 0.16 0.4 3.9 
16.0 0.01 0.1 4.0 

13.69 0.09 -0.3 3.7 
15.21 0.04 0.2 3.9 
12.25 0.16 -0.4 3.5 
9.61 0.16 -0.4 3.1 

87.147
2

jX   35.1)(
2

1jj XX     
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009.0
87.147

35.1
)(

DW
n

1j

2

j

n

1j

2

1jj

X

XX

















 

15nوحجم العينة  %5عند مستوى معنوية  -3 داربن واتسون  توزيع ، من جدول 
 نجد أن: (5)بملحق رقم 

36.1d2   ,  08.1d1  

 نحدد مناطق الرفض والقبول كما هو في الشكل التالي. -4

 (: يوضح مناطق رفض الفرض العدمي4-8شكل )

 

ي منطقة الرفض، إذاً نرفض الفرض العدمي القائل بعدم وجود أرتباط ( تقع فDWوبما أن )
، أي يوجد )أو بعبارة أخري عدم أستقلال المشاهدات عن بعضها( ذاتي بين قيم المشاهدات

 .%95أرتباط بين المشاهدات وذلك بدرجة ثقة 

 

 رفض

025.02/  

 قبول

 رفض

025.02/  

 DW=0.009    1.08     1.36     2     2.64     2.92 
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 جودة التوفيق ات( توفيق التوزيعات وأختبار 8-5)

Fitting Distributions and Goodness of Fitting Tests  
 queueing(، نجد أن المرحلة الرابعة في بناء نموذج الصفوف 2-8من الفصل )

model :عبارة عن كيفية توفيق )تقدير( التوزيعات الأحتمالية للمتغيرات في النظام مثل ،
أو الفترة الزمنية  arrivals numberملاء الذين يصلون للنظام في وحدة الزمن عدد الع

 service، أو فترة خدمة العميل interarrival timeبين وصول عميلين على التوالي 

time .في كل مركز خدمة داخل النظام 

ية لتالثم أختبار جودة التوفيق نتبع الخطوات ا معين ولتوفيق التوزيع الأحتمالي لمتغير
, 45, 65, 80] 7[: 

(، من بيانات العينة للمتغير محل 2-8) ( في المرحلة الثانية بالفصل5من بند ) (1
إيجاد التوزيع التكراري النسبي ورسمه بيانياً، ومن الشكل يمكن الدراسة يتم 

أفتراض التوزيع الأحتمالي النظري المناسب المناظر للتوزيع الأحتمالي للمتغير في 
 لمسحوب منه العينة، كما سوف نوضح ذلك من خلال الأمثلة التالية.المجتمع ا

: في حالة عدم إمكانية أفتراض توزيع أحتمالي نظري مناسب يتم زيادة ملحوظة
حجم العينة ثم رسم المنحني التكراري النسبي وبأستخدامه يمكن أفتراض توزيع 

 نظري معين مناسب.

ري يتم تقدير معلمات التوزيع الأحتمالي شكل التوزيع الأحتمالي النظبعد أفتراض  (2
المفترض بأستخدام بيانات العينة بأستخدام أحد طرق التقدير الأحتمالي مثل 

 leastأو طريقة المربعات الصغرى  moments methodطريقة العزوم 

square method  أو طريقة الإمكان الأعظمmaximum likelihood 

method ]7[65, . 
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النموذج المفترض، وعند درجة ثقة )أو مستوي معنوية معين(  تقدير معلماتبعد  (3
يتم أختبار جودة توفيق النموذج بأحد الأختبارات لجودة التوفيق، وتوجد أختبارات 

 :ومنهامتعددة 

 2أختبار كا                                  square test-chi 

   أختبار كولموجروف سيمرنوفKolmogrov-Simrnov test 

 ي هذا الفصل سوف نقدم الأختبارين أعلاه.وف

تم قبول التوزيع الأحتمالي المفترض بالنسبة لكل متغير من متغيرات النظام  إذا (4
نموذج الصفوف وفقاً  اختيارمحل الدراسة، فإنه يتم أستخدام هذه التوزيعات في 

 لخصائص النظام.

يرات، فإنه يتم أخذ عينة المقدر لأحد المتغأما إذا تم عدم قبول التوزيع الأحتمالي 
 (.3-(1أخري من مشاهدات المتغير بحجم أكبر ويتم إعادة الخطوات من 

نوضح الخطوات السابقة في الفصل التالي من خلال دراسة الحالة التي سوف يتم وسوف 
 تقديمها.

 (2) 2( أختبار كا8-5-1)
50nبحيث  nعينة حجم ال أن تكون  2أستخدام أختبار كايشترط    مفردة، كذلك

5ifبحيث  ifأن تكون عدد المفردات المناظرة لكل فئة    مفردات. ويستخدم هذا
الأختبار لأختبار هل التوزيع الأحتمالي للمتغير في المجتمع المسحوب منه العينة متوافق 

 درجة ثقة معينة.بحتمالي الذي تم توفيقه مع التوزيع الأ

F)(فإذا فرضنا أن  X  تشير إلى دالة التوزيع التراكمية للمتغير في المجتمع
F)(المسحوب منه العينة، وأن  X0  هي الدالة التراكمية للتوزيع الذي تم توفيقه، وأنiX 

k,...,2,1iحيث  iتكرار الفئة  if، (i)أو قيمة المشاهدة  iمركز الفئة  تشير إلى . 
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بأستخدام التوزيع  iتشير إلى التكرار المتوقع للفئة  /ifكذلك إذا فرضنا أن 
 المفترض، أو بعبارة أخرى:

(8.14           )                           )f)((Pf
k

1i

iiri XX 


/ 

 ولإجراء الأختبار نتبع الخطوات التالية:

F:H)(F)(    ( الفرض العدمي 1) XX 00  

 التوزيع النظري المقدر يتفق مع التوزيع الأحتمالي للمتغير في المجتمع )التوفيق جيد(    

F:H)(F)(    الفرض البديل      XX 01  

 ع المقدر لا يتوافق مع توزيع المتغير في المجتمع )التوفيق ردئ(التوزي    

 على النحو التالي: 2( نحسب مقياس الأختبار )الإحصاء( 2)

(8.15                    )                         





k

1i i

2

ii2

f

ff )(
/

/

 

 حيث: hبدرجات حرية  2يع كايتبع توز  2المتغير حيث 

 hعدد الفئات =  -1                             (                  8.16)

 hعند درجات حرية (( 3)ملحق ) 2نوجد من جدول  ( وعند مستوي معنوية 3)
2 د الحدينيتم تحدي ومستوي المعنوية 

2

2

1 , كما هو موضح في الشكل التالي 

( تقع في منطقة القبول، نقبل 8.15التي تم حسابها في المعادلة ) 2( إذا كانت 4)
 ( ويعتبر التوفيق جيد.1الفرض العدمي بدرجة ثقة )

 .[7]ل المثال التالي وسوف نوضح الخطوات أعلاه من خلا 

 



 

 
 

 يق التوزيعات وأختبارات جودة التوفيق                            الباب الثامن: دراسة حالة( توف8-5)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 232 - 

 (: يوضح مناطق الرفض والقبول5-8شكل )

 

أسرة حسب عدد الأطفال في الأسرة الواحدة  200: الجدول التالي يوضح توزيع (4-8مثال )
 في أحدي المجتمعات العمرانية الحديثة.

 اري لعدد الأطفال في الأسرة(: التوزيع التكر 4-8جدول )

 0 1 2 3 4 المجموع
عدد الأطفال في 
 الأسرة الواحدة

200 16 32 70 51 31 
عدد الأسر 

(if) 

 أوجد التوزيع التكراري النسبي لعدد الأطفال في الأسرة ثم وضح ذلك بيانياً.( 1: )المطلوب
ع نظري مناسب ثم بأستخدام طريقة العزوم (، أفترض توزي1( من الشكل البياني في )2)

 .التوزيعقدر معلمات 
أختبر الفرض القائل بان التوزيع الأحتمالي لجودة التوفيق  2( بأستخدام أختبار كا3)

لعدد الأطفال في الأسرة الواحدة في المجتمع المسحوب منه العينة متوافق مع 
 .%95( عند درجة ثقة 2التوزيع المقدر في )

 منطقة 

 رفض

 

2/ 

    2

1                                      2

2                                  2  

f(
2 ) 

0 

 رفضمنطقة 
 

2/ 

 طقة  قبولمن
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 فيما يلي التوزيع التكراري النسبي والشكل البياني للتوزيع النسبي -1: الحل

 (: يوضح التوزيع النسبي لعدد الأطفال في الأسرة5-8جدول )

 0 1 2 3 4 المجموع
عدد الأطفال في 

 iXالأسرة 
 التكرار النسبي 0.155 0.255 0.35 0.16 0.08 1.00

 النسبي لعدد الأطفال في الأسرة(: يوضح التوزيع 6-8شكل )

 

في المجتمع المسحوب  iXمن الشكل يمكن أفتراض أن التوزيع الأحتمالي للمتغير 
 بحيث:منه العينة يتبع توزيع ذات الحدين 

0,1,2,3,4    ,     )P1()P()( i

XnXn

Xir XX ii

i
CP X 

 

np)(Eوبما أن  -2 X   بأستخدام طريقة العزوم يمكن إيجاد تقدير المعلمةP  وسوف
 حيث: P̂نشير له بالرمز 

P̂nX
i

ii

f

fX



 

0.08 

0.16 

0.35 

0.255 

0.155 

    0              1              2              3              4          
iX  

التكرار 

 النسبي
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             44.0439.0P̂P̂4755.1  
 نكون الجدول التالي 2 ثم حساب المقياس /fولحساب التكرارات المتوقعة  -3

 2: يوضح خطوات حساب (6-8جدول )

i

2

ii

f

ff )(
/

/ 
ii ff /  iiri fPf )(X

/ )( ir XP if iX 

6.54 11.34 19.66 0.0983 31 0 
1.88 -10.8 61.8 0.309 51 1 
0.093 -2.8 75.8 0.364 70 2 
1.006 -6.2 38.2 0.191 32 3 
9.284 8.4 7.6 0.038 16 4 
18.803   00.1  200  

 :نجد أن أعلاه من الجدول

803.18
)(k

1i i

2

ii2

f

ff



 


/

/

 

 (: يوضح مناطق القبول والرفض7-8شكل )

 

025.0

2/ 
 

   484.0
2

1               14.11
2

2               18.803           2  

f(
2 ) 

0 

025.02/  

 منطقة  قبول
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484.0  ,  14.11( نجد أن 3)بملحق رقم  2من جدول توزيع كا -4
2

2

2

1  عند 
05.0  415ودرجات حريةh  

، لذلك نرفض الفرض العدمي القائل الرفضتقع في منطقة  2 من الشكل نجد أن
لعدد الأطفال في الأسرة توفيق جيد لتوزيع عدد الأطفال في  المقدر بأن التوزيع الأحتمالي

 الأسرة الواحدة في المجتمع المسحوب منه العينة.

إعادة نقوم بمفردة، ثم  300مفردة إلى  200بزيادة حجم العينة من لذلك نقوم 
فيما يلي التوزيع التكراري والتكراري النسبي في العينة  حو التالي.الخطوات السابقة على الن

300nبحجم   

 (: يوضح التوزيع التكراري النسبي7-8جدول )
 iX 0 1 2 3 4 المجموع

300 15 65 110 85 25 (if) 
 التكرار النسبي 0.0833 0.2833 0.3667 0.2167 0.0500 1.00

 (: يوضح التوزيع التكراري النسبي8-8شكل )

 

0.050 

0.2167 

0.3667 

0.2833 

0.0833 

    0              1              2              3              4          
iX  

التكرار 

 النسبي

 

0.40 

 

0.30 

 

0.20 

 

0.10 

 

0 
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بـ  يتبع توزيع ذات الحدين iXمن الشكل يمكن أفتراض أن التوزيع الأحتمالي لـ 
4n  ،P :بحيث 

45.0P̂84.1XP̂n
i

ii

f

fX



 

 ثم نكون الجدول التالي
 2: يوضح حساب (8-8جدول )

i

2

ii

f

ff )(
/

/ 
if/ )( ir XP if iX 

0.22 27.45 0.0915 25 0 
0.511 71.85 0.2995 85 1 

0 110.1 0.3675 110 2 
0.4077 60.06 0.2002 65 3 
0.605 12.3 0.0410 15 4 

1.7437  00.1  300  

تقع في منطقة القبول، إذن نقبل الفرض  2نجد أن  ،%95وعند درجة ثقة 
 العدمي القائل بأن التوزيع الأحتمالي:

0,1,2,3,4    ,     )55.0()45.0()( X
X4X4

Xr CP X   

بدرجة  توفيق جيد لتوزيع عدد الأطفال في الأسرة الواحدة في المجتمع المسحوب منه العينة
 .%95ثقة 

 Kolmogrov-Simrnov test( أختبار كولموجروف سيمرنوف 8-5-2)

 nلجودة التوفيق يتطلب أن يكون حجم العينة  2كما ذكرنا سابقاً أن أختبار كا
50nبحيث   مفردات. وفي حالة  5يجب أن يزيد عن ، كذلك عدد التكرارات في كل فئة
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أستخدام أختبار لامعلمي مثل أختبار  واحد على الأقل من هذين الشرطين يمكن عدم توافر
 كولموجروف سيمرنوف.

F)(فإذا فرضنا أن  X المجتمع  في للمتغير تشير إلى دالة التوزيع التراكمية
F)(المسحوب منه العينة، كذلك  Xe  إلى الدالة التراكمية للتوزيع النظري المفترض، تشير

F̂)(كذلك  X  إلى التكرارات النسبية التراكمية من بيانات العينة. وفيما يلي خطوات تشير
 الأختبار.

F:H)(F)(    ( الفرض العدمي 1 XX e0  
الأحتمالي توزيع الالتوزيع الأحتمالي النظري المفترض يتفق مع 

 لمتغير في المجتمع المسحوب منه العينة )التوفيق جيد(ل

F:H)(F)(     الفرض البديل     XX e1  
الأحتمالي توزيع الالتوزيع الأحتمالي النظري المفترض لا يتفق مع 

 لعينة )التوفيق رديء(لمتغير في المجتمع المسحوب منه ال

(، نوجد التكرارات iX)أو القيمة  iXالفئة هي التكرار المناظر لمركز  if( إذا فرضنا أن 2
F̂)(النسبية التراكمية  X التراكمية ، كذلك نحسب التكرارات)(F Xe  بأستخدام التوزيع
 النظري المفترض.

 حيث: K( نحسب المقياس )الإحصاء( 3
(8.17     )                                )(F)(F̂.MaxK XX e 

وحجم العينة  ( عند مستوي معنوية 4
i

ifn  نوجد القيمة الحرجة
nK  من جدول

K ،( ثم نقارن بين 4رقم )توزيع كولموجروف سيمرنوف بملحق 
nK :فإذا كان 

(8.18            )                        nKK 
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. وسوف نوضح الخطوات ،nنقبل الفرض العدمي، وغير ذلك نرفض الفرض العدمي عند
 أعلاه من خلال المثال التالي.

: فيما يلي بيانات عدد أعداد المرضى الذين يصلون إلى أحدي العيادات بأحد (5-8مثال )
 ساعة متتالية. 30المراكز الطبية خلال ساعة فترة 

 (: التوزيع التكراري لعدد المرضي في الساعة9-8جدول )

 0 1 2 3 4 5 المجموع
 عدد المرضى خلال

 (iXالساعة )
 (if)عدد الساعات  0 1 5 8 10 6 30

 وفق توزيع أحتمالي مناسب لعدد المرضى الذين يصلون إلى العيادة خلال الساعة.

 نرسم شكل التوزيع النسبي.نوجد التوزيع التكراري النسبي ثم : الحل

 ح التوزيع التكراري النسبي(: يوض9-8شكل )

 

0.200 

0.333 

0.267 

0.1667 

0.0 

0.033 

كرار الت

 النسبي

0.3 

 

 

0.2 

 

 

0.1 

 

 

0 
    0            1            2            3            4            5         

iX  
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F̂)(التكراري النسبي كذلك التوزيع النسبي التراكمي والجدول التالي يوضح التوزيع  X ،
ستخدام طريقة العزوم وبأ ومن الرسم يتضح أنه يمكن أفتراض توزيع بواسون بتوقع 

 :للتقدير نجد أن

5.3X)(E
i

ii

f

fX
X 


 

 K: يوضح حساب المقياس (10-8جدول )

(7) (6) (5) (4) (3) (2) (1) 

|)(F)(F̂| XeiX  )(F Xe )(X0f )(F̂ iX 
التكرار 
 if iX النسبي

0.030 0.030 0.0302 0 0 0 0 
0.1032 0.1362 0.106 0.033 0.033 1 1 
0.1212 0.3212 0.185 0.200 0.167 5 2 
0.0702 0.5372 0.216 0.467 0.267 8 3 
0.0738 0.7262 0.189 0.800 0.333 10 4 

0.1416 0.8584 0.1322 1.000 0.200 6 5 
  1  1 30  

 من الجدول أعلاه نجد أن:
1212.0K  

05.0 ،30n( نجد أنه عند 4ملحق )ومن    21756.0نجد أنK
)05.0(

30  
 بالتالي فإن:

 nK1212.0K 

توفيق جيد  5.3اسون بمعلمة العدمي القائل بأن توزيع بو بالتالي نقبل الفرض 
 .للتوزيع الأحتمالي للمتغير في المجتمع المسحوب منه العينة
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 من دالة الأحتمال X0f)(: حيث تم حساب ملحوظة







0,1,2,....   ,       
!  

)5.3(

!  
)( X

X

X5.3

X

X ee
f X0 

                  0,1,2,....   ,       
!  t

)5.3(
)( X

t5.3X

0t

e

e
f X 




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 Case Study           ( دراسة حالة                          8-6)
نقدم دراسة حالة لأحد مراكز الأشعة المقطعية بأحدي  سوف في هذا الفصل

 وترغب إدارة المركز في:  المحافظات حيث يشتمل على جهاز واحد للأشعة.

قع للعملاء المترددين تقديم دراسة كمية لنظام العمل في المركز من حيث العدد المتو  -1
 .. الخ.لزمن المتوقع لأنتظار العميل،اعلى المركز، زمن خدمة العميل على الجهاز، 

 وضع نموذج صف مناسب يمثل النظام. -2
 كفاءة النظام بأستخدام النموذج المقترح.أشتقاق مؤشرات  -3
 تقديم تقرير عن العمل بالمركز لمتخذ القرار في المركز. -4

لإدارة قسم الإحصاء والمتابعة والتخطيط بجمع وتحليل البيانات، ثم بناء نموذج لذلك كلفت ا
 ولتحقيق هذه الأهداف تم أتباع ما يلي: صف مناسب ومنه أشتقاق مؤشرات كفاءة النظام.

توزيع  تقدير التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء الذين يصلون إلى المركز، كذلك تقدير: أولا 
 من خلال المراحل التالية.لك وذزمن خدمة العميل 

 نظام الخدمة يتكون من مركز خدمة واحد )جهاز الأشعة(. -1: المرحلة الأولي
أيام في الأسبوع، وبالتالي فإن  5ساعة عمل في اليوم ويعمل  12يعمل المركز  -2

 ساعة عمل في الشهر. 240المركز يعمل 
تهم على الجهاز وفقاا من يصل العملاء إلى المركز مستقلين عن بعض ويتم خدم -3

يترك المريض المركز فور انتهاء خدمته وبعد أنتهاء خدمته  –يأتي أولا يخدم أولا 
 على الجهاز.

 240بشهر عمل أي  ولتكن تم تحديد فترة الدراسةيوفي هذه المرحلة  -1: المرحلة الثانية
 تم جمع البيانات عن:يساعة عمل، وخلال هذه الفترة 
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وسوف نشير إلى  المرضي( الذين يصلون إلى المركز خلال الساعةعدد العملاء ) -أ
 (،X) هذا المتغير بالرمز

 (.y)وسوف نشير لهذا المتغير بالرمز  المريض على الجهاز بالدقائقزمن خدمة  -ب

ساعة عمل  120طبقية حجم كل منها العشوائية العينات ال منأو أكثر تم أخذ عينة ي -2
 أكثر ملائمة في هذه الحالة(.)حيث تعتبر العينة الطبقية 

من بيانات العينة يتم تكوين جدول توزيع تكراري لعدد العملاء في الساعة الواحدة كما  -3
 هو موضح بالجدول التالي.

 (: التوزيع التكراري لعدد المرضي الذين يصلون إلى المركز خلال الساعة11-8جدول )

 0 1 2 3 4 5 6 7 المجموع
عدد العملاء في 

 (Xة )الساع
120if  2 4 4 12 22 34 30 12  عدد الساعاتif 

كما هو  المناظر من الجدول أعلاه نوجد التوزيع التكراري النسبي ونرسم التكرار النسبي
 موضح في الجدول والشكل التالي.

 (: التكرار النسبي لعدد العملاء في الساعة10-8جدول )
 if/ Xار النسبي التكر 

0.100 0 
0.250 1 
0.280 2 
0.180 3 

0.100 4 
0.030 5 
0.010 6 
0.005 8 

0.003 8 

00.1   if/  
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 ( التوزيع التكراري النسبي لعدد العملاء في الساعة12-8شكل )

 

( yمن بيانات العينة يتم تكوين التوزيع التكراري لزمن خدمة المريض على الجهاز ) -4
 بالدقائق كما هو موضح بالجدول التالي.

 (: التوزيع التكراري لزمن خدمة المريض على الجهاز بالدقائق11-8جدول )

 -0 -5 -10 -15 -20 -25 35-30 المجموع
ق المدة بالدقائ

(y) 

300jf  2 5 10 28 60 75 120 
عدد المرضي 

(jf) 

كما  المناظر ومن الجدول أعلاه نوجد التوزيع التكراري النسبي والمنحني التكراري النسبي
 (.13-8( وشكل )11-8هو موضح بجدول )

خلال فترة الدراسة  y,Xن المتغيرين إجراء أختبارات الأستقرار لكل م -1: المرحلة الثالثة
 .((3-8)أنظر الفصل )Mann-Whitney-Wilcoxon testبأستخدام أختبار

0.005 0.003 
0.01 

0.03 

0.10 

0.18 

0.28 

0.25 

0.10 

if/  
 

0.3 

 

 

0.2 

 

 

0.1 

 

 

0 
    0       1       2       3       4       5       6       7       8        

iX  
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 وضح التوزيع التكراري النسبي لزمن خدمة العميل بالدقائق(: ي12-8جدول )

 بالدقائق yالفئات لـ  jfعدد المرضي  jyمراكز الفئات  /ifالتكرار النسبي 
0.533 2.5 160 0- 

0.2133 7.5 64 5- 
0.1667 12.5 35 10- 
0.067 17.5 20 15- 

0.0333 22.5 10 20- 
0.020 27.5 6 25- 

0.0167 32.5 5 30-35 
  300  

 ميل(: يوضح التوزيع التكراري النسبي لزمن خدمة الع13-8شكل )

 
( يمكن أفتراض أن عدد العملاء الذين يصلون 12-8من الشكل ) -1: الرابعةالمرحلة 

 ، وبدالة أحتمال:إلى المركز خلال ساعة يتبع توزيع بواسون بمعلمة 

    0-      5-      10-     15-      20-     25-     30-     40-   

jf/  

0.7 
 

0.6 
 

0.5 
 

0.4 
 

0.3 
 

0.2 
 

0.1 
 

0 
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(8.19      )             .0,1,2,....    ,     
!

 
)( i

i

X

ir X
X

ie
P X 






 

النحو  على( 12-8من جدول ) ]7[باستخدام طريقة العزوم  ويمكن تقدير المعلمة  -2
 :التالي

3.23.225.2
120

270
X

i

ii

f

fX



 

نستخدم أختبار كولموجروف ، 3.2(عندما8.19)ولأختبار جودة توفيق التوزيع في -3
)حيث أن بعض أنظر الفصل السابق  mrnov testSi-Kolmogrovسيمرنوف 

F)( ( فإذا أعتبرنا أن5أقل من  iXالمناظر لقيم  ifالتكرارات أن  X  هي دالة التوزيع
 عندإجراء الأختبار نه يتم افي المجتمع المسحوب منه العينة، ف Xالتراكمية للمتغير 

 على النحو التالي: 05.0مستوي معنوية 

  )التوفيق جيد(الفرض العدمي  -أ





X

0X i

X3.2

0

i

i

!

.3)2( 
)(F:H

X

e
X 

  الفرض البديل )التوفيق غير جيد(   





X

0X i

X3.2

1

i

i

!

.3)2( 
)(F:H

X

e
X 

 نحسب المقياس -ب

(8.20                               )0406.0)(F̂)(F.MaxK XX  

F̂)(حيث  X  ،هي التكرار النسبي التراكمي كما هو محسوب في الجدول التالي)(F X 
 هي الدالة التراكمية للتوزيع المفترض.
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 K: يوضح خطوات حساب (13-8جدول )

|)(F̂)(F| ii XX  )(F iX )(F̂ iX if/ if iX 
0.003 0.1003 0.100 0.100 12 0 
0.0191 0.3309 0.350 0.250 30 1 
0.034 0.5960 0.630 0.280 34 2 
0.0107 0.7993 0.810 0.180 22 3 

0.0062 0.9162 0.910 0.100 12 4 

0.03 0.9700 0.940 0.030 4 5 

0.0406 0.9906 0.950 0.010 3 6 
0.0026 0.9974 1.00 0.005 2 7 

0.0001 0.9999 1.00 0.003 1 8 
   00.1  300  

 نجد أن: 05.0( عند 4رقم )ومن جدول توزيع كولموجروف سيمرنوف بملحق  -ج

124.0KK(            918صـ ]62[)أنظر مرجع 
05.0

120n  

     وبما أن  nKK 

 .%95الفرض العدمي القائل بأن التوفيق جيد بدرجة ثقة نقبل 

 متغير yيمكن أفتراض أن التوزيع الأحتمالي لزمن خدمة العميل ( 13-8من الشكل ) -4
F)(ودالة تراكمية  yf)(ودالة كثافة أحتمال  /1يتبع التوزيع الأسي بتوقع  y: 

(8.21         )0       ,          )( yeyf y 


 

حيث  /1)(E y،  ويمكن تقدير المعلمة بأستخدام طريقة الأمكان الأعظم      
[55]. 
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 533.0دقيقة/عميل      فنجد أن: 

 55.31ساعة/عميل      وبالتالي فإن:

9.1876.1533.0/1/1دقيقة  0317.0ساعة   

 المفترضة على النحو:إن دالة كثافة الأحتمال وبالتالي ف

(8.22         )0       ,          )533.0()( yeyf y533.0  


 

على الجهاز حيث تتوافر  المريضلتوزيع زمن  لجودة التوفيق 2ويمكن أستخدام أختبار كا
وفيما يلي خطوات إجراء الأختبار عند  (.5-8صل )شروط الأختبار السابق ذكرها في الف

 .%96درجة ثقة 

y533.0  الفرض العدمي )التوفيق جيد(أ(   

0 ey 1)(F:H


 

y533.0 الفرض البديل )التوفيق غير جيد(    

1 ey 1)(F:H


 

ثم نقوم بحساب  jPوسوف نشير له بالرمز  jفي الفئة  yأحتمال وجود ب( نقوم بحساب 
 ة لكل فئة حيث:المناظر  /jfالتكرارات المتوقعة 

)300( jj fP / 

 .2والجدول التالي يوضح حساب المقياس 

 نجد أن حدي %4ومستوى معنوية  6( عند درجات الحرية 3)بملحق رقم  2ومن جدول كا
 الثقة:

033.15    ,    134.1 )2()1(
2

02.0

2

98.0  
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 2(: يوضح حساب المقياس 14-8جدول )

i

2

ii

f

ff )(
/

/ 2

ii )( ff / jf/ jP jf  فئات
 yالمتغير 

0.00086 0.1369 159.6300 0.5323 160 0- 

1.5286 114.169 74.685 0.24895 64 5- 
0.0001 0.00504 34.929 0.11643 35 10- 
0.8163 13.3444 16.347 0.05449 20 15- 

0.72971 5.5743 7.639 0.025464 10 20- 
1.6485 5.8002 3.573 0.01191 6 25- 
6.632 11.0822 1.671 0.00557 5 30-35 

10.5397   00.1  300  

 للفرض يوضح مناطق الرفض والقبول (:14-8شكل )

 
 المحسوبة تقع في منطقة القبول 2وبما أن قيمة 

02.0

2/ 
 

   134.1)1(
2

02.                  033.15)2(
2

02.                   2  

f(
2 ) 

0 

02.02/  

 رفض رفض قبول
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033.155397.10134.1
2  

بالتالي نقبل الفرض العدمي القائل بأن زمن خدمة العميل متغير يتبع التوزيع الأسي بتوقع 
9.1/1دقيقة    96بدرجة ثقة%. 

 مناسب ثم إيجاد مؤشرات كفاءة النظام على النحو التالي: ار نموذج صف: أختيثانياا 
من المراحل السابقة يمكن أن يمثل نظام الخدمة أعلاه بنموذج الصفوف  -1

(∞/∞/FCFS(:)1/M/M )( بالباب الخامس(2-5)أنظر الفصل ) ، وبالتالي يمكن
 الحصول على مؤشرات كفاءة النظام التالية:

 بالتالي: ،3.2 ،55.31بما أن  -2

(1   ) 93.0)1(P1073.0
55.31

3.2
0 




 ρρ 

 حيث: sLالعدد المتوقع للعملاء في المركز  -أ

10787.0عميل        ( 2)
073.01

073.0

1
Ls 







ρ

ρ 

 حيث: qLللعملاء في الإنتظار العدد المتوقع  -ب

000575.0عميل                                (3)
1

L
2

q 



ρ

ρ 

 حيث: sWكذلك زمن الإنتظار المتوقع للعميل في النظام  -ج

034.0ساعة  1.2دقيقة             (   4)
3.2

0787.0L
W s

s 


 

 :حيث qWول للخدمة كذلك زمن الإنتظار المتوقع للعميل قبل الدخ -د

0025.0ساعة  15.0دقيقة    (      5)
3.2

00575.0L
W

q

q 


 
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 من تحليل النظام )مركز الخدمة أعلاه( نجد:: ثالثاا 

93.0P0حيث  0P ( إن أحتمال وجود النظام بدون عملاء يساوي 1من ) -أ  وهذا ،
 فقط من وقت عمله. %7يعني أن الجهاز يكون مشغول 

نجد أنه ل يوجد تقريباا إنتظار لأي عميل ولكن بمجرد وصوله يدخل ( 2),(3من ) -ب
 مباشرة على جهاز الخدمة.

طاقته ولذا يتطلب الأعلان  فقط من %7بنسبة من )أ(،)ب( يتضح أن المركز يعمل  -ج
مات التي يقدمها لإمكانية أستقبال أعداد أكبر من عن عمل ومكان المركز والخد

 العملاء.

عملاء يمكن تقديم خدمات أخرى مكملة لعمل الجهاز الحالي يساعد في عملية جذب  -د
 جدد للمركز.
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 Exercises              ( تمرينات                              8-7)
، 1999-1990خلال الفترة  (‰)بيانات عن معدلات الميلاد في الآلف : فيما يلي (8-1)

 بأحدي الدول النامية 2009-2000كذلك خلال الفترة 

 (: يوضح المعدلات خلال الفترة الأولي16-8جدول )
 السنة 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

المعدل في  2.1 2.1 2.3 1.9 1.8 2.0 2.1 2.1 2.3 2.5
 (‰الآلف)

 (: يوضح المعدلات خلال الفترة الثانية17-8جدول )
 السنة 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

المعدل في  1.5 2.0 2.1 2.3 2.1 1.9 1.8 2.0 2.1 2.2
 (‰ف)الآل

 Mann Whitneyأختبر أستقرار عملية الميلاد مع الزمن لهذه الدولة بأستخدام أختبار 

Wilcoxon test. 

( إلى أحد Xبين وصول عميلين على التوالي )فيما يلي بيانات عن الفترة الزمنية : (8-2)
فترة بالدقائق أيضاً خلال  yأنظمة الخدمة بالدقائق، كذلك زمن خدمة العميل في النظام 

 زمنية معينة.
10 7, 12, 8, 10, 9, 7, 8, 6, 10, 5, 4, 9, 7, 5, X: 
4 9, 8, 10, 15, 14, 11, 10, 8, 8, 10, 3, 4, 8, 10, y: 
لتحديد أرتباط أو عدم  Spearman's Rank-Correlation testأستخدم أختبار  -1

 .X,yأرتباط 
لأختبار أستقلال مشاهدات كل متغير  Durbin-Watson testثم أستخدم أختبار  -2

 عن بعضها بالنسبة لكل متغير على حدة.
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شباك للتعامل مع العملاء بشأن طلب  3في أحد البنوك التجارية يوجد عدد : (8-3)
خدمات متعلقة بالسحب والإيداع فإذا كانت الشبابيك الثلاثة مستقلة عن بعضها وكذلك 

  يخدم أولًا.متكافئة في الأداء، بحيث من يصل أولاً 

كذلك زمن خدمة العميل  X فإذا أخذت إدارة التخطيط عينة من أعداد العملاء في الساعة
وأعدت التوزيعات التكرارية الخاصة بكل متغير على حدة كما هو موضح  yعلى الشباك 

 بالجداول التالية.

 التوزيع التكراري لعدد العملاء في البنك(: يوضح 18-8جدول )

 3 5 7 9 11 المجموع
عدد العملاء في 

 Xالساعة 

 عدد الساعات 10 20 60 80 30 200

 (: يوضح التوزيع التكراري لزمن خدمة العميل بالدقائق19-8جدول )

 -0 -5 -10 -15 -20 30-25 المجموع
زمن خدمة العميل 

y بالدقائق 

 عدد العملاء 100 60 50 30 20 10 270

 .X,yوفق التوزيع الأحتمالي لكل من  -1

 أقترح نموذج صفوف مناسب يصف نظام العمل. -2

 أحسب مؤشرات كفاءة النظام. -3
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 Introduction                                         ( مقدمة9-1)
في الأبواب السابقة تناولنا بعض نماذج الصفوف التي تتم فيها خدمة العميل في 
مرحلة واحدة وفي مركز خدمة واحد سواء كان النظام يتكون من مركز خدمة واحد أو من 

 عدة مراكز خدمة متوازية ومتكافئة.

كثير من الأنظمة الخدمية أو الإنتاجية يتم فيها خدمة العميل في عدة في ولكن 
مراكز متتالية كل مركز يؤدي جزء من الخدمة المطلوبة للعميل، وفيما يلي سوف نوضح 

 : ,82 ,87]4[الخدمة على مراحل متتالية من خلال الأمثلة التالية 

يصل المسافر إلى المطار ويبدأ  حيث الجوية المطارات خلالبالنسبة للمسافرين  -: أأولاً
 في إجراءات السفر على مراحل متتالية على النحو التالي:

 ،وزن الأمتعة )الجزء الأول من الخدمة( -1
 ،إنهاء إجراءات الجوازات )الجزء الثاني من الخدمة( -2

 أخذ الأتوبيس إلى موقف الطائرة لصعودها )الجزء الثالث(. -3
ه بالمطار، ونلاحظ أن المراحل السابقة مراحل وبصعود المسافر الطائرة تنتهي خدمت

 متتالية وتصاعدية.

إلى أن حيث يتم تفريغ وتسليم البضائع من السفينة )أو السفن( في المواني البحرية  -ب
 يمر بالمراحل التالية: يتم تسليمها للجهة المستوردة،

 ،(من الخدمة تفريغ الشحنة )الجزء الأول -1

)الجزء  إلى الافراج الجمركي نة المطلوب تسليمهاتقديم الأوراق الخاصة بالشح -2
 ،( ودفع الرسوممن الخدمة الثاني

 ،(من الخدمة وأختبار سلامتها )الجزء الثالث فحص الشحنة -3

 من الخدمة(، للجهة المستوردة )الجزء الرابع تسليم الشحنة -4
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 نقل الشحنة إلى خارج الميناء بوسائل النقل المختلفة. -5

 ثيرة لعديد من الأنظمة الخدمية على مراحل متتالية.أمثلة أخري كويوجد 

اً  مصنع لتجميع وإنتاج السيارات حيث يتم العمل على النحو التالي: -أ: ثانيا

 وصول المكونات للمصنع، -1

 ،ى حدةعلفي السيارة أختبار كل مكون  -2

 تجميع السيارات من خلال خط أو أكثر من خطوط الإنتاج، -3

 ،أختبار السيارة لتحديد جودتها -4

 نقل السيارات إلى مراكز البيع. -5

 :أحد المنتجات على النحو التاليتم عملية تصنيع تمصنع لإنتاج الأدوية  -ب

 المكونات الأخرى،ئيسية في الدواء )أو استيرادها( كذلك تصنيع المادة الر  -1

 التعبئة في عبوات، بأحجام ومواصفات معينة، -2

 التغليف لكل عبوة على حدة، -3

 المختلفة لطرحها في السوق.توزيع العبوات على الصيدليات  -4

أخرى كثيرة في العديد من الأنظمة الإنتاجية يتم الإنتاج فيها على مراحل وأمثلة 
 متتالية.

في هذه  في مرحلة أو أخرى أو جميع المراحل وفي حالات كثيرة يحدث تكدس
 .]3، 4[ وأكبر تكلفة أيضا  ، وحدوث تكدس في هذه الأنظمة يكون أكثر خطورة الأنظمة

وهنا تلعب نظرية الصفوف دور هام في تحديد أسباب التكدس وبالتالي معالجته 
 من خلال إحداث توازن بين الطلب والعرض في كل مرحلة وبالتالي في النظام ككل.
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أول من قدم دراسة تحليلية  1954سنة  R. Jacksonويعتبر روبرت جاكسون 
حلتين أو ثلاثة مراحل متتالية وفي كل مرحلة مركز خدمة واحد لأنظمة الخدمة على مر 

وذلك نتيجة لأبحاثه في مراكز صيانة وإصلاح الطائرات. وفي الفصل التالي سوف نقدم 
( 3-9الخدمة على مرحلتين متتاليتين وبكل مرحلة مركز خدمة واحد، وفي الفصل )نموذج 

 من المراحل المتتالية. kيتم تعميمه على 

قدم روبرت جاكسون الحالة العامة، حيث يتم خدمة العميل في  1956نة وفي س
k من المراحل المتتالية وبكل مرحلة عدد jr ،k, . . . . . . . ,2,1j   من المراكز المتوازية

(. ثم نقدم مجموعة من الأمثلة 4-9والمتكافئة وسوف نقدم هذا النموذج في الفصل )
 (.5-9على نماذج روبرت جاكسون في الفصل )التطبيقية 

وتوالت العديد من الدراسات لأنظمة الخدمة المتتالية. ومن أهم  1956ومنذ سنة 
نماذج الخدمة حيث قدم  1957سنة  Huntهذه الدراسات الدراسة التي قدمها هنت 

 blocking حدوث توقفالمتتالية والمقيدة بعدد محدد من أماكن الأنتظار وبالتالي إمكانية 
التي يحدث  . وفي الباب التالي سوف نتناول بعض هذه الأنظمةالمتتالية بمراكز الخدمة

 .في مرحلة أو أكثر blockingفيها توقف 

ومنذ الخمسينات بني على نماذج روبرت جاكسون العديد من الأنواع المختلفة 
 [20 ,26 ,33 ,52 ,105]لشبكات الأتصال 
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 Tow-Phases Queueing Model ( نموذج الخدمة في مرحلتين9-2)

في هذا الفصل سوف نعتبر نظام الخدمة على مرحلتين متتاليتين ومستقلتين في 
الخدمة، حيث يصل العميل إلى النظام فإذا وجد مركز الخدمة في المرحلة الأولي غير 

ظر في صف الأنتظار( وبانتهاء مشغول فيدخل مباشرةً للخدمة )وإذا كان المركز مشغول ينت
خدمة العميل في المرحلة الأولي يلتحق بالمرحلة الثانية، فإذا كان مركز الخدمة في المرحلة 
الثانية غير مشغول دخل مباشرة للخدمة )وإذا كان المركز مشغول ينتظر في صف الأنتظار 

ي خدمته في النظام ويترك بالمرحلة الثانية( وبانتهاء خدمة العميل في المرحلة الثانية تنته
 النظام على الفور. والشكل التالي يوضح نظام الخدمة في هذه الحالة.

 (: نظام الخدمة في مرحلتين متتاليتين1-9شكل )

 
فإذا فرضنا أن عدد العملاء الذين يصلون إلى النظام يمثل متغير يتبع توزيع 

ولي والثانية يمثل متغير يتبع التوزيع ، وزمن خدمة العميل في المرحلة الأ بتوقع بواسون 
21الآسي بتوقع  /1 , /1  .فإذا رمزنا لعدد العملاء في النظام في  على الترتيب

21المرحلتين بالرمز ) n , n 1( حيثn  2لاء في المرحلة الأولي، عدد العمتشير إلىn 
2,1,0n ; ,....2,1,0n....,عدد العملاء في المرحلة الثانية،  21  سوف نرمز كذلك 

21لأحتمال وجود ) n , n( عميل في المرحلتين الأولي والثانية ) ًفي وضع الأستقرار معا )
n,n(P()التوازن( بالرمز  21. 

1  2  

مركز 

الخدمة 

 الأول

مركز 

الخدمة 

 الثاني

  

الصف الأول 

(1n1 ) 
    

الصف الثاني 

(1n2 ) 
 المخرجات

 المرحلة الأولي المرحلة الثانية
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وغير  aperiodicوفيما يلي سوف نثبت أولًا أن النظام يمثل عملية ماركوف غير الدورية 
 ( بالباب الثالث(.6-3الفصل )التعريفات بأيضاً )أنظر  irreducibleقابلة للأختزال 

 ( خصائص النظام9-2-1)
بما أن عدد العملاء الذين يصلون إلى النظام وفقاً لتوزيع بواسون فإنه يمكن 

 t(Ot( *( يساوي tأحتمال وصول العميل للنظام خلال الفترة )ض أن افترا
*  

t(Ot 1(وأحتمال عدم وصول أي عميل للنظام خلال نفس الفترة )  كذلك )
t(Ot 1(أحتمال خدمة عميل في المرحلة الأولي    في وأحتمال عدم خدمته

t(Ot 1(المرحلة الأولي ) 1  كذلك بالنسبة لأحتمال خدمة العميل في المرحلة )
t(Ot 2(الثانية   ( وعدم خدمته)t(Ot 1 2 .) 

وفيما يلي نقدم مصفوفة الانتقال )أي الانتقال من حالة إلى حالة أخري( خلال 
 .A( وسوف نشير لها بالرمز tالفترة )

( العناصر على القطر الرئيسي 1يتضح أن: ) بالشكل التالي A ومن المصفوفة
( جميعها قيم موجبة لأنها tللمصفوفة التي تمثل أحتمال البقاء في نفس الحالة بعد )

)t 1( , )t 1( , )t 1(عبارة عن حاصل ضرب القيم  21   وهي قيم
 .a periodicمصفوفة غير دورية  Aوجبة، بالتالي فإن المصفوفة م

21( بالنسبة لجميع حالات النظام )2) n , n ممكن من أي حالة الوصول إلى أي حالة )
مصفوفة غير  A(، وبالتالي فإن المصفوفة tمن الفترات ) finiteأخري في عدد محدود 

 ((6-3)أنظر الفصل ) irreducible matrixلأختزال قابلة ل

                                                 

t(O(وكما سبق تعريف  * 
*   بأنها جميع الحدود التي تحتوي على

n
)t( ،2n  وسوف نتجاهلهاا لعادت تأريرهاا

 في وضع الاستقرار.
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 (t(: مصفوفة الأنتقال للنظام خلال الفترة )2-9شكل )

 
 

مثل أحتمالات جميع حالات النظام في وضع عناصره تمتجه صفي  Xفإذا أعتبرنا المتجه 
 : ,48 ,93]4[( نجد أن 3.26الأستقرار، من العلاقة )

(9.1    )                     0)IA( X       XA X  

 تشير إلى مصفوفة الوحدة. Iحيث 

: إذا أعتبرنا نظام الخدمة أعلاه فإنه في حالة الأستقرار الإحصائي يوجد حل (1-9نظرية )
 (.9.1لمعادلات الأستقرار في ) unique solutionوحيد 

 .]167صفحة  ]4[أنظر مرجع [الإثبات: 
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 روبرت جاكسون  ( نموذج9-2-2)
أول نموذج للتوزيع الأحتمالي  1954بالنسبة لنظام الخدمة أعلاه قدم جاكسون سنة 

 :,91 ,78] 4[، على النحو الموضح في النظرية التالية لعدد العملاء في النظام المستقر

أعتبرنا نظام الخدمة على مرحلتين متتاليتين وبكل مرحلة مركز خدمة إذا  :(2-9نظرية )
21حيث أن زمن الخدمة في كل مرحلة يتبع التوزيع الآسي بتوقع واحد ب /1 , /1   على

فإن التوزيع  إلى النظام وفقاً لتوزيع بواسون بتوقع  وعدد العملاء الذين يصلون الترتيب 
21الأحتمالي لعدد العملاء ) n , n على النحو التالي:( في حالة الأستقرار 

(9.2) 

1,2j     ,          ,     )1( )1()0,0(

1,2j     ,    0n         ,                          0

1,2i  ,    ,  0n,n   ,   )0,0(  
)n,n(

j

j21

j

i

i21

n

2

n

1

21

P

P
P

21

























ρρρ

ρρρ

 

في الأبواب السابقة نقوم باشتقاق المعادلات التفاضلية بنفس الأسلوب المتبع  -1: الإثبات
)t,n,n(0في وضع الاستقرار بمعنى  21P \ :فنحصل على المعادلات التالية 

(9.3)                              0nn       ,     )1,0( )0,0( 212 PP  

0n , 0n  ,   )1n,0( )1n,1( )n,0( )( 21222122 PPP  
(9.4) 

 0n , 0n    ,     )0,1n( )1,n( )0,n( )( 2111211 PPP  
(9.5) 

(9.6)      0n , n    ,       )n,1n(                                           

)1n,n( )1n,1n( )n,n( )(

2121

2122112121

P

PPP



 
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 ( نجد أن:9.3المعادلة )من  -2

(9.7        )                      )0,0( )0,0( )1,0( PPP 2

2

ρ



 

 ( نجد أن:9.4),(9.5المعادلتين )ومن 

في الطرف  في الطرف الأيمن يوجد الحد المحتوي على  2وجود الحد المحتوي على 
في  2في الطرف الأيمن يوجد الحد المحتوي على  1الأيسر، وجود الحد المحتوي على 

في الطرف الأيمن يوجد الحد المحتوي على  وجود الحد المحتوي على  الطرف الأيسر،
1  في الطرف الأيسر. وبالتالي يمكن أفتراض أن الحدود المتناظرة أعلاه متساوية أو

 بعبارة أخري:

(9.8    )                                )1n,0( )n,0( 222 PP  

(9.9      )                             )1n,0( )n,0( 2122 PP  

(9.10     )                               )0,1n( )0,n( 111 PP  

2,1n2....,( بقيم 9.8في المعادلة )وبالتعويض المتتالي   :نجد أن 

(9.11        )                                  )0,0( )n,0( PP 2n

22 ρ 

 ( نجد أن:9.10( ، )9.9في ) وبالتعويض المتتالي

(9.12             )0n,n     ,       )0,0(  )n,n( 21

n

2

n

121 PP 21  ρρ 

ستخدام أسلوب الأستنتاج الرياضي يمكن أثبات أن الحل في أوتحت الفرض أعلاه، وب -3
21( لجميع قيم 9.6( يحقق المعادلة )9.12) n,n. 

( وهو 9.3)-(9.6ت الأستقرار )( يمثل حل لجميع معادلا9.12وبالتالي فإن الحل في )
حيث أن مصفوفة الأنتقال لحالات النظام مصفوفة غير دورية وغير قابلة للأختزال حل وحيد 

aperiodic and irreducible matrix. 
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 )n,n(1وبما أن  -4
0n 0n

21

1 2

P  








 بالتالي فإن: 




 








1
])1( )1([

)0,0(
   )0,0(

210n 0n

n

2

n

1

P
P

1 2

21

ρρ
ρρ 

(9.13                                 )     )1( )1()0,0( 21P ρρ  

 توزيع المخرجات
في المرحلة الأولي هو  output distributionالتوزيع الأحتمالي للمخرجات 

أثبت بيرك للمرحلة الثانية. وقد  input distributionالتوزيع الأحتمالي لمدخلات 
Burk  أن تيار المخرجات لنظام ) 1956سنة //FcFs(:)C/M/M ) له نفس

نظام وبما أن  التوزيع الأحتمالي لتيار المدخلات وبنفس المعلمة في وضع الأستقرار.
الخدمة في المرحلة الأولي للنظام موضع الدراسة هو ) //FcFs(:)1/M/M )

. ]Page25793 ,، 4[أيضاً  قع وفقاً لتوزيع بواسون بتو بالتالي يكون تيار المخرجات 
 وبالمثل بالنسبة لتيار المخرجات في المرحلة الثانية.

على  j: يمكن الحصول على التوزيع الهامشي لعدد العملاء في المرحلة (1-9نتيجة )
 النحو التالي:

(9.14 )     )1(  )1( )1( )n( 1

n

1

0n

21

n

2

n

11
1

2

21P ρρρρρρ  




 

 كذلك

(9.15  )   )1(  )1( )1( )n( 2

n

2

0n

21

n

2

n

12
2

1

21P ρρρρρρ  




 

21نجد أن المتغيرين  (9.14),(9.15)من  n,n :مستقلين، حيث 

(9.16    )                                 )n( )n()n,n( 2121 PPP  
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 ( مؤشرات كفاءة النظام9-2-3)
 (SLالعدد المتوقع للعملاء في النظام ) -1

(9.17)                                                     
)1()1(

  )nn( )1( )1(

)n,n( )nn( L

2

2

1

1

0n 0n

n

2

n

12121

0n 0n

2121S

1 2

21

1 2

P

ρ

ρ

ρ

ρ

ρρρρ











 

 

















 

2,1j( ، jفي المرحلة ) للعملاءالعدد المتوقع  -2 : 

(9.18    )            1,2j       ,       
)1(

)n( n L
j

j

0n

jjSj

j

P 


 


 ρ

ρ 

 (:j( )في الصف jالعدد المتوقع للعملاء في الأنتظار في المرحلة ) -3

(9.19)                               1,2j       ,                     
)1(

)1(  )1n( )n( )1n( L

j

2

j

1n

j

n

jj

1n

jjqj

j

j

j

P






 








ρ

ρ

ρρ

 

 الخدمة(( )في الصف و jالزمن المتوقع للعميل في المرحلة ) -4

(9.20 )         1,2j   ,     
)1( 

)1/(L
W

j

jjjSj

Sj 











ρ

ρρρ 

 :jالزمن المتوقع للعميل في الصف  -5

(9.21  )                          1,2j   ,     
)1( 

L
W

j

2

jqj

qj 






ρ
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ومما هو جدير بالذكر أن أزمنة الأنتظار في الصفوف المتتالية تمثل متغيرات غير 
 :]93[فإن  qWتظار في الصفوف بالرمز الأنمستقلة، فإذا رمزنا إلى مجموعة أزمنة 

(9.22          )                               



2

1j

qjq WW 

2kمن المراحل المتتالية،  kفي التالي سوف نقدم نموذج الخدمة وفي الفصل   
 مرحلتين.في نموذج لل الحالة العامةعبارة عن بكل مرحلة مركز خدمة واحد وهو و 
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 من المراحل المتتالية K( نموذج 9-3)
K-Phases Queueing Model 

2kمن المراحل المتتالية،  kإذا أعتبرنا أن خدمة العميل تتم على    وفي كل
وأزمنة  مرحلة مركز خدمة واحد، حيث أن تيار المدخلات يتبع التوزيع الآسي بتوقع 

j/1فقاً للتوزيع الآسي بتوقع الخدمة و   ،k,......,2,1j  والشكل التالي يوضح مراحل .
 النظام.

 وبكل مرحلة مركز خدمة واحد من المراحل المتتالية k(: نظام 2-9شكل )

 
ن حيث عدد مراحل ويعتبر هذا النظام حالة أعم من النظام في الفصل السابق م

والنظام في هذا الفصل يمثل نظام ماركوف أيضاً  ة بدلًا من مرحلتين.الخدمة المتتالي
أيضاً )أنظر  irreducibleوغير قابلة للأختزال  aperiodicوبمصفوفة إنتقال غير دورية 

 الفصل السابق(.

)n,.....,n,n(فرضنا أن فإذا  k21  تمثل حالات النظامk,....,2,1j , 0n j  .
)n,.....,n,n(وأن  k21P  تشير إلى أحتمال وجود عددk21 n,.....,n,n  في المراحل

 .في وضع الأستقرار kالأولي، الثانية، ........، المرحلة 

1  2  

مركز 

الخدمة 

 الأول

مركز 

الخدمة 

 الثاني

  

الصف الأول 

(1n1 ) 
  

الصف الثاني 

(1n2 ) 

 المرحلة الأولي المرحلة الثانية

k  

 kالصف 

(1nk ) 

 kالمرحلة 

...... 
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 : إذا أعتبرنا نظام الخدمة أعلاه فإن:(3-9نظرية )

(9.23)    0n  , 1  ,   )1(

)1)......(1)(1(.......)n,...,n,..,n,n(
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 (.2-9في إثبات نظرية ) تخدمالأسلوب المسبنفس : الإثبات

)n(: يمكن الحصول على التوزيع الهامشي(2-9نتيجة ) jP  لعدد العملاء في المرحلةj 
 على النحو:

(9.24)           0n  ,  k1,2,...,j ,   )1(

)n,.....,n,n(........)n(

jj

n

j

i i i

k21
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PP



 
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 على النحو: SLكذلك يمكن إثبات أن العدد المتوقع للعملاء في النظام 

(9.25)             
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 ( على النحو:jحيث أن العدد المتوقع للعملاء في المرحلة )

(9.26  )         k....,1,2,......j        ,       
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)n( nL
j

j
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 ( )في طابور الأنتظار والخدمة(:jوبالتالي فإن الزمن المتوقع للعميل في المرحلة )

(9.27  )                k....,1,2,......j        ,       
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 ( )في الصف(:jكذلك زمن الأنتظار المتوقع للعميل في المرحلة )

(9.28        )k....,1,2,......j        ,       
)1( 

L
W

j
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jqj

qj 






ρ

ρ 

نقدم الحالة العامة التي قدمها روبرت جاكسون سنة  سوف وفي الفصل التالي
k ،2k عدد من المراحل المتتالية حيث قدم نظام الخدمة على 1956  من المراحل 

jr ،1rjالمتتالية وبكل مرحلة عدد   ،k,....,2,1j  .من مراكز الخدمة المتوازية 

 حالات خاصة من هذه الحالة العامة.( 3-9(، )2-9وبالتالي تعتبر النماذج في )
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 من المراحل المتتالية ذات المراكز المتوازية K( نموذج 9-4)
K-Phases & Parallel Stations Queueing Model 

من  kعدد إذا أعتبرنا النظام في الفصل السابق حيث تتم خدمة العميل من خلال 
المراحل المتتالية وفي كل مرحلة مركز خدمة واحد، وفي هذا الفصل سوف نعتبر وجود عدد 

jr  من مراكز الخدمة المتكافئة والمتوازية في المرحلةj  لجميع قيمjr  وزمن الخدمة في
j/1كل منها يمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع    بالنسبة لكل مركز من

العملاء الذين يصلون إلى النظام يمثل متغير عشوائي يتبع توزيع  ، كذلك عددjrالمراكز 
. والشكل التالي يوضح مراحل النظام، ومما هو جدير بالذكر أن طابور بواسون بتوقع 

 الصف في أي مرحلة غير محدود

 بكل مرحلة (: نظام الخدمة ذات المراحل المتتالية ومراكز الخدمة المتوازية3-9شكل )
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روبرت جاكسون نموذج للتوزيع الأحتمالي لعدد العملاء في قدم  1956في سنة 
)n,....,n,...,n,n,n( المراحل المختلفة للنظام وسوف نشير له بالرمز kj321P  في حالة

/1rالأستقرار عندما  jjj ρ. 

)n,....,n,...,n,n(لنظام ومما هو جدير بالذكر أن حالات ا kj21 ،,...2,1,0n j  ،
k,...,2,1j   عبارة عن حالات غير دوريةperiodica  وغير قابلة للأختزال

irreducible  في حالة وجود حل لمعادلات الأستقرار فإنه يعتبر حل وحيد أيضاً، وبالتالي
 كما سبق تقديم ذلك في الأبواب السابقة.

 :[48 ,49] : بالنسبة للنظام أعلاه نجد أن(4-9ظرية )ن

(9.29)

















k1,2,...,j  , 0n  ,                      0

k1,2,...,j  , 0n  ,  ]n[ A
)n,....,n,...,n,n(

j

j

k

1j

j

1

j

kj21

b
P 




















(9.31)           k1,2,...,j  ,  rn     ,    r
r

1

(9.30)           k1,2,...,j  ,   rn     ,               r
!n

1

]n[

jj

rn

j

r

jj

j

jj

n

jj

j

j

jjj

j

)()(

)(

b

ρρ

ρ

 

(9.32  )                          k1,2,....,j       ,               1
 r jj

j 



ρ 

(9.33   )                             


 


1r

0n jj

r

jjn

jj

j

j

j

j

j

j

)(

)(
)(

1 !r

 r
 r 

!n

1
  A

ρ

ρ
ρ 

بالتالي فإنه  ،لذين يصلون للنظام وفقاً لتوزيع بواسون بما أن عدد العملاء ا -1: الإثبات
 ( يساوي:tيمكن أفتراض أن أحتمال وصول عميل خلال الفترة )

(9.34                                      ))t(Ot 
*  
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jjفي الخدمة، وعدد ) jr)منهم  j عميل في المرحلة jnكذلك إذا وجد عدد  -2 rn  )
j ،jjفي الأنتظار في الصف رقم  rn  فإن أحتمال خدمة عميل في هذه المرحلة )

 tخلال الفترة

(9.35      )            jj

*

jj rn       ,        )t(O)t(  n  

(9.36    )               jj

*

jj rn       ,        )t(O)t(  r  

)t,n,.......,n,n(وبتكوين المعادلات التفاضلية  -3 k21P في وضع الأستقرار  \
)t,n,.......,n,n(0)التوازن( عندما  k21P \ :نحصل على المعادلات التالية 

(9.37)       k,...,3,2j   ,    0n    ,    )n,....,n,...,n,n1,-n(        

)n,....,n,1n,1n,...,n,n(  )1n( )1n(          

)n,....,n,...,n,n,n( )n( )n(

jkj321

k2j1jj21

k

1j

jjj

kj321

k

1j

jjj

P

Pa

P)a(

















 حيث:

(9.38 )                    











0n     ,                     0

0n     ,                     1
)n(

j

j

j 

(9.39   )                











jjj

jjj

j
rn     ,                      r

rn     ,                     n
)n(a 

 نلاحظ ما يلي: jnوبالتعويض المتتالي بقيم 

 الحد المحتوي على  وجود ،في الطرف الأيمن kوجود الحد المحتوي على  -أ
 في الطرف الأيسر،
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 jفي الطرف الأيمن وجد الحد المحتوي على  1jعلى  وجود الحد المحتوي  -ب
 في الطرف الأيسر،

في  1الحد المحتوي على  وجود ،في الطرف الأيمن وجود الحد المحتوي على  -ج
 :وبالتالي يمكن أفتراض أنالطرف الأيسر، 

  )1n,n,....,n,n(  )1n( )1n()n,.....,n,n( k1k21kkkk21 PaP   
(9.40) 

)n,......,n,n,1n,1n,....,n,n( )1n( )1n(     

)n,......,n,...,n,n(  )n( ]n[ 

k2j1jj1j211j1j

kj21jjj

Pa

Pa

 


 

(9.41) 

(9.42     ))n,....,n,n1,-n( )n,.....,n,n(  )n( )n( k321k21111 PPa  

0n، بحيث jnهذا الفرض والتعويض المتتالي بالقيم المختلفة لـ وتحت  j  ،
k,...,2,1i  ( وهذا 9.29وأستخدام أسلوب الأستنتاج الرياضي نحصل على الحل في )

حيث أن النظام يمثل عملية ماركوف ذات  unique solutionالحل يعتبر حل وحيد 
 الحالات غير الدورية وغير المختزله.

1rj ا أنـــــ: إذا فرضنحالة خاصة  م ــــــع قيـــــــلجميk.,,.........2,1j  ض ـــــبالتعوي
 ( نجد أن:9.31)-(9.33ي )ــــف

jj n

j

1n

jjj )( ]n[b ρρρ 
 

      1

jj )(1A
 ρ 

 ( نجد أن:9.29وبالتعويض في )

)( j

k

1j

n

jk321 1)n,.....,n,n,n( jP ρρ 

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 (.9.23وهي نفس النتيجة السابق الحصول عليها في )

)n(بالرمز  jعميل في المرحلة  jn: إذا رمزنا لأحتمال وجود (3-9نتيجة ) jP :فإن 

]n[ A ]n[ A ............. .......... )n( j

1

j

0n 0n 0n 0n 0n

k

1j

j

1

jj bbP }{
1 2 i 1i k




















 

       


(9.43) 

 وبالتالي فإن

(9.44         )                     



k

1j

jk321 )n()n,.....,n,n,n( PP 

( يتضح أن عدد العملاء في أي مرحلة من المراحل المتتالية تمثل 9.44ومن )
وفيما يلي سوف نقدم أهم مؤشرات كفاءة . [48 ,93]ستقلة إحصائياً متغيرات عشوائية م

 النظام على النحو التالي:

   j: إذا رمزنا للعدد المتوقع للعملاء في المرحلة   jالعدد المتوقع للعملاء في المرحلة  -1
 فإن: j1Eبالرمز 

(9.45)        r !r r )!1n( rA

A !r

 r n

A !n

 r n

)n( nE

})()(])({[

)()(

2

jjjj

r

jj

1r

1n

j

n

jj

1

j

rn jj

)rn(

j

r

jjj
1r

1n jj

n

jjj

0n

jjj1

j

j

j

j

jj

jjjj

j

j

j

P

ρρρρ

ρρρ

// 





























 على النحو: 1Eء في النظام وبالتالي فإن عدد العملا

(9.46      )                               



k

1j

j11 EE 
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: إذا رمزنا للزمن المتوقع لوجود العميل في   jالزمن المتوقع لوجود العميل في المرحلة  -2
 فإن j1T)في الخدمة والأنتظار( بالرمز    jالمرحلة 

(.479   )                    k,1,2,......j         ,          
E

T
j1

j1 


 

 وبالتالي الزمن المتوقع لوجود العميل في النظام )الخدمة والأنتظار(:

(.489    )                                                     


 1
1

E
T    

: إذا رمزنا للعدد   jار )في الصف( في المرحلة العدد المتوقع للعملاء في الأنتظ -3
 فإن: j2Eبالرمز    jالمتوقع للعملاء في الصف 

(.499  )     k.,1,2,......j         ,      )n( )rn(E

jj rn

jjjj2 P  




 

                 





jj rn

1

jjjj ]b[ A ]n[ )rn( 

(.509                    )              ][P 2

jjj )1( / )r( ρρ  

 على النحو: jالي فإن الزمن المتوقع لأنتظار العميل في الصف وبالت

(.519    )                   k,1,2,......j         ,          
E

T
j2

j2 


 

: إذا رمزنا لعدد المراكز غير jالعدد المتوقع لمراكز الخدمة غير المشغولة في المرحلة  -4
 فإن: j3Eبالرمز  jالمشغولة المتوقع في المرحلة 

(9.52 ) ][  n r)nr(A)n( )nr(E

1r

0n

j

n

jjjj

1

j

1r

0n

jjjj3

j

j

j

j

j

)(P 










 /ρ 
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غير مشغول  jوبالتالي فإن متوسط المدة المتوقعة التي يكون فيها المركز في المرحلة 
 حيث: j3Tوسوف نرمز لها بالرمز 

وحدة زمنية 
j

j3

j3
r

E
T  

موذج المقدم في هذا وفي الفصل التالي سوف نقدم عدد من الأمثلة التطبيقية للن
الفصل والحالات الخاصة منه في الفصلين السابقين مع توضيح كيفية الحصول على 

 .في كل مثال للنظام كفاءة النظاممؤشرات 
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 Applied Examples           ( أمثلة تطبيقية                9-5)

كتب شهرياً. وتتم  4: مطبعة لطباعة الكتب يصل لها الكتب بمعدل متوسط (1تطبيق )
عملية الطباعة والتجليد على مرحلتين متتاليتين، حيث تتم عملية الطباعة للكتب بمعدل 

 كتب شهرياً. 6بمعدل متوسط  كتب شهرياً، وتتم عملية التجليد 5متوسط 

 نظام العمل بالمطبعة موضح عليه المعدلات المتوسطة.أرسم  -1: المطلوب

 كون نموذج صفوف مناسب. -2

 أوجد أحتمال عدم وجود كتب في الطباعة أو مرحلة التجليد أو في كلاهما -3

 أوجد العدد المتوقع للكتب في الطبعة في أحد الشهور. -4

 لتالي يوضح نظام الطباعة والتجليد في المطبعةالشكل ا -1: الحل

 ( يوضح مرحلتي الطباعة والتجليد4-9شكل )

 

 ( بحيث:9.2يمكن أن يمثل النظام بالنموذج ) -2

667.0
6

4
       ,       800.0

5

4

2

2

1

1 








 ρρ 

 وبالتالي فإن:
)0666.0()667.0()8.0()n,n( 21 nn

21rP  

51   62   

4  

 مرحلة الطباعة مرحلة التجليد
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 حيث

0666.0)667.01)(8.01()1)(1()0,0( 21P  ρρ 

 كتب في مرحلة الطباعة أو مرحلة التجليد أو في كلاهماعدم وجود أحتمال  -3

46.00666.0268.01334.0

)0666.0(
8.01

8.0
)0666.0()0666.0(

)0,0()0,n()n,0(

667.01

667.0

PPP
1n

1r

1n

2r

12





































 

 حيث: Eالمتوقع للكتب في المطبعة في أحد الشهور العدد  -4

           

0666.0 27.401.2406.40 كتاب

0222.0

533.0

0133.0

533.0
 0666.0

)1)(1(

 

)1)(1(

 
)0,0(

)n,n( )nn( )nn(EE

}{

P

P

}{

}{
2

21

21

2

12

21

1n 1n

21r2121

1 2











  








ρρ

ρρ

ρρ

ρρ

 

 

مراحل متتالية: المرحلة 3مركز طبي للعظام يتم فيه خدمة المريض على : (2تطبيق )
عيادة للكشف وتحديد الأشعة 2يتم فيه الكشف على المصاب حيث يوجد عدد  الأولي

المطلوبة، والمرحلة الثانية يتم فيها عمل الأشعة للمصاب حيث يوجد جهازين متكافئين 
الأشعة والتقرير المرفق من المركز، حيث يقوم باستخدام للأشعة، والمرحلة الثالثة استلام 

فإذا كان نظام العمل بالمركز من يصل أولًا يخدم  الأشعة وكتابة التقرير فني متخصص.
مصاب في الساعة، والزمن المتوقع للكشف  10لوصول المصابين والمعدل المتوسط  أولًا،
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ساعة، والزمن المتوقع  1/6يساوي  ساعة، والزمن المتوقع لعمل الأشعة 1/6على المصاب 
 ساعة. 1/11لتسليم المصاب الأشعة 

 وضح بيانياً نظام العمل بالمركز. -1: المطلوب

)n,n,n(أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد المصابين بالمركز  -2 321rP. 

)0n , 1n , 3n(أوجد  -3 321rP  

 :الحل

 ركز الطبي( يوضح مراحل خدمة المريض بالم5-9شكل )

 

 ( حيث:4-9) الفصل هذه الحالة يمكن استخدام النموذج فيفي 

11

10
   ,   

12

10

)6(2
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 r
   ,   
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)6(2

10

 r
3

22

2

11

1 








 ρρρ 

11
)12/10(1

)12/10(2
)12/10(21

)1(

2
21A }{}{

2

1

2

1
11 







ρ

ρ
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11
)12/10(1

)12/10(2
)12/10(21

)1(

2
21A }{}{

2

2

2

2
22 







ρ

ρ
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4  

ر ريتسليم التق

 والأشعة

61   

 الكشف

1 

2 

 1 

2 

62   113   

 
1 

 الأشعة
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11
)11/10(1

1

1

1
A }{
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3 

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
ρ

 

0n   ,         ]n[ b 
11

1
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3

1j

j321r

3

P 







 



 

 حيث:
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
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


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3-                

00135.0)667.1)(1574.1)(0007.0(
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1
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 Exercises        ( تمرينات                                   9-6)
(، فإذا أشرنا إلى زمن الأنتظار في الصف 2-9أعتبر نظام الخدمة في الفصل )( 9-1)

 . 2Vوفي الصف الثاني بالرمز  1Vالأول بالرمز 

21المتغيرات  -1أثبت أن:  V,V .متغيرين غير مستقلين 
)V( )V()VV( -2أثبت أن:  2121 EEE  

أشتق المعادلات التفاضلية  -1(. والمطلوب: 3-9أعتبر النظام في الفصل ) (9-2)
 الأستقرار )التوازن(. حالة للتوزيع الأحتمالات لحالات النظام في

 ابلة للأختزال أيضاً.أثبت أن حالات النظام حالات غير دورية وغير ق -2
 أوجد العدد المتوقع للعملاء في النظام )الخدمة والأنتظار معاً(. -3
 أوجد العدد المتوقع للعملاء في الأنتظار في جميع المراحل. -4

مستقل  j(. أثبت أن عدد العملاء في كل مرحلة 3-9أعتبر النظام في العمل )( 9-3)
k,....,2,1jعن عدد العملاء في أي مرحلة أخرى  . 

في أحد أنظمة الخدمة للمرور لترخيص السيارات الملاكي لاستخراج رخصة جديدة ( 9-4)
 أو تجديد رخصة، يتم الاستخراج أو التجديد وفقاً للمراحل المتتالية التالية:

المرحلة الأولي: يوجد شباكين يقوم صاحب السيارة )أو من ينوب عنه( بشراء استمارات 
من أحد الشباكين وإستيفاء الاستمارات فإذا كان زمن شراء الاستمارات المتوقع  الترخيص

في الشباك الواحد دقيقة واحدة، حيث يمثل زمن الشراء من الشباك متغير يتبع التوزيع 
 )ساعة(. 60/1الآسي بتوقع 

رات بعد إستيفاءها وتحديد شبابيك من خلالها يتم أستلام الاستما 3المرحلة الثانية: يوجد 
قيمة الرسوم والمخالفات للمالك وتحصيلها. فإذا كان زمن التسليم وتحصيل المخالفات في 

 ( ساعة.40/1الشباك الواحد يمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع )
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المرحلة الثالثة: يوجد ماكينتين لأستخراج كروت الرخص حيث يمثل زمن أستخراج الكرت 
 ( ساعة.60/1من الماكينة متغير عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع )

شبابيك حيث أن  3المرحلة الرابعة: يتم تسليم كروت الرخص للملاك )للسيارات( من خلال 
( ساعة. 50/1ك للرخصة يمثل متغير يتبع التوزيع الآسي بتوقع )زمن أستلام المال

وبمجرد أستلام المالك الرخصة يتم خروج المالك من نظام المرور. حيث يصل العملاء إلى 
 ( عميل في الساعة.100المرور وفقاً لتوزيع بواسون بتوقع )

 ي يوضح المراحل المتتالية.وضح نظام الخدمة من خلال شكل بيان -1المطلوب: 

 أوجد التوزيع الأحتمالي المستقر روبرت جاكسون لنظام خدمة المرور. -2

 ساعات عمل(. 10أوجد العدد المتوقع للعملاء في يوم عمل ) -3

 أوجد العدد المتوقع لمراكز الخدمة غير المشغولة. -4

ميع والأختبار على ، يتم التجةفي أحد مصانع تجميع الغسالات الأوتوماتيكي (9-5)
مرحلتين متتاليتين، في المرحلة الأولي يتم التجميع، حيث زمن تجميع الغسالة يمثل متغير 

 يوم عمل. 10/1عشوائي يتبع التوزيع الآسي بتوقع 
والمرحلة الثانية يتم أختبار الغسالة، حيث يمثل زمن الأختبار للغسالة متغير عشوائي أيضاً 

 يوم عمل. 20/1التوزيع الآسي بتوقع  يتبع
غسالات  8فإذا كانت مكونات الغسالة تصل إلى المصنع وفقاً لتوزيع بواسون بتوقع 

 )مكونات الغسالات( في اليوم.
 أوجد التوزيع الأحتمالي المستقر لنظام الخدمة في هذا المصنع. -1والمطلوب: 

 لات المنتهي تجميعها وأختبارها في اليوم.أوجد العدد المتوقع للغسا -2
أوجد أحتمال تعطل المركز )بمعني خلو المصنع من الغسالات التي يتم تجميعها  -3

 وأختبارها.
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 Introduction                                        ( مقدمة10-1)
تناولنا بشيء من التفصيل بعض أنظمة الخدمة المتتالية لروبرت في الباب السابق 

 :[48] جاكسون تحت أفتراض عدم وجود أى قيد على
 ،عدد العملاء في النظام 

 .)عدد العملاء في الأنتظار )في صف الأنتظار 

كثير من أنظمة الخدمة المتتالية يوجد بها كثير من القيود يجب أن تأخذ في في ولكن 
 الأعتبار عند بناء التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء في النظام.

 :التالية وفي هذا الباب سوف نقدم بعض النماذج لجاكسون أيضاً في الحالات

إلى العدد المحدد يتم لعملاء افإذا وصل عدد  د قيد على عدد العملاء في النظام.: وجو أولاً
كان يمكن خدمة  عد ذلك، وهذا يترتب عليه ضياع فرصب أي عميل يصلرفض خدمة 

بأنظمة الرفض ومن أمثلة هذه الأنظمة نظام الخدمة وتسمي هذه  .أن يؤديها النظام
  في الفنادق، المطاعم، المستشفيات، المسارح، ..... الخ.

 ن ممكن أن يحققها النظام.مما يترتب عليه ضياع إيرادات كا

اً وجود قيد على عدد العملاء في الصفوف المتتالية أعتبار من الصف في المرحلة  :ثانيا
( ولم jالثانية، ونتيجة وجود هذا القيد يعنى إذا أنتهت خدمة العميل في أي مرحلة )

)أو  ( حيث يكون مركز الخدمةj+1يجد مكان في صف الأنتظار في المرحلة التالية )
( j) في المرحلة في هذه المرحلة مشغول فإنه بنتظر داخل مركز الخدمة مراكز الخدمة(

( عن العمل، j)في المرحلة التي أنهت خدمته ويسبب أنسداد أو توقف مركز الخدمة 
 ويسمي النظام في هذه الحالة بنظام التوقف، وقد يحدث التوقف في أكثر من مرحلة.

مراكز الخدمة عن العمل. ومن أمثلة هذه  بعض لتوقف خسائر ويترتيب على التوقف
على الأرصفة في المواني وعدم السحب في التوقيت المناسب، الأنظمة تفريغ البضائع 

كذلك في المستشفيات حيث اج علي مراحل متتالية، كذلك في المصانع حيث يتم الأنت
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شاعات، وجود مكان تتم خدمة المريض على مراحل متتالية مثل الكشف، التحاليل، الإ
 المراكز )أو العمليات(، ....... الخ. في الرعاية

حيث أن الرفض أو التوقف من الأنظمة الأكثر تعقيداً في تحليلها، وتعتبر أنظمة 
 نظام التشغيل في كل مرحلة مرتبط بالمراحل الأخري.

ز وفي هذا الباب سوف نقدم النماذج المتتالية على مرحلتين، وفي كل مرحلة مرك
 خدمة واحد.
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 Queueing Model with Rejection         ( نموذج الرفض10-2)
( حيث تتم الخدمة 2-9نظام الخدمة على مرحلتين المقدم في الفصل )إذا أعتبرنا 

على مرحلتين متتاليتين وفي كل مرحلة مركز خدمة واحد ووصول العملاء وفقاً لتوزيع 
21للتوزيع الآسي بتوقع  والخدمة وفقاً  بواسون بتوقع  /1 , /1   ،ولكن على الترتيب

أو  Nنفترض أن أقصى عدد للعملاء في النظام )في الخدمة والأنتظار( يساوي سوف 
Nnnبعبارة أخري  21  .والشكل التالي يوضح النظام 

 العملاء من Nمقيد بـ  مرحلتين متتاليتين على(: نظام خدمة 1-10شكل )

 
فإنه يتم رفض خدمة أي عميل أخر يصل  Nوإذا وصل عدد العملاء في النظام 

 إلى النظام.

 التوزيع الأحتمالي المستقر للنظام أعلاه على النحو:: (1-10نظرية )
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( عندما لا 2-9( بالفصل )9.2قة )العلا فيوهي نفس النتيجة التي سبق الحصول عليها 
 يوجد قيد على عدد العملاء.

: يمكن الحصول على التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء في كل مرحلة على (2-10نتيجة )
 النحو التالي:حدة على 
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 ( نجد أن:10.3),(10.4)ومن 

(10.5       )                      )n( )n()n,n( 2121 PPP  

عن عدد  إحصائياً  نجد أن عدد العملاء في المرحلة الثانية غير مستقل( 10.5) العلاقة من
 .]4[ العملاء في المرحلة الأولي
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 وفيما يلي سوف نقدم أهم مؤشرات قياس كفاءة النظام.

 إلى أحتمال رفض خدمة عميل فإن:تشير  Yإذا فرضنا أن   -1
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j1E ،2,1j( بالرمز jفي المرحلة ) للعملاء إذا رمزنا للعدد المتوقع -2   على النحو
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j2E ،2,1j( بالرمز jدد المتوقع للعملاء في الصف )للعإذا رمزنا  -3   على النحو
 التالي:
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 Queueing Model with Blocking          ( نموذج التوقف10-3)
في بعض الأنظمة التي تتم الخدمة فيها على مراحل متتالية تنتهي خدمة العميل 

( فيظل j+1المرحلة ) للأنتظار في الصف في( ولا يوجد مكان jفي مرحلة معينة ولتكن )
( وهو منتهي خدمته مما يؤدي لتوقف jبالمرحلة ) المنتهية الخدمة فيه داخل مركز الخدمة

. blockingالخدمة، وهذا ما يسمي بحالة التوقف أداء ( عن jمركز الخدمة في المرحلة )
( فقط ولكن يؤثر على نظام الخدمة ككل، jوهذا التوقف لا يؤثر على الأداء في المرحلة )

 ومن أمثلة هذه الأنظمة ما يلي:
أن السفن المحملة بنوعية معينة من البضائع  إذا فرضنافي أحد المواني البحرية،  (1)

يتم تفريغها على رصيف معين وبعد التفريغ يتم نقل البضائع )مثل الأخشاب( 
المفرغة خارج الميناء، فإذا لم يتم نقل البضائع من على الرصيف فور تفريغها 
فإنها تظل على الرصيف وتمنع دخول أي سفينة أخرى على الرصيف للتفريغ، 

 التالي يمثل المراحل المتتالية لتفريغ ونقل البضائع خارج الميناء.والشكل 

 (: مراحل تفريغ ونقل البضائع خارج الميناء2-10شكل )

 
مراحل متتالية، واعتبار  4في أحد المراكز الإنتاجية يقوم بإنتاج منتج معين على  (2)

( عدد jلأنتظار الوحدات في المرحلة ) من المرحلة الثانية عدد الأماكن المخصص

 التفريغ ●

دخول 

 الميناء
 الرصيف

 السفن

سيارات 

 النقل

 المرحلة الثالثة المرحلة الأولي المرحلة الثانية

النقل خارج 

 الميناء
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432jبحيث  jiمحدد يساوي  i,i,ii   توقف في المرحلة وبالتالي ممكن حدوث
 الأولي أو الثانية او الثالثة كما هو موضح في الشكل التالي.

 بعض المراحل(: نظام خدمة على مراحل متتالية وفراغ الأنتظار محدد في 3-10شكل )

 
الخدمة على مرحلتين متتاليتين وبكل مرحلة سوف نعتبر نظام  وفي هذا الفصل

والخدمة وفقاً  مركز خدمة حيث يصل العملاء إلى النظام وفقاً لتوزيع بواسون بتوقع 
21للتوزيع الآسي بتوقع  /1 , /1  في لى التوالي، كذلك أقصي عدد من العملاء ع
i,...,2,1,0n2(، iالمرحلة الثانية يساوي )   عدد من أماكن الأنتظار وبالتالي فإن أقصي

(، فإذا أنتهي خدمة عميل في المرحلة الأولي وكان عدد العملاء في المرحلة i-1يساوي )
منتهي خدمته في المركز بالمرحلة الأولي ( في هذه الحالة يظل العميل الiيساوي ) الثانية

 حتى تنتهي خدمة عميل بالمرحلة الثانية. blockingويحدث توقف لمركز الخدمة 

21فإذا أشرنا لأحتمال وجود ) n,n)  بالمرحلتين الأولي والثانية بالرمز
)n,n( 21P  كذلك الرمز)i,n(

*

1P إلى وجود  يشيرn  عميل في المرحلة الأولي منهم
1n1 عميل منتهي   1)خدمته في المركز بالمرحلة الأولي وعددn1  في الأنتظار )

 عميل في المرحلة الثانية، والشكل التالي يوضح النظام.( i) عدد ووجود

 ث توقف بالمرحلة الأولي(: نظام الخدمة على مرحلتين وحدو 4-10شكل )

● 

 المرحلة الثالثة المرحلة الأولي المرحلة الثانية

● ● ● 

 المرحلة الرابعة

(2i) (3i) (4i) 
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إذا فرضنا نظام خدمة على مرحلتين متتاليتين وبكل مرحلة مركز خدمة : (2-10نظرية )

21واحد وزمن الخدمة في كل مركز متغير يتبع التوزيع الآسي بتوقع  /1 , /1   على
التوزيع فإن  اً لتوزيع بواسون بتوقع التوالي، كذلك يصل العملاء إلى النظام وفق

 : ,93]4[ الأحتمالي لعدد العملاء في النظام في وضع الأستقرار على النحو التالي

(10.7       )

1   ,    1                                         

   in     ,     1n   ,   )0,0(  

in0  ,  0nn   ,   )0,0(  
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(10.8                 )
1i
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1i

2

21

 )1()1(

)1)(1(
)0,0(P

 




ρρρ

ρρ 

 .بهذا الباب : بنفس الأسلوب المستخدم في الباب السابق والفصول السابقةالإثبات

 في هذا الباب نجد أن المعادلات التفاضلية على النحو التالي:

  




)t,1n,n()t,1n,1n(

)t,n,1n()t,n,n()()t,n,n(

212211

21212121

PP

PPP \ 

 وفي وضع الاستقرار الإحصائي نجد أن:

1  2  
  

( i-1المرحلة الثانية ووجود عدد )

 فقط من أماكن الأنتظار

 المرحلة الأولي
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(10.9)      in ,  0nn  ,       )1n,n(                         

)1n,1n()n,1n()n,n()(
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211212121

P

PPP
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 بالمثل:
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 ما يلي: ( يمكن أفتراض10.8من المعادلة )

(10.11            )
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 ( يمكن أفتراض أن:10.9كذلك من المعادلة )

(10.12                )
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حالات غير دورية بق فإن النظام يمثل نظام ماركوف بفي الباب الساوكما ذكرنا 
aperoidic ل وغير قابلة للأختزاirreducibleستخدام أسلوب الأستنتاج الرياضي ، وبأ

 :يمكن أثبات أن
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 وبما أن:

                
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            
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(10.13                         )
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: عندما (4-10نتيجة ) in2 :فإن 

(10.14                 )               )1)(1()0,0(lim 21
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 (.2-9نفس النتيجة السابق الحصول عليها في الفصل )وهي 

( يمكن الحصول على التوزيع الهامشي لعدد العملاء 10.7: من العلاقة )(3-10نتيجة )
 في كل مرحلة على النحو التالي:
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 كذلك:

(10.16)                                                C)0,0( 
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 :حيث

                                 
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(1710.            )                              )n( )n()n,n( 2121 PPP  

 حيث: B ومما سبق يتضح أن أحتمال حدوث توقف في المرحلة الأولي يساوي 

(10.18) 
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 فيما يلي نقدم بعض مؤشرات النظام، على النحو التالي:و 

والعدد  11Eفي المرحلة الأولي بدون حدوث توقف بالرمز إلى العدد المتوقع إذا أشرنا  -1
بمركز الخدمة  دد المتوقع لحدوث توقفوالع 12Eالمتوقع في المرحلة الثانية بالرمز 

* في المرحلة الأولي بالرمز
11

E :على النحو التالي 
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 كذلك:
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(10.21)                                                        
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المرحلة الأولي والثانية بالرمز أشرنا إلى العدد المتوقع للعملاء في الأنتظار في إذا  -2
21E22E, فإن:على الترتيب ، 
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(10.23)                                                                       
2

C )1i( i
    

)1()1i()1(  
)1( )1(

)0,0(

C)0,0( 
)1(

 1)n()n( 1)n(E

][

][

2

1i

2

1i

2

2

22

21

i

1n 1

n

2
2

i

1n

2222

P

PP
2

2

2




















ρρρρ
ρρ

ρ

ρ

 

 

 

 



 

 
 

 ( نموذج التوقف            الباب العاشر: نماذج الصفوف المتتالية مع حدوث رفض أو توقف10-3)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 297 - 
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 Applied Examples                 ( أمثلة تطبيقية        10-4)

: في أحد المراكز الطبية للعلاج بالإشعاع حيث يوجد به جهاز للعلاج (1-10تطبيق )
المطلوب علاجهم بالإشعاع يصلون للمركز وفقاً لتوزيع  مرضىبالإشعاع، فإذا كان ال

في الساعة حيث يتم تسجيل المريض وحالته أولًا ثم ينتظر مريض  9بواسون بتوقع 
حتى يفرغ الجهاز من مريض سابق )أو يدخل مباشرةً على الجهاز بعد التسجيل في حالة 

121فإذا كان معدل تسجيل المرضى في الساعة على الجهاز(  مرضىعدم وجود   
102ومعدل خدمة المريض في الساعة   يمكن  مرضىكان أقصى عدد من ال، فإذا

 في الساعة. مرضى 10خدمتهم في المركز في الساعة 

 فإذا كان زمن خدمة المريض في التسجيل أو على الجهاز يمثل متغير يتبع التوزيع الآسي.

 حدد نظام الخدمة بالإشعاع في المركز ووضح ذلك بيانياً. -1: المطلوب
)في مرحلة التسجيل ومرحلة  في المركزلأحتمالي لعدد المرضى أوجد التوزيع ا -2

 .العلاج معاً(
 ساعات متصلة. 10أوجد العدد المتوقع للمرضى في اليوم إذا كان يوم العمل  -3
أوجد أحتمال رفض خدمة مريض في ساعة معينة، كذلك أوجد عدد المرضى  -4

 ل.المتوقع الممكن رفضهم خلال الساعة كذلك خلال يوم عم

يمثل النظام نظام خدمة على مرحلتين المرحلة الأولي يتم التسجيل للمريض  -1: الحل
والمرحلة الثانية أعلاه جرعة الإشعاع، كذلك يمثل النظام نظام رفض التسجيل لأي عميل 

10Nفي أي ساعة عميل إذا وصل عدد العملاء إلى   .والشكل التالي يوضح النظام 

 ( حيث:2-10مكن تمثيل النظام بنموذج الرفض في الفصل )وي -2
 10      ,     12      ,     9      ,     10N 21 
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 حدوث رفض لاستقبال بعض المرضى مرحلتين مع (: نظام خدمة على5-10شكل )
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21التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء في المرحلة الأولي والمرحلة الثانية )بح ويص n,n)  على
 النحو التالي:
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nn(E(العدد المتوقع للمرضى في الساعة يساوي  -3 21  :بحيث 
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          12 مريض
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مريض، بالتالي يكون العدد المتوقع  12الساعة يساوي تقريباً العدد المتوقع في وبما أن 
 في يوم العمل:

1201012مريض   

مريض في اليوم يتم  20مرضى في الساعة، بالتالي يتوقع فقد  10وبما أن النظام يتسع لـ 
 رفض خدمتهم.

 حيث: Yاحتمال رفض خدمة مريض يساوي  -4
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العملاء الذين يصلون إلى النظام نتيجة من  %6نسبة  وهذا يعني أنه يتوقع رفض خدمة
 لوجود حد أعلى لعدد العملاء في النظام.
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: إذا كان الحجز على أحدى الطائرات التي تقلع من مطار القاهرة إلى مطار (2-10تطبيق )
تاريخ الإقلاع بأسبوع بمعدل حجز  هيزرو بلندن في تاريخ معين في توقيت معين يتم قبل

170  ،وبالنسبة للحاجزين يتم تأكيد الحجز قبل في الأسبوع تصل وفقاً لتوزيع بواسون
إقلاع الطائرة بيوم واحد على الأقل، فإذا كان زمن الحجز للعميل وزمن تأكيد الحجز يمثلان 

175/1/1 , ع للتوزيع الآسي بتوقمتغيران عشوائيين وفقاً  1    )أسبوع(
178/1/1 2 . 

مقعد فقط تحت أفتراض أولوية تأكيد الحجز  150عدد المقاعد في الطائرة للعملاء فإذا كان 
 وفقاً لأولوية الحجز.

 بيانياً نظام الحجز والتأكيد على الحجز.وضح  -1: المطلوب
 مثل النظام بنموذج مناسب. -2
 عميل. 20فرد وتأكيد حجز  80د أحتمال حجز أوج -3
 أوجد أحتمال رفض حجز عميل خلال الأسبوع. -4
 أوجد المعدل الفعلي للحجز. -5

 الشكل التالي يمثل نظام الحجز والتأكيد على الطائرة. -1: الحل

  الحجز والتأكيد على أحدى الطائرات(: يوضح 6-10شكل )

 

الأولي  المرحلة

(الحجز)  

170  

1751   

150N   

1782  

 الثانية المرحلة

(التأكيد)  
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 ( بحيث:2-10كن تمثيل النظام بالنموذج في الفصل )يم -2
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21ويصبح التوزيع الأحتمالي لعدد العملاء في المرحلة الأولي والمرحلة الثانية ) n,n على )
 النحو التالي:

                150nn      ,      )0004.0()96.0()97.0()n,n( 21
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 حيث: Yأحتمال رفض خدمة عميل  -4
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 حيث: effالمعدل الفعلي للحجز  -5

1705.169)0032.01(170)Y1(eff  

بحيث تصل  لطباعة الكتب الخارجية لطلاب المرحلة الثانوية مطبعة: (3-10تطبيق )
)ثلاث كتب في الأسبوع(. فإذا  3طلبات لطباعة الكتب وفقاً لتوزيع بواسون بتوقع ال

كانت عملية الطباعة تتم على مرحلتين المرحلة الأولي يتم فيها طباعة الكتاب والمرحلة 
 وزمن بالمرحلة الأولي جميع وتجليد الكتاب، فإذا كان زمن الطباعةالثانية يتم فيها ت

5/1/1 , 4/1/1للتوزيع الآسي بتوقعبالمرحلة الثانية وفقاً  التجميع والتجليد 21  
التجليد  أنتظار فإذا كانت المساحة المتاحة للكتب المطبوعة وفي )أسبوع( على الترتيب.

 كتاب على الأكثر. 2تستوعب عدد 

 أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد الكتب في المرحلتين الأولي والثانية. -1: المطلوب

 أوجد أحتمال حدوث توقف في المرحلة الأولي. -2 

 : الشكل التالي يوضح النظام محل الدراسةالحل

 التجليد وألطباعة الانتظار ل(: يوضح عدد الكتب في 7-10شكل )
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3in2  

 

يدالتجميع والتجل  
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 ( نجد أن:10.8من المعادلة )
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 ( نجد أن:2-10وبأستخدام نظرية ) -1
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 حيث: B( نجد أن أحتمال حدوث تكدس 10.18من المعادلة ) -2
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في أحدي المواني البحرية خصص رصيف لتفريغ السفن التي تحمل مواد : (4-10تطبيق )
صلبة )مثل الخشب، الحديد، ....الخ(. حيث تصل السفينة محملة بالشحنة لتفريغها على 
الرصيف )وإذا كان الرصيف مشغول بشحنة سابقة لم يتم سحبها فإنها تنتظر لحين خلو 

 تم تفريغ الشحنة عليه(.الرصيف لي

( وفقاً لتوزيع 3)يومياً/سفينة  فإذا كان العدد المتوقع لوصول السفن إلى الرصيف 
بواسون، وزمن الخدمة على الرصيف )زمن تفريغ الشحنة( وزمن نقلها إلى خارج الميناء 

4/1/1  ,  4/1/1وفقاً للتوزيع الآسي بتوقع  21  .)يوم( 

 أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد السفن في الإنتظار أو الخدمة. -1: المطلوب

 أوجد العدد المتوقع للسفن لتفريغها ونقلها خارج الميناء. -2
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 ( حيث:3-10يمكن تمثيل النظام بنموذج الخدمة في الفصل ) -1: الحل
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 العدد المتوقع للسفن في الإنتظار والخدمة -2
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 الأولي المرحلة

ارلا يوجد إنتظ  
 النقل

42   

 الأولي المرحلة

ا  سفينة/يومي  
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ث تتم عملية التنظيف للسجاد على مرحلتين، : مغسلة لغسيل السجاد بحي(5-10تطبيق )
المرحلة الأولي غسيل السجاد، والمرحلة الثانية تجفيفها من خلال مجفف كهربائي. بحيث 

والشكل التالي يوضح  واحدة في نفس الوقت كذلك المجفف. تتسع ماكينة الغسيل لسجادة
 10يساوي  للتجفيف ذلك بحيث أقصى عدد للسجاد المغسول وفي التجفيف أو في الإنتظار

 سجاجيد فقط والشكل التالي يوضح ذلك.

 (9-10شكل )

 
أوجد التوزيع الأحتمالي لعدد السجاد في المغسلة أو الإنتظار والعدد في  -1: المطلوب

 المجفف والإنتظار.
 أحتمال تعطل ماكينة الغسيل لعدم وجود مكان في إنتظار التجفيف. -2

 :حلال
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 حيث: B أحتمال تعطل ماكينة الغسيل لعدم وجود مكان في الإنتظار يساوي  -2
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 Exercises                      ( تمرينات                    10-5)
من المراحل  K( مع وجود عدد 2-10أعتبر نموذج الرفض في الفصل ) :(10-1)

المتتالية بدلًا من مرحلتين بحيث زمن الخدمة في كل مرحلة متغير يتبع التوزيع الآسي 
j/1بتوقع   ،k,. . . . ,2,1j   عدد من العملاء في النظام يساوي وأقصىN  ويتم رفض

 .Nخدمة أي عميل إذا وصل عدد العملاء في النظام 

 كون معادلات الأستقرار لعدد العملاء في النظام. -1المطلوب: 

n,.....,n,.....,n,n(P(أوجد التوزيع الأحتمالي  -2 kj21r. 

 (.jلمرحلة )أوجد التوزيع الهامشي لعدد العملاء في ا -3

 أوجد العدد المتوقع للعملاء في النظام. -4

 أوجد أحتمال رفض خدمة عميل. -5

مراحل متتالية  3( بحيث يوجد 3-10أعتبر نموذج التوقف في الفصل ) :(10-2)
المرحلتين الأولي والثانية، حيث أماكن الإنتظار في توقف في للخدمة بحيث يمكن حدوث 

1i2المرحلة الثانية عدد محدد يساوي )  وعدد أماكن الإنتظار في المرحلة الثالثة )
1i3يساوي )  وزمن الخدمة في كل مرحلة يمثل متغير يتبع التوزيع الآسي بتوقع )

j/1  ،3,2,1j . 

 كون معادلات الأستقرار لعدد العملاء في النظام. -1المطلوب: 

 أوجد التوزيع الهامشي في كل مرحلة. -2

 أوجد أحتمال توقف في المرحلتين الأولي والثانية معاً. -3
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 Introduction                                        ( مقدمة11-1)
وكما قدمنا سابقاً أن أول دراسة علمية لأنظمة الصفوف الدراسة التي قدمها إيرلنج 

ومنذ ذلك التاريخ كان إيرلنج حريص على تحسين ورفع كفاءة أنظمة الصفوف  1909سنة 
العديد من الدراسات لتحسين كفاءة أنظمة  في الشركة التي كان يعمل بها. وقد قُدمت

 الصفوف منه ومن آخرين.

 optimizationاليب الأمثلية حيث بدأ التطور الكبير لأس 1950ولكن منذ سنة 

techniques  وبصفة خاصة أساليب البرمجة الرياضيةmathematical 

programming techniques  مما أدي إلى أستخدام هذه الأساليب في تصميم
تحسين أداء أنظمة الصفوف وبصفة خاصة بعد توافر برامج الحزم الجاهزة لأستخدام و 

 .في حل المشاكل القرارية ذات الحجم الكبير أساليب الأمثلية

أساليب الأمثلية وفي الفصل التالي سوف نشير إلى أهم الدراسات التي أستخدمت 
 في تصميم وتحسين كفاءة أنظمة الصفوف

في هذا الباب سوف نقدم بعض الأمثلة المقترحة لأستخدام أساليب البرمجة كذلك 
الرياضية في تصميم بعض أنظمة الصفوف أو في تحسين كفاءة الأداء بالنسبة للأنظمة 

 ، مع توضيح ذلك من خلال بعض الأمثلة التوضيحية.المقدمة في هذا الكتاب

ن كفاءة أنظمة الصفوف ويتطلب أستخدام أساليب البرمجة الرياضية في تحسي
وبصفة خاصة  ام الجيد بأساليب البرمجة الخطيةالموجودة أو تصميم أنظمة جديدة الألم

 والطرق المختلفة لحل نماذج البرمجة غير الخطية. ،أساليب البرمجة غير الخطية

 



 

 
 

 ( نماذج الصفوف وأساليب الأمثلية    الباب الحادي عشر: نماذج الصفوف وأساليب الأمثلية11-2)
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 ( نماذج الصفوف وأساليب الأمثلية11-2)

Queueing Models and Optimization Techniques 

لأنظمة الصفوف وكان دائم العمل على تحسين ومنذ أن قدم إيرلنج أول دراسة 
قدم أول دراسة لتحديد  1924أنظمة التليفونات في الشركة التي كان يعمل بها. وفي سنة 

التي يتم فتحها بهدف تخفيض أحتمال فقد العملاء كما  channelsالعدد الأمثل للخطوط 
حيث حقق هذا  السابق تقديمه في الباب الخامس( FcFs/N/(:)M/M/Cفي نموذج )

 N,C, نــل مــوك NPن ــة بيـــــح العلاقــــة التي توضــلال الرسوم البيانيـــــن خـــم دفــــاله
[28,27,78,76]. 

كذلك قدم آخرين عدة دراسات للوصول إلى المؤشرات المثلى لبعض الأنظمة من 
، كذلك الرسومات 1981سنة  Cooperخلال الرسوم البيانية ومنها الدراسة التي قدمها 

 .1986سنة  Hillier and Liebermanالتي قدمها كل من 

ضرورة لأستخدام الرسوم البيانية وبصفة فأصبح لا -كمبيوترولكن نظراً لأستخدام ال
خاصة في وجود حزم البرامج الجاهزة لأساليب الأمثلية، فأصبح من اليسير تطبيق أساليب 

 .[22,25] أنظمة الصفوفالأمثلية لتحسين وتصميم 

نقدم بعض الأمثلة لنماذج الأمثلية وطرق حلها بالنسبة سوف  وفي الفصول التالية
 ض أنظمة الصفوف.لبع

من أوائل من أستخدم أساليب البرمجة الرياضية  1955سنة  Brighanويعتبر 
وتحسين  النظامفي تحديد العدد المتوقع الأمثل للعاملين في مصانع الطائرات عند تصميم 

 .[78]أيضاً  كفاءة النظام

نموذج برمجة غير خطي يهدف لتحقيق التوازن  Morseقدم  1958كذلك سنة 
 .(FcFs/N/(:)M/M/1بعض العملاء في النظام)تكلفةالخدمة وتكلفة رفض خدمة  ينب

 .Morseلنموذج  عبارة عن تطوير( سوف نقدم نموذج 3-11وفي الفصل )



 

 
 

 ( نماذج الصفوف وأساليب الأمثلية    الباب الحادي عشر: نماذج الصفوف وأساليب الأمثلية11-2)
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تكلفة لخط إنتاج يتم فيه خوارزم للحصول على أقل  Kurtقدم  1999وفي سنة 
 .[46 ,73]أعلى إنتاجية وأقل أحتمال للتعطل الإنتاج على مراحل متتالية مع تحقيق 

 بالنسبةمجالات استخدام أساليب الأمثلية  Narayanصنف  2008سنة وفي 
 على النحو: [78]نظمة الصفوف إلى للا  مجالات لأ 

 لمثلي لأداء النظام،أستخدام أساليب الأمثلية للحصول على المؤشرات ا -1

بالنسبة  optimal designأستخدام أساليب الأمثلية في تحديد التصميم الأمثل  -2
 لأنظمة التي يتم التخطيط لإنشائها،ل

الأدارة للأنظمة وحل مشاكل أستخدام أساليب الأمثلية في حل بعض مشاكل  -3
 .control problems المراقبة

سع ووجود حزم البرامج الجاهزة لحل ونتيجة لأستخدام الكمبيوتر على نطاق وا
 ق أساليب الأمثلية لأنظمة الصفوف.فأنتشر تطبي ،مشاكل البرمجة الرياضية

بعض نماذج الأمثلية في تحديد المعدلات  Gerasimovقدم  2012ففي سنة 
المثلي لشبكات الكمبيوتر التي تمثل أنظمة صفوف متتالية بهدف تحقيق التوازن في 

 .[40] الشبكة

بعض نماذج  Xiaoming and Yifen Heقدم كل من  2014في سنة ك كذل
 .[109 ,108] المستخدمة الأمثلية في تحديد أنواع وأوقات وسائل الأعلام

وفي الفصل التالي سوف نقدم بعض الأمثلة لتطبيق أساليب الأمثلية في تحسين 
 كفاءة مؤشرات أداء النظام أو تحديد التصميم الأمثل لنظام جديد.
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 Some Optimization Models        ( بعض نماذج الأمثلية11-3)

عادةً بالنسبة للأنظمة الخدمية أو الإنتاجية يرغب متخذ القرار في رفع كفاءة 
الأداء بالنظام أو التوسع في النظام بهدف الوصول إلى أكبر ربح ممكن أو أقل تكلفة 

 ممكنة.

لمتخذ القرار تحديد المعدلات  عند تصميم نظام جديد يكون من الأهميةكذلك 
المثلي للأداء التي تحقق له أكبر عائد أو أقل تكلفة. وبالتالي يمكن أستخدام أساليب 

 البرمجة الرياضية للوصول إلى هذه الأهداف. 

نماذج البرمجة غير الخطية التي يمكن لمثلة الأوفي هذا الفصل سوف نقدم بعض 
رها، وذلك من خلال تقديم بعض نماذج الأمثلية ستخدامها تحقيق الأهداف السابق ذكأب

 .]9، 8[ كذلك إعطاء بعض الأمثلة لتطبيق هذه النماذج ،والتي يمكن تطويرها فيما بعد

 ( نموذج تعظيم الربح11-3-1)
( ويرغب متخذ القرار في تحديد FcFs/N/(:)M/M/1إذا أعتبرنا نظام الخدمة )

التي تحقق أقصى ربح ممكن حيث يفترض أن متوسط معدل  N , كل من القيمة المثلي ل
هي الإيراد العائد من خدمة  G، كذلك معلومة في وحدة الزمن وصول العملاء إلى النظام 

هي تكلفة مركز الخدمي في وحدة الزمن. فإنه يمكن تحقق الهدف من خلال  Eعميل، 
 وذج البرمجة غير الخطية التالي:نم

 التي تجعل: N , أوجد كل من 

(11.1)       E
1

1
  GE]P1[  GZ.Max ][

1N

N

N 





ρ

ρ 

(11.2                                        )1


           S.T. 
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نوضح بناء نموذج  وسوف .]8[والنموذج أعلاه يمكن حله بأستخدام طريقة لأجرانج 
 من خلال المثال التالي.البرمجة 

، فإذا كان مدير المركز يتوقع زيادة بالباب الخامس (3-5: أعتبر مثال )(1-11مثال )
 مريض في اليوم. 15إلى  9من  متوسط معدل وصول المرضى 

التي تجعل الربح اليومي أكبر ما يمكن حيث  N , في تحديد القيم المثلي لكل من ويرغب 
000,10Eأن تكلفة المركز اليومية    000,2والإيراد من خدمة مريض واحدG . 

 بناء نموذج برمجة لتحقيق هدف متخذ القرار. -1: المطلوب

***حل النموذج وتحديد القيم المثلي  -2
Z,N , . 

 التي تجعل: N , أوجد  -1: الحل

000,10
1

1
 000,30Z.Max ][

1N

N







ρ

ρ 

                 1ρ           S.T. 

 وبحل النموذج بأستخدام طريقة لأجرانج نجد أن:

15,372.87Z       ,       5N       ,       97.0جنيه 
*** ρ 

                                    5.15ˆ *

*





ρ 

 ( نموذج تصغير التكلفة11-3-2)
في كثير من الأنظمة يمثل زمن الانتظار المتوقع للعميل في النظام تكاليف غير 

( ويرغب متخذ القرار /FcFs/(:)M/M/1مباشرة على النظام، فإذا أعتبرنا النظام  )
 التي تجعل زمن انتظار العميل المتوقع أقل ما يمكن. في تحديد 
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، إذا حدث تزايد لمتوسط معدل وصول بالباب الخامس (1-5: أعتبر مثال )(2-11مثال )
في الساعة، وتزايد زمن انتظار السيارة حتى  10إلى  5السيارات إلى المحطة من 

في زيادة معدل ويرغب متخذ القرار  مباشرة على المحطة.الدخول للخدمة تمثل تكلفة غير 
 بحيث يكون زمن الانتظار المتوقع أقل ما يمكن. الخدمة 

 ويمكن صياغة هذه المشكلة كنموذج برمجة غير خطية على النحو التالي:

 بحيث: أوجد 

 التي تجعل ρأوجد قيمة 

)1(10)1(
WZ.Min

22

q
ρ

ρ

ρ

ρ





 

           1ρ          S.T. 

، حيث وبالتالي لـ  ρ: بأستخدام طريقة لأجرانج أيضاً نحصل على القيمة المثلي لـ الحل
 أن:

5.166.0ساعة / سيارة 
** ρ 
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 Exercises                         ( تمرينات               11-4)
 ،(7-5: أعتبر تمرينات )(11-1)

 0Pبحيث يكون  (، كون نموذج برمجة مناسب لإيجاد 2-5أعتبر النظام في ) -1
 أقل ما يمكن.

التي تجعل العدد المتوقع للعملاء  (، كون نموذج لتحديد 4-5أعتبر النظام في ) -2
 في النظام أكبر ما يمكن.

( أوجد العدد الأمثل للأرصفة بحيث يكون زمن إنتظار 6-5أعتبر النظام في ) -3
 السفينة أقل ما يمكن.

 (،5-7أعتبر تمرينات ) :(11-2)
21(، أوجد قيم 5-7أعتبر النظام في ) -1 , لتي تجعل اqW .أقل ما يمكن 

 أقل ما يمكن. qWالتي تجعل  (، أوجد القيمة المثلي لـ6-7أعتبر النظام في ) -2

 (، إذا كان متخذ القرار يرغب في تحديد القيمة المثلي لـ 9-7أعتبر النظام في ) -3
 بحيث يكون العدد المتوقع للعملاء في النظام أكبر ما يمكن.

 (،5-9: أعتبر تمرينات )(11-3)
العدد المتوقع للمراكز غير التي تجعل  (، أوجد قيمة 4-9أعتبر النظام في ) -1

 المشغولة أقل ما يمكن.

التي تجعل العدد المتوقع للغسالات التي  (، أوجد قيمة 5-9أعتبر النظام في ) -2
 يتم تجميعها أكبر ما يمكن.

21أوجد قيمة  (،2-10الفصل ) فيأعتبر النظام  :(11-4) , تجعل احتمال  التي
 البرمجة. أسلوب باستخدامرفض خدمة عميل أقل ما يمكن 

يجعل  الذيرمجة مناسب (، كون نموذج ب3-10الفصل ) في: أعتبر النظام (11-5)
 المرحلة الأولى أقل ما يمكن. فياحتمال حدوث التوقف 
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 Introduction                                        ( مقدمة12-1)
في الباب السابق تناولنا بشيء من التفصيل بعض نماذج الصفوف في شكل 

 وتتميز هذه النماذج بما يلي:نماذج رياضية تصف السلوك الأحتمالي للنظام، 

 تصيغ العلاقات بين عناصر النظام بطريقة واضحة ومفهومه. -1

 خدامها يمكن أشتقاق مؤشرات كفاءة النظام ومتابعته والتحكم فيه.ستأب -2

أنه يمكن ربط هذه النماذج بأساليب الأمثلية والتي يمكن بذلك الوصول إلى أفضل  -3
 القرارات المتعلقة بالنظام.

ولكن في كثير من الأنظمة الفعلية يكون من الصعب في بعض الحالات وقد يكون 
 ت الأرر  أشتقاق نماذج رياضية، ومن هذه الحالات:من المستحيل في بعض الحالا

الأنظمة المعقدة بحيث يكون من الصعب صياغة العلاقات بين عناصرها صياغة  -1
 رياضية.

التي تخضع لها النماذج الرياضية والسابق تناولها عدم توافر بعض أو كل الشروط  -2
 في الأبواب السابقة.

 الأنظمة التي تعتمد على الزمن حيث تتغير رصائص عناصر النظام وفقاً للزمن. -3

من الحالات أعلاه نلجأ إلى أسلوب المحاكاة وهو أسلوب في واحدة على الأقل 
عددي تجريبي، لذلك فإن نتائج المحاكاة لا تضمن لنا الحصول على حلول مثلى ولكنها 

 توصلنا إلى حلول تقريبية.

لفة لأساليب المحاكاة من أهمها وأكثرها شيوعاً طريقة المونت وتوجد طرق مخت
 وسوف نتناولها بشيء من التفصيل في هذا الباب.. Monte Carlo methodكارلو 
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 Simulation Technique           ( أسلوب المحاكاة       12-2)

المحاكاة هي وضع شبيه للنظام دون المساس بالنظام الفعلي. وأساليب المحاكاة 
 هي مجموعة من الأساليب بأستخدامها يوضع شبيه للنظام الفعلي دون المساس به.

اهدة العالم الرياضي وأستخدمت أساليب المحاكاة من قديم الزمن. فقد بدأت بمش
صول إلى نقطة معينة في أقصر طريق، لتحركات سكير يحاول الو  Legendaryلاجندر 
يمكن تمثيل هذه المشكلة بجسم يتحرك من نقطة ثابتة في حركة عشوائية ومنها حيث 

وقد  إلى النقطة المراد الوصول إليها. يمكن معرفة أقصر مستقيم يصل من النقطة الثابتة
)السابق  random walk problemالمشكلة بمشكلة السير العشوائي سميت هذه 

وتنطبق هذه المشكلة على حركة النيوترونات بعد انبعاثها من  ،تناولها في الباب الثالث(
وذلك عند  Van Neuman ،Ulam ،Fermiمصدر معين وقد توصل إلى ذلك كل من 

 .64]، 12[ حسابتهم المرتبطة بتكوين القنابل الذرية

هو عبارة عن تصميم يتضمن عناصر  simulation modelنموذج المحاكاة و 
 النظام والعلاقات بينها وتتبع سلوك النظام عند تغير قيم العناصر المختلفة للنظام.

البعض نموذج المحاكاة بأنه تجربة إحصائية مثل العالم الروسي لذلك يعرف 
Mavumu, U. [86, 87]. 

 ة إلى ثلاثة أنواع هي:وتنقسم أنواع نماذج المحاكا

 .Analogue Modelsالنماذج النسبية )القياسية(  -1

 .Continuous Modelsالنماذج المتصلة )المستمرة(  -2

 .Discrete Modelsالنماذج المتقطعة  -3

والنماذج النسبية تتمثل في إحلال النظام الأصلي بنسبة منه سهله التناول مثل 
 التجارب الكيميائية أو الفيزيقية، ..... الخ.
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المتصلة والمتقطعة فهي تختلف عن النماذج النسبية في أنها نماذج أما النماذج 
رة علاقات رياضية، حيث يتم صياغة العلاقات والتفاعلات بين مكونات النظام في صو 

 .mathematical relationshipsرياضية 

فترة زمنية يمكن خلالها تغير خصائص النظام والنماذج المتصلة تمثل النظام خلال 
الذي يتم محاكاته. أما النماذج المتقطعة فهي تمثل )تحاكي( النظام في نقط زمنية معينة، 

 وتعتبر النماذج المتقطعة هي النماذج الأكثر شيوعاً.

 ىعل runningلجميع أنواع نماذج المحاكاة يعتمد تصميمها وتشغيلها لنسبة وبا
 محلل النظام وقدرته على أن يتضمن النموذج العناصر الهامة والمؤثرة في النظام الفعلي.

النتائج المستخلصة من نموذج المحاكاة تعتبر نتائج تجربة كما ذكرنا سابقاً فإن و 
 .المناسبة ختبارات اإححصائيةإحصائية لذلك لابد أن يلحقها الأ

ويلعب الكمبيوتر دور هام ورئيسي في تصميم وتشغيل نماذج المحاكاة، فقد قُدمت 
العديد من حزم البرامج الجاهزة التي يمكن باستخدامها تصميم وتشغيل نماذج المحاكاة 

 .GPSS/H , SIMAN , SIMSCRIPTII.5 , SLAM [63, 64]مثل: 
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 Monte Carlo Method          ( طريقة المونت كارلو      12-3)

تعتبر طريقة المونت كارلو أحدي طرق أساليب المحاكاة المستخدمة في دراسة 
متغير عشوائي.  يمثلالأنظمة التي تتضمن عنصر واحد على الأقل من عناصر النظام 

 :103]، 12[ ات التاليةويمكن تلخيص خطوات أستخدام طريقة المونت كارلو في الخطو 

الرئيسية كذلك العناصر المؤثرة فيه بطريقة  دراسة النظام وتحديد عناصره(: 1الخطوة )
 مباشرة أو غير مباشرة وتحديد العلاقات بين هذه العناصر.

تصميم نموذج يتضمن العناصر أعلاه ويعكس طبيعة العلاقات بينها والتسلسل (: 2الخطوة )
 ت.المنطقي لهذه العلاقا

 (: أختيار مجموعة من قواعد التشغيل )البدائل الممكنة(.3الخطوة )

(: أختيار مجموعة من القيم تمثل كل عنصر من عناصر النظام وتحديد التأثير 4الخطوة)
 الناشئ من علاقات هذه العناصر مع بعضها على النظام.

 ذ القرار.تخقياس الأداء الكلي للنظام وفقاً للمقياس التي يضعها م(: 5الخطوة )

(: أختيار مجموعة جديدة من القيم لكل عنصر من عناصر النظام وتكرار 6الخطوة )
 ((.5(،)4التجربة )أي تكرار الخطوات )

 ( عدد مناسب من المرات في ظل البيانات المتاحة.6تكرار الخطوة ) (:7الخطوة )

 (.7)-(4ت من )(: أختيار مجموعة جديدة من قواعد التشغيل وتكرار الخطوا8الخطوة )

 مقارنة النتائج وفقاً لقواعد التشغيل المستخدمة وأختيار أفضلها.(: 9الخطوة )

 (: إجراء الأختبارات الإحصائية المناسبة للنتائج.10الخطوة )

 ويمكن تلخيص الخطوات السابقة في الشكل التالي.
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 (: يوضح خطوات تصميم وتشغيل نموذج المحاكاة1-12شكل )

 
 وات أعلاه من خلال المثال التالي:وسوف نوضح الخط

 

مجموعة من قواعد  اختيار

 التشغيل

 

مجموعة من القيم تمثل  اختيار

 كل عنصر من عناصر النظام

 
 

تشغيل النموذج وتحديد تأثير 

 نظامالتشغيل على أداء ال

 

 

 قياس الأداء الكلي للنظام

مرات عدد انتهاء 

 إجراء التجربة

 

ام تصميم نموذج خاص بالنظ

 محل البحث

 
 

مقارنة البدائل المختلفة وأختيار 

 أفضلها

 

 

اختيار مجموعة جديدة 

 من قواعد التشغيل

 

اختيار مجموعة جديدة من 

 القيم لعناصر النظام
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ساعات في اليوم، ويرغب  10لصيانة الآلات يعمل عدد : إذا فرضنا مركز (1-12مثال )
 صاحب المركز في تحديد عدد العمال بالمركز بحيث تكون التكاليف أقل ما يمكن.

ى المركز آلة واحدة في الساعة معدل وصول الآلات المعطلة إلمتوسط فإذا كان 
فإن زمن  Hالوجه وأن وقت صيانة الآلة يحدد عشوائياً برمي قطعة عملة، فإذا ظهر 

 ساعة. 1.5فإن زمن صيانة الآلة يساوي  Tصيانة الآلة يساوي ساعة وإذا ظهر الوجه 

 هو زمن الصيانة فإن: Xفإذا اعتبرنا 











,               5.1

,                  1

X 

نتظار للآلة قبل دخولها للصيانة تمثل تكلفة بحيث تكلفة الساعة كان زمن الأ فإذا 
. وبالتالي تكون التكلفة الكلية في يوم 2Cوتكلفة العامل الواحد في اليوم  1Cالواحدة 

 بحيث: Cالعمل 
KCTCC 21  

 تشير إلى عدد العمال. Kيوم العمل، هو مجموع أزمنة الأنتظار خلال  Tحيث 

( يوضح محاكاة النظام في حالة عامل واحد للصيانة وأجراء تجربة 1-12والجدول التالي )
15T، ومن الجدول نجد أن مشاهدات في التجربة 10واحدة في كل حالة وجود  . 

30C1فإذا كانت جنيه   100نيه وتكلفة العميل جC2   في اليوم. وتكون التكلفة
 في هذه الحالة: Cالكلية 

30C)15(100)1(550100450(                       جنيه 1)  

(. فنجد أن 2-12من العمال كما في الجدول ) 2ثم تصميم نموذج في حالة وجود عدد 
 التكلفة الكلية:

 Hظهر الوجه إذا 
 

 Tإذا ظهر الوجه 
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30C)0(100)2(200(                       جنيه 2)  

 عامل بدلًا من عامل واحد. 2( نجد أنه أفضل لصاحب المركز وجود 2(،)1من )
 

 (: يوضح خطوات تصميم وتشغيل نموذج المحاكاة2-12شكل )

 
 

 

 المحاكاة باستخدام

 عامل واحد

 

 تحديد أوقات الصيانة

 برمي قطعة عملة

 
 

 أحسب زمن الانتظار

 كل ساعة

 

تحديد عدد مرات 

 إجراء التجربة

 

تصميم النموذج كما في الجدول 

 التالي

 
 

لة عامل مقارنة التكلفة في حا

 واحد أو أكثر وتحديد أقل تكلفة

 

 

 إجراء المحاكاة بعدد

 عامل 2

 

رمي قطعة العملة وتكرار 

 مرات 10تجربة القذف 
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 (: يوضح تصميم وتشغيل نموذج محاكاة لمركز الصيانة بعامل واحد1-12جدول )
 )البديل الأول(

فترة الأنتظار 
 للآلة

زمن نهاية 
 الصيانة

زمن بدأ 
 الصيانة

زمن 
 Xالصيانة 

نتائج قذف 
 قطعة العملة

رقم 
 العطل

عدد ساعات 
 العمل)التشغيل(

0 2.5 1 1.5 T 1 1 

0.5 4.0 2.5 1.5 T 2 2 
1.0 5.0 4.0 1 H 3 3 
1.0 6.0 5.0 1 H 4 4 
1.0 7.5 6.0 1.5 T 5 5 
1.5 9.0 7.5 1.5 T 6 6 
2.0 10.5 9.0 1.5 T 7 7 
2.5 11.5 10.5 1 H 8 8 
2.5 1.0 11.5 1.5 T 9 9 
3.0 2.0 1.0 1 H 10 10 
 أجمالي أزمنة الأنتظار 15

: في هذا المثال تم إجراء تجربة واحدة بالنسبة لكل بديل، ولكن من الضروري ملحوظة
 .يتم تحديدها مسبقاً  إجراء عدد من التجارب بالنسبة لكل بديل

)i(بالرمز  iفإذا أشرنا للتكلفة الكلية في التجربة رقم 
C  حيثn,....,2,1i  ثم نحسب ،

 حيث: Cمتوسط التكلفة بالنسبة لبديل ما ونرمز له بالرمز 

n

C

C

n

1i

)i(
 
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 ة لمركز الصيانة بعاملين(: يوضح تصميم وتشغيل نموذج محاكا2-12جدول )

زمن 
أنتظار 
 الآلة

زمن نهاية 
 الخدمة

زمن بداية 
زمن  الخدمة

الصيانة 
X 

نتائج 
 القذف

رقم 
 العطل

عدد 
ساعات 
العامل  التشغيل

(2) 
العامل 

(1) 
العامل 

(2) 
العامل 

(1) 

0  2.5  1 1.5 T 1 1 

0 3.5  2  1.5 T 2 2 

0  4  3 1 H 3 3 

0 5  4  1 H 4 4 

0  6.5  5 1.5 T 5 5 

0 7.5  6  1.5 T 6 6 

0  8.5  7 1.5 T 7 7 

0 9  8  1 H 8 8 

0  10.5  9 1.5 T 9 9 

0 11  10  1 H 10 10 
 أجمالي أزمنة الأنتظار 0

المقصود هنا بحجم التجربة هو عدد المشاهدات  :حجم التجربة وعدد مرات إجراء التجربة
 مشاهدات. 10نجد أن حجم العينة  في التجربة، ففي المثال السابق

زادت درجة الثقة في النتائج التي ومما لا شك فيه أنه كلما زاد عدد المشاهدات 
 .]7، 5[ نحصل عليها، ولكن كلما زاد حجم التجربة كلما زادت التكلفة والوقت
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ء على بنا أو القائم على التحليل وعادةً يترك حجم التجربة وعدد مرات إجراء التجربة للباحث
 ما يلي:

 إجراء كل تجربة من جمع بيانات وتشغيلها على الكمبيوتر.تكلفة  -1

 عدد البدائل المتاحة التي يحاكي تحتها النظام. -2

مدى احتياج الجهة المسئولة عن البحث إلى دقة النتائج، فمثلًا في أبحاث الفضاء  -3
 لا تُأخذ التكلفة في الأعتبار نظراً لأهمية النتائج.

مشاهدة ولا يزيد  500ت العملية يُفضل ألا تقل عدد مشاهدات التجربة عن وفي التطبيقا
 مشاهدة. 10,000عن 

ومما سبق يتضح أن دراسة النظام الذي يتكون من بعض العناصر العشوائية 
يتطلب معرفة دقيقة لعدد كبير من قيم المتغيرات العشوائية، وعادةً هذا العدد من القيم 

)التوزيع الأحتمالي لباً يكون السلوك الأحتمالي للمتغير العشوائي يكون غير متوافر ولكن غا
معلوم، وبالتالي يمكن بأستخدام التوزيع الأحتمالي الحصول على عدد كبير من  للمتغير(

 generationقيم المتغير وتسمي هذه العملية بعملية توليد قيم المتغير العشوائي 

random variatesية بالتفصيل في الفصل التالي.، وسوف نتناول هذه العمل 
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 ( توليد قيم المتغير العشوائي12-4)
Generation of Random Variates 

بما أن طريقة المونت كارلو تعتمد على حجم العينة )التجربة( وعدد مرات إجراء 
التجربة بالنسبة لكل بديل، ولكن في معظم الحالات لم تتوافر هذه البيانات عن المتغيرات 

وك الأحتمالي للمتغيرات العشوائية متمثلة في العشوائية ولكن عادةً يكون معلوم السل
 التوزيعات الأحتمالية لهذه المتغيرات.

حصول على الدالة العكسية للدالة التراكمية للمتغير العشوائي يمكن الوبأستخدام 
 .]6[القيم المختلفة للمتغير 

ل وفيما يلي نقدم النظرية التي تثبت أن الدالة التراكمية للمتغير العشوائي تمث
 متغير يتبع التوزيع المنتظم المتصل.

F)(: إذا فرضنا أن (1-12نظرية ) X  هي دالة التوزيع التراكمية للمتغيرX فإن المتغير ،
Y :حيث 
(12.1  )                  1Y0      ,           )(FY X  

خلال الفترة  niform distributionuمنتظم يتبع التوزيع اليمثل متغير عشوائي 
1Y0  ، حيث تمثل)(F X

1  الدالة العكسية للدالة التراكمية)(F X. 

G)(: إذا فرضنا أن الإثبات y  هي دالة التوزيع التراكمية للمتغيرY  خلال الفترة
1Y0  :فإن 

(12.2)        ))(F(F)](F[P

])(F[P]Y[P)(G

yyy

yyy
11

r

rr

X

X






 

 فإن yهي دالة كثافة الأحتمال للمتغير  yg)( فرضنا أنفإذا 

(12.3        )                         1
 d

)(G d
)(

y

y
yg  
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1Y0ترة متغير يتبع التوزيع المنتظم خلال الف Yوبالتالي فإن المتغير   ويسمي .y 
10بالعدد العشوائي ) y  وبالتالي عند قيم معينة لـ )y  فإنه يمكن إيجاد قيمةX  من

 العلاقة:
(12.4            )                    )(F y1

X
 

 (.12.4لتالي يوضح العلاقة )والشكل ا

F)(المختلفة عند قيم معينة لـ X(: يوضح قيم 3-12شكل ) X 

 

وفقاً  [0,1]فيه القيم المختلفة خلال الفترة : تم تصميم جدول جدول الأعداد العشوائية
 للتوزيع المنتظم، بحيث:

ظهور )وبالتالي تكون العينة )التجربة( المسحوبة من لكل عدد نفس الفرصة في ال -1
 (.]8[ قيم المتغير عينة عشوائية بسيطة

الأعداد بشكل متتابع )وفقاً للعمود أو الصف( أعداد مستقلة وغير مترابطة بالمعني  -2
 .]7،5[الإحصائي 

 الأعداد العشوائية.من جداول  جزء( يوضح 6وملحق رقم )

0            X                               X 

1  

)(F X   

y  
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F)(ياغات الرياضية للدالة وفيما يلي سوف نقدم بعض الص y1  لتوليد قيم
بالنسبة لبعض التوزيعات الأحتمالية النظرية والتوزيعات التجريبية  Xالمتغير العشوائي 

 )التكرارية( أيضاً.

 ( التوزيعات النظرية12-4-1)
 :فيما يلي سوف نقدم كيفية توليد قيم المتغيرات التي تتبع التوزيعات التالية

 التوزيع الآسي -1

 توزيع جاما -2

 التوزيع الطبيعي -3
 : التوزيع الآسيأولا 

 متغير يتبع التوزيع الآسي فإن: Xإذا كان المتغير 

(12.5    )                          X ey 1)(F X
 

 ( فإن:6هو العدد العشوائي من الجدول بملحق ) yحيث 

(12.6      )                             )(
y1

1
ln 

1
X


 

ولكن في بعض الحالات يكون الحصول على الصياغة الرياضية للدالة العكسية 
1

F
  لواحد -معقد أو غير ممكن )عندما تكون العلاقة ليست واحدلدالة التوزيع التراكمية

one-to-one relationship التحويل كما سوف ( في هذه الحالات نلجأ إلى بعض طرق
 بالنسبة لتوزيع جاما والتوزيع الطبيعي. ذلك نوضح

ا   Gamma distributionجاما  : توزيع ثانيا

 Xفإنه يمكن كتابة  ,nتوزيع جاما بمعلمات متغير يتبع  Xإذا كان المتغير 
 على النحو:
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



n

1i

iXX 

.,iX ،nحيث  . . ,2,1i   متغيرات عشوائية مستقلة كل منها يتبع التوزيع الآسي بمعلمة
( لحساب 12.6. وبالتالي يمكن استخدام العلاقة )X وتسمي هذه الطريقة بالطريقة ،

يتطلب حساب  X، وبالتالي لحساب قيمة واحدة لـ convolution methodالتجميعية 
من القيم العشوائية للمتغير الذي يتبع التوزيع الآسي. وسوف نوضح ذلك من خلال  nعدد 

 المثال التالي.

3n , 1متغير يتبع توزيع جاما بمعلمات  X: إذا كان (2-12مثال )  والمطلوب .
 .Xحساب قيمتين للمتغير 

 أن: ( نجد1( وبأستخدام عناصر العمود رقم )6: من ملحق رقم )الحل
24130.03y    ,   22368.02y    ,   10480.01y  
77921.06y    ,   37570.05y    ,   42167.04y  

*هي  Xالقيمة الأولي لـ إذا فرضنا أن 
X  1وباستخدامy  3إلىy :فإن 

410.0

)2761488366.0()02262195.0()110708122.0(

321

*
XXXX







 

**هي  Xكذلك إذا فرضنا أن القيمة الثانية لـ 
X  4وباستخدامy  6إلىy :فإن 

        
529.2

)5105432255.1()47112426.0()547610639.0(

\

3

\

2

\

1

**
XXXX






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ا   Normal distributionالمعتاد )الطبيعي(  توزيع ال: ثالثا

n21إذا فرضنا المتغيرات  yyy متغيرات مستقلة كل منها يتبع التوزيع  ,.........,,.
 بحيث: T، وبافتراض أن المتغير [0,1]المنتظم المتصل في الفترة 

(12.7    )                                      



n

1i

iyT  

 فإن:

(12.8 )                           
2

n
)(E)T(E

n

1i

iy 


  

(12.9  )                  
12

n
)(Var)T(Var

n

1i

iy 


  

يقترب من  Tفإن المتغير  central limit theoremووفقاً لنظرية النزعة المركزية 

التوزيع المعتاد بتوقع 
2

n  وتباين
12

n وبالتالي فإن المتغير ،Z :حيث 

(12.10       )                              
12/n

2

n
T

Z



 

بتوقع صفر وتباين يساوي  standard normalالقياسي متغير يتبع التوزيع المعتاد 
 واحد.

 فإن: 2وتباين  وبالتالي فإذا كان المتغير العشوائي يتبع التوزيع المعتاد بتوقع 

(12.11                    )       
12/n

2

n
T

Z
X






 

 عدد الأعداد العشوائية، وبالتالي فإن: nحيث 

)(
2

n
T

12/n
X 


 
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12nوبافتراض   :فإن 

(12.12       )                 )y( 6 
12

1i

iX  


 

 عدد عشوائي 12يتطلب أستخدام  X : وبالتالي لحساب قيمة واحدة لـ ملحوظة

متغير  Xحيث  Xجداول الأعداد العشوائية أحسب قيمتين للمتغير : بأستخدام (3-12مثال )
5  ,  2يتبع التوزيع المعتاد بحيث  . 

 فيما يلي الأعداد العشوائية المستخدمة :الحل

 1Xلحساب 0.10480 0.15011 0.0153 0.02011 0.81647 0.91646
0.85393 0.25595 0.46573 0.22363 0.9070 0.91291 

      
 

 2Xلحساب 0.69179 0.14194 0.6259 0.36207 0.20969 0.9957
0.34095 0.93965 0.53402 0.27982 0.89198 0.30995 

 بما أن:

)y( 6 
12

1i

iX  


 

 1Xولتكن   Xوبالتالي القيمة الأولي لـ 
284.4)6642.5(251X  

648.5)6324.6(252X  
 

 scumulative distribution(التراكميةالتجريبية )( التوزيعات 12-4-2) 

غير معلوم أو الدالة العكسية الحالات يكون التوزيع الأحتمالي للمتغير في بعض 
1لدالته التراكمية 

F
  .ومثل ذلك عند تصميم بعض غير معلوم الصياغة الرياضية لها

الأنظمة الجديدة، ولكن يكون متاح لدينا توزيع تكراري للمتغير يمثل العمود الأول فيه فئات 
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موزع  Xحيث يفترض أن المتغير ظر للفئة، والعمود الثاني تكرارات المتغير المنا Xالمتغير 
 الواحدة توزيع منتظم.داخل الفئة 

i1iفإذا فرضنا أن ) XX , هي الفئة رقم )i ،iP  تشير إلى التكرار التراكمي
 ية:من العلاقة التال iداخل الفئة  X، فإنه يمكن الحصول على قيم iالمناظر للفئة  النسبي

(12.13    )                      )(
PP

P
1ii

1ii

i
i XXXX ]

y
[ 







 

 ((.6عدد عشوائي )أنظر ملحق ) yحيث 

 سوف نوضح ذلك من خلال المثال التالي.وفيما يلي 

إصلاح الآلات التي تصل إلى مركز خدمة معين : الجدول التكراري يوضح مدة (4-12مثال )
 بالساعات.

 
 .(9-8] في الفئة الثانية Xقيمتين للمتغير  -1أوجد: 

 .17-16]في الفئة ) Xقيمتين للمتغير  -2

 .(iPنكون الجدول التالي الذي يعطي التكرارات التراكمية النسبية ): الحل

 بما أن: -1

)(
PP

P
1ii

1ii

i
i XXXX ]

y
[ 







 

 وبأستخدام الأعداد العشوائية التالية:
98011.04y   ,   97992.03y    ,  03249.02y    ,  04111.01y  
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 (: يوضح التكرارات التراكمية النسبية3-12جدول )

(iP التكرارات التراكمية )
 البينية

 التكرارات التكرارات
الفئات 
 i بالساعات

2/73=0.02738 2 2 7-8 1 
5/73==0.06849 2+3=5 3 8-9 2 
13/73=0.17808 5+8=13 8 9-10 3 
29/73=0.39726 13+16=29 16 10-11 4 
43/73=0.58904 29+14=43 14 11-12 5 
55/73=0.75343 43+12=55 12 12-13 6 
63/73=0.86301 55+8=63 8 13-14 7 
68/73=0.93151 63+5=68 5 14-15 8 

71/73=0.97260 68+3=71 3 15-16 9 
72/73=0.98630 71+1=72 1 16-17 10 

73/73=1.000 72+1=73 1 17-18 11 

)89(32.868.09ساعة 
02738.006849.0

04111.006849.0
9 ][1X 




 

)89(1.8900.09ساعة 
02738.006849.0

03249.006849.0
9 ][2X 




 

2-  

)1617(73.1627.017ساعة   
97260.09863.0

97992.09863.0
17 ][3X 




 

)1617(74.1626.017ساعة   
97260.09863.0

9801.09863.0
17 ][4X 




 
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  Application                                       تطبيق( 12-5)
في هذا الفصل سوف نقدم مثال تطبيقي لأستخدام طريقة المونت كارلو في بناء 

 وتشغيل نموذج المحاكاة ثم بعض أختبارات الفروض الإحصائية لنتائج التجارب.

تمويل السيارات بالبنزين مثلًا(. ومن : إذا فرضنا أنه يراد أنشأ محطة خدمة سيارات )لالمثال
 الدراسات عن المنطقة التي سوف تنشأ فيها المحطة أتضح ما يلي:

  الفترة بين وصول سيارتين متتاليتين للتمويل يمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع
51المعتاد بتوقع    16/9)بالدقائق( وتباين

2

1 . 
 52ن خدمة السيارة بالمحطة يمثل متغير معتاد أيضاً بتوقع كذلك زم   )دقائق(

4/1وتباين 
2

2 . 

  عندما تصل السيارة للمحطة فأنها تبحث عن نقطة خدمة )طلمبة بنزين( غير
فتدخل عليها، فإذا لم تجد تقف في صف الأنتظار لانتهاء أحدى مشغولة 
 للدخول عليها.الطلمبات 

 تحديد أفضل عدد لنقاط الخدمة )الطلمبات(. -1ويرغب متخذ القرار في ما يلي: 
 .%95تحديد متوسط زمن أنتظار السيارة بالمحطة بدرجة ثقة  -2
 تحديد طول الصف )الطابور( للأنتظار. -3

 وذلك من خلال بناء نموذج محاكاة مناسب.

2,1k....,ن المراحل حيث م kعدد  في: يمكن حل المثال أعلاه الحل   ويتوقف عدد
يحدده متخذ القرار بمعاونة محلل النظم. على التكلفة المادية والوقت والذي  kالمراحل 

والمراحل مراحل تكرارية الأختلاف بين كل مرحلة وأخري في أختيار قواعد التشغيل، ففي هذا 
بمعني في المرحلة الأولي نقدم النموذج  المثال تعتبر قواعد التشغيل هي عدد الطلمبات

 طلمبة. 2بطلمبة واحدة والمرحلة الثانية بعدد 
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 المرحلة الأولي

 في هذه المرحلة نعتبر أنه يوجد بالمحطة طلمبة واحدة.

نحدد عدد المشاهدات في التجربة وعدد التجارب، ففي هذا المثال سوف نعتبر (: 1خطوة )
 .2التجارب في كل مرحلة مشاهدة وعدد  15عدد المشاهدات 

(: بأستخدام جدول الأعداد العشوائية يتم توليد قيم متغيرات الفترة الزمنية بين 2خطوة )
، وزمن خدمة السيارات وسوف iXوصول سيارتين وسوف نرمز له بالرمز 

3,2,1i,.....,15حيث  iyنشير له بالرمز  . 

 ( على النحو التالي:1الذي يوضح التجربة رقم )(: نكون الجدول التالي 3خطوة )

 ( يعطي رقم وصول السيارات.1العمود رقم ) -1

 ( لتوليد قيم المتغير12.6( تم الحصول عليه من العلاقة )2العمود رقم ) -2
 .متغير يتبع التوزيع الآسي( iX)حيث  (iX) نالعشوائي للفترة بين وصوليي

 ( حيث:2( يتم تكوينه من العمود رقم )3العمود رقم ) -3

(12.14 )                                          





1i

1j

ji XX
\ 

 يمثل زمن دخول السيارة للخدمة حيث: (4العمود رقم ) -4

                                  










1i

i

i

Z

X

X

\

\\ 

 حيث: i( يمثل زمن أنتظار السيارة رقم 5العمود رقم ) -5

51,2,....,1i         ,           XXW iii  \\\
 

 إذا كانت الطلمبة غير مشغولة
 
 إذا كانت الطلمبة مشغولة
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 (: يوضح التجربة الأولي في مرحلة وجود طلمبة واحدة4-12جدول )
(8) (7) (6) (5) (4) (3) (2) (1) 

زمن إنتهاء 
خدمة 

 iZالسيارة

الفترة الزمنية 
لخدمة 

 iyالسيارة 

طول 
الصف 

iL 

زمن الأنتظار 
للسيارة قبل 

 iWالخدمة

زمن دخول 
السيارة 

\\للخدمة
iX 

زمن وصول 
السيارة 

\للمحطة 
iX 

الفترة الزمنية 
بين سيارتين 

 iXبالدقائق

رقم 
الوصول 

(i) 

----- ----- ----- ----- ----- ----- ----- 0 

8.810 4.965 0 0 3.845 3.845 3.845 1 
14.488 5.007 0 0 9.481 9.486 5.636 2 
20.754 4.369 0 0 16.390 16.390 6.909 3 
28.074 7.320 1 1.734 20.754 19.020 2.630 4 
36.944 8.870 1 5.644 28.074 22.430 3.410 5 
43.374 6.430 2 10.094 36.944 26.850 4.420 6 
52.644 9.270 2 13.424 43.374 29.950 3.100 7 
59.014 6.370 3 19.764 52.644 32.880 2.930 8 
68.425 8.4110 3 21.033 59.514 37.981 5.101 9 
74.436 5.011 4 28.443 68.425 39.982 2.001 10 
84.687 10.151 4 30.453 74.436 43.983 4.001 11 
94.405 9.718 5 34.204 84.687 47.4830 3.500 12 

99.4060 5.001 5 43.775 94.4050 50.2754 2.7918 13 
107.517 8.111 6 43.909 99.406 55.497 5.2221 14 
111.638 4.121 7 48.519 107.517 58.998 3.5010 15 

  43 300.996 


15

1i
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( وسوف نشير له iيمثل طول الصف بوصول السيارة رقم )( 6العمود رقم ) -6
( بعناصر العمود 3حيث يتم الحصول عليه بمقارنة عناصر العمود ) iLبالرمز 

 ( المناظرة لها.4( بعناصر العمود )3(، أو عناصر العمود )8)

حيث يتم تحديد عناصره بأستخدام  iyيمثل زمن خدمة السيارة ( 7العمود رقم ) -7
متغير يتبع التوزيع الآسي  iy)حيث  y( في توليد قيم المتغير .612العلاقة )

 .أيضاً(

( يمثل زمن إنتهاء خدمة السيارة بالمحطة وخروج السيارة، 8العمود رقم ) -8
 حيث: iZوسوف نشير له بالرمز 

(12.15        )                               iii yXZ  \\ 

 (: من الجدول يتم حساب:4خطوة )
 (1متوسط زمن إنتظار السيارة قبل الدخول للخدمة بالتجربة ) -1

07.20دقيقة           (     1)
15

996.300

n

W

W

15

1i

i

1 


 

 إن( فiمتوسط طول الصف عند وصول العميل رقم ) -2

387.2سيارات              (      2)
15

43

n

L
L

i

1 


 

(: نقوم بإجراء التجربة الثانية بطلمبة واحدة أيضا ونكون الجدول التالي )مع 5خطوة )
iiمراعاة أستخدام أعداد عشوائية أخرى وأشتقاق قيم أخري لـ  y,X. 

 من الجدول نجد أن:

93.6دقيقة                        (        3)
15

9.103
W2  

24.2 سيارة                       (         4)
15

36
L2  



 

 
 

 أسلوب المحاكاة وأنظمة الصفوف ( تطبيق                                      الباب الثاني عشر:12-5)

 

 
 

 

 

 

 

 

- 343 - 

 (: يوضح التجربة الثانية بطلمبة واحدة5-12جدول )
(8) (7) (6) (5) (4) (3) (2) (1) 

زمن إنتهاء 
خدمة 

 iZالسيارة

الفترة الزمنية 
لخدمة 

 iyسيارة ال

طول 
الصف 

iL 

زمن الأنتظار 
للسيارة قبل 

 iWالخدمة

زمن دخول 
السيارة 

\\للخدمة
iX 

زمن وصول 
السيارة للمحطة 

\
iX 

الفترة الزمنية 
بين سيارتين 

 iXبالدقائق

رقم 
الوصول 

(i) 

7.09 3.06 0 0 4.03 4.03 4.03 1 
10.33 3.24 1 0.73 7.09 6.36 2.35 2 
13.07 2.74 1 2.85 10.33 7.48 1.60 3 
16.59 3.52 1 2.31 13.07 10.76 2.78 4 
19.99 3.40 1 2.83 16.59 13.76 2.59 5 
24.02 4.03 1 3.10 19.99 16.89 3.54 6 
27.16 3.14 2 4.92 24.02 19.10 2.21 7 
29.84 2.68 2 6.52 27.16 20.64 1.54 8 
33.34 3.50 3 7.21 29.84 22.63 1.99 9 
37.25 3.91 4 9.70 33.34 23.64 1.01 10 
41.26 4.01 4 11.60 37.25 25.65 2.01 11 
45.37 4.11 4 13.56 41.26 27.70 2.05 12 
48.36 2.99 4 14.17 45.37 31.20 3.50 13 
50.47 2.11 4 13.25 48.36 35.11 3.91 14 
53.97 3.50 4 11.15 50.47 39.32 4.21 15 

  36 103.9 


15

1i

 

 حيث: W( نجد ان المتوسط العام لزمن أنتظار السيارة 1),(3من )(: 6خطوة )
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8.13دقيقة      (       5)
2

93.667.20

2

WW
W 21 





 

 حيث: L( نجد ان المتوسط العام لطول الصف 2),(4كذلك من )

364.2سيارات       (    6)
2

4.287.2

2

LL
L 21 





 

في العينتين وليكن  W ،Lمن الجدولين السابقين يمكن إيجاد تباين كل من (: 7خطوة )
2

WS ،2

LS :حيث 

13.202
29

85.5861

1n

)WW(

S

30

1i

i
2

W

2









 

    56.3
130

334.103

1n

)LL(

S

30

1i

i
2

L

2












 

2: تم حساب ملحوظة

WS ،2

LS ( 8بملحق رقم.) 

تحديد فترة الثقة وأختبارات الفروض الإحصائية لهذه المرحلة على النحو (: 8خطوة )
 التالي.

 بحيث: Wزمن أنتظار السيارة في الصف  لمتوسطفترة الثقة  -1

1n

S
tW

1n

S
tW

2

W
2/W

2

W
2/





  

)64.2(042.28.13)64.2(042.28.13 W  

25.1741.8 W  

( عند درجات حرية 7من جدول توزيع أستيودنت بملحق ) t/2ساب حيث تم ح
29)1n( . 
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 t/2(: يوضح قيم الحدود 4-12شكل )

 
الفترة لزمن أنتظار السيارة قبل الدخول للخدمة تقع في  المتوسطةوبالتالي فإن القيمة 

 .%95وذلك بدرجة ثقة  [8.41-17.25]

 نجد أن: Lبالنسبة لفترة الثقة لتوقع طول الصف  بالمثل -2

1n

S
tL

1n

S
tL

2

L
2/L

2

L
2/





  

)37.0(042.264.2)37.0(042.264.2 L  

40.389.1 L  

32 L  

سيارات وذلك  3أو  2لأنتظار تقع بين وبالتالي فإن القيمة المتوقعة لعدد السيارة في ا
 .%95بدرجة ثقة 

LWكذلك يمكن إجراء أختبارات فروض إحصائية عن كل من  ,  كما سوف نوضح فيما
 يلي:

 على النحو: Wبالنسبة لأختبار الفرض الإحصائي عن  -3

H:10   الفرض العدمي  W0  

 منطقة رفض
 

025.02/  

 منطقة قبول

 منطقة رفض
 

025.02/  

                  -2.042                 0                 2.042               
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H:10   رض البديل الف W1  

( فإن منطقة الرفض ومنطقة tوبأستخدام توزيع أستيودنت ) %95وعند درجة ثقة 
 القبول كما هو موضح بالشكل التالي.

 (: يوضح منطقة الرفض للفرض العدمي4-12شكل )

 
 نحسب المقياس

44.1
64.2

108.13

1n

S

W
t

2

W

W 







 

44.1t وبما أن   في منطقة القبول، بالتالي نرفض الفرض البديل القائل فإنها تقع
 .%95دقائق وذلك بدرجة ثقة  10زمن الإنتظار أكبر من  متوسطبأن 

 

 ، فإن:كذلك بالنسبة لطول الصف

H:3   الفرض العدمي  L0  

H:3   الفرض البديل  L1  

05.0 

 منطقة القبول

                                              0                 tα=1.69    

                                               1.44            

 منطقة الرفض
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 حسب المقياسن

97.0
37.0

364.2

1n

S

L
t

2

L

L 







 

97.0tوبما أن    فإنها تقع في منطقة القبول، بالتالي نرفض الفرض البديل القائل
 .%95وذلك بدرجة ثقة  سيارات 3أكبر من  طول الطابوربأن 

 الثانيةالمرحلة 

iiة، ويتم حساب طلمبة بنزين بدلًا من طلمبة واحد 2في هذه المرحلة نستخدم عدد  W,L 
 (.4(، )3في ل تجربة. وفيما يلي نقدم الجدولين التاليين التجربة )

( يوضح 7-12طلمبة، وجدول ) 2( في وجود عدد 3( يوضح التجربة )6-12جدول )
 طلمبة أيضاً. 2( في وجود عدد 4التجربة )

 ( نجد أن:3من التجربة )

6.0
15

9
L1      ,     76.1

15

4.26
W1  

 ( نجد أن:4من التجربة )

07.0
15

1
L2      ,     02.0

15

28.0
W2  

 وبالتالي فإن:

34.0
2

0076.0
L 


     ,     89.0

2

02.076.1
W 


 

بالنسبة  في المرحلة الأولي يمكن تحديد فترات الثقة وأختبارات الفروضوبنفس الأسلوب 
LWلكل من  ,. 
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 ( بطلمبتين3(: يوضح التجربة رقم )6-12جدول )

زمن إنتهاء خدمة 
زمن  iZالسيارة

الخدمة 
(iy) 

طول 
الصف 

(iL) 

زمن 
الأنتظار 

(iW) 

خدمة زمن الدخول لل
(\\iX) 

زمن وصول 
السيارة 
للمحطة 

(\iX) 

الفترة بين 
 نوصوليي

متتاليين 

(iX ) 

رقم 
الوصول 

(i)  طلمبة
(2)  

طلمبة 
(1)  

طلمبة 
(2)  

طلمبة 
(1)  

 1 3.845 3.845 3.845 ـــــــــ 0 0 4.965 8.810 

 14.488 5.007 0 0  9.481 9.981 5.636 2 

 20.753 4.364 0 0  16.389 16.389 6.909 3 

26.336  7.320 0 0 19.019  19.019 2.630 4 

 31.299 8.870 0 0 22.429 22.429 22.429 3.410 5 

33.279  6.430 0 0 26.949  26.849 4.420 6 

 40.569 9.270 1 1.350  31.299 29.949 3.100 7 

39.649  6.370 1 1.400 33.279  32.879 2.930 8 

43.950  4.301 1 4.550 39.649  34.099 1.220 9 

45.500  4.931 1 4590 40.569  36.029 1.930 10 

 45.640 5.071 1 2.130  40.569 38.439 2.410 11 

53.601  8.101 1 4.031 45.500  40.969 2.530 12 

 52.141 6.501 1  45.640  44.170 3.201 13 

 55.342 3.201 1 5.470  52.141 47.671 3.501 14 

57.602  4.001 1 2.929 53.601  50.672 3.001 15 
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   9 26.4   

 ( بطلمبتين4(: يوضح التجربة رقم )7-12جدول )
زمن إنتهاء خدمة 

زمن  iZالسيارة
الخدمة 

(iy) 

طول 
الصف 

(iL) 

زمن 
الأنتظار 

(iW) 

زمن الدخول للخدمة 
(\\iX) 

زمن وصول 
السيارة 
للمحطة 

(\iX) 

الفترة بين 
 نوصوليي

متتاليين 
(iX ) 

رقم 
الوصول 

(i) ة طلمب
(2)  

طلمبة 
(1)  

طلمبة 
(2)  

طلمبة 
(1)  

 7.09 3.060 0 0  4.03 4.030 4.03 1 

9.62  3.240 0 0 6.38  6.380 2.35 2 

 10.72 3.520 0 0  7.98 7.980 1.60 3 

 14.28 3.400 0 0  10.76 10.760 2.78 4 

16.75  4.030 0 0 13.35  13.350 2.59 5 

 20.92 3.140 0 0  16.89 16.890 3.59 6 

22.24  2.680 0 0 19.10  19.100 2.21 7 

 23.20 4.010 1 0.28  20.92 20.640 1.54 8 

 25.552 3.111 0 0 22.441  22.441 1.801 9 

27.943  3.001 0 0 24.98  24.942 2.501 10 

 29.344 2.401 0 0  26.943 26.943 2.001 11 

 33.146 3.001 0 0 30.145  30.145 3.202 12 

37.146  2.901 0 0 34.245  34.245 4.100 13 

 40.567 4.321 0 0  36.246 36.246 2.001 14 

44.268  4.501 0 0 39.767  39.767 3.521 15 
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- 350 - 

   1 0.28   

 



 

 

 

 

 تيلور مفكوك(: 1ملحق )
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 Taylor Expansion                   تيلور       مفكوك(: 1ملحق )

 فإن: xدالة في متغير واحد  x(f(: إذا فرضنا أن أولاً

(1 )         .....)cx(a)cx(aa)cx(a)x(f
2

210

0k

k

k 


 

متسلسههلة القههو  فههي فههي لهه ي ة يههر  حههدود   ههار   هه   x(f( تقريهه فإنههي كن هه  
(cx وتكون النتسلسلة تقاربية  نهدما ))rc,rc(x  ث هحيهr ف قطهر هي نصههتن ه

تقههار  مطلههق  x(f(. وتتقههار  النتسلسههلة مهه  الدالههة onvergencec adiusrالتقههار  
rc,rc(x( ندما    وبالتالي فإني في الفتر ،)rc,rc(  :فإن 

(2)          .....)cx(a)cx(aa)cx(a)x(f
2

210

0k

k

k 


 

 كذلك:

(3  ) ...)cx(a)cx(aa)cx(ka)x(f
2

321

1k

1k

k 32  


 

(4)34232                     .....)cx(a)cx(aa

)cx)(1k(ka)x(f

2

432

2k

2k

k












 

(5)34523423           ..)cx(a)cx(aa

)cx)(2k)(1k(ka)x(f

2

543

3k

3k

k












 

cxو ندما   :فإن 

0a)c(f  

1a1)c(f  
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22 a !2a12)c(f  

33 a !3a123)c(f  
: 
: 
: 

(6              )                                    k

)k(
a !k)c(f  

 وبالتالي فإن:

(7    )                    0,1,2,...k  ,        
!k

)c(f
a

)k(

k  

 كن   ةتابتها  لى النحو التالي: x(f(وبالتالي فإن الدالة 

  (8      )                              





0k

k
)k(

)cx(
!k

)c(f
)x(f 

 ]Taylor series expansion ]8( بنفكهوك متسلسهلة تيلهور 8) وتسهنى النتسلسهلة فهي
( الهذ  قهاب بالهتقال الدالهة 1685-1731) Brook Taylorنس ة إلهى  هالا الرياضهيا  

)x(f ( 8في الصياغة.) 

0cوالحالة الخاصة م  مفكهوك تيلهور  نهدما     قهدمها  هالا الرياضهيا  م لهوري
Colin Maclaurin (1698-1746 فتص ح الدالة ))x(f :لى النحو  

(9)
!3

1

!2

1

!1

1
       ...x )0(fx )0(fx )0(f)0(f

)x(
!k

)1(f
)x(f

32

0k

k
)k(




 

ً
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 أوجد مفكوك تيلور للدالة: :(1مثالً)
x

e)x(f  
0xحول    0أ   ندماc  

 بنا أن:

     xxx
e)x(f    , ,....  e)x(f    ,  e)x(f

)k(  
 وبنا أن مفكوك تيلور:

          























0k

k

32

2

0k

k
)k(

!k

x

....
!3

x

!2

x
x1

..........x 
)0(f

x 
)0(f

)0(f

)cx(
!k

)c(f
)x(f

!2!1 

اً x,....,x,x(f(: إذا ةانت الدالهةثانيا n21  دالهة فهي  هددn   مه  النتغيهرا  فإنهي كن ه  إ هاد
 متجهي   لى النحو: C,Xحيث  CXحدود أكضاً حول النقطة  كتابتها في ل ي ة ير 

]c....,c,c[C n21      ,      ]x....,x,x[X n21 

 م  الدرجة ال انية  لى النحو:

)CX(H)CX(
2

1
)CX)(C()CX()x,.....,x,x(P Cn21 |ff  \ 

(10) 

 حيث:



 

 

 

 

 تيلور مفكوك(: 1ملحق )
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(11                 )
CXn21

 
x 

)X( 
.........,,

x 

)X( 
,

x 

)X( 
)X(

fff
f























 

(12  )         

CXn.n

2

n

2

2n

2

1n

2

n2

2

2

2

2

12

2
n1

2

21

2

2

1

2

x 

 
........

x x 

 

x x 

 

:

:

:

:

:

:

:

:

x x 

 
........

x 

 

x x 

 

x x 

 
........

x x 

 

x 

 

H

fff

fff

fff





































































 

 ةذلك النتجي هي النصفوفة الهيسينية Hحيث النصفوفة 

(13     ) 
n.1nn2211 )cx(.,..........),cx(),cx()CX(  

x,x(f(: إذا فرضنا أن الدالة (2مثالً)  بحيث: 21
2X

1

2

121 e x 3x 5)x,x(f  

)1x,1x(حول النقطة  P)X(أوجد تقري   21  

 :الحل

                      










)1x(

)1x(
)1x()1x()CX(

2

1
21

\ 

   )155.8()155.18( ) x 3() 3x 10()X(
CX

X

1

X

1
22 eef 


 

     


































155.8155.8

155.810

 

 x 3 3

 310

H

C

X

1

X

X

22

2

ee

e
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 

 

310.21x x 310.16

x 465.24x 155.18x 155.8x 10

)1x(

)1x(

155.8155.8

155.810

)1x()1x(

)1x(

)1x(

155.18155.18155.13

)CX(H)CX(
2

1
)CX)(C()CX()x,x(P

21

21

2

2

2

1

122

1

22

2121

122

1

21

C21 ff











































































\
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- 356 - 

  (Z) التراكمية للمتغير المعتاد القياسى الأحتمالات( : 2ملحق )

          t d      
2

1
(Z) F e

2/t
Z

2






 

Z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 

.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 

.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 

.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 

.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 

.4 .6554 .6591 .6628 6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 

           

.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 

.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 

.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7701 .7734 7764 .7794 .7823 .7852 

.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 

.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8284 .8315 .8340 .8365 .8389 

           

1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 

1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 

1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 

1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 

1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 

           

1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 

1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 

1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 

1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 

1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
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- 357 - 

Z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 

2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9498 .9803 .9808 .9812 .9817 

2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9888 .9842 .9846 .9856 .9854 .9857 

2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 

2.3 .9893 .9896 .989 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 

2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 

           

2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 

2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 

2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 

2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 

2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 

           

3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 9989 .9989 .9989 .9990 .9990 

3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 

3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 

3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 

3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 

 F(Z)والقيم المناظرة لها لـ  (Z)ة لـملخص لبعض القيم الحرج

Z 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 3.891 4.417 

F(Z) 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995 .99995 .999995 
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القيم الحرجة لـ (: 4ملحق )


mk سيمرونوف-لاختبار كولموجروف 
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(: القيم الحرجة لـ 4ملحق )
mk سيمرونوف-لاختبار كولموجروف 

          α 

n 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 

1 0.40000 0.95000 0.97500 0.99000 0.995000 

2 0.68377 0.77639 0.84189 0.90000 0.92929 

3 0.56481 0.63604 0.70760 0.78456 0.82900 

4 0.44265 0.56522 0.62394 0.68887 0.73424 

5 0.44698 0.50945 0.56328 0.62718 0.66853 

6 0.41037 0.46799 0.51926 0.57741 0.61661 

7 0.38148 0.43607 0.4842 0.53844 0.57581 

8 0.35831 0.40962 0.45427 0.50654 0.54179 

9 0.33910 0.38796 0.43001 0.47960 0.51332 

10 0.32260 0.36866 0.40925 0.45662 0.48893 

11 0.30829 0.35242 0.39122 0.43670 0.46770 

12 0.29577 0.33815 0.37543 0.41918 0.44905 

13 0.28470 0.32549 0.36143 0.40362 0.43247 

14 0.27481 0.31417 0.34890 0.38970 0.41762 

15 0.26588 0.30397 0.33760 0.37713 0.40420 

16 0.25778 0.29472 0.32733 0.36571 0.39201 

17 0.25039 0.28627 0.31796 0.35528 0.38086 

18 0.29360 0.27851 0.30936 0.34569 0.37062 

19 0.23735 0.27136 0.30143 0.33685 0.36117 

20 0.23156 0.26473 0.29408 0.32866 0.35241 

21 0.22617 0.25858 0.28724 0.32104 0.34427 
: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 

30 0.19032 0.21756 0.2417 0.27023 0.28987 

 .61]، 7[ وفنسيمرو  –ختبار كولموجروف دول جزء من جداول القيم الحرجة لاهذا الج
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 (Dلداربن واتسون )التوزيع الأحتمالي (: 5ملحق )

 حيث يعطى  Dالجدول يعطى جزء من توزيع 

21قيم  d,d  عند درجات الحرية ومستوى معنويةα 

]7 ،[61.  

  α 

N 

0.05 0.025 0.01 

1d  2d  1d  2d  1d  2d  

15 1.08 1.36 0.95 1.23 0.81 1.07 

16 1.10 1.37 0.98 1.24 0.84 1.09 

17 1.13 1.38 1.01 1.25 0.87 1.10 

18 1.16 1.39 1.03 1.26 0.90 1.12 

19 1.18 1.40 1.06 1.28 0.93 1.13 

20 1.20 1.41 1.08 1.29 0.95 1.15 

21 1.22 1.42 1.10 1.30 0.97 1.16 

22 1.24 1.43 1.12 1.31 1.00 1.17 

23 1.26 1.44 1.14 1.32 1.02 1.19 

24 1.27 1.45 1.16 1.33 1.04 1.20 

25 1.29 1.46 1.18 1.34 1.05 1.21 

26 1.30 1.47 1.19 1.35 1.07 1.22 

27 1.32 1.48 1.21 1.36 1.09 1.23 

28 1.33 1.49 1.22 1.37 1.10 1.24 
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 Random Numbers                        عشوائيةالأعداد ال(: 6ملحق )
 رقم العمود

 6 5 4 3 2 1 رقم الصف

1 0.10480 0.15011 0.01536 0.020111 0.81647 0.91646 

2 0.22368 0.46573 0.025595 0.85393 0.309955 0.89198 

3 0.24130 0.48360 0.022527 0.97265 0.76393 0.64809 

4 0.42167 0.93093 0.06243 0.61680 0.07856 0.16376 

5 0.37570 0.39975 0.81837 0.16656 0.06121 0.91782 

       

6 0.77921 0.06907 0.11008 0.42751 0.27756 0.53498 

7 0.99562 0.72905 0.56420 0.69994 0.98872 0.31016 

8 0.96301 0.91977 0.05463 0.07972 0.18876 0.20922 

9 0.89579 0.14342 0.63661 0.10281 0.17453 0.18103 

10 0.85475 0.36857 0.43342 0.53988 0.53060 0.59533 

       

11 0.2818 0.69578 0.88231 0.33276 0.70997 0.79936 

12 0.63553 0.40961 0.48235 0.03427 0.49626 0.69445 

13 0.09429 0.93969 0.52636 0.92737 0.88979 0.33488 

14 0.10365 0.61129 0.87529 0.85689 0.48237 0.52267 

15 0.07119 0.97336 0.71048 0.08178 0.77233 0.13916 

       

16 0.51085 0.12765 0.51821 0.51259 0.77452 0.16308 

17 0.02369 0.21382 0.52404 0.60268 0.80368 0.19885 

18 0.01011 0.54092 0.33362 0.9404 0.31273 0.04146 

19 0.52162 0.53916 0.46369 0.58586 0.23216 0.14513 

20 0.07056 0.97628 0.33787 0.09998 0.42698 0.06691 
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  (t) توزيع ستيودنت( : 7ملحق )
 وعدد  αبمعلومية  Xيعطي الجدول قيمة المتغير 

)tX(، حيث: nدرجات الحرية   

α  

N 

.995 .990 .975 .950 .900 .800 .750 .700 .600 .550 

1 63.66 31.88 12.71 6.31 3.08 1.376 1.000 0.727 0.325 0.158 

2 9.92 6.96 4.30 2.92 1.89 1.061 0.816 0.617 0.289 0.142 

3 5.84 4.54 3.18 2.35 1.64 0.978 0.765 0.584 0.277 0.137 

4 4.70 3.75 2.78 2.13 1.53 0.941 0.741 0.569 0.271 0.134 

5 4.03 3.36 2.57 2.02 1.48 0.920 0.727 0.559 0.267 0.132 

6 3.71 3.14 2.45 1.94 1.44 0.906 0.718 0.553 0.265 0.131 

7 3.50 3.00 2.36 1.90 1.42 0.896 0.711 0.549 0.263 0.130 

8 3.36 2.90 2.31 1.86 1.40 0.889 0.706 0.546 0.262 0.130 

9 3.25 2.82 2.26 1.83 1.38 0.883 0.703 0.543 0.261 0.129 

10 3.17 2.76 2.23 1.81 1.37 0.879 0.700 0.542 0.260 0.129 

11 3.11 2.72 2.20 1.80 1.36 0.876 0.697 0.540 0.260 0.129 

12 3.06 2.68 2.18 1.78 1.36 0.873 0.695 0.539 0.259 0.128 

13 3.01 2.65 2.16 1.77 1.35 0.870 0.694 0.538 0.259 0.128 

14 2.98 2.62 2.14 1.76 1.34 0.868 0.692 0.537 0.258 0.128 

15 2.95 2.60 2.14 1.75 1.34 0.866 0.691 0.536 0.258 0.128 

16 2.92 2.58 2.12 1.75 1.34 0.865 0.690 0.535 0.258 0.128 

17 2.90 2.57 2.11 1.74 1.33 0.863 0.689 0.534 0.257 0.128 

18 2.88 2.55 2.10 1.73 1.33 0.862 0.688 0.534 0.257 0.127 

19 2.86 2.54 2.09 1.73 1.33 0.861 0.688 0.533 0.257 0.127 

20 2.84 2.53 2.09 1.72 1.32 0.860 0.687 0.533 0.257 0.127 
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 حساب تباين العينة(: 8ملحق )
2في هذا الملحق تم حساب 

WS ،2

LS ( 5-12بالفصل.) 

2حساب ل :أولاً

WS .نكون الجدول التالي 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

iW  )WW( i   2

i )WW(   iW  )WW( i   2

i )WW(   

0 -13.8000 190.44 0 -13.800 190.44 

0 -13.8000 190.44 0.73 -13.07 170.83 

0 -13.800 190.44 2.85 -10.95 119.90 

1.734 -12.066 145.59 2.310 -9.756 95.18 

5.644 -8.166 66.68 2.83 -10.97 120.34 

10.094 -3.706 13.73 3.10 -10.70 114.49 

13.424 -0.376 0.14 4.92 -8.88 78.85 

19.764 +5.964 35.67 6.52 -7.28 52.99 

21.033 +8.833 78.02 7.52 -6.28 39.44 

28.443 +15.443 238.49 9.70 -4.10 16.81 

30.453 +16.653 277.32 11.60 -1.20 1.44 

34.204 +20.404 416.32 13.60 -0.20 0.04 

43.775 +29.975 898.50 14.17 +0.37 0.14 

43.909 +30.109 906.55 13.25 -.55 0.30 

48.519 +34.719 1205.40 11.15 -2.65 7.02 

  4853.64   1008.21 

 ومن الجدول نجد أن:

85.586121.100864.4853)WW(
30

1i

2

i 

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







 13.202

29

85.5861

1n

)WW(

S

30

1i

i
2

W

2

 

                         64.2
29

13.202

1n

S
2

W 


 
 

ا: 2لحساب  ثانيا

LS .نكون الجدول التالي 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

iL  )LL( i   2

i )LL(   iL  )LL( i   2

i )LL(   

0 -2.64 6.97 0 -2.64 6.97 

0 -2.64 6.97 1 -1.64 2.79 

0 -2.64 6.97 1 -1.64 2.79 

1 -1.64 2.79 1 -1.64 2.79 

1 -1.64 2.79 1 -1.64 2.79 

2 -0.64 0.41 1 -1.64 2.79 

2 -0.64 0.41 2 -0.64 0.41 

3 +0.36 0.13 2 -0.64 0.41 

3 +0.36 0.13 3 0.36 0.13 

4 1.36 1.85 4 1.36 1.85 

4 1.36 1.85 4 1.36 1.85 

5 2.36 5.57 4 1.36 1.85 

5 2.36 5.57 4 1.36 1.85 

6 3.36 11.29 4 1.36 1.85 

7 4.36 19.01 6 3.36 11.29 

  72.71   42.41 
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










 97.3

29

41.4271.72

1n

)LL(

S

30

1i

i
2

L

2

 

                                          37.0
1n

S
2

L 

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 المصطلحات

 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 absorbing barriers 91 ماصةحواجز 

 advanced Markovian 187 ماركوفل الصفوف المتقدمة نماذج

queueing models 

 analogue models 322 النماذج النسبية )القياسية(

، 99،259،266 غير دورية
270،293 

aperiodic (non-periodic) 

مصفوفة غير دورية وغير قابلة 
 للأختزال

262 aperiodic and irreducible 

matrix 

التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء 
)أو الفترة  الذين يصلون إلى النظام

 (نبين وصوليي

118،122 arrival distribution  (or 

inter arrival) 

 arrivals number 229، 212 عدد العملاء الذين يصلون للنظام

 arrivals process 215 عملية وصول العملاء إلى النظام

 auto-correlation (or 224 أرتباط ذاتي

serial correlation) 

 basic axioms 121 بديهيات أساسية

 Bernoulli-process 82 عملية برنولى

 birth and death 24 عمليات الميلاد والوفاة

processes 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 bivariate probability 54، 37 التوزيع الأحتمالي الثنائي

distribution 

 bivariate state 201 الحالة الثنائية

 blocking 257،290،291 توقف

فرع من فروع نظرية الاحتمالات 
 التطبيقية

23 branch of applied 

probability theory 

 central limit theorem 335 نظرية النزعة المركزية

 certain conditions 103 شروط معينة

 channels 312 الخطوط

 characteristic equation 196 المعادلة المميزة

 characteristic function 43 الدالة المميزة

 chi-square test 230 2أختبار كا

 collection of data 29 جمع البيانات

 composite arrival rate 188 معدل الوصول المجمع

 conditional distribution 54 التوزيع الشرطي

 congestion problems 20 مشاكل التكدس

 continuous models 322 النماذج المتصلة )المستمرة(

 continuous time 102 زمن متصل

 control problems 313 مشاكل المراقبة
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 convolution method 334 التجميعيةالطريقة 

 cumulant generating 43 لة المولدة للتراكماتالدا

function 

 cumulants 43 التراكمات

 cumulative distributions 336 (التراكميةالتوزيعات التجريبية )

 customers (items) 114 )وحدات( عــمـــلاء

 descriptive and 28 الإحصاء الوصفي والتحليلي

analytical statistics 

 design & control systems 31 نظمةالأ مراقبة تصميم و 

 deterministic 119 غير عشوائية )يقينية(

 deterministic models 82 النماذج اليقينية

 difference equations 60 معادلات الفروق 

 differential difference 106،124، 70 ،37 معادلات الفروق التفاضلية

equations 

 discrete 84 متقطعة

 discrete models 322 النماذج المتقطعة

 discrete states 102 حالات متقطعة

 discrete time 102 خطوات( متقطعزمن )أو 

التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء 
 الذين يصلون للنظام

123 distribution of arrivals 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

التوزيع الاحتمالي لعدد العملاء 
 المنتهى خدمتهم

127 distribution of 

departures 

 distribution of service 129 التوزيع الاحتمالي لأزمنة الخدمة

times 

 distribution selection 30 اختيار التوزيع

 Durbin-Watson test 225 أختبار داربن واتسون 

المعدل الفعلي لوصول العملاء إلى 
 النظام

148 effective arrival rate 

 equilibrium probabilities 94 أو الاستقرار احتمالات التوازن 

 ergodic process 99 امةملية عع

 ergodic chain 99 متسلسلة عامة

 Erlang Distribution 68، 67 توزيع إيرلنج

 event 102، 49 الحدث

 exist 85، 40 موجود

العدد المتوقع لمراكز الخدمة غير 
 )المعطلة( العاملة

151 expected number of idle 

servers 

 exponential distribution 129، 24 سيالتوزيع الآ

 families 82 عائلات

 finite 259 محدود
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 first come – first served 119، 116 من يأتي أولًا يخدم أولاً 

 first difference 70 الفرق الأول

 fitting the probability 30 توفيق التوزيعات الاحتمالية

distributions 

 form 25 صياغة

 function theoretical 25 الأساليب الدالية النظرية

techniques 

 gamma distribution 333 توزيع جاما  

 general distribution 119 توزيع عام

 general service discipline 142، 119 نظام الدخول للخدمة نظام عام

 generating function 72، 38 الدالة المولدة

 generation random 330،331 توليد قيم المتغير العشوائي

variates 

 geometric distribution 45 التوزيع الهندسي

 geometric transform 39 التحويله الهندسية

 goodness fit tests 214 أختبارات جودة التوفيق

 higher transition 91 احتمالات الانتقال الأعلى

probabilities 

 homogeneity 104 التجانس

مستقلة ولكل منها نفس التوزيع 
 الأحتمالي

50 ،121 identically and 

independently 

distributed (i.i.d) 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 imbedded Markov chain 25 سلسلة ماركوف الماصة

 independence 103 الاستقلال

 infinite 120 غير محدود

 infocommunication 26 يةشبكات الاتصال المعلومات

networks 

 information 27 المعلومات

 initial distribution 94، 89 التوزيع المبدئي

 input distribution 263 لمدخلاتلالتوزيع الأحتمالي 

 interarrival time 229، 212، 115 الفترة الزمنية بين وصوليين متتالية

الفترة الزمنية بين خروج عميلين 
 تتاليينم

115 inter-departures time 

 intermediate state 92 حالة وسيطة

 invariant 85 غير متغيرة

 ،266، 97،259 غير قابلة للأختزال
270 ،293 

irreducible 

 irreducible matrix 259، 97 مصفوفة غير قابلة للأختزال

 joint probability 54 التوزيع الاحتمالي المشترك

distribution 

 jumps 102 القفزات

 Kolmogrov-Simrnov test 245، 230،236 أختبار كولموجروف سيمرنوف
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 Laplace transform 60، 37 تحويله لابلاس

 last come – first served 119، 117 من يأتي أخيراً يخدم أولاً 

(LcFs) 

 least square method 229، 213 طريقة المربعات الصغرى 

 limiting behavior 97 لنهائيالسلوك ا

 limiting distribution 109 التوزيع النهائي

 linearity property 61 الخاصية الخطية

 marginal distribution 54 التوزيع الهامشي

 Markov chain 88 سلسلة ماركوف

 Markov matrix 89 مصفوفة ماركوف

 Markov processes 88، 81 عمليات ماركوف

 mathematical induction 137، 72 ستنتاج الرياضيالا

 mathematical modeling 25 النمذجة الرياضية

 mathematical models 115 النماذج الرياضية

 mathematical 27 البرمجة الرياضية

programming  

 mathematical 311 البرمجة الرياضيةأساليب 

programming techniques 

 mathematical 323 ةعلاقات رياضي

relationships 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 mathematical tools 26 الأدوات الرياضية

 mathematically exact 23 صحيح رياضياً 

 maximum likelihood 229، 214 طريقة الأمكان الأكبر

method 

الحد الأقصى لعدد العملاء في 
 النظام

115 maximum number of 

customers allowed in the 

system 

 maximum queue length 147 أقصى عدد في الصف

 modern information 26 تكنولوجيا المعلومات الحديثة

technology 

 moment generating 40 الدالة المولدة للعزوم

function 

 moments method 229، 213 طريقة العزوم

 Monte Carlo method 324، 321 طريقة المونت كارلو

 mutually exclusive 92 افيةحالات متن

 mutually exclusive ways 49 عدة طرق متنافية

 non-homogeneous 88 غير متجانسة

معادلات فروق خطية غير 
 متجانسة

197 nonhomogenous linear 

difference equations 

 non-null 101، 99 )ليست غير موجودة( موجودة

 nonparameteric 27 الأساليب غير المعلمية

techniques 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 nonparametric tests 213 الأختبارات اللامعلمية

 nonstationary 29 غير المستقرة

 nonstationary processes 215 عمليات غير مستقرة

 normal distribution 335 التوزيع المعتاد )الطبيعي(

 null 99 غير موجودة

 numerical techniques 26 الأساليب العددية

 one-to-one relationship 333 لواحد-العلاقة واحد

 operating characteristics 120 خصائص تشغيل النظام

 operators 196 المؤثرات

 optimal design 313 التصميم الأمثل

 optimization problem 24 مشكلة أمثلية

 optimization techniques 311، 27، 19 أساليب الأمثلية

 output distribution 263 ع الأحتمالي للمخرجاتالتوزي

 parallel stations 116، 114 المراكز المتوازنة

 parameters 30 معلمات

 partial differential 73 جزئيالتفاضل ال تمعادلا

equations 

 Partical 86 جزئي
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 performance measures 31 مؤشـــــرات الإنجــــاز

 Periodic 98 دورية

 persistent (recurrent) 101، 99 دائمة

 persistent or recurrent 98 متكررة أو دائمة

 Poisson distribution 119،125،  41، 24 توزيع بواسون 

 Poisson processes 81،85،102 عمليات بواسون 

)مصدر الاستدعاء المجتمع 
 للعملاء(

115 population (calling 

source) 

 Position 86 موقع

 possible states 84 الحالات الممكنة

 postulates 103 فروض

 Priorities 117 أولويات

 probabilistic approach 25 أسلوب احتمالي

 probabilistic models 82 النماذج الأحتمالية

 probabilistic structure 85 البناء الأحتمالي

 probabilities theory 37 نظرية الاحتمالات

 probability generating 39 الدالة المولدة للأحتمالات

function 
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 pure birth process 123 عملية الميلاد الخام

 pure death process 127 عملية الوفاة الخام

 queueing analysis 25، 15 تحليل الصفوف

 queueing model 229، 214 نموذج الصفوف

 queueing model with 290 توقفالصف مع حدوث نموذج 

blocking 

 queueing model with 287 رفضالصف مع حدوث نموذج 

rejection 

 queueing processes 215 عمليات الصفوف

 queueing System 114 نظام الصف

 queueing theory 81، 37، 23 نظرية الصفوف

 radius convergence 351 نصـف قطر التقارب

 random move 86 حركة عشوائية

 random variable 115 متغير عشوائي 

 random walk problem 322 مشكلة السير العشوائي

 recurrent 109 ممكنة الرجوع

 regeneration points 25 نقط الانبعاث )التجديد(

 regularity 104 الانتظام

 rejected systems 147 أنظمة الرفض
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 renewal theory 26 نظرية التجديد

 roots 196 الجذور

 Rouche's theorem 196 نظرية رويتش

 running 323 تشغيل

 scale property 62 خاصية التدرج

 التوزيع الاحتمالي لزمن الخدمة
 )أو أزمنة الخروج(

118 service (or departure) 

dist. 

 service discipline 170، 115 نظام الدخول للخدمة

 service in random order 119 ر عشوائيالدخول للخدمة بأم

 service process 215 عملية خدمة العملاء

 service station (channels) 115 عدد مراكز الخدمة

 service time 229، 212 ،115 زمن خدمة العميل

 simple random walk 86 عملية المشي العشوائي البسيطة

process 

 simulation model 322 نموذج المحاكاة

 simulation technique 26،27،214،322 أسلوب المحاكاة

 singular integral 25 المعادلات التكاملية الشاذة

equations 

 space 82 المكان
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

سبيرمان للرتب معامل أرتباط  221 Sperman's Rank-

correlation 

 standard normal 335 المعتاد القياسي

 stationary 29 المستقرة

 stationary process 94، 85 عملية مستقرة

 n 85 stationary process ofالتـــرتيـــبمن عمليـــــة مستقــــرة 

order n 

 stationary transition 88 أحتمالات انتقال مستقرة

probabilities 

 statistical equilibrium 24 الاستقرار الإحصائي

 ،121،135،136 ة()الحالة الدائم حالة الأستقرار
137،142،143،195 

steady state 

 stochastic processes 82، 29، 25 العمليات العشوائية

 stochastic processes 81، 19 نظرية العمليات العشوائية

theory 

 suitable initial conditions 72 الملائمة الشروط المبدئية

 system's behavior 120 سلوك النظام

 Taylor expansion 351 تيلور مفكوك

 Taylor series expansion 352 مفكوك متسلسلة تيلور

 telecommunication 25 الاتصالات عن بعد

 telephone engineering 24 هندسة التليفونات

 tests for independence 221، 29 أختبارات الأستقلال
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 المصطلح باللغة الانجليزية رقم الصفحة باللغة العربيةالمصطلح 

 tests for stationary 215، 29 أختبارات الأستقرار
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