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 مقدمة 
 

للتطور السريع فى السنوات الأخيرة فى دراسة الطبيعة المتغيرة فى كثير من   نظرا  

مكونات العناصر للمشاكل القرارية المختلفة، مما تطلب اهمية أصدار الطبعة الثانية من كتاب 

 البرمجة الأحتمالية. 

 

 :  تختلف هذه الطبعة عن الطبعة الأولى فى و

 

 الأحتمالية البرمجة الأحتمالية التى تتعامل مع التوزيعاتأضافة أجزاء جديدة لأساليب  (أ

للمعلمات   المتعددة الأحتماليةالتوزيعات التوزيعات الأحتمالية الثنائية و  والأحادية 

و ذلك يرجع إلى نشر العديد من التوزيعات الاحتمالية الثنائية و المتعددة منذ . العشوائية

ات الأحتمالية الثنائية و المتعددة فأنه يوجد . و رغم وجود العديد من التوزيع1960

لذلك  ،و تطبيق هذه التوزيعات فى أسلوب البرمجة الاحتماليةعجز شديد فى أستخدلم 

يعتبر أستخدام هذه التوزيعات فى البرمجة الأحتمالية ذو أهمية فى دراسة و حل العديد  

 من المشاكل الفعلية.

 لتحويل النماذج الأحتمالية إلى نماذج يقينية مكافئة.الحديثة  تقديم بعض الأساليب (ب

 تقديم العديد من الأمثلة العددية و التطبيقية لأستخدام التوزيعات المقدمة فى )أ(. (ج

 م.2015تصويب الأخطاء المطبعية الواردة فى الطبعة الأولى سنة  ( د

 

 decision'sللمشاكل القرارية  optimal solutionsالحلول المثلى  تعتبر و

problems  هذه  ىالتقدم ف  للنمو و ىالخدمية العمود الفقر  الأنتاجية وجميع القطاعات  ىف

 . النفقات ايضا   لما توفره من الوقت و الجهد و القطاعات

 

حلها للحصول على الحلول المثلى    كثير من المشاكل القرارية يمكن صياغتها و و

  Mathematical programming approachesبأستخدام أساليب البرمجة الرياضية 

بيئة   Decision's environmentحالة إذا كانت بيئة صناعة القرار  ىذلك ف  المناسبة. و

نموذج البرمجة متغيرات غير   parametersحيث تكون معلمات )يقينية( غير عشوائية 

 Deterministicهذه الحالة بنموذج البرمجة اليقينية  ىيسمى نموذج البرمجة ف  ئية، وعشوا

programming model  . 

 تكون بيئة صناعة القرار بيئة عشوائية  الواقع الأعم ىلكن ف  و

 Stochastic environment  هذه الحالة تكون بعض أو كل معلمات نموذج   ىمتغيرة، ف

)سواء معلومة أو غير معلومة   random variablesالبرمجة متغيرات عشوائية  

 هذه الحالة بنموذج  ىيسمى نموذج البرمجة ف  و التوزيعاتالأحتمالية لهذه المتغيرات العشوائية(.
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  اتكون التوزيعتعندما  و ،Stochastic programming modelالبرمجة العشوائية 

  ةالأحتمالي

 

probability distributions يسمى نموذج برمجة   فإنه ةالعشوائية معلوم اتللمعلم

فهو حالة خاصة من   ىبالتال و probabilistic model programmingأحتمالية 

 .ىالنموذج العشوائ

 

 الحل الأمثل  و riskمخاطرة   حالاته بمستوىفى جميع  ىيرتبط النموذج العشوائ و

ترجع لوجود  ىلنموذج البرمجة الأحتمالية يكون مشروط بمستوى للمخاطرة المسموح بها والت

 .ىالعامل العشوائ

 

حل نماذج البرمجة الأحتمالية مثل: أسلوب البرمجة   توجد أساليب مختلفة لصياغة و و

تعددة أسلوب البرمجة م ، وChance-constrained programmingالمقيدة أحتماليا  

 ، ..... الخ. Multi-stage programmingالمراحل 

 

ميز بين   أول من قدم دراسة للنماذج العشوائية و 1941سنة  Tintnerيعتبر  و

 نماذج البرمجة العشوائية.  المصاحبة لحلولالأنواع المختلفة للمخاطرة 

 

 هذا الجزء من الكتاب على أساليب البرمجة الأحتمالية   ىسوف تقتصر دراستنا ف و 

بصفة خاصة أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا  بالنسبة لنماذج البرمجة الخطية الأحتمالية   و

Probabilistic linear programming نماذج برمجة الهدف الخطية الأحتمالية   و

Probabilistic linear goal programming  . ايضا 

 

 Charnes andيعتبر أول من قدم أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا  كل من  و

Cooper  التطبيقية لهذا الأسلوب نظرا  لأهمية المشاكل  ثم توالت الأبحاث النظرية و 1955سنة

 يتم حلها بأستخدام هذا الأسلوب. ىالت

 

  أول من قدم أسلوب برمجة الهدف المقيدة أحتماليا   1968سنة  Continiكذلك يعتبر  و

chance-constrained goal programming معلمات  وجود حيث أفترض ان 

 

 عشوائية تتبع التوزيع المعتاد.

 

أسلوب جديد لبرمجة الهدف الأحتمالية بمعلمات   El-Dashقدمت  1984فى سنة  و 

 القطاعات الأنتاجية  ىالتطبيقية ف  ثم توالت الأبحاث النظرية والتوزيع الأسى بمعلمتين،  تتبع
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 ( سوف نقدم نبذة عن التطور التاريخي لأهم الدراسات 5-1الفصل ) ىف  الخدمية المختلفة، و و

أسلوب برمجة الهدف الخطية  قدمت بالنسبة لأسلوب البرمجة الخطية المقيدة أحتماليا  و ىالت

 القطاعات المختلفة. ىقدمت لهذه الأساليب ف  ىالمقيدة أحتماليا . مع ذكر أهم التطبيقات الت

 

أساليبها   ىالتطور المستمر ف  نظرا  لأهمية أساليب بحوث العمليات بصفة عامة و و

تطبيقاتها على نطاق  بصفة خاصة الأساليب المرتبطة ببيئة صناعة القرار المتغيرة و المختلفة، و

بصفة خاصة بحوث  المكتبة العربية بالنسبة للكتب العلمية و ىواسع، بالإضافة إلى العجز الشديد ف 

لأصدار مما دفعني  -تكاملها مع العلوم الأخرى خاصة  علم الأحصاء العمليات لارتباطها الوثيق و

جة البرم – الجزء الثالث من كتاب "بحوث العمليات واتخاذ القرارات الطبعة الثانية من

   "الاحتمالية

 

 -حيث يتكون الكتاب من الأجزاء الثلاثة التالية: 

 

 الجزء الأول تحت عنوان: "البرمجة وحيدة الهدف"  •

 الجزء الثاني تحت عنوان: "البرمجة متعددة الأهداف" •

 الجزء الثالث تحت عنوان: "البرمجة الاحتمالية" •

 

الثالث يتطلب ضرورة الإلمام بالجزئيين  الأجزاء الثلاثة تصاعدية بمعنى أن تناول الجزء  و

 ، كذلك تناول الجزء الثاني يتطلب ضرورة الإلمام بالجزء الأول.ىالثان الأول و

 

  ىالدراسات العليا ف  البكالوريوس و  ىالمستهدفون من هذا الجزء هم طلاب مرحلت و

 ىخ(، كذلك متخذ...... ال -الإدارة   –المحاسبة  –الإقتصاد  –التخصصات المختلفة )الإحصاء  

 : عشرة أبوابو ثلاثة اجزاء على  لكتابيحتوى هذا ا المجالات المختلفة. و ىالقرارات ف 

 

 تحت عنوان: مشاكل البرمجة العشوائية   الأولالباب 

 

 

، ثم عرض لأهم أساليب البرمجة هاتصنيف المشاكل القرارية و يتناول هذا الباب و

  ىالبرمجة المقيدة أحتماليا ، ثم نقدم نبذة عن التطور التاريخبصفة خاصة أسلوب  الأحتمالية و

برمجة الهدف الخطية المقيدة أحتماليا . هذا بالإضافة  لأسلوب البرمجة الخطية المقيدة أحتماليا  و

 .كتابإلى ذكر أهم المتطلبات الأساسية لتناول موضوعات هذا ال
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 تحت عنوانالجزء الاول 

 الأحتمالية بتوزيعات أحتمالية أحادية القيود 

 

 الثانى و الثالث و الرابع.  بواب يشتمل على الأ و

 

 (�̃�𝐢القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية متصلة ) تحت عنوان:  الثانىالباب 

 

يقدم هذا الباب كيفية تحويل نماذج البرمجة الأحتمالية إلى نماذج يقينية مكافئة  و

( متغيرات  �̃�𝐢) المعلمات العشوائية بعض البرمجة المقيدة أحتماليا  عندما تكونبأستخدام أسلوب 

 .مختلفة  عشوائية متصله ذات توزيعات

مجموعة متنوعة من   هذه الحالة و ىبالإضافة إلى تقديم أمثلة تطبيقية مختلفة ف 

 التمرينات. 

 

     ( �̃�𝐢عشوائية متقطعة ) الباب الثالث تحت عنوان: القيود الاحتمالية لمعلمة 

                                  

قدم هذا الباب تحويل النماذج الأحتمالية التى تشمل على معلمات عشوائية بتوزيعات ي و

 ثم تقديم مجموعة من الأمثلة التطبيقية. مكافئة.أحتمالية متقطعة الى نماذج يقينية 

 

 )�̃�𝐢𝐣القيود الأحتمالية بمعلمة عشوائية واحدة )  الباب الرابع تحت عنوان:

 

 )�̃�𝐢𝐣) على معلمة عشوائية واحدة  المشتملحيث يقدم هذا الباب تحويل القيد الأحتمالى 

 من   كذلك تقديم مجموعة )�̃�𝐢𝐣توزيعات احتمالية مختلفة للمعلمة ) أستخدام و مكافئ الى قيد يقينى

 الأمثلة التطبيقية ايضا . 

 

 تحت عنوانالجزء الثانى  

 بتوزيعات متعددة القيود الأحتمالية  

 

 و السادس و السابع و الثامن. الخامس   لأبواب يشتمل على ا و

 

 الأحصائية  ساليب التحويلات أالباب الخامس تحت عنوان: بعض 
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  و يقدم هذا الباب بعض اساليب التحويلات الأحتمالية التى تعتبر جزء اساسى فى دراسة

 الأبواب التالية.

 

 عنوان: القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية بتوزيعات ثنائية الباب السادس تحت 

 

النماذج الأحتمالية الى نماذج يقينية مكافئة فى حالة وجود  و يقدم هذا الباب كيفية تحويل 

 معلمات عشوائية بتوزيعات ثنائية، فى حالة الأستقلال و عدم الأستقلال لهذه المعلمات العشوائية 

تقديم مجموعة   كذلك تقديم القيود المشتركة بالأضافة إلىتوزيعات ثنائية مختلفة  ذلك بأستخدام و

 من الامثلة التطبيقية ايضا .

 

 

   )�̃�𝐢𝐣عشوائية ) المعلمات ذات ال تحت عنوان: القيود الأحتمالية السابعالباب ا

 بتوزيعات أحتمالية متعددة                                

 

و يقدم هذا الباب القيود الأحتمالية التى تحتوى على معلمات عشوائية بتوزيعات أحتمالية 

الأمثلة  بالأضافة إلى مجموعة من  تحويل هذه القيود الى قيود يقينية كيفية متعددة مختلفة، و

 .العددية

 

 تحت عنوان: دالة الهدف الأحتمالية  الثامنالباب 

 

 و يقدم هذا الباب كيفية تحويل دالة الهدف الأحتمالية و بالتالى تحويل النمزذج الأحتمالى  

 الى نموذج يقينى فى ظل قواعد قرارية معينة. 

 

 الجزء الثالث تحت عنوان 

 برمجة الهدف المقيدة أحتماليا  

 

 التاسع و العاشر.   و يشتمل على االباب

 

 تحت عنوان: برمجة الهدف الخطية  لتاسعالباب ا

 

و يقدم هذا الباب بعض أهم التعريفات الأساسية التى يتم تناولها فى اسلوب برمجة 

 كذلك يقدم العديد من الأمثلة العددية  ىالتال بابهذا الباب الأساس لتناول ال يعتبر الهدف، و
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 . و التطبيقية أيضا  

 

 برمجة الهدف المقيدة أحتماليا  الباب العاشر تحت عنوان: نماذج 

 

برمجة الهدف بمعلمات عشوائية لها توزيعات أحتمالية  هذا الباب على نماذجو يشتمل 

تقديم العديد من  ثم .مكافئة كيفية تحويل النماذج الأحتمالية إلى نماذج يقينية أسلوب معينة و

 . التى توضح التحويل الأمثلة و التمرينات

 

  تتضمن بعض المتطلبات الرئيسية لتناول الموضوعات حقملا 10الطبعة هذه تضمن تكذلك 

قائمة متنوعة من المراجع  الإنجليزية و بالإضافة إلى قائمة بالمصطلحات باللغة العربية و المقدمة

 الأجنبية.  العربية و

 

لبنه من لبنات البناء،  الطبعة من الكتاب هأخيرا  أرجو من الله عز وجل أن يجعل هذ و

 هذه العلوم. ىسى أن نجد من المتخصصين العرب من يقدم إسهاماته ف ع

 

 والله ولى التوفيق 

 المؤلفة        

 أ.د عفاف على حسن الدش         

 أستاذ بحوث العمليات والإحصاء                                                                 

  جامعة حلوان –كلية التجارة           

 2019 ديسمبر –القاهرة     
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 Introduction                                               ( مقدمة1-1)

 

، أو قطاع النقل، أو ىمعظم القطاعات الإنتاجية أو الخدمية مثل القطاع الزراع ىف 

تخضع لعنصر أو أكثر من  ىالسياحة، أو البنوك، ... الخ. يواجه متخذ القرار كثير من المشاكل الت

تسمى  هذه الحالة يقال أن بيئة صناعة القرار بيئة عشوائية متغيرة، و ىف   العناصر المتغيرة، و

 . stochastic problemsالمشاكل بالمشاكل العشوائية هذه 

 

 شكل نماذج تأخذ في الأعتبار العناصر العشوائية،   ىعادة تصاغ هذه المشاكل ف  و 

,stochastic models [𝟗𝟒تسمى بالنماذج العشوائية  و 𝟕𝟕, 𝟔𝟖, 𝟔𝟒, 𝟓𝟗, 𝟓𝟏, 𝟒𝟑, 12]. 

 

شكل نماذج برمجة )خطية أو غير  ىيمكن صياغتها ف ى معظم المشاكل الفعلية الت ىف  و

أو أكثر من معلمات نموذج البرمجة تمثل متغيرات    parameterخطية( غالبا  يوجد معلمة 

كذلك تعكس المخاطرة الناشئة عن  تعكس البيئة المتغيرة و random variablesعشوائية 

 stochasticهذه الحالة يسمى النموذج نموذج برمجة عشوائية   ىف   يتم أتخاذه، و ىالقرار الذ

programming model  [𝟏𝟖𝟐, 𝟏𝟒𝟗]. 

 

لكن تشترك جميع الأساليب   توجد أساليب مختلفة لحل هذا النوع من النماذج. و و

 الخصائص التالية:  ىالمختلفة لحل نماذج البرمجة العشوائية ف 

 

عشوائي إلى نموذج يقينى )أو عدة نماذج يقينية متتالية( وفقا  لفئة من تحويل النموذج ال -1

 يتم على أساسها التحويل بحيث تتصف   ىالت  decisions rulesالقواعد القرارية 

,𝟏𝟗𝟔]ببعض خصائص الأمثلية  𝟏𝟕𝟒, 12]. 

إلى وجود   ىنتيجة للأختلافات العشوائية لبعض المعلمات )أو كل المعلمات( فإن ذلك يؤد -2

العشوائي إلى  مرتبطة بالحل الذي يتم الحصول عليه بعد تحويل النموذج  riskمخاطرة 

الحل   ىقياس هذه المخاطرة وفقا  للأسلوب المتبع ف  ىتختلف الطرق ف  . وىنموذج يقين

[𝟏𝟔𝟓, 𝟏𝟔𝟎, 𝟔𝟒]. 

 لكن توجد حلول مثلى مشروطة  لا يوجد حل أمثل مطلق لنموذج البرمجة العشوائية و -3

 بأحتمالات معينة )ممكن أفتراض قيم هذه الأحتمالات أو إيجاد أفضل قيم لــهــذه  

 

 reliabilityالأحــــتمالات بـأســـــتخدام أســــــاليـــب بــــرمجــــــة الصــــــلاحيــة

programming [𝟏𝟖𝟐, 𝟏𝟕𝟕, 𝟔𝟕]). 

 

 ول من تناول نماذج البرمجة العشوائية حيث ميز بين  أ 1941سنة  Tintnerيعتبر  و
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 نوعين من المخاطرة هما: 

 

 subjective riskالمخاطرة الذاتية   -أ

 

فإنه يمكن قياس   ىتمثل متغير عشوائ ىعندما يوجد توزيع أحتمالى معلوم للمعلمة الت

  ىالتوزيع الأحتمالبأستخدام بعض أساليب البرمجة الأحتمالية يمكن تحديد  و ،المخاطرة

          للحل الأمثل )وفقا  لفئة القواعد القرارية المفترضة التى سبق تحديدها(

[𝟏𝟗𝟓, 𝟏𝟖𝟐, 𝟏𝟕𝟒]. 

 

 subjective uncertaintyعدم التأكد الذاتي  -ب

 

 حيث يفترض عدم معرفة التوزيعات الاحتمالية للمعلمات التى تمثل متغيرات عشوائية،  

 priori probabilityلكن يفترض معرفة التوزيعات الأحتمالية القبلية لها  و

distributions of the parameters [𝟏𝟗𝟓, 𝟔𝟒]. 

 

أيضا  بين أسلوبين للبرمجة العشوائية هما الأسلوب   Tintnerميز  1955سنة  ىف  و

 .negative and positive approaches [𝟏𝟗𝟓] ىالأسلوب السلب و ىالإيجاب

 

 قدمت أساليب مختلفة للبرمجة العشوائية  ىثم تكونت العديد من المدارس العلمية الت

 الغالبية منها ميز بين نوعين من الأساليب: و

 

النوع الأول حيث تكون المعلمات العشوائية لها توزيعات أحتمالية معلومة )أو أمكانية   ( 1)

ما يمكن تسميتها بأساليب البرمجة  ىه ( و[𝟏𝟖𝟐,9]تقدير هذه التوزيعات الأحتمالية 

هذا النوع هو ما سنتناوله  . وprobabilistic programming  الأحتمالية

 بالتفصيل في الأبواب التالية.

 

 عندما تكون المعلمات العشوائية غير معلومة التوزيعات الأحتمالية   ىأما النوع الثان ( 2)

[𝟏𝟖𝟐, 𝟏𝟔𝟎, 𝟏𝟓𝟎]. 

 

 هذا الكتاب على النوع الأول فقط.  ىسوف تقتصر دراستنا ف و

 

أول من قدما أسلوب  1955سنة  Charnes and Cooperيعتبر كل من  و

لتحويل  Chance-Constrained Programming (CCP)البرمجة المقيدة أحتماليا  

 العشوائية إلى نماذج يقينية مكافئة عندما تكون التوزيعات الأحتمالية للمعلمات العشوائية   النماذج
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 معلومة. 

  

  ىالأحتمالية، نظرا  لبعض الخصائص التيعتبر هذا الأسلوب من أهم الأساليب للبرمجة  و

 ى التحليل أيضا  كما سوف نوضح ذلك بالتفصيل ف التطبيق و ىيتميز بها، بالإضافة إلى مرونته ف 

,𝟔𝟒]ثم قدما العديد من التطبيقات لهذا الأسلوب  ،الأبواب التالية 𝟓𝟏, 𝟒𝟖] . 

 

خدام الدراسات  ( بأستCCPنمو أسلوب ) تم تطوير و 1970لكن أعتبار من سنة  و

   CCPآخرين حيث قدم العديد من طرق التحويل بأستخدام أسلوب  و Senguptaقدمها  ىالت

قدم العديد من الدراسات لأساليب البرمجة العشوائية الأخرى بالأشتراك مع  . كذلك[𝟏𝟕𝟖]

Tintner  وآخرين مثلFox [𝟏𝟕𝟕, 𝟏𝟕𝟔]. 

 

سوف نقدم نبذة تاريخية عن  ،CCPالتطبيقية لأسلوب  نظرا  للأهمية النظرية و و

الفصل  ىللأسلوب وعلاقته بأساليب البرمجة الأخرى كذلك أهم مجالات تطبيقه ف  ىالتطور التاريخ 

 ى في هذا الباب سوف نتناول بالتفصيل تصنيف المشاكل القرارية للبرمجة العشوائية ف  و (.1-5)

أما  (.3-1الفصل ) ىأهم أساليب البرمجة الاحتمالية ف (، ثم نقدم باختصار بعض 2-1)  الفصل

( ثم نقدم نبذة تاريخية  4-1الفصل ) ىأهم خصائصه سوف يقدم ف  ( وCCPالتعريف بأسلوب ) 

  أرتباطه بأساليب البرمجة اليقينية مثل البرمجة الخطية  و CCPعن التطور التاريخي لأسلوب  

م أهم يقدت بالإضافة الى. كما ذكرنا سابقا   (5-1الفصل ) ىأهم التطبيقات ف  برمجة الهدف و و

( بصفة CCPأسلوب ) المتطلبات الأساسية لدراسة أساليب البرمجة العشوائية بصفة عامة و

 (. 7-1الفصل ) ى( ذلك بالإضافة إلى مجموعة من التمرينات المتنوعة ف 6-1الفصل ) ىخاصـة ف 
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 المشاكل القرارية( تصنيف 1-2)

Classification Decision's Problems 
 

  decisionذكرنا أن القرار  [ 10،  8]  المرجعمن هذا  ىالثان الجزئين الأول و ىف 

تسمى عملية صناعة القرار  conclusion of processهو النتيجة النهائية لعملية 

decision making process أهداف معينة بعدد من  ، حيث يتم تحقيق هدف أو عدة

يختار متخذ القرار أفضل  . وlimited possibilitiesظل أمكانيات محددة  ىالبدائل الممكنة ف 

 environmentظل بيئة صناعة القرار  ىمن هذه البدائل ف   best alternativeبديل 

decision making . 

 

صناعة القرار  ىالعلاقات المؤثرة ف  المقصود هنا ببيئة صناعة القرار جميع العناصر و و

 تعتبر معطيات له. لا يتحكم فيها متخذ القرار و ىالت و

 

كذلك تناولنا بالتفصيل بعض أهم أساليب البرمجة الرياضية المختلفة مثل البرمجة 

حل كثير من المشاكل   ىغير الخطية، برمجة الهدف، ........، الخ كأساليب هامة ف  الخطية و

 القرارية. 

 ىمثلة ف تلكن جميع الأساليب التي تم تقديمها كانت تحت أفتراض أن بيئة صناعة القرار الم و

تسمى أيضا  المعلمات بالمتغيرات التحكمية  النموذج )و parametersصياغة معلمات 

control variables تأخذ غالبا  قيم ثابته )constants معظم المشاكل الفعلية  ىلكن ف  و

 randomير متحقق حيث تكون بعض أو كل المعلمات متغيرات عشوائية يكون هذا الفرض غ

variables [𝟏𝟖𝟏, 𝟖𝟖, 𝟓𝟗]. 

 

حلها بأستخدام   يمكن صياغتها و ىبصفة عامة يمكن تقسيم المشاكل القرارية الت و

 : ى أساليب البرمجة الرياضية إلى قسمين على النحو التال

 

حيث تكون بيئة صناعة  deterministic problemsالمشاكل اليقينية  :القسم الأول

يسمى النموذج  يمثل المشكلة تأخذ قيم ثابتة و ىالقرار بيئة يقينية بمعنى أن معلمات النموذج الذ

 . deterministic modelهذه الحالة نموذج يقينى  ىف 

 هذه الحالة يمكن ىالقيم الثابته لبعض المعلمات إلى قيم ثابته أخرى فف  ىإذا حدث تغير ف  و

 

تطرأ على   ىلتحديد التغيرات الت  sensitivity analysisأستخدام أسلوب تحليل الحساسية 

 المعلمات. قيم ىتحدث ف  ىالحل الأمثل نتيجة التغيرات الت
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 حيث تكون بيئة صناعة القرار stochastic problemsالمشاكل العشوائية  :ىالقسم الثان

 randomيمثل المشكلة تمثل متغيرات عشوائية  ىبيئة عشوائية بمعنى أن معلمات النموذج الذ

variables هذه الحالة نموذج عشوائي  ىيسمى النموذج ف  وstochastic model . 

تتناول هذا النوع  stochastic programmingتوجد أساليب مختلفة للبرمجة العشوائية  و

هو أسلوب  احد هذه الاساليب الأكثر قابلية للتطبيق وسوف نتناول بالتفصيل  من المشاكل، و

 . البرمجة المقيدة أحتماليا  فى الفصول التالية

 المشكلة العشوائية.  سوف نوضح الفرق بين المشكلة اليقينية و ىالمثال التال ىف  و

 

 ( 1-1مثال )

 

حيث يتطلب إنتاج الوحدة الواحدة من   ،A,Bيقوم أحد المصانع بإنتاج نوعين من المنتجات 

 خمسة وحدات من المادة  Bالوحدة الواحدة من النوع  ثلاثة وحدات من المادة الخام، و Aالنوع 

 

تحديد   ىيرغب متخذ القرار ف  وحدة. و 𝟏𝟓𝟎𝟎الأسبوع   ىالخام، حيث أن المتاح من المادة الخام ف 

الإسبوع بحيث يحقق أكبر ربح ممكن، حيث   ىف  A,Bيجب إنتاجها من  ىعدد الوحدات الت

𝐂𝟏, 𝐂𝟐  تشير إلى ربح الوحدة منA,B  الحالات التالية: ىعلى الترتيب ف 

 

𝐂𝟏إذا كانت  -1 = 𝟏𝟎 , 𝐂𝟐 = ,𝐂𝟏  ىثم إذا حدث تغير ف  𝟏𝟓 𝐂𝟐  بحيث تصبح 

𝐂𝟏 = 𝟏𝟏 , 𝐂𝟐 = 𝟏𝟑 

,�̃�𝟏تكافئ  A,Bإذا كان ربح الوحدة من  -2 �̃�𝟐  على الترتيب، حيث�̃�𝟏, �̃�𝟐 ى متغير عشوائ

,�̃�𝟏على الترتيب بحيث  𝐟𝟏(�̃�𝟏) , 𝐟𝟐(�̃�𝟐)بدالة كثافة الأحتمال  �̃�𝟐 > 𝟎. 

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐 منيجب إنتاجها  ىتشير إلى عدد الوحدات التA,B   :على الترتيب فأن 

𝐂𝟏عندما  -1 = 𝟏𝟎 , 𝐂𝟐 =  فإنه يمكن صياغة المشكلة كنموذج برمجة خطية على 𝟏𝟓

,𝐗𝟏أوجد          : ىالنحو التال   𝐗𝟐 تجعل:  ى الت 

 

(𝟏)                     

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟏𝟎𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝐗𝟐
    S.T.   𝟑𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟓𝟎𝟎     

               𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎
} 

بيانيا  أو  بحله و deterministic LP modelالنموذج أعلاه نموذج برمجة خطية يقينى  و

 هذه الحالة:  ىبأستخدام طريقة السمبلكس نجد أن الحل الأمثل ف 
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𝐗𝟏
∗ = 𝟓𝟎𝟎   ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟎   ,   Z
∗ = 𝟓𝟎𝟎𝟎 

 

,𝐂𝟏أما إذا تغيرات   𝐂𝟐  لتصبح𝐂𝟏 = 𝟏𝟏 , 𝐂𝟐 = فبأستخدام تحليل الحساسية نجد أن الحل  𝟏𝟑

𝐗𝟏الأمثل  
∗ , 𝐗𝟐

 : ىتتغير فقط على النحو التال  ىهى الت ∗𝒁قيمة  لم يتغير، و ∗

𝐗𝟏
∗ = 𝟓𝟎𝟎   ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟎   ,   Z
∗ = 𝟓𝟓𝟎𝟎 

 

فيصبح النموذج على   ىمتغير عشوائ A,Bأما عندما يكون ربح الوحدة الواحدة من  .2

,𝐗𝟏أوجد        : ىالنحو التال 𝐗𝟐 تجعل:  ىالت 

 

(𝟐)                   

𝐌𝐚𝐱. �̃� = �̃�𝟏𝐗𝟏 + �̃�𝟐𝐗𝟐
    S.T.   𝟑𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟓𝟎𝟎     

               𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎

} 

يمكن حله بأستخدام  stochastic LP model ىنموذج برمجة خطية عشوائ (𝟐)النموذج  و

 الفصول التالية.   ىسوف نتناولها ف  ىأساليب البرمجة العشوائية المختلفة التأحد 

 

 : [𝟏𝟖𝟐] ىخطية( على النحو التال بصفة عامة يكون نموذج البرمجة العشوائية )خطية أو غير و

 

(𝟏-𝟏)                              𝐌𝐚𝐱. (𝐨𝐫 𝐌𝐢𝐧. )𝐙 = 𝐟(𝐗|𝐂) 

 

(𝟏-𝟐)                          𝐒. 𝐓.    𝐠𝐢(𝐗|𝛉𝐢) ≤ 𝐛𝐢   ,  i = 𝟏, 𝟐,…,m 

 

𝐗 = [𝐱𝟏, … , 𝐱𝐧]
\   , 𝛉 = [

𝛉𝟏𝟏 𝛉𝟏𝟐 ⋯ 𝛉𝟏𝐧
𝛉𝟐𝟏 𝛉𝟐𝟐 ⋯ 𝛉𝟐𝐧
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝛉𝐦𝟏 𝛉𝐦𝟏 ⋯ 𝛉𝐦𝐧

] 

 

𝐛 = [𝐛𝟏, 𝐛𝟐… , 𝐛𝐦] 
\  , 𝐜 = [𝐜𝟏, 𝐜𝟐… , 𝐜𝐧]   

 

,𝐜كل من المتجهات  مبدول متجة المتغيرات القرارية و Xحيث  𝛉𝐢, 𝐛
\   ،𝐢 = 𝟏, 𝟐, . . , 𝐦 

فئة المعلمات  ىحالة وجود عنصر واحد على الأقل ف  ىف  تشير إلى متجهات المعلمات، و

(𝐜, 𝛉𝐢, 𝐛
نموذج برمجة  (𝟏-𝟏) ,(𝟐-𝟏)ج هذه الحالة يسمى النموذ ىف  ى( يمثل متغير عشوائ\

,𝐟النموذج برمجة خطية عشوائية عندما تكون الدوال  يكون ، وةعشوائي 𝐠𝐢  ىدوال خطية ف 

,𝐟المتغيرات القرارية، أما إذا كان على الأقل واحدة من الدوال  𝐠𝐢  غير خطية يكون النموذج

 برمجة غير خطية عشوائية. 
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   ىفف ىمن النموذج العشوائ special caseحالة خاصة  ىيعتبر النموذج اليقين  و

,𝐜( المعلمات )spaceالحالة اليقينية تكون فئة )فراغ   𝛉𝐢, 𝐛
 ( مكونة من عنصر واحد مركب \

 

,𝐜الحالة العشوائية فإن فئة المعلمات ) ىحيث تمثل كل معلمة بقيمة واحدة، أما ف  𝛉𝐢, 𝐛
( تكون \

الأحتمالات حيث يناظر مكونة من أكثر من عنصر مركب تناظرها فئة أخرى مصاحبة لها تمثل فئة 

,𝟏𝟖𝟐,12] المناظرة فئة الأحتمالات   ىفئة المعلمات عنصر مصاحب ف   ىكل عنصر ف  8]. 

 

بصفة خاصة المشاكل  حالة أعم من الحالة اليقينية و ىفإن الحالة العشوائية ه  ىبالتال و

 القرارية التالية:

 

 فترات مستقبلية. ىالمشاكل المرتبطة بالتخطيط على مراحل متتالية ف  •

فترات   ىأسعار الكميات المعروضة من السلع الزراعية مثلا  ف  مثال ذلك تحديد حجم و و

 المواسم المختلفة، ... الخ.  ى، كذلك حجم الأفواج السياحية ف [𝟔𝟔]مستقبلية 

لكن معلوم سلوكها   المشاكل المرتبطة بمعلومات غير متوفرة بشكل كامل لمتخذ القرار و •

,𝟗𝟏]  ىالأحتمال 𝟖𝟗, 𝟖𝟖]. 

 

 السوق الحر على سلعة معينة بالنسبة للشركات المتنافسة   ىالعرض ف  مثال ذلك حجم الطلب و و

تحديد كل شركة لسعر الوحدة من هذه السلعة، فعادة  تكون المعلومات   المنتجة لهذه السلعة و

للشركات الأخرى  الخاصة بكل شركة من الشركات المتنافسة غير معلومة بشكل كامل 

  ىتحديد عدد الوحدات الت ىتصبح مشكلة الشركة القرارية ه ىبالتال  و .[𝟏𝟖𝟒,9]ةالمتنافس

  ىالطلب ف ظل معلومات غير كاملة عن العرض و ىالسوق ف  ىطرحها ف بإنتاجها و تقوم

 حالة عدم التأكد، أو بعبارة أخرى مشكلة عشوائية.   ىقرارية ف  مشكلة ىفه .السوق

 

 : ىبصفة عامة يمكن تصنيف المشاكل القرارية العشوائية إلى نوعين على النحو التال و

 

عندما يكون بعض أو كل المعلمات متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية  : النوع الأول

أو ممكن تقديرها )بأساليب التقدير   known probability distributionsمعلومة 

هذه الحالة تسمى المشاكل مشاكل قرارية أحتمالية  ى( ف [9,6] المختلفة الأحصائية

probabilistic decision problems حله   هذا النوع من المشاكل يمكن صياغته و . و

  probabilistic programming techniquesبأستخدام أساليب البرمجة الأحتمالية 

المرتبطة بكل قرار يتخذه   riskالمخاطر  تقدير قياس و حيث تمكن أساليب البرمجة الأحتمالية من

أحيانا  تسمى هذه المشاكل أيضا  بالمشاكل  ظل قاعدة قرارية معينة للأمثلية. و ىمتخذ القرار ف
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ظل المخاطرة  ىأو المشاكل القرارية ف  certainty decision problemsالقرارية المعينة 

decision problems under risk [𝟏𝟑𝟒, 𝟗𝟐]. 

 

حلها بأستخدام أسلوب أو أكثر من أساليب  النوع من المشاكل يمكن صياغتها وكثير من هذا  و

 . ىالفصل التال ىسوف نتناولها بالتفصيل ف  ىالت البرمجة الأحتمالية و

 

لكن توزيعاتها الأحتمالية  عندما تكون بعض أو كل المعلمات متغيرات عشوائية و :ىالنوع الثان

هذا النوع من المشاكل يسمى  . وunknown probability distributionsغير معلومة 

هذا النوع من   . وuncertainty decision problemsبالمشاكل القرارية غير المعينة 

حله بأستخدام أساليب أخرى غير البرمجة الأحتمالية مثل أساليب  المشاكل يمكن دراسته و

 simulation techniques [𝟔𝟗] .  المحاكاة

تعتبر متغيرات  ىلمعلمات التل  السلوك الأحتمالى تتوافر بيانات عن ىبعض المشاكل الت ىف  و

  probabilityفإنه يمكن تقدير التوزيعات الأحتمالية  ىعشوائية غير معلومة التوزيع الأحتمال

distributions ]6[𝟏𝟓𝟏, يمكن تطبيق أساليب البرمجة الأحتمالية  ىبالتال ، ولهذه المعلمات 

 .ىالشكل التال  ىيمكن توضيح هذا التصنيف )التقسيم( أعلاه ف  حلها. و ىف 

 

 أساليب حلها بأستخدام  هذا الكتاب سوف نتناول بالتفصيل المشاكل الأحتمالية و ىف  و

بالتفصيل   ( لما يتمتع به من خصائص هامه تجعله قابل للتطبيق كما نوضح ذلكCCPأسلوب )

 (.4-1الفصل ) ىف 

 

و الشكل التالى يلخص تصنيف المشاكل القرارية بصفه عامه و المشاكل القرارية  

 ة كذلك العلاقة بينهم.العشوائية بصفه خاص
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  (: تصنيف المشاكل القرارية وفقا  لطبيعة معلمات المشكلة1-1شكل )

(2 )   stochastic problemsاكل عشوائية مش 
حيث يوجد واحدة على الاقل من المعلمات تمثل  -

 ىمتغير عشوائ

(2-1 )  (2-2 )  

  probabilistic problemsمشاكل أحتمالية 
حيث تكون التوزيعات الأحتمالية للمعلمات   -

 العشوائية معلومة أو يمكن تقديرها. 
بأستخدام أساليب البرمجة الأحتمالية  يمكن حلها  -

 مثل: 

 (،CCPأسلوب ) •

 أسلوب البرمجة متعددة المراحل، •

 أسلوب البرمجة الانتقالية.  •

مشاكل في ظروف عدم التأكد  
problems under uncertainty 

حيث تكون التوزيعات الأحتمالية   -
 للمعلمات العشوائية غير معلومة. 

بأستخدام أساليب حلها   يمكن دراستها و -
 المحاكاه أو أساليب عددية أخرى. 

حالة توافر بيانات عن المعلمات   ىف و -
العشوائية يمكن أستخدام التوزيعات  
التقديرية كتقدير للتوزيعات غير  

تحويلها إلى مشاكل   المعلومة و
أحتمالية، ثم أمكانية أستخدام أساليب  

 البرمجة الأحتمالية 

  المشاكل القرارية

 

(1 )  

 deterministic problemsمشاكل يقينية 
 قيم محددة  يمكن صياغتها فى جميع المعلمات -
حلها بأستخدام أساليب   و  المشكلةة يمكن صياغ  -

 البرمجة اليقينية
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 ( أساليب البرمجة الأحتمالية 1-3)

Probabilistic Programming (PP) Techniques 
 

  techniquesالأساليب  و theoriesعبارة عن النظريات  ىالبرمجة الأحتمالية ه

نموذج  ىللمعلمات ف  stochastic variationsالمختلفة لدمج الأختلافات العشوائية 

الحصول على الحل   و mathematical programming modelالبرمجة الرياضية 

الأمثل وفقا  للقاعدة القرارية المستخدمة المرتبطة بالتوزيعات الأحتمالية لهذه المعلمات  

[𝟏𝟕𝟔, 𝟏𝟕𝟒, المعلمات إلى واحد على الأقل من   ىقد ترجع الأختلافات العشوائية ف  . و[𝟏𝟔𝟓

 البندين التاليين: 

 

مثال ذلك عند صياغة المشاكل المرتبطة بحجم بعض    و :طبيعة المشكلة محل الدراسة -1

فترة ما، حيث يأخذ الطقس كأحد معلمات المشكلة حيث  ىالمحاصيل الزراعية المطلوبة ف

,𝟏𝟔𝟓]العمالة أيضا   كذلك ظروف السوق و ىالطقس متغير عشوائيعتبر  𝟔𝟒]. 

 

  ىمثال ذلك طبيعة القرارات التي تأُخذ ف  و :طبيعة القرارات المطلوب الوصول إليها -2

أو  ىالمدى القصير أو المدى المتوسط أو المدى الطويل، حيث أن البعد الزمن ىاللحظة أو ف 

 الأختلافات.  ىيمثل عامل هام ف  ىالمكان

 

توجد تصنيفات مختلفة لأساليب حل مشاكل البرمجة الأحتمالية وفقا  لأسلوب دمج  و

يمكن تصنيف   يتم الوصول إليه. و ىالنموذج أو وفقا  لطبيعة الحل الذ ىالتغيرات العشوائية ف 

 ىعلى النحو التال  A,B,Cالأساليب المختلفة لحل مشاكل البرمجة الأحتمالية إلى ثلاث مجموعات 

[𝟏𝟓𝟑, 𝟓𝟏, 𝟒𝟗, 𝟒𝟕] : 

 

A)      أساليب برمجة المخاطرةRisk Programming Approaches  

 من هذه الأساليب: و

 

 الأحتماليةأسلوب البرمجة ذات القيود  •

Chance-Constrained Programming (CCP) Approach 

 

 أسلوب البرمجة اللا معلمية  •

Nonparametric Programming Approach 

•  
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 أسلوب البرمجة متعددة المراحل •

Multi-Stage Programming Approach 

 

 أسلوب البرمجة الأحتمالية الانتقالية  •

Transition Probability Programming Approach 

 

B)  المتوائمة أسلوب البرمجة 

Adaptive Programming Approach 

 

C)  أسلوب تحليل الحساسية الأحتمالي 

      Probabilistic Sensitivity Analysis 

 

الأحتمالية    و البرمجة  مشاكل  لحل  المختلفة  الأساليب  جميع  أن  بالذكر  الجدير 

,𝟏𝟖𝟐]بعض الخصائص أهمها  ىتشترك ف  𝟏𝟕𝟔, 𝟏𝟔𝟐]: 

 

جميع المعلمــات التى تمثل متغيرات عشوائيـــة لها توزيعـــــات أحتماليــة معــروفــة أو   -1

 ممكن تقديرها بالأساليب الأحصائية المختلفة.

 

نموذج البرمجة الرياضية   ىالتوزيعات الأحتمالية للمعلمات العشوائية يتم دمجها ف  -2

إلى  probabilistic model ىيتم تحويل النموذج الأحتمال ة أو أخرى وبطريق

( )أو CCPحالة أستخدام أسلوب ) ىكما ف  deterministic model ىنموذج يقين

 حالة أستخدام أسلوب البرمجة متعددة المراحل(  ىإلى عدة نماذج يقينية متتالية كما ف 

,𝟔𝟒]ذلك بأستخدام طرق مختلفة للدمج وفقا  للطبيعة العشوائية للمعلمات  و   قد . و[𝟓𝟔

مناسب ثم دمج التوزيعات الأحتمالية للمعلمات للحصول  ىمبدئ ىيتم البدأ بنموذج يقين

حالة أستخـدام  ىالمتغيرات القرارية معا  كما ف  لدالة الهدف و ىعلى التوزيع الأحتمال

 أو أستخـدام أسلوب تحليل   transition programming approachأسلـوب 

 

أو الدمج ثم   probabilistic sensitivity analysis ىالحساسية الأحتمال

حالة أستخدام  ىمعينة كما ف  riskالحصول على نموذج يقينى مكافئ بمستوى مخاطرة 

  الذي سوف يقدم هذا الكتاب و ىهو الأسلوب محل الدراسة ف  ( وCCPأسلوب )

 الأبواب التالية. ىبالتفصيل ف
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 إلى نموذج يقينى، أو تحويل النموذج اليقينى المبدئي إلى ىبتحويل النموذج الأحتمال و -3

  set ofنماذج يقينية أخرى متتالية يتم وفقا  لتعريف فئة القواعد القرارية 

 

decision's rules    التي يتم على أساسها التحويل حيث تتصف ببعض خصائص

 .some optimality properties [𝟒𝟗]الأمثلية  

 

 (.CCP) سوف نوضح هذه الخواص بالتفصيل بالنسبة لأسلوب الأبواب التالية ىف  و

 

 النظرية  مما سبق يتضح الأرتباط الوثيق بين أساليب حل مشاكل البرمجة الأحتمالية و و

التحويلات  المتصلة( و بصفة خاصة التوزيعات الأحتمالية )المتقطعة و الأساليب الأحصائية و و

سوف نقدم أهم  ىالباب التال  ى. لذلك ف statistical transformationsالأحصائية 

حل  دراسة و ىتعتبر متطلبات أساسية ف  ىالتحويلات الت النظريات الأحصائية و التعريفات و

 مشاكل البرمجة  

 البرمجة الأحتمالية بصفة خاصة.   بصفة عامة و العشوائية
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 ( أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا   1-4)

Chance- Constrained Programming (CCP) 

Technique 
 

 chance-constraint ىهذا الفصل سوف نتناول بأختصار تعريف القيد الأحتمال ىف 

أهم التطبيقات  تطوره و الذي يرجع له تسمية هذا الأسلوب، ثم نقدم نبذة تاريخية عن الأسلوب و

 (. 5-1) ىالفصل التال ىقدمت خلال السنوات السابقة ف  ىالت

 

 : ىنموذج البرمجة الخطية التال إذا أعتبرنا  :ىتعريف القيد الأحتمال 

 

(𝟏-𝟑)                                        𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = ∑ 𝐂𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 

 

 (𝟏-𝟒)      
𝐒. 𝐓.    ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 < �̃�𝐢   ,  i = 𝟏, 𝟐,…,t

          ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝐢   ,  i = 𝐭 + 𝟏, t + 𝟐,…,m    

}         

     

     (𝟏-𝟓)                         𝐗𝐣 ≥ 𝟎    ,   j = 𝟏, 𝟐,…,n 

 

تمثل مقادير   ىتشير إلى المعلمات الت 𝐚𝐢𝐣و  𝐂𝐣و   𝐛𝐢تشير إلى المتغيرات القرارية،  𝐗𝐣حيث 

�̃�𝐢 ، 𝐢ثابتة، أما المعلمات   = 𝟏, 𝟐,… , 𝐭  تمثل متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية معروفة 

تشير إلى دالة  𝐟(�̃�𝐢)   ،𝐅(�̃�𝐢)فإذا كانت  هذه الحالة بالقيود العشوائية.  ىتسمى هذه القيود ف و

 cumulativeدالة التوزيع التراكمية و density functionالأحتمال  كثافة

distributed function  للمتغير�̃�𝐢  ،(𝟒-𝟏)  ىفإنه يمكن إعادة كتابة القيود ف على الترتيب 

 بعد دمج التوزيع 

 : ى على النحو التال (�̃�𝐢للمتغير )أو المتغيرات( ) ىالأحتمال

 

(𝟏-𝟔)               𝐏𝐫{∑ 𝐚𝐢𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 < �̃�𝐢} = 𝛄𝐢   ,  i = 𝟏, 𝟐,…,t 

 

𝐢(، iعلى النحو "أحتمال تحقق القيد رقم )(𝟔-𝟏)تقرأ المعادلة  و = 𝟏, 𝟐,… , 𝐭  القيود  ىف 

 

𝟎حيث  ، "𝛄𝐢يساوي  (𝟏-𝟒)  < 𝛄𝐢 <  toleranceبمقياس تحقق  𝛄𝐢يسمى   و 𝟏

measure القيد (iو ) ( يسمى أيضا  مستوى المأمونية للقيدiو .) 𝟏يصبح  ىبالتال − 𝛄𝐢  هو 
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𝟏يعتبر الأحتمال   (، وiالقيد ) violation measure تحقق أحتمال عدم − 𝛄𝐢  هو مقياس

  ىف   ىشكل أحتمال ىف  (𝟒-𝟏)صياغة القيود  (. وiالناتج عن عدم تحقق القيد ) riskللمخاطرة 

 equivalent deterministicيمكننا بعد ذلك من التحويل إلى قيد يقينى مكافئ  (𝟏-𝟔)

constraint  ىعلى النحو التال : 

 

(𝟏-𝟕)               𝟏 − 𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝛄𝐢  

  
→    𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝟏 − 𝛄𝐢 

 

 (( نجد أن: 2-2من تعريف الدالة التراكمية )كما سوف نوضح ذلك بالفصل ) و

 

𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝐏𝐫(�̃�𝐢 ≤ ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )  

فإن الصياغة الرياضية  ىبالتال  ،معروف �̃�𝐢للمتغير  ىوبما أن التوزيع الأحتمال

mathematical form  للدالة𝐅𝐢    كثير من التوزيعات تكون   ىو ف  تكون معروفة أيضا

و بالتالى يمكن الحصول على الدالة  closed formالصياغة الرياضية و لها صياغة محكمة 

𝐅−𝟏  من الدالة 𝐅 ىيمكن تحويل القيد الأحتمال ىبالتال  ، و (iإلى قيد يقين )مكافئ كما سوف   ى

 نوضح ذلك بالتفصيل فيما بعد. 

 

بطرق مشابهة يمكن تحويل القيود   . والتالىسوف نتناول هذه الحالة بالتفصيل بالباب  و

معلوم   ىمتغير عشوائ 𝐚𝐢𝐣الأحتمالية إلى قيود يقينية عندما يكون واحد على الأقل من المعلمات 

بالتالي يصبح  و �̃�𝐢𝐣بالرمز   ىالتي تمثل متغير عشوائ 𝐚𝐢𝐣له، وسوف نشير إلى  ىالتوزيع الأحتمال

∑)المتغير  �̃�𝐢𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏  (. (7،6،4الأبواب )  ىيضا  )سوف نوضح ذلك بالتفصيل ف أ ىمتغير عشوائ (

 

∑)معلوم فإن توزيع المتغير   �̃�𝐢𝐣للمتغير  ىالأحتمال فإذا كان التوزيع �̃�𝐢𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 يصبح  (

∑)تمثل دالة التوزيع التراكمية للمتغير  𝐇𝐢إذا كانت   ىبالتال معلوم أيضا . و �̃�𝐢𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 فإنه يمكن  (

 : ىتحويل القيد الأحتمال

(𝟏-𝟖)                              𝐏𝐫(∑ �̃�𝐢𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝐢) = 𝛄𝐢  

  
→   

 

(𝟏-𝟗)                                   𝐇𝐢(𝐛𝐢) = 𝛄𝐢 

 

سوف نتناول هذه    . و(𝟗-𝟏)  ىإلى قيد يقينى مكافئ ف  (𝟖-𝟏) ىف  ىحيث تم تحويل القيد الأحتمال

 . فى الأبواب التاليةالحالة بالتفصيل 
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𝐣حيث  𝐂𝐣كذلك بالنسبة لمعلمات دالة الهدف  = 𝟏, 𝟐, . . , 𝐧  عندما تكون بعض أو كل هذه

 فإنه يمكن تحويل دالة الهدف الأحتمالية  �̃�𝐣المعلمات متغيرات عشوائية سوف نشير لها بالرمز 

 : ىإلى قيد أحتمالي على النحو التال 

 

(𝟏-𝟏𝟎)                              𝐏𝐫(∑ �̃�𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝐔∗) = 𝛄 

 

∗𝐔تم تحديد قيمته بأستخدام متخذ القرار حيث  ي ∗𝐔الحد   :ملحوظة →   عندما تكون العملية  ∞

∗𝐔تعظيم، كذلك              →  .عندما تكون العملية تصغير 𝟎

∑)معلوم فإن المتغير   �̃�𝐣لـ   ىفإذا كان التوزيع الأحتمال �̃�𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 يكون توزيعة  (

∑)دالة التوزيع التراكمية للمتغير   ىه Fمعلوم أيضا ، فإذا فرضنا أن  ىالأحتمال �̃�𝐣𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 فإنه   (

 إلى قيد يقينى على النحو:  (𝟏𝟎-𝟏)  ىف  ىيمكن تحويل القيد الأحتمال 

(𝟏-𝟏𝟏)                            𝟏 − 𝐅(𝐔∗) = 𝛄 

تشير إلى الحد الأدنى لقيمة دالة الهدف الممكن أن يقبل به متخذ  ∗𝐔كما ذكر فإن   و

𝐢  حيث  𝛄  ،𝐔∗   ،𝛄𝐢أفتراض قيم كل من  القرار. و = 𝟏, 𝟐, . . , 𝐦   يرجع إلى متخذ القرار 

 الأبواب التالية. ىسوف نوضح ذلك بالتفصيل ف و

 

 يقرها متخذ القرار يتم صياغة دالة الهدف لنموذج البرمجة  ىوفقا  للقاعدة القرارية الت 

 .التاسعسوف نتناول هذه الحالة بالتفصيل بالباب  المقيدة أحتماليا ، و

 

𝐧) ىمما سبق يتضح أن حجم النموذج الأحتمال و ×𝐦)  حيث عدد المتغيرات القرارية

حجم النموذج  مكافئ يقينى، فيكونعند تحويله إلى نموذج  ، وm  ىعدد القيود يساو  و nيساوي 

 متغيرات عشوائية فيظل عدد المتغيرات القرارية  �̃�𝐢𝐣   ،�̃�𝐢 ، �̃�𝐣اليقينى عندما تكون بعض أو كل 

 

 

𝐦)تصبح عدد القيود   و nيساوى  + 𝐧) ىيصبح حجم النموذج اليقين  و (𝟏 × (𝐦+ 𝟏))  

مقادير ثابته يكون حجم النموذج  𝐂𝐣دالة الهدف  ىالمتغيرات القرارية ف عندما تكون معاملات  و

(𝐧 ×𝐦) ،ىحجم النموذج الأحتمال ىبصفة عامة يعتبر حجم النموذج اليقينى المكافئ يساو و 

( بالنسبة لأساليب البرمجة الأحتمالية الأخرى حيث CCPيعتبر ذلك من مزايا أسلوب ) تقريبا . و

أسلوب برمجة تعدد المراحل  ىتزايد كبير كما ف ىاليقينى عن الأحتماليتزايد حجم النموذج 

[𝟏𝟗𝟔, 𝟏𝟔𝟑]. 
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عند تحويل نموذج   ىتناول العامل العشوائ ىف  CCPمما سبق يتضح بساطة أسلوب  و

 ا بالإضافةذتطبيقه على البيانات فعليه . ه ى، كذلك ف ىإلى نمودج برمجة يقين ىالبرمجة الأحتمال

تحويل نماذج البرمجة الأحتمالية المختلفة مثل   ىإلى أنه أسلوب مرن بمعنى إمكانية أستخدامه ف 

برمجة الهدف الأحتمالية...الخ الى   البرمجة غير الخطية الأحتمالية و البرمجة الخطية الأحتمالية و

تحويل نماذج  ىف  CCPاب سوف نتناول أستخدام أسلوب هذا الكت ىف  ج برمجة يقينية. وذنما

 نماذج برمجة الهدف الأحتمالية إلى نماذج يقينية. البرمجة الخطية الأحتمالية و
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  A Historical Perspective                 ( رؤية تاريخية1-5)
 

الفصول السابقة ذكرنا أن أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا  أسلوب مرن ممكن دمجه   ىف 

 برمجة الهدف، ... الخ. غير الخطية، و بأساليب البرمجة الأخرى مثل أسلوب البرمجة الخطية، و

 

و مما سبق يتضح أن أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا  يعتمد أساسا  على التوزيعات  

 bivariate distributionأو الثنائية  univariate distributionsحادية الأالاحتمالية 

 فى السنوات الاخيرة   و قد أدى التطور الكبير multi-variate distributionsأو المتعددة 

فى أشتقاق توزيعات أحتمالية احادية او ثنائية أو متعددة اكثر ملائمة فى توفيق و تحليل البيانات 

 تطوير تطبيقاته أيضا .  مما أدى أيضا  إلى تطوير أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا  و

 

لأهم الدراسات لأسلوب  ىختصار التطور التاريخإفي هذا الفصل سوف نتناول ب و 

(، حيث CCGPأسلوب برمجة الهدف المقيدة أحتماليا  ) (، وCCPمقيدة أحتماليا  ) البرمجة ال

و فيما يلى نقدم بإختصار أهم الدراسات التى قدمت وفقا    ،هذا الكتاب ىأنهما موضع أهتمامنا ف 

 . التاريخىللتطور 

 

فهما   1955سنة  Charnes and Cooper( إلى كل من CCPيرجع أسلوب )

  ( كأحد أهم أساليب البرمجة الأحتمالية من الجانبين النظري وCCPأول من قدما أسلوب )

 تم تقديمها:  ىفيما يلي سوف نقدم بأختصار بعض أهم الدراسات الت و التطبيقي. 

 

 للمرة  Charnes, Cooper and Symonds( قدم كل من 1958سنة ) ىف 

تمثل متغيرات عشوائية لها  ىتحتوى على بعض المعلمات الت الأولى تحويل بعض القيود التى 

مشكلة الحصول على   ىتم تطبيق ذلك ف  توزيعات أحتمالية معلومة إلى قيود يقينية مكافئة و

 .[𝟓𝟒]التكاليف المثلى لنظام تسخين الزيوت 

 

للمرة الأولى أسلوب  Charnes and Cooper( قدم كل من 1959سنة ) ىف  و

 كأسلوب من أساليب البرمجة   .chance-constrained progدة أحتماليا  البرمجة المقي

 .[𝟒𝟕]بنُى على أساسها هذا الأسلوب  ىالأحتمالية حيث قدموا أهم النظريات الت

 

تحتوى على بعض  ى( قدما أيضا  بعض التحويلات لدوال الأهداف الت1963سنة ) ىف  و

تمثل متغيرات عشوائية ذات توزيعات أحتمالية معلومة إلى قيود أحتمالية   ىالمعلمات الت

chance-constraints على أساسها يتم تحويل المشكلة ى وضع قاعدة قرارية مناسبة الت  و  

 الباب  ىسوف نوضح ذلك بالتفصيل ف  و P-modelالأحتمالية إلى مشكلة يقينية من خلال تقديم 
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 .[𝟓𝟎] التاسع

 

  بعض القواعد القرارية  Charnes and Kirly  قدم كل من ( 1966)  سنة ىف 

( من خلال تقديم بعض النماذج مثل CCP) لأسلوب optimal decision's rulesالمثلى 

E-model [𝟓𝟐]. 

 

أسلوب  ( وCCPللمرة الأولى الدمج بين أسلوب ) Contini( قدم 1968سنة ) ىف 

ما أطلق على تسميته أسلوب برمجة الهدف   goal programming( GPبرمجة الهدف )

تتبع   تمثل متغيرات عشوائية و ى حالة وجود بعض المعلمات الت  ى( فCCGPالمقيدة أحتماليا  )

 هذه الحالة.  ىالمكافئ ف ىثم قدم النموذج اليقين [𝟓𝟕]التوزيع المعتاد 

 

  ى( ف CCPأستخدام أسلوب )  Charnes and Cooper( قدما 1969سنة ) ىف 

أطلقوا على عملية تحويل النماذج  و riskتقدير المخاطر  حل بعض النماذج الاقتصادية و بناء و

 risk programmingالأحتمالية إلى يقينية بهدف تقدير المخاطر المثلى أسم برمجة المخاطر 

[𝟓𝟏]. 

 

أسلوب   Sengupta and Gruver( أستخدم كل من 1969سنة ) ىأيضا  ف  و

(CCP ف )تقديم تحليل الصلاحية  ىreliability analysis  لبعض النماذج الأحتمالية عندما

 .[𝟏𝟕𝟕] مثلا   ىأو التوزيع الأس ىتكون بعض المعلمات متغيرات عشوائية تتبع التوزيع الطبيع

 

أسلوب الدمج من   تعميم لبعض خصائص الحل و Sengupta( قدم 1970سنة ) ىف 

 .[𝟏𝟕𝟖]خلال بعض النظريات بالنسبة لنماذج البرمجة الخطية المقيدة أحتماليا   

 

( عندما تكون بعض CCPأيضا  أسلوب ) Sengupta( قدم 1972سنة ) ىف  و

 .]2tributionsquare dis-Chi ]𝟏𝟖𝟏تمثل متغيرات عشوائية تتبع توزيع كا ىالمعلمات الت

 

مجموعة من التطبيقات لأسلوب  Keown( قدم 1980-1977خلال الفترة ) ىف  و

 .[𝟏𝟐𝟐-𝟏𝟐𝟓]البنكية  القطاعات المالية و ىبرمجة الهدف المقيدة أحتماليا  ف

 

تفسير للمتغيرات الأنحرافية الأحتمالية  تعريف و El-Dashقدمت  (1984)سنة  ىف  و

probabilistic deviational variables   ،بالنسبة لنماذج برمجة الهدف الأحتمالية 

  المتغيرات الأنحرافية اليقينية تربط بين المتغيرات الأنحرافية العشوائية و ىكذلك قدمت النظرية الت

 )مثل حالة وجود بعض المعلمات تمثل متغيرات عشوائية موجبة ى، ف [𝟔𝟒]المناظرة لها 

 عدة تطبيقات لبرمجة الهدف  كذلك قدمت 𝛘𝟐 أو توزيع ىتتبع التوزيع الأس ىالمتغيرات الت
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,𝟕𝟕] الدفاع الجوى ، و[𝟔𝟔]الزراعة  ، و[𝟔𝟒,14] النقل  ىالأحتمالية ف  التخزين   ، و[𝟔𝟓,1

 قطاعات أخرى.  ، و[𝟔𝟖]للمنتجات محدودة الصلاحية 

 

خوارزم لحل مشاكل برمجة  Lee and Olson( قدم كل من 1985سنة ) ىف  و

 .[𝟏𝟑𝟓]غير الخطية المقيدة أحتماليا    الهدف

 

 دراسة لتحديد   Rakes and Reeves( قدم أيضا  كل من 1985نفس العام ) ىف  و

 .[𝟏𝟔𝟐]للقيود الأحتمالية   tolerance measuresأختبار مؤشرات المأمونية  و

 

تقريبا  خطيا  مناسبا      Olson and Swenseth ( قدم كل من1987سنة ) ىف 

للنماذج اليقينية المكافئة غير الخطية عندما تكون بعض المعلمات تتبع التوزيعات المعتادة 

normal distributions  [𝟏𝟓𝟕]. 

 

 parametricى تحليل معلم أسلوب آخرين و El-Dash( قدمت 1993سنة ) ىف 

analysis   لمشاكل برمجة الهدف الأحتمالية. 

 

أسلوب للبرمجة  Biswal, Biswal and Duan( قدم كل من 1998فى سنة )

 متغيرات عشوائية   )�̃�𝐢𝐣الاحتمالية المقيدة عندما تكون معاملات المتغيرات القرارية فى القيود ) 

مستقلة تتبع التوزيع الأسى و حصولهم على نماذج يقينية غير تقريبية كذلك على حلول صحيحة 

exact solution   [𝟑𝟗]أيضا. 

 

 آخرين أسلوب للحصول على القيم المثلى    و Yadavalli( قدم 2007سنة ) ىف 

 

 ( حيث أعتبر كل من الأنظمة ذات المراحل  CCPلصلاحية بعض الأنظمة بأستخدام أسلوب )

 .[𝟐𝟎𝟖]المتغيرات القرارية متغيرات صحيحة  المتتالية و

 

بعض نماذج ذات المتغيرات   Ahmed and Shapiro( قدم كل من 2008سنة ) ىف 

للحصول  Monte-Carloطريقة  القرارية الصحيحة حيث أستخدام الأسلوب العددى المحاكاة و

 .[𝟏𝟗]على حلول عددية 

 

دراسة لنماذج   Henriorn and Strugarek( قدم أيضا  كل من 2008سنة ) ىف  و

 .[𝟏𝟎𝟒] حالة القيود المحدبة ىالبرمجة المقيدة أحتماليا  ف 

 

 توالت التطبيقات لهذا   ( وCCGP( أسلوب )1968سنة ) Continiمنذ أن قدم  و
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 .[𝟓𝟕]  إعادة المخلفات الصلبة  البنوك، و قطاع التخطيط، و قطاعات مختلفة منها ىالأسلوب ف 

 

مقيد لحل   ىنموذج برمجة هدف أحتمال Bhattacharya( قدم 2009سنة ) ىف 

 .[𝟑𝟖]  مشاكل تخطيط الأعلام

 

دوال المخاطرة   ىبعض القواعد القرارية ممثلة ف  Branda( قدم 2011سنة ) ىف  و

penalty functions  دالة الهدف، كذلك   ىحيث تم تحويلها إلى قيود أحتمالية ثم قام بدمجها ف

قدم النظريات المرتبطة بخصائص الحل للنماذج اليقينية المكافئة، ثم طبق ذلك في إدارة المخاطر 

 . financial risk management  [𝟒𝟑]المالية 

 

 joint   الأحتمالية المشتركةآخرون القيود  و Geletu( عرف 2012سنة ) ىف 

chance-constraints   حيث أعتبر أن بعض المعلمات العشوائية غير المستقلة

 كذلك بعض التوزيعات الأخرى، ثم قدم التحويل من .Gaussian distتتبع توزيع جاوس 

   ىإلى نموذج برمجة غير خطية يقينى مكافئ ثم طبق ذلك على إدارة أحتياط ىنموذج أحتمال

 .[𝟖𝟖]  محزون المياة

 

اولت أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا   تن 2012و معظم الدراسات التى قدمت قبل سنة 

 قدم كل من 2018عندما تكون المعلمات العشوائية متغيرات عشوائية مستقلة، فى سنة 

El-Dash and Hafez   أسلوب لتحويل القيود الأحتمالية إلى يقينية عندما تتبع المعلمات 

 

,Downton [𝟏𝟎𝟏 ـالمرتبطة التوزيع الأسى الثنائى ل 𝟏𝟎𝟎, 𝟖𝟏]. 

 joint chanceكذلك طبقوا نفس الأسلوب على بعض التطببيقات للقيود الأحتمالية المرتبطة 

constraints . 

 

أسلوب لتحويل القيود الأحتمالية الخطية إلى قيود   El-Dashقدمت  2018فى سنة  

يقينية خطية أيضا  عندما تكون المعلمات العشوائية متغيرات تتبع التوزيع الأسى العام 

generalized exponential distribution  حيث يتميز التوزيع الاسى العام بثلاث

 .[𝟖𝟎]بع كا بالمرونة فى التطبيق معلمات عن التوزيعات الموجبة الأخرى مثل توزيع جاما و مر

 

لتحويل   بسيط أسلوب عددى  El-Dash and Hafezقدم كل من   2019فى سنة  

إلى نماذج يقينية خطية  joint chance-constraints  نماذج القيود المرتبطة أحتماليا  

الاسلوب يمكن   و هذا .[𝟖𝟏]عندما تتبع المعلمات العشوائية التوزيع الأسى العام بثلاثة معلمات 

  و الخدمية.الإنتاجية تطبيقه فى كثير من القطاعات 
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  Basic Prerequisites                     ( متطلبات أساسية 1-6)
 

 statistics andالأحتمالات  ط البرمجة الأحتمالية أرتباط وثيق بالإحصاء وترتب

probabilities  أختبار نتائج  عملية تحويل النماذج الأحتمالية إلى نماذج يقينية أو تفسير و ىف

 الحل )أو تقدير التوزيعات الأحتمالية أيضا (. 

 

 ىف  important topicsسوف نقدم بأختصار بعض الموضوعات الهامة  ىفيما يل و

تطبيق   يجب الألمام الجيد بها عند تناول و ىالت الأحتمالات و  الإحصاء كل من الرياضيات و

 أساليب البرمجة الأحتمالية أو البرمجة العشوائية بصفة عامة. 

 

 الرياضيات  ىأولا : بعض الموضوعات ف 

 

 Functions and Inverse Functionsالدوال العكسية  الدوال و •

 Convex Setsالفئات المحدبة  •

 Approximate Techniquesأساليب التقريب  •

 Maximum and Minimumالصغرى للدوال متعددة المتغيرات  النقط العظمى و •

Points 

 

 الأحتمالية ثانيا : بعض الموضوعات 

 

 Random Variablesالمتغيرات العشوائية  •

 Stochastic Processالعملية العشوائية  •

 Univariate Probability Distributions الاحاديةالتــوزيعــات الأحتماليـة  •

 Bivariate Probability Distributions     الاحتمالية الثنائيةالتوزيعات  •

 Multi-Variate Probability  المتعددةالتـوزيعـات الأحتماليـة  •

Distributions 

 Random Samplesالعينات العشوائية  •

 Statistical Estimation ىالتقدير الإحصائ •

 

 Testing of Hypothesisأختبارات الفروض  •

 Probability Transformations الأحتماليةالتحويلات  •
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 بحوث العمليات  ىثالثا : بعض الموضوعات ف 

 

 Linear Programming (LP)البرمجة الخطية  •

 Nonlinear Programming (Non-LP)غير الخطية البرمجة  •

 Geometric Programmingالبرمجة الهندسية  •

 Multi-objective Programmingبرمجة تعدد الأهداف  •

 Goal Programming (GP)برمجة الهدف  •
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 Exercises                                                 ( تمرينات 1-7)

 

 تكلم بأختصار عن:  (1-1)

 

 بالمتغيرات التحكمية.علاقتها  بيئة صناعة القرار و -1

 البرمجة اليقينية. البرمجة العشوائية و -2

 البرمجة الأحتمالية.  البرمجة العشوائية و -3

 

الخصائص المشتركة  ىما ه تكلم بأختصار عن الأساليب المختلفة للبرمجة الأحتمالية و (1-2)

 بينها. 

 

 . Chance-constraint  ىعـرف القيـد الأحتمالـ (1-3)

 

 (. CCPبأختصـار عن التطـور التاريخـي لأسلـوب البرمجـة المقيـدة أحتماليا  ) تـكلـم  (1-4)

 

 (. CCPأذكر بأختصار أهم الموضوعات المرتبطة بأسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا  ) (1-5)

 

 علامة )×( أمام العبارة الخاطئة:  ( أمام العبارة الصحيحة و√ضع علامة ) (1-6)

 

 (.CCPأول من قدم أسلوب ) Senguptaيعتبر  -1

 

 بالنسبة للمشاكل العشوائية يجب أن تكون جميع المعلمات متغيرات عشوائية.  -2

 

 (.CCPلا يوجد أساليب لحل المشاكل العشوائية إلا أسلوب ) -3

 
بالنسبة للبرمجة العشوائية ممكن أن تكون التوزيعات الأحتمالية للمعلمات العشوائية  -4

 غير معلومة. 

 

 بالنسبة للبرمجة الأحتمالية ممكن أن تكون التوزيعات الأحتمالية للمعلمات العشوائية  -5

 

 غير معلومة. 

 

 حالة ىممكن تقدير التوزيعات الأحتمالية للمعلمات غير معلومة التوزيعات الأحتمالية ف  -6
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 (.CCPتوافر البيانات ثم أستخدام أسلوب ) 

 

العكسية للدالة التراكمية للمعلمة )أو المعلمات(  ( وجود الدالة CCPيتطلب أسلوب ) -7

 تمثل متغيرات عشوائية.  ىالت

 

 ( الإلمام الجيد بالتوزيعات الأحتمالية.CCPيتطلب أستخدام أسلوب ) -8

 
 ( الإلمام الجيد بالتحويلات الإحصائية.CCPيتطلب أستخدام أسلوب ) -9

 
 حالة إذا كانت المتغيرات القرارية متغيرات عشوائية.  ى( فCCPيستخدم أسلوب ) -10

 

 (.CCP( أول من قدم أسلوب )1968سنة ) Continiيعتبر  -11

 

 حالة خاصة من المشاكل العشوائية.  ىالمشاكل الأحتمالية ه -12

 

 للمعلمات العشوائية. ى( معرفة التوزيع الأحتمالCCPلا يتطلب أستخدام أسلوب ) -13

 

( معلومية الدالة العكسية للدالة التراكمية للمعلمة  CCPلا يتطلب أستخدام أسلوب ) -14

 العشوائية. 

 

 (.CCPتوجد أساليب لحل المشاكل العشوائية غير أسلوب ) -15

 

 يكون�̃�𝐢  ~ 𝐆𝐄𝐱𝐩   النموذج اليقينى المكافئ للنموذج الأحتمالى الخطى بمعلمة  -16

   نمذجة برمجة خطية أيضا .



 
 
 
 

 



 
 
 
 

 

 

 

 الاول الجزء 
 

 القيود الاحتمالية بتوزيعات أحتمالية آحادية 
Chance-Constraints and Univariate 

Probability Distributions 
 

 

 )  �̃�𝐢)  الباب الثانى: القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية متصلة
Chance Constraints (CC) with Continuous 

Random Parameters (�̃�𝐢)   

 )  �̃�𝐢)  الثالث: القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية متقطعةالباب 
Chance Constraints with Discrete Random 

Parameters (�̃�𝐢)   

 ( �̃�𝐢𝐤)الباب الرابع: القيود الأحتمالية بمعلمة عشوائية واحدة 
Chance Constraints with Univariate distributed 

Random Parameters �̃�𝐢𝐤   
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حالة وجود بعض المعلمات  ىهذا الجزء نماذج البرمجة المقيدة أحتماليا  فيتناول 

parameters   ،تمثل متغيرات عشوائية ، حيث يتناول القيد الواحد معلمة عشوائية واحدة 

 

 univariate probabilityبالتالى أستخدام التوزيعات الأحتمالية الأحادية   و

distributions  تحويل القيود الأحتمالية  ىفprobabilistic constraints  إلى قيود

 . equivalent deterministic constraints مكافئة يقينية

 

حتمالية إلى نماذج يقينية مكافئة يمكن حلها النماذج الأو يهدف هذا الجزء إلى تحويل 

 بأستخدام أساليب البرمجة الرياضية.

 

 يتكون هذا الجزء من الأبواب التالية:  و

 

المتضمنة معلمات عشوائية تمثل متغيرات  يتناول القيود الأحتمالية الباب الثانى و

 بتوزيعات أحتمالية مختلفة. �̃�𝐢)متصلة ) عشوائية

 

معلمات عشوائية تمثل متغيرات  الأحتمالية المتضمنةث و يتناول القيود الباب الثال

 بتوزيعات أحتمالية مختلفة أيضا .  �̃�𝐢)عشوائية متقطعة )

 

يحتوى القيد الواحد على معلمة عشوائية   ىو يتناول القيود الأحتمالية الت الباب الرابع

الطرف الأيسر تمثل متغير عشوائى له توزيع أحتمالى معروف.  ىواحدة ف 



 

 

 الثانىالباب 

 ( �̃�𝐢) متصلة بمعلمات عشوائية ةحتمالي الأ  القيود
Chance Constraints (CC) with 

Continuous Random Parameters (�̃�𝐢)   
 
 
                                    ( مقدمة2-1)

   Introduction 

 تتبع توزيع منتظم  �̃�𝐢  المعلمة ( 2-2)

     Uniform Distribution  ~ �̃�𝐢 

 تتبع التوزيع الأسى  �̃�𝐢  المعلمة ( 2-3)

     Exponential Distribution  ~ �̃�𝐢 

 تتبع التوزيع المعتاد  �̃�𝐢  المعلمة ( 2-4)

     Normal Distribution  ~ �̃�𝐢 

 تتبع توزيع مربع كا  �̃�𝐢 المعلمة  ( 2-5)

     Chi-Square Distribution  ~  �̃�𝐢 

 تتبع التوزيع الأسى العام �̃�𝐢  المعلمة ( 2-6)

     Generalized Exponential Distribution  ~ �̃�𝐢 

           أمثلة تطبيقية ( 2-7)
Applied Examples 

 ( تمرينات                                    2-8)
   Exercises 
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 Introduction                                               ( مقدمة2-1)
 

 chance linearهذا الباب نتناول بشىء من التفصيل القيود الأحتمالية الخطية  ىف  

constraints  عندما تكون بعض )أو كل( المعلمات�̃�𝐢  عشوائية مستقلة و أستخدام   متغيرات

 equivalent deterministicمكافئة لتحويلها إلى نماذج برمجة يقينية ( CCPأسلوب )

programming models أساليب البرمجة الرياضية  بأحد، ثم حل النموذج اليقينى

 المعروفة.

 

 𝐅𝐢ن تكون دالة التوزيع التراكمية  سابقا أكما ذكرنا  (CCP)أسلوب  يتطلب أستخدامو  

𝐅𝐢كذلك الدالة العكسية لها  �̃�𝐢  للمتغير
أيضا   closed formمعروفة و ذات صياغة محكمة  𝟏−

,𝟏𝟕𝟓]تمثل متغيرات عشوائية ىبالنسبة للمعلمات الت  𝟔𝟒,7]. 

 

سوف نتناول كيفية تحويل القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية مكافئة  هذا الباب ىو ف  

 . بالنسبة لبعض أهم التوزيعات الأحتمالية المتصلة الأكثر تطبيقا  

 

نتناول القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية تتبع التوزيعات المتصلة الأحادية   حيث 

 التالية: 

 التوزيع الأسى العام بثلاثة معلمات. ، 𝝌𝟐المعتاد )الطبيعى(،  ،الأسىالمنتظم، 

 

 :ى على النحو التال ىفإذا أعتبرنا نموذج البرمجة الخطية الأحتمال

 

(𝟐-𝟏)                            𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = ∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 

 

      (𝟐-𝟐)   𝐒. 𝐓.   ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝐢  ,     i = 𝟏, 𝟐,…. ,𝐦   

\
 

 

      (𝟐-𝟑)   ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 < �̃�𝐢  ,     i = 𝐦   

\
+ 𝟏 ,𝐦   

\
+ 𝟐 ,….,m 

 

                                       (𝟐-𝟒)  𝐗𝐣 ≥ 𝟎 

 



 
 

 �̃�𝐢: القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية متصلة لثانى الباب ا                              مقدمة( 2-1)
 

 
  

45 

 mتشير إلى عدد المتغيرات القرارية،  n( حيث mnيلاحظ أن حجم النموذج )  و

𝐗𝐣 المتغيرات القرارية 𝐗𝐣تشير إلى عدد القيود الهيكلية، حيث  ≥  𝐂𝐣 , 𝐚𝐢𝐣 , 𝐛𝐢المعلمات  و 𝟎

𝐣مقادير ثابتة  = 𝟏, 𝟐, , … , 𝐧 ،  𝐢 = 𝟏, 𝟐,… , 𝐈   كذلك المعلمات�̃�𝐢  متغيرات عشوائية 

 

𝐢لها توزيعات أحتمالية معلومة حيث   = 𝐦   
\
+ 𝟏 ,𝐦   

\
+ 𝟐 ,….,m. 

 

 يةيقين ودإلى قي (𝟑-𝟐)  ىف  يةالأحتمال ودسوف نوضح كيفية تحويل القي ىفيما يل و

،   𝛄𝐢معين   tolerance measureعند مستوى مأمونية )أحتمال تحقق القيد(  ةمكافئ

𝟎 < 𝛄𝐢 <  : ىعلى النحو التال  𝟏

 على النحو: (𝟑-𝟐)مجموعة القيود   ى( ف iيمكن إعادة صياغة القيد رقم )

 

  (𝟐-𝟓) 𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 < �̃�𝐢) = 𝛄𝐢

          
→    𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝟏 − 𝛄𝐢 

          
→     

 

                                         ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)                         (2-6)  

 

 على النحو:  ى الأحتمال. كذلك يمكن إفتراض أن القيد ىقيد يقين (6-2)يعتبر القيد   و

 

  𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 < �̃�𝐢) ≥ 𝛄𝐢  

           
→    ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)               (2-7) 

 

 بالمثل 

 

     𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 < �̃�𝐢) ≤ 𝛄𝐢 → ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)           (2-8) 

 

𝐢  سوف نتناول عملية تحويل القيود الأحتمالية ىفيما يل و = 𝐦   
\
+ 𝟏 , 𝐦   

\
+ 𝟐 ,….,m  إلى

 . تتبع توزيعات أحتمالية معينة ىالت �̃�𝐢 قيود يقينية بالنسبة للمتغيرات

 

 : ىهذه الحالة يلاحظ ما يل  ىمكافئ ف  ىبعد تحويله إلى نموذج يقين  ىبالنسبة للنموذج الأحتمال و

 

𝐧) ىاليقين حجم النموذج  -1 ×𝐦)  لم  و ىهو نفسه حجم النموذج الاحتمال و

حالة أستخدام أسلوب  ىالتحويل إلى تزايد حجم النموذج كما هو ف  ىيؤد

,𝟏𝟖𝟑] المتتالية المراحل 𝟏𝟖𝟐,  (. CCPهذا يعتبر من مزايا أسلوب ) و [𝟔𝟒

المكافئ يكون   ىفإن النموذج اليقين ىنموذج خط ىإذا كان النموذج الاحتمال -2

يمكن حله بأستخدام  و �̃�𝐢معظم التوزيعات للمعلمة   ىف ا  أيض ىنموذج خط



 
 

 �̃�𝐢: القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية متصلة لثانى الباب ا                              مقدمة( 2-1)
 

 
  

46 

غير خطي فإن النموذج  ىإذا كان النموذج الأحتمال أسلوب البرمجة الخطية. و

يمكن حله بأستخدام أساليب البرمجة  أيضا  و ى المكافئ يكون غير خط  ىاليقين

,𝟏𝟏𝟔]  الخطيةغير  𝟏𝟎𝟐, 𝟔𝟒, 𝟔𝟑,8]. 

 

( يتطلب وجود دالة عكسية لدالة التوزيع التراكمية  CCPأستخدام أسلوب ) -3

𝐅𝐢وجود   ى، أ(�̃�𝐢) للمتغير
−𝟏(�̃�𝐢) ة الصياغة الرياضية لها، أو ي معلوم و

 (.𝟏) -(𝟔الجداول بالملاحق من )فى حساب قيمها من جداول أحصائية كما 

 

 probabilistic non-linear ىأما إذا كان النموذج الاحتمال نموذج غير خط

programming model  على الأقل من الدوال  ةحيث واحد𝐟(𝐗, 𝐂)   أو𝐠𝐢(𝐗, 𝛉)  تكون

 بحيث:   Xتغيرات القراريةدالة غير خطية فى الم

 

    𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐟(𝐗, 𝐂)                                               (2-9) 

    

       𝐒. 𝐓.  𝐠𝐢(𝐗, 𝛉) ≤ 𝐛𝐢       ,     i = 𝟏, 𝟐,….,𝐦   
\
                             (2-10) 

 

                       (2-11)  𝐠𝐢(𝐗, 𝛉) ≤ �̃�𝐢       ,     i = 𝐦   
\
+ 𝟏 , 𝐦   

\
+ 𝟐 ,….,m 

 

 𝛉كذلك المصفوفة  C  ،bالمعلمات  كذلك متجهاتمتجه المتغيرات القرارية،  Xحيث تمثل 

عناصره تمثل متغيرات  (�̃�) مقادير ثابتة، أما المتجه تمثلو  Xعبارة عن معلمات  هاعناصر

يصبح النموذج  ىالخط ىبالنسبة للنموذج الاحتمالستخدام نفس الأسلوب المتبع أب عشوائية. و

 :   ى على النحو التال 𝛄𝐢المكافئ عند مستوى مأمونية  ىاليقين

       

                                                    𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐟(𝐗, 𝐂) 

 

 

                                  𝐒. 𝐓.  𝐠𝐢(𝐗, 𝛉) ≤ 𝐛𝐢       ,     i = 𝟏, 𝟐,….,I 

 

𝐠𝐢(𝐗, 𝛉) = 𝐅𝐢
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)       ,     i = 𝐈 + 𝟏 , I + 𝟐 ,….,m 

 

𝐅𝐢حيث 
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) ىللمتغير العشوائ  ىمعكوس دالة التوزيع الاحتمال ىه  (�̃�𝐢  كذلك .)

i،  𝐢ممكن أن تكون بعض القيود  = 𝐈 + 𝟏, I + 𝟐,…. ,m  ىعلى النحو التال : 

 

𝐠𝐢(𝐗, 𝛉) ≤ 𝐅𝐢
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) 
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,𝐠𝐢(𝐗                أو                      𝛉) ≥ 𝐅𝐢
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) 

 ، نماذج البرمجة الأحتمالية الخطية ىالمناظر، كما سبق توضيح ذلك ف ىوفقا  لطبيعة القيد الأحتمال

 

 .[𝟏𝟔𝟗,8]  بأحد أساليب البرمجة غير الخطية الخطى غير ىاليقين النموذجثم حل 

 

 ىيهدف هذا الباب إلى دراسة كيفية تحويل نموذج البرمجة الأحتمالو كما ذكرنا  

probabilistic programming model  مكافئ  ىإلى نموذج برمجة يقينequivalent 

deterministic programming model  عند مستويات مأمونية معينة، عندما تكون

تغيرات التي تتبع التوزيعات  متغيرات عشوائية متصلة مثل الم (�̃�𝐢بعض أو كل المعلمات )

 [.8]....... الخ  المعتادة،المنتظمة أو التوزيعات الأسية أو التوزيعات 

 

مكافئ   ىإلى نموذج يقين ى( تحويل النموذج الأحتمالCCPيتطلب أستخدام أسلوب ) و

بدلالة الطرف الأيسر للقيد   𝐅𝐢(𝐛𝐢)المشار إليها بالرمز   ( و�̃�𝐢بمعلومية الدالة التراكمية للمتغير )

𝐅𝐢( كذلك معلومية الدالة العكسية للدالة التراكمية  iرقم )
−𝟏(𝐛𝐢)  ]7[   عند مستويات معينة من

𝛄𝐢   ،𝐢   مستويات المأمونية = 𝟏, 𝟐,… ,𝐦. 

 

التى تتبع بعض التوزيعات الأحتمالية الأكثر   (�̃�𝐢) المعلماتسوف نتناول  فيما يلى و

تطبيقا.
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 منتظمالتوزيع التتبع  �̃�𝐢  المعلمة (2-2)

    Uniform Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

 بحيث:  𝐟𝐢(�̃�𝐢)متغير منتظم يتبع التوزيع المنتظم بدالة كثافة أحتمال  �̃�𝐢ذا أعتبرنا إ

                    

𝐟𝐢(�̃�𝐢) =
𝟏

(𝐛 − 𝐚)
   ,    a ≤ �̃�𝐢 ≤ 𝐛                            (2-12) 

 

 [: 6،4] على النحو التالى �̃�𝐢فأن دالة التوزيع التراكمية للمتغير 

                                    

𝐅𝐢 (𝐛𝐢
\
) =

(𝐛𝐢
\
− 𝐚)

(𝐛 − 𝐚)
                                                (2-13) 

 

𝐛𝐢حيث 
\

𝐛)تقع داخل الفترة   − 𝐚) ،ىالتال  ىفإذا أعتبرنا القيد الأحتمال : 

 

                                           ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢  

 

، أو بمعنى أخر أحتمال   𝛄𝐢 عند مستوى المأمونية ىفإنه يمكن إعادة صياغته على النحو التال

𝟏)و بالتالى أحتمال عدم تحققه يساوى   𝛄𝐢تحقق القيد يساوى   − 𝛄𝐢)  :على النحو 

 

                                   𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢 

 أو بعبارة أخرى 

(2-14)         𝟏 − 𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝛄𝐢  

          
→  𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝟏 − 𝛄𝐢 

          
→         

 

(2-15)                             ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)        

 

 نجد أن: (14-2)الأيسر للقيد  الطرف  ىف  (13-2) ىبالتعويض بالطرف الأيمن للدالة التراكمية ف 

 

     (2-16)                ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = (𝟏 − 𝛄𝐢)(b − a) + 𝐚 

 .  𝛄𝐢قيد يقينى عند مستوى المأمونية  (15-2)و القيد  
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 ملاحظات:

 حيث: (16-2)من تعريف الدالة العكسية أمكن الحصول على القيد اليقينى  ( 1)

 

                                 𝐅𝐢
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) = (𝟏 − 𝛄𝐢)(𝐛 − 𝐚) + 𝐚 

 

 الأحتمالى شكل متباينة أيضا  على النحو: ممكن أن يأخذ القيد  ( 2)

 

               𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) ≥ 𝛄𝐢  

           
→    ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) 

∑)𝐏𝐫      أو        𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) ≤ 𝛄𝐢  

           
→    ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢) ≥ 𝛄𝐢  

           
→    ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝐅𝐢

−𝟏(𝛄𝐢)            

 

 ( 1-2مثال )

 

 أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالى التالى:   

 

                             (𝟏)   𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 

       (𝟐)                              𝐒. 𝐓.       𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟎 

(𝟑)                                    𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟑𝟎 

(𝟒)                                       − 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃� 

                                𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

𝐚متغير منتظم بمعلمتين  �̃�حيث  = 𝟏 ,  𝐛 = 𝟗. 

 

 المطلوب

ثم حل النموذج ،  𝐄(�̃�)  ى( يساو𝟒القيد )  ىثم أعتبر الطرف الأيمن ف  𝐄(�̃�)أوجد  -1

 هذه الحالة. ىالمكافئ ف  ىاليقين

𝛄أعتبر مستوى المأمونية   -2 = 𝟎.   ىإلى نموذج مكافئ يقين ىحول النموذج الأحتمال ، 𝟔

 ثم أوجد الحل الأمثل. 

𝛄أعتبر مستوى المأمونية   -3 = 𝟎. مكافئ،   ىج يقينإلى نموذ ىحول النموذج الأحتمال ، 𝟗

 المكافئ. ىثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين

 الحالات الثلاثة أعلاه. ىقارن بين نتائج النماذج اليقينية ف  -4

 



 

 : القيود الأحتمالية بمعلماتلثانىالباب ا                       منتظمال توزيع التتبع  �̃�𝐢 المعلمة (2-2)

 �̃�𝐢عشوائية متصلة   
 

 
  

50 

 

 الحل

 متغير يتبع التوزيع المنتظم المتصل فأن:   �̃�بما أن   -1

 

𝐄(�̃�) =
𝐚 + 𝐛

𝟐
=
𝟏 + 𝟗

𝟐
= 𝟓 

 : ى ( على النحو التال𝟒رقم )  ىالمكافئ للقيد الأحتمال ىيصبح القيد اليقين و

 

(𝟓)                           − 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟓 

أعلاه ثم حله نجد أن الحل الأمثل على  ىالنموذج الأحتمال ى( ف 𝟓( بالقيد رقم ) 𝟒بأستبدال القيد )  و

 : ىالنحو التال

(𝟔)                𝐙∗ = 𝟐𝟗. 𝟑𝟖     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟔𝟑      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟓. 𝟔𝟑 

 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا . ىالشكل التال و

 

 
 (1-2شكل )
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 : ى( على النحو التال 𝟒رقم )  ىإذا فرضنا أن   فإنه يمكن وضع القيد الأحتمال -2

 

(𝟕                              )𝐏𝐫(− 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�) = 𝟎. 𝟔 

 ( فإن: 𝟏𝟔-𝟐مكافئ بأستخدام العلاقة ) ىقيد يقين ( إلى 𝟕)  ىبتحويل القيد الأحتمال و

 

(𝟖          )− 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 = (𝟏 − 𝟎. 𝟔)(𝟗 − 𝟏) + 𝟏 = 𝟒. 𝟐    

بحل   ( و𝟏) -(𝟒النموذج ) ى( ف 𝟖المكافئ رقم )  ى( بالقيد اليقين𝟒رقم ) ىبأستبدال القيد الأحتمال  و

    :ىيكون الحل الأمثل على النحو التال  ىالنموذج اليقين

 

(𝟗           )𝐙∗ = 𝟐𝟖. 𝟖𝟖     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟏𝟑      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟓. 𝟑𝟑   

 

 هذه الحالة. ىيوضح بيانيا  الحل الأمثل ف  ىالشكل التال و

 
 (2-2شكل )

 

𝛄عندما  و -3 = 𝟎.  : ى على النحو التال ىفإنه يمكن تحويل القيد الأحتمال  𝟗

              𝐏𝐫(− 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�) = 𝟎. 𝟗    
               
→        
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 (𝟏𝟎                                  )− 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 = 𝟏. 𝟖 

بحل   ( و𝟏) -(𝟒النموذج ) ى( ف 𝟏𝟎رقم )   ى( بالقيد اليقين𝟒رقم ) ىبأستبدال القيد الأحتمال  و

 : ىهذه الحالة يكون الحل الأمثل على النحو التال  ىف ىالنموذج اليقين

 

 (𝟏𝟏            )𝐙∗ = 𝟐𝟕. 𝟑𝟖     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟐. 𝟔𝟑      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟒. 𝟒𝟑        

 هذه الحالة. ىف  ىالشكل التالي يوضح الحل البيان و

 
 (3-2شكل )

 

 : الحالات الثلاثة السابقة ى يلخص النتائج ف ىالجدول التال -4

 
 : يوضح المقارنة بين القيم المختلفة للحلول (1-2جدول )

 رقم الحل  𝛄 الحل 

𝐙∗ = 𝟐𝟗. 𝟑𝟖     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟔𝟑      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟓. 𝟔𝟑 𝟎. 𝟓𝟎 (𝟔) 
𝐙∗ = 𝟐𝟖. 𝟖𝟖     ,  𝐗𝟏

∗ = 𝟏. 𝟏𝟑      ,  𝐗𝟐
∗ = 𝟓. 𝟑𝟑 𝟎. 𝟔𝟎 (𝟗) 

𝐙∗ = 𝟐𝟕. 𝟑𝟖     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟐. 𝟔𝟑      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟒. 𝟒𝟑 𝟎. 𝟗𝟎 (𝟏𝟏) 
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تتناقص )الهدف تعظيم( كلما زاد مستوى المأمونية   ∗𝐙من الجدول يتضح أن القيمة المثلي لـ  و

)حيث أن الدالة العكسية  𝛄أو بعبارة أخرى يتراجع الحل الأمثل كلما زادت قيمة مستوى المأمونية 

𝐅−𝟏 هذه الحالة دالة متناقصة في مستوى المأمونية   ىف ىللمتغير الأحتمال𝛄 ). 
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 توزيع الأسىالتتبع  �̃�𝐢  المعلمة (2-3)

    Exponential Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

,𝛌𝐢بمعلمتين  ىمتغير متصل يتبع التوزيع الأس �̃�𝐢إذا فرضنا أن المعلمة   𝛂𝐢   بدالة كثافة

 : حيث 𝐟(�̃�𝐢)أحتمال 

𝐟(�̃�𝐢) = 𝛌𝐢  [𝐄𝐱𝐩 (−𝛌𝐢(�̃�𝐢 − 𝛂𝐢))]     ,  𝛌𝐢 > 𝟎   ,    �̃�𝐢 ≥ 𝛂𝐢  ,   𝛂𝐢 ≥ 𝟎 
 

أو بعبارة أخرى   𝛌𝐢 بمعلمة واحدة ىالتوزيع الأس( �̃�𝐢الحالة الخاصة عندما يتبع المتغير ) ىف  و

𝛂𝐢عندما  =  فإن:   𝟎

 

(𝟐-𝟏𝟕                    )    𝐟(�̃�𝐢) = 𝛌𝐢 [𝐄𝐱𝐩 (−𝛌𝐢 �̃�𝐢)] 

𝐅المشار إليها بالرمز   �̃�𝐢نجد أن دالة التوزيع التراكمية للمتغير الأحتمالات من نظرية  و (𝐛𝐢
\
) 

 : على النحو التالى

(𝟐-𝟏𝟖                    )    𝐅 (𝐛𝐢
\
) = 𝟏 −  𝐄𝐱𝐩 [−𝛌𝐢  (𝐛𝐢

\
− 𝛂𝐢)] 

 

 : ى التال ىيمكن إعادة صياغة القيد الأحتمال ىبالتال و

 

                                                 ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢 

 : ى على النحو التال 𝛄𝐢عند مستوى مأمونية  

 

         𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  

            
→    𝟏 − 𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝛄𝐢  

            
→       

(𝟐-𝟏𝟗)                       𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝟏 − 𝛄𝐢  

            
→       

 

                          ( نجد أن:𝟏𝟗-𝟐القيد )   ىالطرف الأيسر ف  ىالتعويض ف  من تعريف الدالة التراكمية و  و

 

                           𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−𝛌(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝛂𝐢)] = 𝟏 − 𝛄𝐢 

 

 المعادلة أعلاه نجد أن:  ىللطرفين ف  lnبأخذ  و

               𝐥𝐧 [𝐄𝐱𝐩 (−𝛌(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝛂𝐢))] = 𝐥𝐧 𝛄𝐢   

            
→    
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(𝟐-𝟐𝟎)                          +𝛂𝐢 
− 𝐥𝐧𝛄𝐢

𝛌𝐢
       ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 = 

 ملحوظة 

𝟏)من تعريف الدالة التراكمية عند المستوى  -1 − 𝛄𝐢)  ( نجد أن الدالة 𝟏𝟖-𝟐)  ىف

 ( أو بعبارة أخرى: 𝟐𝟎-𝟐) ىالعكسية هو الطرف الأيمن ف 

                               

𝐅𝐢
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) =

− 𝐥𝐧 𝛄𝐢
𝛌𝐢

+ 𝛂𝐢                                    (𝟐-𝟐𝟏) 

 

𝐅𝐢الدالة  -2
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)  ىدالة متناقصة ف 𝛄𝐢. 

 

𝛂الحالة الخاصة عندما   ىف  -3 =  فإن:  𝟎

𝐅 (𝐛𝐢
\
) = 𝟏 −  𝐄𝐱𝐩 (−𝛌𝐢 𝐛𝐢

\
)  

             
→     𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) =
− 𝐥𝐧𝛄𝐢
𝛌𝐢

          (𝟐-𝟐𝟐)  

 

 فإن:  𝛄𝐢عند مستوى مأمونية لا يقل عن  و -4

                 𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) ≥ 𝛄𝐢   

             
→    𝟏 − 𝐅(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝐢 

               +𝛂𝐢 
− 𝐥𝐧𝛄𝐢

𝛌𝐢
    ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)  →  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 

 فإن:  𝛄𝐢بالمثل عند مستوى مأمونية لا يزيد عن 

                +𝛂𝐢 
− 𝐥𝐧𝛄𝐢

𝛌𝐢
      𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) ≤ 𝛄𝐢  

  
→    ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 

 

 ( 2-2مثال )

 

 أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالى التالى: 

                             (𝟏)      𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 

(𝟐)                                          𝐒. 𝐓.       𝟑 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟔 

(𝟑)                                         − 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏    

(𝟒)                                        𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐 

(𝟓)                                         𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 
𝛌𝟏بمعلمتين  ىمتغير يتبع التوزيع الأس �̃�𝟏حيث  = 𝟐 ,  𝛂𝟏 =  يتبع التوزيع  �̃�𝟐  المتغير ،  و𝟓
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𝛌𝟐بمعلمة   ىالأس = 𝟎. 𝟐. 

 

 المطلوب

( 𝟑)،(𝟒) القيود  ىف ثــم أستبــدل الطــرف الأيمــن  𝐄(�̃�𝟏) , 𝐄(�̃�𝟐)أوجد  -1

 هذه الحالة.  ىف   ىثم أوجد الحل الأمثل للنموذج البقين 𝐄(�̃�𝟏) , 𝐄(�̃�𝟐)بـ

 ( هما𝟑) ،(𝟒أعتبر مستوى المأمونية لتحقيق كل قيد من القيدين )  -2

              𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟔 , 𝛄𝟐 = 𝟎.  هذه  ىالمكافئ ف  ىاليقين ثم أوجد الحل الأمثل للنموذج   𝟕

 الحالة.         

   ( هما𝟑) ،(𝟒أعتبر مستوى المأمونية لتحقيق كل قيد من القيدين )  -3

              𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟖 , 𝛄𝟐 = 𝟎.  المكافئ.  ىأوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين  و  𝟗

 الحالات الثلاثة أعلاه.  ىقارن بين نتائج النموذج المكافئ ف  -4

 الحل

 من نظرية الاحتمالات نجد أن:  -1

 

𝐄(�̃�𝟏) =
𝟏

𝛌𝟏
+ 𝛂𝟏 = 𝟓. 𝟓         ,      𝐄(�̃�𝟐) =

𝟏

𝛌𝟐
=

𝟏

𝟎. 𝟐
= 𝟓       (6) 

 على   ىيصبح النموذج اليقين  𝐄(�̃�𝟏) , 𝐄(�̃�𝟐)( بـ  𝟑) ,(𝟒الطرف الأيمن للقيدين )  ىبالتعويض ف  

 

 : ىالنحو التال

                                           𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 

                                            𝐒. 𝐓.       𝟑 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟔 

                        −𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟓. 𝟓      

                                            𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟓 

                                            𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 : ىأعلاه نجد أن الحل الأمثل على النحو التال ىبحل النموذج اليقين و

   (𝟕)       𝐙∗ = 𝟏𝟔. 𝟐𝟕     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟓𝟓      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟏. 𝟑𝟔 

 

 . للنموذج اليقينى أعلاه الشكل التالي يوضح الحل بيانيا   و
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 (: يوضح الحل الأمثل بيانيا  4-2شكل )

 

𝛄𝟏عند  -2 = 𝟎. 𝟔 , 𝛄𝟐 = 𝟎.  فإن:  𝟕

                               𝐏𝐫(− 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) = 𝟎. 𝟔  
  
→   

 (: 𝟐𝟏-𝟐بأستخدام العلاقة )  و

− 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 =
− 𝐥𝐧( 𝟎. 𝟔)

𝟐
+ 𝟓 = 𝟓. 𝟐𝟔                           (8) 

 (𝟒بالمثل بالنسبة للقيد ) 

𝐏𝐫(𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐) = 𝟎. 𝟕  → 𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 =
− 𝐥𝐧( 𝟎. 𝟕)

𝟎. 𝟐
= 𝟏. 𝟕𝟖   (9) 

النموذج ( على الترتيب يصبح 𝟖(,) 𝟗( بالقيدين ) 𝟑(,)𝟒الطرف الأيمن للقيدين )  ىبالتعويض ف و 

 : ىعلى النحو التال ىاليقين

                                             𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 

                                           𝐒. 𝐓.        𝟑 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟔                      

                                     −𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 = 𝟓. 𝟐𝟔      

                                     𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 = 𝟏. 𝟕𝟖 

                                              𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 
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 . بيانياللنموذج اليقينى أعلاه  يوضح الحل بيانيا   ىالشكل التال و

 

 
 للنموذج أعلاه (: يوضح الحل الأمثل  5-2شكل )

 

 : ىأعلاه نجد أن الحل الأمثل على النحو التال ىبحل النموذج اليقين و

 

    (𝟏𝟎)           𝐙∗ = 𝟐𝟔. 𝟑𝟔     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟕𝟔      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟑. 𝟓𝟏 

 

𝛄𝟏بالمثل عندما   و -3 = 𝟎. 𝟖 , 𝛄𝟐 = 𝟎.  فإن:  𝟗

𝐏𝐫(− 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) = 𝟎. 𝟖  
             
→    

 

− 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 =
− 𝐥𝐧( 𝟎. 𝟖)

𝟐
+ 𝟓 = 𝟓. 𝟏𝟏                   (11) 

       

                           𝐏𝐫(𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐) = 𝟎. 𝟗  
             
→           

                

𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 =
− 𝐥𝐧( 𝟎. 𝟗)

𝟎. 𝟐
= 𝟏. 𝟏𝟐                        (𝟏𝟐) 

 : ى هذه الحالة على النحو التال ىيصبح الحل الأمثل ف  و
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    (𝟏𝟑)         𝐙∗ = 𝟐𝟒. 𝟖𝟖     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟔𝟎      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟑. 𝟒𝟑            

 يوضح الفرق بين الحلول المثلى للنماذج اليقينية السابقة. ىالجدول التال و -4
 

 : يوضح المقارنة بين الحلول المختلفة (2-2جدول )

 مستويات المأمونية  الحل الأمثل 
رقم  

 الحل 

𝐙∗ = 𝟏𝟔. 𝟐𝟕 ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟓𝟓  ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟏. 𝟑𝟔 𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟔𝟑𝟐, 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟔𝟑𝟐 (𝟕 ) 

𝐙∗ = 𝟐𝟔. 𝟑𝟔 ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟕𝟔  ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟑. 𝟓𝟏 𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟔 , 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟕 (𝟏𝟎) 

𝐙∗ = 𝟐𝟒. 𝟖𝟖 ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟔𝟎  ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟑. 𝟒𝟑 𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟖 , 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟗 (𝟏𝟑) 

 

 يوضح الحل بيانيا .  ى( التال6-2الشكل ) و

 
 للنموذج اليقينى السابق (: يوضح الحل الأمثل  6-2شكل )
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 ( 3-2مثال )

 

𝛄𝟏  (، إذا فرضنا أن2-2أعتبر المثال السابق )  ≥ 𝟎. 𝟔 , 𝛄𝟐 ≤ 𝟎. 𝟕. 
 المثال السابق. ىهذه الحالة بالحل ف  ىالمكافئ، ثم قارن الحل ف  ىأوجد النموذج اليقين

 

 الحل

على النحو   ىج الأحتمالذ المكافئ بعد تحويل النمو ىهذه الحالة يصبح النموذج اليقين ىف 

 : ىالتال 

                                           𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 

𝐒. 𝐓.         𝟑 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟔 

                 −𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟓. 𝟐𝟔      

                                  𝟓 𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟏. 𝟕𝟖 

                                        𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 : ى بحل النموذج نجد أن الحل الأمثل على النحو التال و

                            𝐙∗ = 𝟏𝟒     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟐. 𝟎      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟎 

 . للنموذج اليقينى اعلاه بيانيا   الامثل يوضح الحل ىالشكل التال و

 
 بيانيا (: يوضح الحل الأمثل 7-2شكل )



 

: القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية لثانى الباب ا             الأسىتوزيع التتبع  �̃�𝐢 المعلمة (2-3)

 �̃�𝐢متصلة 
 

 
  

61 

 

 في المثال السابق نجد أن دالة الهدف تحسنت من ولهذه الحالة بالحل ىبمقارنة الحل ف  و

 𝐙∗ = 𝟐𝟔. ∗𝐙إلى  𝟑𝟔 = أدى إلى تحسن   𝛄𝟏زيادة قيم مقياس المأمونية   إلى ويرجع ذلك 𝟏𝟒

 .∗𝐙قيمة دالة الهدف  
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 لمعتادتوزيع االتتبع  �̃�𝐢  المعلمة (2-4)

    Normal Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

دالة كثافة   و، 𝛔𝟐وتباين  𝛍( بتوقع  ىمتغير يتبع التوزيع المعتاد )الطبيع  �̃�𝐢إذا أعتبرنا 

     :[6،4] بحيث 𝐟(�̃�𝐢)أحتمال 

𝐟(�̃�𝐢) =
𝟏

√𝟐𝛑𝛔
 𝐄𝐱𝐩 [−

𝟏

𝟐
(
𝐗 − 𝛍

𝛔
)
𝟐  

]       ,      − ∞ < 𝐗 < ∞           (𝟐-𝟐𝟑) 

 

إلى معتاد   �̃�𝐢على تحويل المتغير المعتاد  ىإلى قيد يقين  ىيعتمد تحويل القيد الأحتمال  و

𝐅𝐢 و الدالة ، 𝐅𝐢 لدالةيرجع ذلك إلى توافر القيم المختلفة ل و  ،Z ىقياس
للمتغير المعتاد   𝟏−

جداول إحصائية كما هو موضح بملحق رقم  ىف  i المختلفة عند مستويات المأمونية Z ىالقياس

(2 .) 

 

 : ىالتال  ىفإذا أعتبرنا القيد الأحتمال 

                                                     ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢 

 فإن:  𝛄𝐢بأفتراض مستوى المأمونية  و

 

                                             𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  

 فان هذا القيد مكافئ للقيد التالى:

 

(𝟐-𝟐𝟒)                        𝐏𝐫{(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝛍) ÷ 𝛔 ≤ 𝐙} = 𝛄𝐢 

 

  ىإلى معتاد قياس( �̃�𝐢)  ، حيث تم تحويل المتغير المعتادىمتغير يتبع التوزيع المعتاد القياس Zحيث 

(Zو .) ( على النحو التال𝟐𝟒-𝟐يمكن إعادة كتابة المعادلة )ى : 

 

               𝟏 − 𝐅(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝛄𝐢  →  𝐅 (∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝟏 − 𝛄𝐢 

          
→     

 

(𝟐-𝟐𝟓)                                   ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)    

𝐅−𝟏(𝟏كما ذكرنا سابقا  فإن قيمة الدالة العكسية للدالة التراكمية   و − 𝛄𝐢)  للمتغير

𝟏( عند القيم المختلفة )Z) ىالمعتاد القياس  − 𝛄𝐢 (.  2بملحق ) ىالجدول الإحصائ ى( محسوبة ف 
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 . ىالمثال التال  ىسوف نوضح ذلك ف  و

 

 ( 4-2مثال )

 

    :ىالتال  ىأعتبر نموذج البرمجة الأحتمال 

    (𝟏)                                     𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐                

    (𝟐)                                  𝐒. 𝐓.  𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟎 

    (𝟑)                                  −𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

    (𝟒)                                   𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎           

 

𝛍متغير معتاد بتوقع   �̃�𝟏حيث  = 𝛔  ىأنحراف معيار ، و𝟏𝟎 = إلى  ى النموذج الأحتمال، حول 𝟐

 :التالية مأمونيةال اتمستويمكافئ عند  ىنموذج يقين

1- 𝛄 = 𝟎. 𝟓          2- 𝛄 = 𝟎. 𝟕              3- 𝛄 = 𝟎. 𝟗 
 

 الحل 

 : ىإذا أعتبرنا القيد الأحتمال  -1

 

                           𝐏𝐫(−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) = 𝟎. 𝟓  
            
→    

                            

𝐏𝐫 {
−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
≤ 𝐙} = 𝟎. 𝟓  

            
→    

   

𝟏 − 𝐅 {
−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
} = 𝟎. 𝟓 

            
→                         (5) 

 

 

𝐅 {
−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
} = 𝟎. 𝟓  

            
→    

 ( نجد أن: 2بملحق ) ىالمعتاد القياسبأستخدام جدول الدالة التراكمية للمتغير  و

    

−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
= 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟓) = 𝟎   →  − 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 = 𝟏𝟎       (𝟔) 

 : ىنجد أن الحل الأمثل على النحو التال  ىبحل النموذج اليقين ( و𝟔( بالقيد ) 𝟑بأستبدال القيد )  و
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    (𝟕)                   𝐙∗ = 𝟑𝟗. 𝟐𝟕     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟕𝟑      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟔. 𝟖𝟑 

 

 هذه الحالة. ىيوضح الحل الأمثل بيانيا  ف  ىالشكل التال و

 
𝛄  (: يوضح الحل الأمثل 8-2شكل ) = 𝟎. 𝟓 

 

𝛄عندما  و -2 = 𝟎.  : فإن  𝟕

 

           𝐏𝐫(−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) = 𝟎. 𝟕  
           
→    

                       

𝐏𝐫 (
−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
≤ 𝐙) = 𝟎. 𝟕  

           
→    

 

𝐅 (
−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
) = 𝟎. 𝟑  

           
→    

       

 ( فإن: 2بأستخدام ملحق ) و
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−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
= 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟑) = −𝟎. 𝟓𝟐  

           
→    

 

    (𝟖)                   −𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 = −𝟏. 𝟎𝟒 + 𝟏𝟎 = 𝟖. 𝟗𝟔 

 

المكافئ   ى( نجد أن الحل الأمثل للنموذج اليقين𝟖)  ى( بالقيد اليقين 𝟑بأستبدال القيد )  و

 : ىعلى النحو التال 

 

(𝟗)            𝐙∗ = 𝟑𝟗. 𝟏𝟒     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟖𝟓      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟔. 𝟔𝟑      

     

 يوضح الحل الأمثل بيانيا . ىالشكل التال و

 

 
𝛄  (: يوضح الحل الأمثل 9-2شكل ) = 𝟎. 𝟕 

 

𝛄عندما  و -3 = 𝟎.  فإن:  𝟗

                        𝐏𝐫(−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) = 𝟎. 𝟗  
           
→    

  

𝐏𝐫 (
−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
≤ 𝐙) = 𝟎. 𝟗  

           
→    
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𝐅 (
−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
) = 𝟎. 𝟏  

           
→    

 ( فإن: 2بأستخدام ملحق ) و

                                

−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎

𝟐
= 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) = −𝟏. 𝟐𝟖  

           
→    

 

    (𝟏𝟎)                    −𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 = −𝟐. 𝟓𝟔 + 𝟏𝟎 = 𝟕. 𝟒𝟒   

 

  ىالأمثل للنموذج اليقين( نجد أن الحل 𝟏𝟎)  ى( بالقيد اليقين 𝟑بأستبدال القيد )  و

 : ىالمكافئ على النحو التال

 

    (𝟏𝟏)             𝐙∗ = 𝟑𝟖. 𝟗𝟔     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟎𝟒      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟔. 𝟑𝟑      

     

 يوضح الحل الأمثل بيانيا .  ىوالشكل التال 

 
𝛄  (: يوضح الحل الأمثل 10-2شكل ) = 𝟎. 𝟗 
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 ( 5-2مثال )

 

 : ى التال ىالبرمجة الأحتمالأعتبر نموذج 

 

    (𝟏)                                𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐            

    (𝟐)                          𝐒. 𝐓.   − 𝟒 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟖   

    (𝟑)                        𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏       

    (𝟒)                       𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐 

    (𝟓)                            𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

𝐄(�̃�𝟏)متغير يتبع التوزيع المعتاد بتوقع   �̃�𝟏حيث  = 𝐕𝐚𝐫(�̃�𝟏)تباين  ، و 𝟓 = 𝟒   ،�̃�𝟐 

𝛌𝟐متغير يتبع التوزيع الأسى بمعلمتين  = 𝟎. 𝟒 , 𝛂𝟐 = 𝟏. 

 

 المطلوب

.𝟎عند مستوى المأمونية    𝟖 ≥ 𝛄𝟏 ، 𝟎. 𝟖 ≥ 𝛄𝟐. 

  الحل

 : ى ( على النحو التال𝟑( يمكن إعادة صياغة القيد )𝟐𝟏-𝟐من العلاقة )

 

P𝐫 {
𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟓

𝟐
≤ �̃�𝟏} ≤ 𝟎. 𝟖 

 ( نجد أن: 𝟐من ملحق ) و

      

𝟏 − 𝐅(
𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝟓

𝟐
) ≤ 𝟎. 𝟖  →  𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟑. 𝟑𝟐           (𝟔)  

 ( فإن: 𝟒كذلك القيد ) 

                  𝐏𝐫( 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖  →  𝐅 (𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖 

 

 ( فإن: 𝟏𝟖-𝟐من العلاقة ) و

 

𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝟎. 𝟒(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟏)} ≤ 𝟎. 𝟖  → 
            

𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤
− 𝐥𝐧𝟎 . 𝟐

𝟎. 𝟒
+ 𝟏  → 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟓. 𝟎𝟐                    (7)  
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  ىالمكافئ للنموذج الأحتمال ىحل النموذج اليقين ( و𝟔(,) 𝟕( بالقيدين )𝟑(,)𝟒بأستبدال القيدين )  و

 يكون الحل الأمثل:

𝐙∗ = 𝟔. 𝟔𝟒     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟏. 𝟔𝟔 

 

 الشكل يوضح الحل بيانيا .  و

 
 الأمثل (: يوضح الحل 11-2شكل )
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 𝝌𝟐تتبع توزيع  �̃�𝐢  المعلمة (2-5)

 𝝌𝟐 Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

 𝐟𝐢(�̃�𝐢)( ودالة كثافة أحتمال kبدرجات حرية ) 𝝌𝟐متغير يتبع توزيع ( �̃�𝐢إذا أعتبرنا )

 : [6،4فأن ]

𝐟𝐢(�̃�𝐢) =
𝟏

𝚪(𝐤 𝟐⁄ )
 (
𝟏

𝟐
)

𝐤
𝟐
 (�̃�𝐢)

𝐤
𝟐
 −𝟏
 𝐄𝐱𝐩 [−

𝟏

𝟐
�̃�𝐢]       ,    �̃�𝐢 ≥ 𝟎 ,   𝐤 = 𝟏, 𝟐,…  

 فإذا أعتبرنا القيد الأحتمالي: 

                                             ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢 

 فإن:  𝛄𝐢بأفتراض مستوى المأمونية  و

                  𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  →   𝟏 − 𝐅 (∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝛄𝐢  

            
→     

(𝟐-𝟐𝟔                                   )∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) 

𝐅−𝟏(𝟏ة  ( يمكن الحصول على قيم3من الجداول الإحصائية بملحق ) و − 𝛄𝐢)  بدرجات   و

 .ىالمثال التال  ىسوف نوضح ذلك ف  . وىإلى قيد يقين  ىبذلك يتم تحويل القيد الأحتمال و kحرية 

 

 ( 6-2مثال )

 

 : ى أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية التال

 

    (𝟏)                               𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓 𝐗𝟐   

    (𝟐)                                𝐒. 𝐓.     𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟎 

    (𝟑)                                   −𝟔 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ �̃�     

    (𝟒)                                   𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎        

 

𝐤بدرجات حرية   𝛘𝟐متغير يتبع توزيع  �̃�𝟏حيث  = 𝟑𝟎. 

 

 المطلوب

 

كل حالة من الحالات  ىف ىالمكافئ للنموذج الأحتمال  ىأوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين 

 التالية: 
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، ثم أوجد الحل الأمثل   𝐄(�̃�) ى( يساو𝟑)  ىالقيد الأحتمال ىأعتبر أن الطرف الأيمن ف  -1

 هذه الحالة. ىف ىللنموذج اليقين 

𝛄𝐢أعتبر  -2 ≤ 𝟎.  المكافئ.  ىثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين  𝟓

𝛄𝐢أعتبر  -3 = 𝟎.  المكافئ.  ىثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين  𝟗𝟓

 الحل

𝐄(�̃�)بما أن   -1 = 𝐤 =  : ىالمكافئ على النحو التال ىيصبح النموذج اليقين  و 𝟑𝟎

                              𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓 𝐗𝟐 

                              𝐒. 𝐓.  𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟎 

    (𝟓)                                        −𝟔 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟑𝟎                  

                             𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا . ىالشكل التال و

 (: يوضح الحل الأمثل 12-2شكل )
 

 بحل النموذج أعلاه نجد أن الحل الأمثل: و

𝐙∗ = 𝟏𝟏𝟎     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟕𝟏      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟔. 𝟖𝟔 
𝛄وعندما  -2 ≤ 𝟎.  : فإن 𝟓

                𝐏𝐫(−𝟔 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ �̃�) ≤ 𝟎. 𝟓  
            
→    

     (𝟔)                                       −𝟔 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟗. 𝟑 

𝐅−𝟏(𝟏                 حيث: − 𝛄) = 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟓) = 𝟐𝟗. 𝟑 
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  ىف   ىالنموذج أعلاه نجد أن الحل الأمثل للنموذج اليقين ى ( ف 𝟓( بدلا  من )𝟔بإحلال القيد )  و

 : ىهذه الحالة على النحو التال 

                     𝐙∗ = 𝟏𝟎𝟗. 𝟑𝟎     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟕𝟔      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟔. 𝟕𝟖 

 .يوضح الحل الأمثل بيانيا   ىالشكل التال و

 
 (13-2شكل )

 

𝛄بالمثل عندما   و -3 ≥ 𝟎.  فإن:  𝟗𝟓

       𝐏𝐫(−𝟔 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ �̃�) = 𝟎. 𝟗𝟓  →  𝐅(−𝟔 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐) = 𝟎. 𝟎𝟓  
           
→    

 نجد أن: 𝛘𝟐من جداول التوزيع التراكمية لـ  و

(𝟕)                                    −𝟔 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟖. 𝟓 

هذه الحالة على  ى( نجد أن الحل الأمثل ف 𝟕أعلاه بالقيد )  ىالنموذج اليقين ى( ف 𝟓بأستبدال القيد )  و

 : ىالنحو التال

𝐙∗ = 𝟗𝟖. 𝟓𝟎     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟓𝟒      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟓. 𝟓𝟒 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا . ىالشكل التال و
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 (: يوضح الحل الأمثل 14-2شكل )



 

: القيود الأحتمالية بمعلمات لثانىالباب ا                 الأسى العامتوزيع ال تتبع �̃�𝐢 المعلمة (2-6)

 �̃�𝐢عشوائية متصلة  
 

 
 

73 

 

 

 الأسى العام توزيع التتبع  �̃�𝐢  المعلمة (2-6)

Generalized Exponential   ~ �̃�𝐢 

Distribution (𝐆𝐄(𝛌,𝛍,𝛂)) 

 

توزيع أحتمالى أسى بثلاثة  Gupta and Kunduأشتق كل من   1999في سنة 

معلمة تمثل  ، و 𝛌 scale parameterمعلمات )معلمة تمثل أقصى نقطة لدالة كثافة الأحتمال  

، و معلمة ثالثة    𝛍 location parameterنطاق دالة كثافة الأحتمال للمتغير   ىأقل نقطة ف 

وزيع الأسى العام      (، و سمى هذا التوزيع بالت 𝛂  shape parameterتمثل شكل المنحنى 

,𝐆𝐄(𝛌و نرمز له بالرمز  𝛍, 𝛂). 

 

,𝐆𝐄(𝛌متغير عشوائى يتبع توزيع  �̃�فإذا كان   𝛍, 𝛂)  بدالة كثافة أحتمال𝐟(�̃�) و دالة ،

 على النحو التالى:  𝐅(𝐱)توزيع تراكمية  

 

(𝟐-𝟐𝟕)      𝐟(�̃�) = 𝛂
𝛌⁄  [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (−(�̃� − 𝛍) 𝛌⁄ )]𝛂−𝟏  [𝐄𝐱𝐩 (− (�̃� − 𝛍) 𝛌⁄ )] 

 

(𝟐-𝟐𝟖)                  𝐅(𝐱) =  [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (−(𝐱 − 𝛍) 𝛌⁄ )]𝛂   ,   𝐱 > 𝛍      𝛌, 𝛂 > 𝟎 

 

و توزيع وايبل    Gammaو يستخدم هذا التوزيع كبديل افضل لكل من توزيع جاما   

Weibull  درجات الحرية عدد صحيح  تكون أن  التوزيعينكل من  ىحيث تشترط درجات الحرية ف 

لا يشترط فيها ان تكون عدد صحيح، هذا بالإضافة أن دالة التوزيع  αموجب اما المعلمة  

و بالتالى يمكن   closed form [𝟗𝟕]التراكمية للمتغير الأسى العام دالة محكمة  الصياغة  

 (. CCPتطبيق أسلوب )  ىأستخدام هذا التوزيع بكفاءة ف

  

أسلوب لتحويل النماذج الخطية المقيدة   El-Dash  قدمت 2019، 2018 فترةفي  

, �̃�𝐢𝐣أحتمالي ا  بمعلمات    �̃�𝐢     تتبع𝐆𝐄(𝛌, 𝛍, 𝛂)   𝟖𝟏] إلى نماذج يقينية خطية أيضا,  ، و فيما [𝟖𝟎

تتبع توزبع   �̃�𝐢يلى سوف نقدم كيفية تحويل القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية عندما المعلمات 

𝐆𝐄(𝛌, 𝛍, 𝛂)   :على النحو التالى 

 

                                 𝐏𝐫 (∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ �̃�𝐢) ≥  𝛄𝐢   
            
→     𝐧

𝐣=𝟏 

 

((𝟐-𝟐𝟗                    ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝐅𝐢
−𝟏 (𝟏 − 𝛄𝐢)   

            
→     𝐧

𝐣=𝟏 
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(𝟐-𝟑𝟎)        ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝛍𝐢 − 𝛌𝐢  {𝐥𝐧 [𝟏 − (𝛄𝐢)
𝟏
𝛂𝐢⁄ ]}   𝐧

𝐣=𝟏 

  

 ملحوظة 

 .أعلاه يمثل مقدار ثابت (𝟑𝟎-𝟐) الطرف الأيمن للمتباينة -1

𝟏)عند  �̃�𝐢الطرف الأيمن للمتباينة يمثل قيمة الدالة العكسية للمتغير    -2 − 𝛂𝐢). 

 

,𝐆𝐄(𝛌تمثل متغير يتبع     �̃�𝐢𝟏و لتكن    �̃�𝐢𝐣كذلك إذا كانت أحدى المعلمات    𝛍, 𝛂)   بحيث 

 

                      𝐏𝐫 (�̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝐛𝐢) ≥  𝛄𝐢         
            
→     𝐧

𝐣=𝟐 

     

𝐅𝐢  (
𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣

𝐧
𝐣=𝟐

𝐱𝟏
) ≥  𝛄𝐢   →      

𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟐

𝐱𝟏
 ≥  𝐅𝐢

−𝟏 (𝛂𝐢)         (𝟐-𝟑𝟏) 

 فأن   �̃�𝐢𝟏و من تعريف الدالة التراكمية و الدالة العكسية لها للمتغير  

 

((𝟐-𝟑𝟐            ∑ 𝐚𝐢𝐣 + 𝐱𝟏 {𝛍𝐢𝟏 − 𝛌𝐢𝟏 𝐥𝐧 [𝟏 − (𝛄𝐢)
𝟏
𝛂𝐢⁄ ]} ≤  𝐛𝐢 

𝐧
𝐣=𝟐 

 النتغيرات القرارية. ىأعلاه قيد خطى فو القيد اليقينى المكافئ 

 

 ( 7-2مثال )

 

 البرمجة الأحتمالية التالى:  أعتبر نموذج

 

(𝟏)                            𝐌𝐚𝐱.  𝐙 = 𝟓𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 

(𝟐)                    𝐒. 𝐓.           𝐏𝐫 (𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟕   

 

(𝟑)                    𝐏𝐫 (�̃�𝟐𝟏𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟓) ≥ 𝟎. 𝟔     

(𝟒)                        −𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝟐𝐱𝟑 ≤ 𝟏 

(𝟓)                            𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎 

,   �̃�𝟏  ~  𝐆𝐄(𝛌𝟏=𝟐,  𝛍𝟏=𝟓,  𝛂𝟏=𝟏.𝟓)                حيث:  𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟕 

                   �̃�𝟐𝟏  ~  𝐆𝐄(𝛌𝟐𝟏=𝟏,   𝛍𝟐𝟏=𝟏𝟎,  𝛂𝟐𝟏=𝟐)    , 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟔 

 المطلوب

 إلى يقينية مكافئة.   (3) , (2)حول القيود الأحتمالية  -1
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 أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقينى. -2

 الحل

 (4) , (3)المكافئين للقيدين   (7) , (6)فيما يلى القيدين   

 

(𝟔)               𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑  ≤  𝟔. 𝟏𝟗𝟎              

(𝟕)               𝟏𝟏. 𝟒𝟗𝟎𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 − 𝐱𝟑  ≤  𝟏𝟓 

 

نموذج برمجة خطية يمكن حله     (5) , (4) , (7) ,(6) , (1)يصبح النموذج اليقينى  و بالتالى

 ، و يصبح الحل الأمثل على النحو التالى:  [8 ,17𝟑]بأستخدام طريقة السمبلكس 

 

𝐳∗ = 𝟕. 𝟖𝟏 ,     𝐱𝟏
∗ = 𝟎. 𝟖𝟑,     𝐱𝟐

∗ = 𝟏. 𝟖𝟑,     𝐱𝟑
∗ = 𝟎 
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   Applied Examples                              ( أمثلة تطبيقية2-7)
 

 ( 1-2تطبيق ) 

 

  ىبحيث يدخل ف A,B,C,Dأنواع من الوجبات السريعة  4تقوم إحدى المطاعم بإنتاج 

الجدول  . و  I, II, IIIكل وجبة ثلاثة أنواع من المكونات الرئيسية، البروتين، الخضروات، الدقيق 

  ىالنسبة المئوية للمكون ف  يوضح الكميات اليومية المتاحة بالكيلوجرام من كل مكون، و ىالتال 

وجبة  الوحدة الواحدة من كل وجبه، كذلك سعر بيع الوحدة الواحدة بالجنيه، حيث أن وزن كل

 يساوى كيلوجرام واحد. 

 

يؤول إلى التوزيع المعتاد   �̃�𝟏 ىمعا  يمثل متغير عشوائ A,Bفإذا كان حجم الطلب على المنتجات 

𝛍𝟏بتوقع   = 𝛔𝟏  ىأنحراف معيار و 𝟐𝟐𝟎 = إلى  C,Dكذلك يؤول الطلب على المنتجات  . 𝟏𝟎

𝛍𝟐بتوقع  �̃�𝟐التوزيع المعتاد   = 𝛔𝟐 ىمعيارأنحراف  و 𝟐𝟓𝟎 = 𝟏𝟓. 

 
 ( 3-2جدول )

الكميات اليومية  

 بالكيلوجرام 

النسبة المئوية )%( المطلوبة من كل مكون لإنتاج  

 المكونات الوحدة الواحدة من كل وجبة )نسبة المكون( 

D C B A 

𝟏𝟎𝟎 𝟑𝟖 𝟑𝟑 𝟐𝟕 𝟏𝟓 I  بروتين 

𝟏𝟐𝟎 𝟐𝟎 𝟐𝟕 𝟏𝟑 𝟑𝟓 II خضروات 

𝟑𝟎𝟎 𝟒𝟐 𝟒𝟎 𝟔𝟎 𝟓𝟎 III دقيق 

 𝟏𝟐𝟎 𝟏𝟎𝟎 𝟗𝟎 𝟕𝟎 
سعر بيع الوحدة  

 بالجنية

 

يجب إنتاجها من كل نوع بحيث تكون   ىالمطعم تحديد عدد الوجبات الت  ىيرغب متخذ القرار ف و

 الحالتين التاليتين:  ىالإيرادات أكبر ما يمكن ف 

 المتوقع.عندما يكون الطلب على كل نوع يساوى الطلب  -1

𝛄𝟏عند مستوى مأمونية  CCPأستخدام أسلوب  -2 ≤ 𝟎. 𝟗  ,  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟓 

 

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐗𝟒 يجب إنتاجها من  ىعدد الوجبات الت ىهA,B,C,D 

 اليوم، حيث:  ىعلى الترتيب ف 
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𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐗𝟒 ≥ 𝟎 

 

 : ىهذه الحالة على النحو التال   ىف  ىيصبح النموذج الأحتمال و

 

(𝟏)         𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟕𝟎 𝐗𝟏 + 𝟗𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎 𝐗𝟑 + 𝟏𝟐𝟎 𝐗𝟒    

(𝟐)           𝐒. 𝐓.  𝟎. 𝟏𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟐𝟕 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟑𝟑 𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟑𝟖 𝐗𝟒 ≤ 𝟏𝟎𝟎 

(𝟑)           𝟎. 𝟑𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟏𝟑 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟐𝟕 𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟐𝟎 𝐗𝟒 ≤ 𝟏𝟐𝟎 

(𝟒)           𝟎. 𝟓𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟔𝟎 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟒𝟎 𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟒𝟐 𝐗𝟒 ≤ 𝟑𝟎𝟎 

(𝟓)                                   𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

(𝟔)                                   𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 ≤ �̃�𝟐 

(𝟕)                                 𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐗𝟒 ≥ 𝟎    

 

 ن:بما أ -1

𝐄(�̃�𝟐) = 𝟐𝟓𝟎   ,  Var(�̃�𝟐) = 𝟐𝟐𝟓  ,  𝐄(�̃�𝟏) = 𝟐𝟐𝟎   ,  Var(�̃�𝟏) = 𝟏𝟎𝟎 

 بالقيدين اليقينيين التاليين:  (5),(6)يمكن أستبدال القيدين الأحتماليين  ىبالتال و

 

(𝟖)                                  𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟐𝟎 

(𝟗)                                  𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 ≤ 𝟐𝟓𝟎 

 

  integer programming    بأحد طرق البرمجة الصحيحة ىبحل النموذج اليقين و

[𝟏𝟗𝟑,  : Tora [11]بأستخدام حزمة  و [𝟏𝟓𝟎

 

𝐙∗ = 𝟑𝟔𝟓𝟒𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟏𝟗    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟏    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟎    ,    𝐗𝟒

∗ = 𝟏𝟕𝟔 

 : ى على النحو التال ىتحويله إلى قيد يقين و (5)يمكن إعادة صياغة القيد   -2

 

                                      𝐏𝐫(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) ≤ 𝟎. 𝟗
  
→   

                                 

 P𝐫 (
𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
≤ 𝐙) ≤ 𝟎. 𝟗 

  
→   

 

𝟏 − 𝐅 (
𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
) ≤ 𝟎. 𝟗 

  
→   
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𝐅 (
𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
) ≥ 𝟎. 𝟏 

  
→   

𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) 

 

 ( نجد أن:2رقم )و من ملحق 

(𝟏𝟎)                        𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) = −𝟏. 𝟐𝟖  
  
→     𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟐𝟎𝟕. 𝟐 

 (6)بالمثل لتحويل القيد 

𝐏𝐫(𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟓  
  
→    𝐏𝐫((𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎) 𝟏𝟓⁄ ≤ 𝐙) ≥ 𝟎. 𝟓   

  
→   

 

𝟏 − 𝐅(
𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎

𝟏𝟓
) ≥ 𝟎. 𝟓  

  
→     𝐅 (

𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎

𝟏𝟓
) ≤  𝟎. 𝟓 

  
→   

      
𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎

𝟏𝟓
≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟓) 

 ( أيضا  نجد أن: 2باستخدام ملحق رقم ) و

)𝟏𝟏(             250XX 43 +𝐅−𝟏(𝟎. 𝟓) = 𝟎  
  
→          

  النموذج ىف  (𝟔),(𝟓)  بدلا  من القيدين الأحتماليين (𝟏𝟏),(𝟏𝟎)بأحلال القيدين اليقينيين   و

 : ىبأستخدام أسلوب البرمجة الصحيحة أيضا  نجد أن الحل الأمثل على النحو التال  و (1)-(7)

 

𝐙∗ = 𝟑𝟖, 𝟒𝟗𝟎    ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟓𝟖    ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟐𝟐𝟕    ,  𝐗𝟑
∗ = 𝟎    ,  𝐗𝟒

∗ = 𝟎 

 

 ( 2-2تطبيق ) 

فى احدى المدن يرغب أحد المستثمرين فى هذه المدينة إقامة مصنع لأعادة تدوير  

 المخلفات الصلبة. و يرغب فى تحديد الطاقة الإنتاجية للمصنع بحيث تمثل المخلفات التى يتم إعادة  

 

 𝟒المخلفات التى يتم رفعها )بالطن(. فإذا كانت المدينة مقسمة إلى  من كمية  %𝟕𝟎تدويرها  

  𝟒ق يتم تجميع المخلفات منها حيث تمثل كميات المخلفات التى يتم رفعها من المناطق ال مناط

 متغيرات عشوائية تتبع التوزيع الأسى العام بمعلمات على النحو التالى  

 

�̃�𝟏~𝐆𝐄𝐗𝐏 (𝛌𝟏 = 𝟐  ,   𝛍𝟏 = 𝟓    , 𝛂𝟏 = 𝟏. 𝟓) 

�̃�𝟐~𝐆𝐄𝐗𝐏 (𝛌𝟐 = 𝟏. 𝟓  ,   𝛍𝟐 = 𝟑    , 𝛂𝟐 = 𝟏) 

�̃�𝟑~𝐆𝐄𝐗𝐏 (𝛌𝟑 = 𝟐  ,   𝛍𝟑 = 𝟖    , 𝛂𝟑 = 𝟏. 𝟓) 

�̃�𝟒~𝐆𝐄𝐗𝐏 (𝛌𝟒 = 𝟑  ,   𝛍𝟒 = 𝟒    , 𝛂𝟒 = 𝟎. 𝟓) 
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تحديد طاقة المصنع أن يكون كمية المخلفات التى يتم إعادة    ىفإذا كان يرغب متخذ القرار ف

.𝟎طن يومياٌ، و ذلك بمستوى معنوية مأمونية لا تقل عن   𝟒𝟗عن  لا يزيد تدويرها  𝟗 . 

 و المطلوب تحديد كمية المخلفات التى يجب رفعها يومياٌ من كل منطقة.

 

 الحل

,𝐱𝟏تفرض   -1 𝐱𝟐, 𝐱𝟑, 𝐱𝟒   تشير إلى الكميات التى يجب رفعها من المخلفات من المناطق

 . على الترتيب 𝟒ال 

 

 يمثل المشكلة.  ىالنموذج الأحتمالى الذ -2

,𝐱𝟏أوجد قيم   𝐱𝟐, 𝐱𝟑, 𝐱𝟒   التى تجعل 

 

(𝟏)                       𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 

(𝟐)                   𝐒. 𝐓.         𝟎. 𝟕𝟎 (𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒) ≤ 𝟒𝟗 

(𝟑)                          𝐏𝐫 (𝐱𝟏 ≤ �̃�𝟏) ≥  𝛄𝟏 

(𝟒)                           𝐏𝐫 (𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟐) ≥  𝛄𝟐 

(𝟓)                           𝐏𝐫 (𝐱𝟑 ≤ �̃�𝟑) ≥  𝛄𝟑 

(𝟔)                          𝐏𝐫 (𝐱𝟒 ≤ �̃�𝟒) ≥  𝛄𝟒 

(𝟕)                          𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑, 𝐱𝟒 ≥ 𝟎 

 

 إلى قيود يقينية  (𝟔)-(𝟑)و يمكن تحويل القيود الاحتمالية فى 

𝐱𝐢 ≤ { 𝛍𝐢 − 𝛌𝐢 [𝐥𝐧 (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝟏 𝛂𝐢⁄ ]} 

 

(𝟖)                𝐱𝟏 ≤ { 𝟓 − 𝟐 [𝐥𝐧 (𝟏 − 𝟎. 𝟗)𝟏 𝟏.𝟓⁄ ]} → 𝐱𝟏 ≤ 𝟏𝟎. 𝟑𝟕 

                           𝐱𝟐 ≤ { 𝟑 − 𝟏. 𝟓 [𝐥𝐧 (𝟏−. 𝟎𝟗)]} → 𝐱𝟐 ≤ 𝟔. 𝟒𝟓  

                    𝐱𝟑 ≤ { 𝟖 − 𝟐 [𝐥𝐧 (𝟏 − 𝟎. 𝟗)𝟏 𝟏.𝟓⁄ ]} → 𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟑. 𝟑𝟕 

                    𝐱𝟒 ≤ { 𝟒 − 𝟑 [𝐥𝐧 (𝟏 − 𝟎. 𝟗)𝟏 𝟎.𝟓⁄ ]} → 𝐱𝟒 ≤ 𝟏𝟎. 𝟔𝟒  

 

 و يصبح النموذج اليقينى على النحو التالى:  

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 

 

𝐒. 𝐓.         𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 ≤ 𝟒𝟗 

 

𝐱𝟏 ≤ 𝟏𝟎. 𝟑𝟕, 𝐱𝟐 ≤ 𝟔. 𝟒𝟓, 𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟑. 𝟑𝟕, 𝐱𝟒 ≤ 𝟏𝟎. 𝟔𝟒 
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𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑, 𝐱𝟒 ≥ 𝟎 

 

 ان الحل الأمثل على النحو التالى: و بحل النموذج أعلاه بأستخدام طريقة السمبلكس نجد 

 

𝐙∗ = 𝟒𝟎. 𝟖𝟑, 𝐱𝟏
∗ = 𝟏𝟎. 𝟑𝟕, 𝐱𝟐

∗ = 𝟔. 𝟒𝟓,   

 

𝐱𝟑
∗ = 𝟏𝟑. 𝟑𝟕, 𝐱𝟒

∗ = 𝟏𝟎. 𝟔𝟒
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  Exercises                                                 ( تمرينات 2-8)
 

(2-1 ) 

 

 : ى التال ىالأحتمالأعتبر نموذج البرمجة الخطية 

 

(𝟏                           )𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟖 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 

(𝟐        )                   𝐒. 𝐓.      𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟏 

(𝟑      )                     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐 

(𝟒            )                 𝐗𝟏  ≤ 𝟓 

(𝟓               )                𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

,�̃�𝟏حيث  �̃�𝟐  ،متغيران مستقلين�̃�𝟏~𝐍(𝟔, 𝟏)   ،�̃�𝟐~𝐍(𝟒𝟎, 𝟐). 

 

,�̃�𝟏بوضع القيم المتوقعة لكل من  -أ �̃�𝟐   أوجد الحل  –)𝟐(,)𝟑(الطرف الأيمن للقيود  ىف

 الأمثل للنموذج بيانيا . 

مكافئ عند مستوى المأمونية  ىإلى نموذج يقين (1)-(5) ىحول النموذج الأحتمال -ب

𝛄𝟏 > 𝟎. 𝟗𝟎 , 𝛄𝟐 > 𝟎.  ثم حل النموذج بيانيا .  - 𝟗

𝛄𝟏مكافئ عند مستوى المأمونية  ىإلى نموذج يقين (1)-(5) ىحول النموذج الأحتمال -ج >

𝟎. 𝟖𝟎 , 𝛄𝟐 > 𝟎.  ثم حل النموذج بيانيا .  - 𝟖𝟎

 )ج(.-)أ(  ىقارن بين النتائج ف  -د

 

(2-2 ) 

 

مكافئ   ىكل منهم إلى نموذج يقين convertحول  –أعتبر نماذج البرمجة الأحتمالية التالية 

، ثم حل النموذج  ىالمناظرة للقيد الأحتمال 𝛄𝐢( عند مستويات المأمونية  CCP)أسلوب بأستخدام 

 بأستخدام الأسلوب المناسب. ىاليقين

1)                                               𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐  

                                    𝐒. 𝐓.       𝟓 𝐗𝟏 + 𝟕 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏       ,     𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟗 

 

                                                       𝟖 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≥ 𝟑𝟐 

                                                        𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

𝛍متغير يتبع التوزيع المعتاد بتوقع   �̃�𝟏حيث  = 𝛔 ىأنحراف معيار و  𝟑𝟐 = 𝟑. 
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2)                             𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑  

                                           𝐒. 𝐓.        𝟒 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝟑 𝐗𝟑 ≤ 𝟐𝟎 

                            𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏       ,     𝛄𝟏 > 𝟎. 𝟖 

                           𝟐𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟐         ,    𝛄𝟐 < 𝟎. 𝟗 

                                              𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

𝛌متغير يتبع التوزيع الأسى بمعلمة   �̃�𝟏حيث  = متغير يتبع التوزيع المعتاد   �̃�𝟐، كذلك  𝟏𝟓

𝛍بتوقع   = 𝛔أنحراف معياري   و 𝟐𝟎 = 𝟓 . 

 

(2-3 ) 

 

متغير يتبع توزيع جاما    �̃�𝟏مكافئ إذا كان   ىإلى نموذج يقين ىالتال ىحول النموذج الأحتمال -1

𝛍متغير يؤول إلى التوزيع المعتاد بتوقع   �̃�𝟐كذلك   2بدرجات حرية  = أنحراف   ، و 𝟓

𝛔  ىمعيار = 𝟏 . 

                                                 𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 

                                            𝐏𝐫(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟖𝟔 

                                       𝐏𝐫(𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟕𝟓 

                                                     𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 

 المكافئ. ىحل النموذج اليقين -2

 

(2-4  ) 

تتبع التوزيع المعتاد  �̃�𝟏أن  بافتراض (، و3-2تمرين ) ىف  ىأعتبر النموذج الأحتمال

𝛍𝟏بتوقع   = 𝛔𝟏تباين  و 𝟐
𝟐 = 𝛄𝟏عند مستوى مأمونية   𝟏 ≥ 𝟎. 𝟗 ، 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. حول  .𝟖

مكافئ ثم أوجد الحل الأمثل. ىإلى نموذج يقين ىالنموذج الأحتمال



 
 
 
 

 

 
 

 الثالث الباب 

 ( �̃�𝐢)  متقطعةالقيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية 
Chance Constraints with Discrete 

Random Parameters (�̃�𝐢)   
 
 
 
                                    ( مقدمة3-1)

   Introduction 

 منتظم التوزيع التتبع  �̃�𝐢  المعلمة ( 3-2)

     Uniform Distribution  ~ �̃�𝐢 

 تتبع التوزيع الهندسى  �̃�𝐢  المعلمة ( 3-3)

     Exponential Distribution  ~ �̃�𝐢 

 تتبع توزيع ذات الحدين  �̃�𝐢  المعلمة ( 3-4)

     Normal Distribution  ~ �̃�𝐢 

 تتبع توزيع بواسون �̃�𝐢 المعلمة  ( 3-5)

     Chi-Square Distribution  ~  �̃�𝐢 

 أمثلة تطبيقية ( 3-6)
    Applied Examples 

 تمرينات ( 3-7)
     Exercises 

 



 
 

 �̃�𝐢متصلة   : القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائيةلثانى الباب ا                             مقدمة( 3-1)
 

 
 

84 

 

 

 Introduction                                               مقدمة( 3-1)
 

تمثل متغيرات   ىالت �̃�𝐢( تناولنا بالتفصيل بعض أهم المعلمات 2السابق ) بابال ىف 

 ىهذا الفصل سوف نتناول بالتفصيل كيفية تحويل النموذج الاحتمال ىف  عشوائية متصلة. و

حالة عندما تكون بعض أو كل المعلمات   ىمكافئ ف  ى( إلى نموذج يقينCCPبأستخدام أسلوب )

�̃�𝐢،   𝐢 = 𝐦   
\
+ 𝟏 , 𝐦   

\
+ 𝟐 ,….,m  .متغيرات عشوائية متقطعة 

 

 :ى التال على النحو ىفإذا اعتبرنا نموذج البرمجة الخطية الاحتمال

 

(𝟑-𝟏)                                   𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = ∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 

(𝟑-𝟐)                 𝐒. 𝐓.      ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝐢       ,     i = 𝟏, 𝟐,….,𝐦   

\
 

(𝟑-𝟑)            ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢       ,     i = 𝐦   

\
+ 𝟏,𝐦   

\
+ 𝟐,….,m            

(𝟑-𝟒)                               𝐗𝐣 ≥ 𝟎      ,   j = 𝟏, 𝟐,….,𝐧 

 

   mتشير إلى عدد المتغيرات القرارية،   n( حيث mnيلاحظ أن حجم النموذج ) 

مقادير   𝐂𝐣 , 𝐚𝐢𝐣 , 𝐛𝐢المعلمات  المتغيرات القرارية، و 𝐗𝐣تشير إلى عدد القيود الهيكلية، حيث 

𝐣    ثابتة = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧    ،𝐢 = 𝟏, 𝟐,… ,𝐦   
\

متغيرات عشوائية لها  �̃�𝐢كذلك المعلمات  

𝐢. توزيعات أحتمالية معلومة حيث   = 𝐦   
\
+ 𝟏 , 𝐦   

\
+ 𝟐 ,….,mسوف نوضح  ىفيما يل و

إلى قيود يقينية مكافئة وفقا  لبعض التوزيعات الاحتمالية للمتغيرات  (𝟑-𝟑) كيفية تحويل القيود 

 .�̃�𝐢المتقطعة 
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 تتبع التوزيع المنتظم �̃�𝐢  المعلمة (3-2)

   Uniform Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

 𝐟𝐢(�̃�𝐢)بدالة احتمال  [6 ,𝟏𝟓𝟏]متغير يتبع التوزيع المنتظم المتقطع  �̃�𝐢إذا فرضنا أن 

 على النحو: 

(𝟑-𝟓)                           𝐟𝐢(�̃�𝐢) = {

𝟏
𝐍                 ,   �̃�𝐢 = 𝟏, 𝟐,…,N

فيما عدا ذلك                          𝟎

 

 

فإنه يمكن أعادة صياغته على النحو  (𝟑-𝟑)  ىفإن القيد الاحتمال 𝛄𝐢بافتراض مستوى مأمونية  و

 : ىالتال 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 < �̃�𝐢) = 𝛄𝐢       ,    0 < 𝛄𝐢 < 𝟏  

 

 أو بعبارة أخرى )القيد المكمل(

                                    𝐏𝐫(�̃�𝐢 ≤ ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝟏 − 𝛄𝐢  

  
→   

 و بالتالى فان: 

 

     ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝟏 = 𝐅𝐢

−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) 𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝟏) = 𝟏 − 𝛄𝐢  

  
→       

 

(𝟑-𝟔)                             ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐍(𝟏 − 𝛄𝐢) + 𝟏 

 ملحوظة 

𝐍(𝟏]حيث   ىقيد يقين  (𝟔-𝟑)القيد   -1 − 𝛄𝐢) +     ، 𝐗𝐣مقدار ثابت لا يعتمد على  [𝟏

 𝐣 = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧. 

𝐍(𝟏]المقدار  -2 − 𝛄𝐢) + 𝐅𝐢عبارة عن الدالة العكسية   [𝟏
𝟏) عند  𝟏− − 𝛄𝐢)  للدالة

 . (�̃�𝐢)للمتغير    𝐅𝐢التراكمية  

 

 واحد.  ىالواحد يكافئه قيد يقين ىالقيد الاحتمال -3

 

 : ى على النحو التال (𝟏-𝟑)-(𝟒-𝟑)  ىالمكافئ للنموذج الاحتمال  ىبالتالي يكون النموذج اليقين  و

                                               𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = ∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 
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                           𝐒. 𝐓.       ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝐢       ,     i = 𝟏, 𝟐,….,I 

 

(𝟑-𝟕)        ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐍(𝟏 − 𝛄𝐢) + 𝟏       ,   i = 𝐈 + 𝟏, I + 𝟐 ,….,m       

                                      𝐗𝐣 ≥ 𝟎          ,      j = 𝟏, 𝟐,…,n     

 

 ( 1-3مثال )

 

بحيث يتطلب أنتاج الوحدة   A,Bتقوم أحدى الشركات بأنتاج نوعين من المنتجات  

الواحدة من كل نوع ثلاثة أنواع من المواد الخام منهم مادتين يتم استيرادهما بحيث تمثل الكمية 

 المتاحة من كل مادة متغير عشوائي منتظم بحيث:

                 

𝐟(�̃�𝟏) =
𝟏𝟎𝟎𝟎

𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎
           ,          �̃�𝟏 = 𝟏𝟎𝟎𝟎,  2000 , ….. , 10000 

𝐟(�̃�𝟐) =
𝟐𝟎𝟎𝟎

𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎
         ,   �̃�𝟐 = 𝟐𝟎𝟎𝟎,  4000 ,  6000,  8000, 10000 

 يوضح قيم المعلمات الثابتة. ىالجدول التال و

 

كل حالة من الحالات التالية بحيث  ىتحديد الكميات التي يجب أنتاجها ف  ىيرغب متخذ القرار ف و

 يكون الربح أكبر ما يمكن:

 

. أعتبر الكميات المتاحة II  ،IIIأوجد القيمة المتوقعة للكميات المتاحة من المادة الخام  -1

,�̃�𝟏من   �̃�𝟐 هذه الحالة، ثم أوجد   ىف  ىالكميات المتوقعة، ثم أوجد النموذج اليقين  ىه 

 

 الحل الأمثل للنموذج.

𝛄𝟏ستوى المأمونية  أعتبر م -2 = 𝟎. 𝟕  ,  𝛄𝟐 = 𝟎.  ىالمكافئ ف ىأوجد النموذج اليقين  𝟕

 .ىهذه الحالة، ثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين 

𝛄𝟏أعتبر مستوى المأمونية   -3 = 𝟎. 𝟗  ,  𝛄𝟐 = 𝟎.  ىالمكافئ ف ىأوجد النموذج اليقين  𝟗

 .ىثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين  هذه الحالة،

 

 .الحالات الثلاثة السابقة ىقارن بين القرارات المأخوذة ف      
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 : يوضح مستلزمات الإنتاج(1-3جدول )

 الكميات المتاحة

الكميات المطلوبة من مستلزمات الأنتاج لأنتاج  

 مستلزمات الأنتاج الوحدة الواحدة من كل منتج

B A 

𝟑𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟓 I 

�̃�𝟏 𝟏. 𝟒 𝟎. 𝟓 II 

�̃�𝟐 𝟎. 𝟕 𝟏. 𝟒 III 

 ربح الوحدة بالجنية 𝟐𝟎𝟎 𝟓𝟎𝟎 

 الحــــل 

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن   𝐗𝟐  هي الكميات التي يجب أنتاجها منA,B .فإن   على الترتيب

 الذي يمثل المشكلة أعلاه على النحو:  ىالنموذج الاحتمال

 

                               𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 

                            𝐒. 𝐓.     𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟔 𝐗𝟐 ≤ 𝟑𝟎𝟎𝟎 

                               𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

                               𝟏.4 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐 

                                        𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

نوجد القيمة المتوقعة لكل من  للمتغير العشوائى بأستخدام تعريف القيمة المتوقعة  و -1

�̃�𝟏, �̃�𝟐 سوف نشير لهما بالرمز   و𝐄(�̃�𝟏), E(�̃�𝟐)  :على الترتيب فنجد أن 

 

𝐄(�̃�𝟏) = ∑ 𝐟(�̃�𝟏)�̃�𝟏�̃�𝟏
= ∑ (

𝟏

𝟏𝟎
) �̃�𝟏�̃�𝟏

=
𝟏

𝟏𝟎
{𝟏𝟎𝟎𝟎 + 𝟐𝟎𝟎𝟎 +

⋯ . . +𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎}  

 

                                             = 𝟓, 𝟓𝟎𝟎 

 

𝐄(�̃�𝟐) = ∑ 𝐟(�̃�𝟐)�̃�𝟐�̃�𝟐
= ∑ (

𝟏

𝟓
) �̃�𝟐�̃�𝟐

=
𝟏

𝟓
{𝟐𝟎𝟎𝟎 + 𝟒𝟎𝟎𝟎 +⋯ . . +𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎}  

 

                                     = 𝟕, 𝟎𝟎𝟎 

 يلاحظ أن:  و

𝐏𝐫(�̃�𝟏 ≤ 𝟓, 𝟓𝟎𝟎) =
𝟓

𝟏𝟎
= 𝟎. 𝟓  → 𝐏𝐫(�̃�𝟏 > 𝟓𝟓𝟎𝟎) = 𝟎. 𝟓 
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 كذلك    

𝐏𝐫(�̃�𝟐 ≤ 𝟔, 𝟎𝟎𝟎) =
𝟐

𝟓
= 𝟎. 𝟒  →  𝐏𝐫(�̃�𝟐 > 𝟔𝟎𝟎𝟎) = 𝟎. 𝟔 

 

عندما تكون القيم المتوقعة لكل من  ىالمكافئ للنموذج الاحتمال ىنجد أن النموذج اليقين  ىبالتال و

�̃�𝟏, �̃�𝟐 القيم الممكنة المتاحة لـ   ىه�̃�𝟏, �̃�𝟐 ى على النحو التال : 

 

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 

                                   𝐒. 𝐓.   𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟔 𝐗𝟐 ≤ 𝟑𝟎𝟎𝟎 

                                   𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟓𝟓𝟎𝟎 

                                  𝟏.4 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 ≤ 𝟔𝟎𝟎𝟎 

                                          𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 نجد أن الحل الأمثل على النحو:  ىأعلاه بيانيا  كما في الشكل التال  ىبحل النموذج اليقين و

 

(𝟏)                 𝐙∗ = 𝟐, 𝟎𝟏𝟐, 𝟓𝟎𝟎     ,     𝐗𝟏
∗ = 𝟐, 𝟐𝟓𝟎     ,     𝐗𝟐

∗ = 𝟑, 𝟏𝟐𝟓 

𝛄𝟏                 ذلك بمستوى مأمونية  و = 𝟎. 𝟓  ,  𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟔 

 
 : يوضح الحل الأمثل (1-3شكل )
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𝛄𝟏عندما  -2 = 𝟎. 𝟕  ,  𝛄𝟐 = 𝟎.  : هذه الحالة نجد أن ىف   𝟕

 

𝐏𝐫(𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) = 𝟎. 𝟕 

 نجد أن: (𝟔-𝟑)بتطبيق العلاقة  و

 

𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 = (𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎)(𝟎. 𝟑) + 𝟏𝟎𝟎𝟎 = 𝟒𝟎𝟎𝟎 

 بالمثل: 

𝐏𝐫(𝟏. 𝟒 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐) = 𝟎. 𝟕𝟎  
  
→   

             𝟏.4 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 = (𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎)(𝟎. 𝟑) + 𝟐𝟎𝟎𝟎 = 𝟓𝟎𝟎𝟎 

 

 : ى المكافئ على النحو التال ىيصبح النموذج اليقين و

 

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 

                                     𝐒. 𝐓.   𝟎. 𝟓 𝑿𝟏 + 𝟎. 𝟔 𝑿𝟐 ≤ 𝟑𝟎𝟎𝟎 

                                    𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟎𝟎𝟎 

                                     𝟏.4 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 ≤ 𝟓𝟎𝟎𝟎 

                                          𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

 .ى( التال 2-3الشكل ) ىموضح ف كما هو 

 

 بحل النموذج أعلاه نجد أن الحل الأمثل: و

 

(𝟐)          𝐙∗ = 𝟏, 𝟒𝟖𝟒, 𝟒𝟕𝟐. 𝟎𝟓     ,     𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟔𝟎𝟖. 𝟕     ,     𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟗𝟐𝟓. 𝟒𝟕 

 

𝛄𝟏عند  و -3 = 𝟎. 𝟗  ,  𝛄𝟐 = 𝟎.  هذه الحالة نجد أن:  ىف   𝟗

𝐏𝐫(𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) = 𝟎. 𝟗 

 

 نجد أن:  (𝟕-𝟑)بتطبيق العلاقة  و

 

𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 = (𝟎. 𝟏𝟎)(𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎) + 𝟏𝟎𝟎𝟎 = 𝟐𝟎𝟎𝟎 
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 : يوضح الحل الأمثل (2-3شكل )

 

 بالمثل: 

𝐏𝐫(𝟏. 𝟒 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐) = 𝟎. 𝟗𝟎  
  
→   

   

𝟏.4 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 = (𝟎. 𝟏𝟎)(𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎) + 𝟐𝟎𝟎𝟎 = 𝟑𝟎𝟎𝟎 

 

 : ى المكافئ على النحو التال ىيصبح النموذج اليقين و

 

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 

                                   𝐒. 𝐓.      𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟔 𝐗𝟐 ≤ 𝟑𝟎𝟎𝟎 

 

                                   𝟎. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟎𝟎𝟎 

                                   𝟏.4 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟕 𝐗𝟐 ≤ 𝟑𝟎𝟎𝟎 

                                         𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 : ى نجد أن الحل الأمثل على النحو التال ىبحل النموذج اليقين و
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(𝟐)            𝐙∗ = 𝟕𝟓𝟏, 𝟓𝟓𝟐. 𝟖   ,   𝐗𝟏
∗ = 𝟏𝟕𝟑𝟗. 𝟏𝟑   ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟖𝟎𝟕. 𝟒𝟓 

 

 
 : يوضح الحل الأمثل (3-3شكل )

 

 ى: الجدول التال ىالسابقة ف  (1)-(3)  ىالحالات الثلاثة ف  ىيمكن تلخيص نتائج الحل ف  و

 

 
 : الحلول المثلى عند مستوى مأمونية مختلفة (2-3جدول )

 𝛄𝐢 الحل 
رقم  

 الحالة 

𝐙∗ = 𝟐, 𝟎𝟏𝟐, 𝟓𝟎𝟎  ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟐, 𝟐𝟓𝟎  ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟑, 𝟏𝟑𝟓 (𝟎. 𝟓 , 𝟎. 𝟔 ) (𝟏) 

𝐙∗ = 𝟏, 𝟒𝟖𝟒, 𝟒𝟕𝟐. 𝟎𝟓 ,𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟔𝟎𝟖. 𝟕, 𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟗𝟐𝟓. 𝟒𝟕 ( 𝟎. 𝟕 , 𝟎. 𝟕 ) (𝟐) 

𝐙∗ = 𝟕𝟓𝟏, 𝟓𝟓𝟐. 𝟖 , 𝐗𝟏
∗ = 𝟏𝟕𝟑𝟗. 𝟏𝟑,  𝐗𝟐

∗ = 𝟖𝟎𝟕. 𝟒𝟓 ( 𝟎. 𝟗 , 𝟎. 𝟗 ) (𝟑) 
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من الجدول يتضح أنه كلما زادت مستويات المأمونية أدى ذلك إلى تراجع الحل الأمثل  و

𝐅𝐢حيث أن الدوال العكسية  
سوف نقدم مقاييس   الثامنالباب  ىف  و .𝛄𝐢 ىدوال متناقصة ف 𝟏−

حيث يتم تعريف  مقياس الصلاحية للحل أحتمال   ،reliability measuresصلاحية الحل 

 )وهو أحتمال أن يحقق الحل الأمثل جميع القيود في نفس الوقت( .
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 ى الهندستتبع التوزيع  �̃�𝐢  المعلمة (3-3)

   Geometric Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

 𝐟(�̃�𝐢)بدالة احتمال  [𝟏𝟒𝟓,4]  ىيتبع التوزيع الهندس ىمتغير عشوائ �̃�𝐢إذا فرضنا أن 

 بحيث: 

𝐟(�̃�𝐢) = 𝐏(𝟏 − 𝐏)�̃�𝐢       ,   0 < 𝐏 < 𝟎     ,   �̃�𝐢 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, ……. 

  فإن:  ىبالتال و

(𝟑-𝟖)          𝐏𝐫 (�̃�𝐢 < 𝐛𝐢
\
) = ∑     𝐏(𝟏 − 𝐏)�̃�𝐢 = 𝟏 − (𝟏 − 𝐏)𝐛𝐢

\𝐛𝐢
\
−𝟏

�̃�𝐢=𝟎
 

 : ىأعتبر أن القيد الاحتمال و 𝛄𝐢بأفتراض أن مستوى المأمونية   و

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  

 :ى فإن هذا القيد مكافئ للقيد التال

(𝟑-𝟗)                         𝐏𝐫(�̃�𝐢 < ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝟏 − 𝛄𝐢 

 

 نجد أن:  (𝟖-𝟑)القيد   ىبالطرف الأيمن ف  (𝟗-𝟑)  ىالطرف الأيسر للقيد الاحتمال ىبالتعويض ف 

𝟏 − (𝟏 − 𝐏)∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = (𝟏 − 𝛄𝐢)  

  
→   

(𝟑-𝟏𝟎)                             
𝐥𝐧 𝛄𝐢

𝐥𝐧(𝟏−𝐏)
  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 = 

 ملحوظة  

} حيث يمثل المقدار ىقيد يقين  (10-3)القيد   ( 1)
𝐥𝐧 𝛄𝐢

𝐥𝐧(𝟏−𝐏)
 مقدار ثابت. {

   :ىعلى النحو التال  ىعندما يكون القيد الأحتمال  ( 2)

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) ≥ 𝛄𝐢  

  
→    

                   𝟏 − (𝟏 − 𝐏)∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝛄𝐢  

  
→   

(𝟑-𝟏𝟏)                               
𝐥𝐧(𝟏−𝛄𝐢)

𝐥𝐧(𝟏−𝐏)
   ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 

 

 بالمثل إذا كان القيد على النحو:  ( 3)

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) ≤ 𝛄𝐢  

  
→    

 (𝟑-𝟏𝟐)                          
𝐥𝐧(𝟏−𝛄𝐢)

𝐥𝐧(𝟏−𝐏)
  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 
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}حيث يمثل المقدار 
𝐥𝐧(𝟏−𝛄𝐢)

𝐥𝐧(𝟏−𝐏)
 مقدار ثابت أيضا .  {

 

 ( 2-3)مثال  

 

 : ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الخطية الاحتمال  

 

(𝟏)                                𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 

(𝟐)                                   𝐒. 𝐓.      𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≥ 𝟕𝟓 

(𝟑)                                  𝐗𝟏 ≤ 𝟐𝟓 

(𝟒)                                    𝟎. 𝟎𝟐 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟏 𝐗𝟐 ≤ �̃� 

(𝟓)                                    𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

𝐏بمعلمة  ىله التوزيع الهندس ىمتغير عشوائيمثل  �̃�حيث  = 𝟎. 𝟒. 

 

 المطلوب  

مكافئ بأستبدال الطرف  ىإلى نموذج يقين  ى، ثم حول النموذج الاحتمال 𝐄(�̃�)أوجد  -1

موضحا  مستوى  ىثم أوجد الحل الأمثل للقيد اليقين 𝐄(�̃�)بالقيمة   (𝟒)القيد  ىالأيمن ف 

 في هذه الحالة. 𝛄المأمونية  

 

𝛄بأفتراض أن مستوى المأمونية  -2 ≥ 𝟎.   ىإلى نموذج يقين ىحول النموذج الاحتمال 𝟔

 . ىمكافئ، ثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين

𝛄بأفتراض أن مستوى المأمونية  -3 ≥ 𝟎.   ىإلى نموذج يقين ىحول النموذج الاحتمال 𝟕

 . (𝟏)-(𝟑)في ، ثم قارن بين النتائج ىمكافئ، ثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين

 

 الحل

 نجد أن:  الأحتمالاتمن نظرية  -1

𝐄(�̃�) =
(𝟏 − 𝐏)

𝐏
=
𝟏 − 𝟎. 𝟒

𝟎. 𝟒
= 𝟏. 𝟓 

 : ى على النحو التال (𝟏)-(𝟓) ىالمكافئ للنموذج الاحتمال ىيصبح النموذج اليقين و

                                                𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 

                                    𝐒. 𝐓.    𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≥ 𝟕𝟓     , 𝐗𝟏 ≤ 𝟐𝟓 

(𝟔)                   𝟎. 𝟎𝟐𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟏 𝐗𝟐 = 𝟏. 𝟓 
  
→   𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 = 𝟏𝟓𝟎 

                                                   𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 
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 يوضح الحل الأمثل بيانيا . التالىشكل ال و

 

 
 : يوضح الحل الأمثل (4-3شكل )

 

 بحل النموذج أعلاه نجد أن:  و

𝐙∗ = 𝟒𝟓𝟎          ,      𝐗𝟏
∗ = 𝟎           ,      𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟓𝟎 

𝛄بافتراض أن   -2 ≥ 𝟎.  : ىيمكن إعادة صياغته على النحو التال (4)فإن القيد    𝟔𝟎

 

(𝟕)                   𝐏𝐫(𝟎. 𝟎𝟐 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟏 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝐢) ≥ 𝟎. 𝟔𝟎 

 

 : ى على النحو التال (𝟒)  ىالمكافئ للقيد الاحتمال  ىنجد أن القيد اليقين (𝟏𝟏-𝟑)من المعادلة   و

 

𝟎. 𝟎𝟐𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟏 𝐗𝟐 ≤ {
𝐥𝐧( 𝟏 − 𝟎. 𝟔)

𝐥𝐧( 𝟏 − 𝟎. 𝟒)
} = 𝟏. 𝟕𝟗𝟑𝟕  

  
→   

(𝟖)                                          𝟐𝑿𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟕𝟗. 𝟑𝟕    

           

 هذه الحالة  ىنجد أن الحل الأمثل ف  (𝟖)أعلاه بالقيد   ىالنموذج اليقين ىف  (𝟔)ستبدال القيد  أب و
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 : ىعلى النحو التال 

𝐙∗ = 𝟓𝟑𝟖. 𝟏𝟏          ,      𝐗𝟏
∗ = 𝟎           ,      𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟕𝟗. 𝟑𝟕 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا . ى( التال5-3الشكل ) و

 

𝛄بأفتراض أن   -3 ≥ 𝟎. بأستخدام  ىإلى قيد يقين  (𝟒) ىيمكن تحويل القيد الاحتمال 𝟕𝟎

 : ىعلى النحو التال  (𝟏𝟑-𝟐𝟏)العلاقة 

 

𝟎. 𝟎𝟐𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟏 𝐗𝟐 ≤ {
𝐥𝐧( 𝟏 − 𝟎. 𝟕)

𝐥𝐧( 𝟏 − 𝟎. 𝟒)
} = 𝟐. 𝟑𝟓𝟔𝟗  

  
→   

 

(𝟗)                                 𝟐𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟑𝟓. 𝟔𝟗 

هذه الحالة  ىنجد أن الحل الأمثل ف  (𝟗)أعلاه بالقيد   ىالنموذج اليقين ىف  (𝟔)باستبدال القيد   و

 : ىعلى النحو التال 

𝐙∗ = 𝟕𝟎𝟕. 𝟎𝟕          ,      𝐗𝟏
∗ = 𝟎           ,      𝐗𝟐

∗ = 𝟐𝟑𝟓. 𝟔𝟗 

 ( التالي يوضح الحل الأمثل بيانيا .5-3الشكل ) و

 
 : يوضح الحل الأمثل (5-3شكل )
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الحالات الثلاثة الراجعة إلى تغير مستوى المأمونية  ىالحل ف ىيوضح الاختلاف ف  ىالجدول التال و

𝛄. 

 
 : يوضح الحلول المثلى عند مستويات مأمونية مختلفة (3-3جدول )

 رقم الحالة i الحل 

𝐙∗ = 𝟒𝟓𝟎    ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎    ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟓𝟎 = 𝟎. 𝟑𝟔 (𝟏) 

𝐙∗ = 𝟓𝟑𝟖. 𝟏𝟏  ,   𝐗𝟏
∗ = 𝟎   ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟕𝟗. 𝟑𝟕 ≥ 𝟎. 𝟔𝟎 (𝟐) 

𝐙∗ = 𝟕𝟎𝟕. 𝟎𝟕  ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎   ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟐𝟑𝟓. 𝟔𝟗 ≥ 𝟎. 𝟕𝟎 (𝟑) 

 

الحل   ىأدى ذلك إلى زيادة قيمة دالة الهدف ف  𝛄من الجدول يتضح أنه كلما زادت قيمة   و

   𝛄  مستوى المأمونية ىدالة متزايدة ف  �̃�للمتغير    𝐅−𝟏الأمثل ويرجع ذلك إلى أن الدالة العكسية  

 (1-3)مثال المثال السابق  ىكما ذكرنا ف )فراغ الحل(. و التأثير على فئة الحلول الممكنة ىبالتال و

 مقاييس الصلاحية للحل.  (8الباب ) ىأننا سوف نقدم ف 

 

 
 (6-3شكل )
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 توزيع ذات الحدين تتبع  �̃�𝐢  المعلمة (3-4)

   Binomial Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

 (n,pيتبع توزيع ذات الحدين بمعلمتين )متقطع المعلمة العشوائية متغير  إذا أعتبرنا

 بحيث: 𝐟(�̃�𝐢)دالة أحتمال و 

𝐟(�̃�𝐢) = 𝐂�̃�𝐢
𝐧 (𝐏)�̃�𝐢(𝟏 − 𝐏)𝐧−�̃�𝐢     ,   �̃�𝐢 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … . , 𝐧    ,  0 < 𝐏 < 𝟏 

 

 : ىعلى النحو التال  �̃�𝐢نجد أن الدالة التراكمية للمتغير  الأحصائيةنظرية المن  و

 

(𝟑-𝟏𝟑)         𝐅 (𝐛𝐢
\
) = 𝐏𝐫  (�̃�𝐢 ≤ 𝐛𝐢

\
) = ∑   𝐜𝐣

𝐧(𝐩)𝐣(𝟏 − 𝐩)𝐧−𝐣𝐛\

𝐣=𝟎 

 

 : ىعلى النحو التال  ىفإذا أعتبرنا القيد الأحتمال 

∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢  

 

 أعلاه على النحو:  ىفإنه يمكن إعادة صياغة القيد الأحتمال  𝛄𝐢عند مستوى المأمونية   و

     

𝐏𝐫 (∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  

  
→  𝐅(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) = 𝛄𝐢  

  
→    

 

(𝟑-𝟏𝟒)                             ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅−𝟏(𝛄𝐢) 

 

𝐅𝐢حيث يمكن بسهولة الحصول على قيم   ىأعلاه قيد يقين القيد  و
−𝟏, 𝐅𝐢  عند القيم المختلفة لـ𝛄𝐢 

بمعلومية   (5)لمتغير ذات الحدين بأستخدام الجداول الإحصائية الموجودة جزء منها بملحق رقم 

(n,pو .) ىسوف نوضح ذلك في المثال التال . 

 

 إذا كان القيد على النحو:  : ملاحظة

 

∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢  

 فإنه يمكن أعادة صياغته على النحو: 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  

  
→  𝟏 − 𝐅(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 − 𝟏) = 𝛄𝐢  

  
→    
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(𝟑-𝟏𝟓)  𝐅(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝟏) = 𝟏 − 𝛄𝐢  

  
→  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) + 𝟏 

 

 ( 3-3مثال )

 

 : ى الأحتمالية التالأعتبر نموذج البرمجة   

 

(𝟏)                                𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟗 𝐗𝟐 

(𝟐)                                  𝐒. 𝐓.    − 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟔  

(𝟑)                                 𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

(𝟒)                                𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐 

(𝟓)                                𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

𝐧𝟏يتبع توزيع ذات الحدين بمعلمتين  ىمتغير عشوائ �̃�𝟏حيث  = 𝟏𝟎,𝐏𝟏 = 𝟎. كذلك يمثل   𝟓

�̃�𝟐  يتبع توزيع ذات الحدين بمعلمتين ىمتغير عشوائ  𝐧𝟏 = 𝟏𝟕,𝐏𝟏 = 𝟎. 𝟏. 

 المطلوب

 

,�̃�𝟏أستبدال  -1 �̃�𝟐  بـ (𝟐),(𝟑)القيدين  ىالطرف الأيمن ف  ىف 𝐄(�̃�𝟐)   𝐄(�̃�𝟏)  على

 المكافئ.  ىالترتيب، ثم أوجد الحل الأمثل للنموذج اليقين

𝛄𝟏عند مستوى مأمونية   -2 ≥ 𝟎. 𝟔𝟐  ,  𝛄𝟐 = 𝟎. إلى   ىحول النموذج الأحتمال 𝟖𝟒

 مكافئ، ثم أوجد الحل الأمثل.  ىنموذج يقين

 الحل

 الأحتمالات نجد أن: من نظرية  -1

𝐄(�̃�𝟏) = 𝐧𝟏𝐏𝟏 = 𝟏𝟎(𝟎. 𝟓) = 𝟓 

 

𝐄(�̃�𝟐) = 𝐧𝟐𝐏𝟐 = 𝟏𝟕(𝟎. 𝟏) = 𝟏. 𝟕 

 

 هذه الحالة على النحو:  ىف (𝟏)-(𝟓)  ىالمكافئ للنموذج الأحتمال ىيصبح النموذج اليقين و

                                  𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟗 𝐗𝟐 

                                   𝐒. 𝐓.     − 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟔 

(𝟔)                               𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟓 

(𝟕)                             𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟏. 𝟕 

                                      𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 
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 : ىالمكافئ على النحو التال ىالنموذج اليقينبحل النموذج أعلاه نجد أن حل  و

(𝟖)           𝐙∗ = 𝟑𝟖. 𝟕𝟏     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟓𝟕      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟑. 𝟖𝟔 

 

 هذه الحالة. ىف ىللنموذج اليقين ىيوضح الحل البيان ىالشكل التال و

 
 : يوضح الحل الأمثل (7-3شكل )

 

𝛄𝟏إذا كان  -2 ≥ 𝟎.  : ى يمكن صياغته على النحو التال (𝟑)رقم  ىالأحتمال، فإن القيد  𝟔𝟐

 

𝐏𝐫(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟔𝟐  
  
→    

𝟏 − 𝐅(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟏) ≥ 𝟎. 𝟔𝟐  
  
→   

𝐅(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟏) ≤ (𝟏 − 𝟎. 𝟔𝟐) = 𝟎. 𝟑𝟖  

 

 نجد أن:  (5)من جدول الأحتمالات التراكمية لتوزيع ذات الحدين بملحق  و

 

               ⎯→⎯=−+ −
  4(0.38)F1X X 2

1
21 

(𝟗)                                     5X X 2 21 + 
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𝛄𝟐بالمثل إذا فرضنا أن  = 𝟎.  فإن:  𝟖𝟒

P𝐫(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐) = 𝟎. 𝟖𝟒  
  
→     F(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) = 𝟎. 𝟖𝟒  

  
→   

 

(𝟏𝟎)                       𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 = 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟖𝟒)  
  
→  𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 = 𝟐 

 

يصبح (𝟏)-(𝟓) النموذج   ىعلى الترتيب ف  (𝟗),(𝟏𝟎)بالقيدين   (𝟑),(𝟒)بأستبدال القيدين   و

 :ى على النحو التال  (𝟏)-(𝟓)المكافئ للنموذج   ىالحل الأمثل للنموذج اليقين

 

(𝟏𝟏)                   𝐙∗ = 𝟏𝟖     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟐. 𝟎 

 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا .  ىالشكل  التال و

 

كثير  ىيمكن أستخدام توزيع بواسون أو التوزيع المعتاد كتقريب لتوزيع ذات الحدين ف ملحوظة:

 .[𝟏𝟓𝟏,12]  تتوافر فيها شروط التقريب ىمن الحالات الت

 
 يوضح الحل الأمثل  :(8-3شكل )
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 توزيع بواسون تتبع  �̃�𝐢  المعلمة (3-5)

   Poisson Distribution  ~ �̃�𝐢 
 

ودالة كثافة  𝛌متقطع يتبع توزيع بواسون بمعلمة   ىمتغير عشوائ �̃�𝐢إذا أعتبرنا المتغير 

 بحيث:  𝐟(�̃�𝐢)أحتمال 

𝐟(�̃�𝐢) =
𝐄𝐱𝐩{−𝛌} 𝛌�̃�𝐢

�̃�𝐢!
       ,      �̃�𝐢 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑,…… .                          (𝟑-𝟏𝟔) 

 : بالتالى فأن و

                        
𝐞−𝛌𝛌𝐣

𝐣!
 𝐄(�̃�𝐢) = 𝛌     ,     𝐅𝐢(𝐛

\) = ∑  𝐛\

𝐣=𝟎  

 

جزء من الجداول الإحصائية الخاصة بالدالة التراكمية للمتغير بواسون ( 6)كذلك يوجد بملحق رقم 

𝐅𝐢   كذلك الدالة العكسية لها𝐅𝐢
 .𝛄عند المستويات المختلفة لمستوى المأمونية     𝟏−

 

 : ىالتال  ىفإذا أعتبرنا القيد الأحتمال 

∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢  

 : ىعلى النحو التال ىفإنه يمكن إعادة صياغة القيد الأحتمال  𝛄𝐢عند مستوى المأمونية   و

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  

  
→  𝟏 − 𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 − 𝟏) = 𝛄𝐢  

  
→    

       

𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝟏) = 𝟏 − 𝛄𝐢  

  
→  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) + 𝟏  

 

الحصول على قيم   (6)حيث يمكن بأستخدام الجداول بملحق رقم  ىالقيد أعلاه قيد يقين  و

𝐅𝐢
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)  عند القيم المختلفة لـ𝛄𝐢 ىالمثال التال  ى، كما سوف نوضح ذلك ف. 

 

 

   (4-3مثال )

 

 : ى التالى الأحتمالأعتبر نموذج البرمجة 

(𝟏)                                𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟑 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 
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(𝟐)                              𝐒. 𝐓.     − 𝟔 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟐 

(𝟑)                             𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

(𝟒)                             𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐 

(𝟓)                              𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

,(�̃�𝟏) فإذا كان المتغيرين ( �̃�𝟐)   كل منهما يتبع توزيع بواسون بمعلمة𝛌𝟏 = 𝟔 , 𝛌𝟐 = 𝟐 

𝛄𝟏بأفتراض مستويات المأمونية  على الترتيب. و ≥ 𝟎. 𝟓𝟓𝟒𝟑 , 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. يمكن إعادة  𝟔𝟕𝟔𝟕

 : ىعلى النحو التال  (𝟑)صياغة القيد  

 𝟏 − 𝐅(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟏) ≥ 𝟎. 𝟓𝟓𝟒𝟑  
  
→    𝐅(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟏) ≤ 𝟎. 𝟒𝟒𝟓𝟕

  
→     

 

(𝟔)                           𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟒𝟒𝟓𝟕) + 𝟏 

𝛌من جدول الأحتمالات التراكمية لتوزيع بواسون عند  =  نجد أن:  𝟔

𝐅−𝟏(𝟎. 𝟒𝟒𝟓𝟕) = 𝟓 

 نجد أن:  (𝟔)الطرف الأيمن للقيد  ىبالتعويض ف 

 

𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟔 

 : ى على النحو التال ىإلى قيد يقين  (𝟒)بالمثل بالنسبة لتحويل القيد  

 

𝐏𝐫( 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟔𝟕𝟔𝟕  
  
→   𝐅( 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟔𝟕𝟔𝟕  

  
→    

(𝟕)                           𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟔𝟕𝟔𝟕) 

𝛌من جدول الأحتمالات التراكمية لتوزيع بواسون عند  و =  نجد أن:  𝟐

𝐅−𝟏(𝟎. 𝟔𝟕𝟔𝟕) = 𝟐 

 

.𝐅−𝟏(𝟎بـ  (𝟕)الطرف الأيمن للقيد   ىبالتعويض ف  و  نجد أن: (𝟔𝟕𝟔𝟕

(𝟖)                               𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟐 

 : ى على النحو التال (𝟏)-(𝟓)  ىالمكافئ للنموذج الأحتمال ى بالتالي يصبح النموذج اليقين  و

                                    𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟑 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 

                                    𝐒. 𝐓.     − 𝟔 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟐 

                                      𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟔 

                                      𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟐 

                                      𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 : ىبحل النموذج أعلاه نجد أن الحل الأمثل على النحو التال و
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𝐙∗ = 𝟐. 𝟎     ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎. 𝟎      ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟐. 𝟎 

 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا . ىالشكل التال و

 
 : يوضح الحل الأمثل (9-3شكل )



 
 

 �̃�𝐢  متقطعة  : القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية لثالثالباب اأمثلة تطبيقية                 ( 3-6)
 

 
 

105 

 

 

 Applied Examples                              ( أمثلة تطبيقية3-6)
 

 ( 1-3تطبيق ) 

 

قوم إحدى شركات إنتاج بعض المستحضرات الدوائية بإنتاج ثلاثة أنواع من أحد ت

ذلك من خلال خطى   عبوة( و1000)حيث الوحدة الواحدة من المنتج  A,B,Cالأدوية البديلة 

الوقت   كل خط بالساعات و ىيوضح الزمن المطلوب لكل وحدة ف  ىالجدول التال   . وI,IIإنتاج 

الساعات أيضا  كذلك ربح الوحدة الواحدة بالجنيه. فإذا كان الطلب المحلى  كل خط ب  ىالمتاح للعمل ف 

,𝛌𝟏الخارجي على كل بديل متغير يتبع توزيع بواسون بمعلمات  و 𝛌𝟐, 𝛌𝟑  .على الترتيب 

 
 ( 4-3جدول )

زمن الإنتاج  

 المتاح بالساعات 

الزمن المطلوب لإنتاج الوحدة الواحدة 

 خطوط الإنتاج  بالساعات 

C B A 

𝟔𝟎𝟎 𝟐 𝟑 𝟓 I 

𝟓𝟔𝟏 𝟓 𝟒 𝟑 II 

 𝛌𝟑 = 𝟐𝟎 𝛌𝟐 = 𝟏𝟖 𝛌𝟏 =  𝛌المعلمة   𝟏𝟓

 ربح الوحدة بالجنية 𝟐𝟎𝟎𝟎 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝟏𝟎𝟎𝟎 

 المطلوب

 .A,B,Cتحديد الطلب المتوقع من  -1

بحيث يكون الربح الكلي أكبر ما  A,B,Cيجب إنتاجها من  ىتحديد الكميات المثلى الت -2

 الحالات التالية:  ىيمكن ف 

 لطلب المتوقع. تساوى اإذا كانت الكميات المنتجة أكبر من أو  . أ

𝛄𝟏 إذا كانت الكميات المنتجة أقل من الكميات المطلوبة بأحتمالات .ب ≥ 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐 

  ،  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎  ،    𝛄𝟑 ≥ 𝟎.  على الترتيب.  A,B,Cمن المنتجات 𝟗𝟖

 (.2( ، )1قارن بين الحل في ) -3

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐, 𝐗𝟑 يجب إنتاجها من  ىتشير إلى الكميات التA,B,C   على

,�̃�𝟏الترتيب، كذلك أفتراض أن  �̃�𝟐, �̃�𝟑  تشير إلى الطلب على كل منA,B,C  . على الترتيب أيضا

 : ىفإنه يمكن صياغة المشكلة على النحو التال 
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,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐, 𝐗𝟑 تجعل  ىالت 

 

       𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑                 (𝟏) 

        𝐒. 𝐓.    𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≤ 𝟔𝟎𝟎                    (𝟐) 

        𝟑 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 ≤ 𝟓𝟔𝟏                    (𝟑) 

       𝐗𝟏 ≥ �̃�𝟏                                    (𝟒) 

      𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐                                    (𝟓) 

      𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟑                                    (𝟔) 

      𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎                                (𝟕) 

 

 ى: نجد أن توقعات الطلبات على النحو التال [6] الأحتمالات من نظرية

 

 𝐄(�̃�𝟑) = 𝛌𝟑 = 𝟐𝟎  ,  𝐄(�̃�𝟐) = 𝛌𝟐 = 𝟏 ,  𝐄(�̃�𝟏) = 𝛌𝟏 = 𝟏𝟓          (𝟖) 

 

يتحول النموذج  (8)  ىالمتوقعة ف بالقيم  (4)-(6)القيود   ىالطرف الأيمن ف  ىبالتعويض ف  و

المكافئ نموذج  ىنظرا  لأن النموذج اليقين مكافئ له. و ىإلى نموذج آخر يقين  (1)-(7) ىالأحتمال

يكون الحل الأمثل  برمجة خطية فإنه يمكن حله بأستخدام طريقة السمبلكس )أسلوب المرحلتين( و

 : ىعلى النحو التال 

 

(𝟗)        𝐙∗ = 𝟕𝟕, 𝟎𝟎𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟏𝟓    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟖    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟐𝟎 

 (. 7الحل التفصيلي بملحق رقم )  :ملحوظة

 

𝛄𝟏عند مستويات المأمونية   و -1 ≥ 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐  ,  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎  ,  𝛄𝟑 ≥ 𝟎. فإنه  𝟗𝟖

 : ى على النحو التال (4)-(6)يمكن إعادة صياغة القيود الأحتمالية 

𝐏𝐫(𝐗𝟏 ≥ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐   
  
→    F(𝐗𝟏) ≥ 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐 

  
→   

 

(𝟏𝟎)                        𝐗𝟏 ≥ 𝐅𝟏
−𝟏(𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐)   

  
→     𝐗𝟏 ≥ 𝟏𝟗 

 بالمثل:                   

(𝟏𝟏)                          𝐏𝐫(𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗   
  
→     𝐗𝟐 ≥ 𝟐𝟒 

(𝟏𝟐)                        𝐏𝐫(𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗𝟖   
  
→     𝐗𝟑 ≥ 𝟐𝟗 

 فيصبح الحل الأمثل للنموذج  (10)-(12)بالقيود اليقينية  (4)-(6)بأستبدال القيود الأحتمالية  و



 
 

 �̃�𝐢  متقطعة  : القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية لثالثالباب اأمثلة تطبيقية                 ( 3-6)
 

 
  

107 

 

 : ى هذه الحالة على النحو التال ىف   ىاليقين

 

(𝟏𝟑)         𝐙∗ = 𝟏𝟔𝟕, 𝟒𝟐𝟓   ,   𝐗𝟏
∗ = 𝟔𝟓. 𝟕𝟓   ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟖𝟗. 𝟕𝟓   ,   𝐗𝟑
∗ = 𝟐𝟗 

 

,�̃�𝟏( تم التعبير عن المتغيرات الأحتمالية  1) ىف  -2 �̃�𝟐, �̃�𝟑  بالقيم المتوقعة

𝐄(�̃�𝟏), 𝐄(�̃�𝟐), 𝐄(�̃�𝟑) هذه الحالة  ىف  (𝟔)-(𝟒)نجد أن أحتمالات تحقق القيود  و

 : ىعلى النحو التال 

 

(𝟏𝟒)              𝛄𝟏
∗ ≥ 𝟎. 𝟓𝟔𝟖𝟏   ,   𝛄𝟐

∗ ≥ 𝟎. 𝟓𝟔𝟐𝟐   ,   𝛄𝟑
∗ ≥ 𝟎. 𝟓𝟓𝟗𝟏 

 

(. أدى ذلك إلى الحصول على  (5))أستخدام جداول الدالة التراكمية لتوزيع بواسون بملحق رقم 

حيث زادت  (2)المطلوب   ىلكن ف  . و(9)في  كما هو موضح  ىالحل الأمثل للنموذج اليقين

 هذه الحالة على النحو:  ىف  (4)-(6)أحتمالات  تحقق القيود  

 

(𝟏𝟓)           𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐  ,  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎  ,  𝛄𝟑 ≥ 𝟎. 𝟗𝟖 

 

أن زيادة الحدود الدنيا لمستويات المأمونية أدى إلى زيادة قيم الدوال   (14),(15)يتضح من   و

𝐅𝟏التراكمية العكسية المناظرة  
−𝟏, 𝐅𝟐

−𝟏, 𝐅𝟑
من      ∗𝐙مما أدى إلى زيادة قيمة دالة الهدف   𝟏−

𝐙∗ = 𝟕𝟕, ∗𝐙إلى  𝟎𝟎𝟎 = 𝟏𝟔𝟕, 𝟒𝟐𝟓. 

 

 

 ( 2-3تطبيق ) 

  

أحد  ىف  ىمتكافئين لعلاج مرض الأورام بالعلاج الأشعاع متماثلين و يوجد جهازين مستقلين و 

 نفس الوقت(. ىيعمل الجهازين ف ى)أ  ىالمراكز الطبية، بحيث يعمل الجهازين على التواز

 

فإذا كان المرضى المترددين على المراكز للعلاج بالأشعاع المقيدين للعلاج يمثل متغير يتبع توزيع 

𝐧ذات الحدين بمعلمتين  = 𝟓𝟎  ,  𝐏 = 𝟎. فإذا كان زمن خدمة المريض الواحد يساوى . 𝟕

 تحديد أقصى عدد من المرضى الذين يمكن أن يتم  ىدقائق. فإذا كان متخذ القرار يرغب ف 10

  ىدقيقة(. فإذا كان متخذ القرار يرغب ف 420ساعات = 7متهم خلال يوم عمل )حيث يوم العمل خد

 تحديد أقصى عدد من المرضى الذين يمكن أن يتم خدمتهم خلال يوم عمل )حيث يوم العمل

 دقيقة(. 420ساعات = 7 
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 (10-3شكل )

  المطلوب

 صياغة نموذج برمجة أحتمالية مناسب يمثل المشكلة بحيث تحقق هدف متخذ القرار. -1

إلى   ىأستخدام القيمة المتوقعة لطلب العملاء على الخدمة لتحويل النموذج الأحتمال -2

 مكافئ.  ىنموذج يقين

 

𝛄مكافئ عند مستوى مأمونية   ىإلى نموذج يقين ىتحويل النموذج الأحتمال -3 ≤ 𝟎. 𝟗. 

 (. 3( ، )2) ىقارن بين الحل ف -4

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐  على   ىالثان الجهازين الأول و ىعدد المرضى الذين يتم خدمتهم ف

 عدد المرضى الذين يصلون إلى المركز خلال يوم العمل. ىه �̃�الترتيب، كذلك  
 

 : ىيمكن صياغة المشكلة كنموذج برمجة أحتمالية على النحو التال  ىبالتال و

 

(𝟏)                          𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 

(𝟐)                    𝐒. 𝐓.      𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟐𝟎 

(𝟑)                        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 > �̃� 

(𝟒)                        𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

𝐧متغير يتبع توزيع ذات الحدين بمعلمتين   �̃�بما أن   -1 = 𝟓𝟎  ,  𝐏 = 𝟎. من نظرية   ،𝟕

 نجد أن: الأحتمالات

 

 الجهاز الأول
 

الثانيالجهاز   
 

 المرضى
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𝐄(�̃�)مريض  = 𝐧𝐏 = 𝟓𝟎(𝟎. 𝟕) = 𝟑𝟓 

 

 : ىعلى النحو التال ىيصبح النموذج اليقين و

                                𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 

                        𝐒. 𝐓.     𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟐𝟎 

(𝟓)                      𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 > 𝟑𝟓 

                              𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

                                𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

 : ى هذه الحالة على النحو التال ىبحل النموذج نجد أن الحل الأمثل ف  و

 

(𝟔)                     𝐙∗ = 𝟒𝟐   ,   𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟏   ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟐𝟏 

 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا . ىالشكل التال و

 
 (11-3شكل )
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𝛄بحيث   𝛄عند مستوى المأمونية   -2 ≤ 𝟎. على   (𝟑)فإنه يمكن إعادة صياغة القيد   𝟗

 : ىالتالالنحو 

 

𝐏𝐫(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 > �̃�) ≤ 𝟎. 𝟗   
  
→     𝟏 − 𝐅(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≤ 𝟎. 𝟗   

  
→   

(𝟕)             𝐅(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟏   
  
→     𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) 

𝐧عند   و (5)من جدول الأحتمالات التراكمية بملحق رقم  و = 𝟓𝟎  ,  𝐏 = 𝟎.  نجد أن:  𝟕

(𝟖)                               𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) ≈ 𝟏𝟎 

 نجد أن: (𝟖) ىبالطرف الأيمن ف  (𝟕)القيد   ىبأستبدال الطرف الأيمن ف  و

 (𝟗)                               𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 > 𝟏𝟎 

نجد أن الحل   ى، ثم حل النموذج اليقين(𝟗)  ىف ىبالقيد اليقين (𝟑) ىف ىباستبدال القيد الأحتمال  و

 : ىالأمثل على النحو التال 

(𝟏𝟎)                  𝐙∗ = 𝟒𝟐   ,   𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟏   ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟐𝟏 

 الشكل التالي يوضح الحل بيانيا . و

 
 (12-3شكل )
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 ( 3-3تطبيق ) 

 

من المخبوزات من   A,B,Cيقوم أحد المخابز بأحدى المحافظات بإنتاج ثلاثة أنواع  

يوضح ما تتطلبه إنتاج الوحدة   ىالجدول التال . وىعلى التوال I,IIالدقيق من خلال خطى إنتاج 

. كذلك I,IIكل خط من خطى الإنتاج  ىقطعة( من كل نوع ف 1000الواحدة )الوحدة الواحدة تساوى 

 30 ,25 ,20كيلوجرام بحيث تتطلب إنتاج الوحدة الواحدة  1500من الدقيق  ىومالمتاح الي

 على الترتيب. A, B, Cكيلوجرام من 
 

 ( 6-3جدول )

 المتاح
 المنتج الزمن المطلوب لإنتاج الوحدة بالدقائق 

 C B A خطوط الإنتاج 

 I 𝟑𝟎 𝟒𝟎 𝟓𝟎 𝟏𝟖ساعة 

 II 𝟓𝟎 𝟔𝟎 𝟖𝟎 𝟐𝟎ساعة 

 𝟖𝟎 𝟕𝟎 𝟓𝟎 
ربح الوحدة الواحدة  

 بالجنية

 

    يتبع توزيع بواسون بمعلمة �̃�𝟏 ىمعا  يمثل متغير عشوائ A,Bفإذا كان الطلب على 

𝛌𝟏 =  يتبع توزيع بواسون أيضا   �̃�𝟐 ىيمثل متغير عشوائ  C، كذلك أقل طلب على النوع  𝟐𝟎

𝛌𝟐بمعلمة    = 𝟔. 

 

بحيث يكون ربح المخبز  A,B,Cيجب إنتاجها من  ىتحديد الكميات الت ىيرغب متخذ القرار ف و

 أكبر ما يمكن. 

 

 المطلوب

 صياغة المشكلة كنموذج برمجة أحتمالية. -1

 . ىعند القيم المتوقعة للطلب الأحتمال ىإلى نموذج يقين ىحول النموذج الأحتمال -2

مكافئ عند   ىإلى نموذج يقين ى( حول النموذج الأحتمالCCPبأستخدام أسلوب ) -3

𝛄𝟏مستويات مأمونية   ≤ 𝟎. 𝟖   ,   𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗. 

 (. 3( ، )2) ىقارن بين الحل ف -4

 

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐, 𝐗𝟑 يجب إنتاجها من  ىهي عدد الوحدات التA,B,C   على

 الترتيب. 
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 : ى يمكن صياغة المشكلة على النحو التال ىبالتال -1

,𝐗𝟏أوجد قيم   𝐗𝟐, 𝐗𝟑 تعظم دالة الهدف  ىالتZ: 

 

(𝟏)                  𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓𝟎 𝐗𝟏 + 𝟕𝟎 𝐗𝟐 + 𝟖𝟎 𝐗𝟑 

(𝟐)                  𝐒. 𝐓.       𝟐𝟎 𝐗𝟏 + 𝟐𝟓 𝐗𝟐 + 𝟑𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟓𝟎𝟎 

(𝟑)                   𝟑𝟎 𝐗𝟏 + 𝟒𝟎 𝐗𝟐 + 𝟓𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟎𝟖𝟎 

(𝟒)                   𝟓𝟎 𝐗𝟏 + 𝟔𝟎 𝐗𝟐 + 𝟖𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟐𝟎𝟎 

(𝟓)                                     𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 < �̃�𝟏 

(𝟔)                                            𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟐 

(𝟕)                                    𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 

,�̃�𝟏أن   بما -2 �̃�𝟐 الأحصائيةنظرية المن  متغيرين كل منهما يتبع توزيع بواسون، و 

 نجد أن: 

(𝟖)                  𝐄(�̃�𝟏) = 𝛌𝟏 = 𝟐𝟎   ,   𝐄(�̃�𝟐) = 𝛌𝟐 = 𝟔 

 

 على النحو:  (𝟓),(𝟔)يمكن إعادة صياغة القيدين  ىبالتال و

 

(𝟗)                              𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟎 

(𝟏𝟎)                              𝐗𝟑 ≥ 𝟔 

  و ىالنموذج أعلاه، يصبح النموذج يقين ىف  (𝟗),(𝟏𝟎)بـ  (𝟓),(𝟔)بأستبدال القيود الأحتمالية  و

 : ى بحله بأستخدام أسلوب السمبلكس يكون الحل الأمثل على النحو التال

 

(𝟏𝟏)      𝐙∗ = 𝟏𝟑𝟐𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟎    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟐    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟔 

 

𝛄𝟏إذا أعتبرنا  -3 ≤ 𝟎. 𝟖   ,   𝛄𝟐 ≥ 𝟎. إلى  (𝟓),(𝟔)فإنه يمكن تحويل القيدين   𝟗

 : ىقيود يقينية على النحو التال

 

𝐏𝐫(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 < �̃�𝟏) > 𝟎. 𝟖   
  
→     𝟏 − 𝐅(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≤ 𝟎. 𝟖  

  
→   

𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟐)   
  
→   

 نجد أن: (6)من ملحق رقم  و

 

(𝟏𝟐)                             𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟓 

 بالمثل: 

  ىقيود الوقت ف
 خطوط الإنتاج 

الطلب  قيود  

 قيد الدقيق 
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𝐏𝐫(𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗   
  
→     𝐅(𝐗𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗  

  
→   

(𝟏𝟑)                        𝐗𝟑 ≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟗)   
  
→     𝐗𝟑 ≥ 𝟗 

 

 (𝟏)-(𝟕)النموذج  ىف  (𝟏𝟐),(𝟏𝟑)بالقيدين اليقينيين   (𝟓),(𝟔)بأستبدال القيدين الأحتماليين   و

 : ىهذه الحالة على النحو التال  ىنجد أن الحل الأمثل ف 

 

(𝟏𝟒)       𝐙∗ = 𝟏𝟐𝟖𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟎    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟖    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟗 

 

 (.3( ، )2) ىيوضح المقارنة بين الحلين المطلوبين ف ىالجدول التال و

 
 ( 7-3جدول )

 الحالة  مستويات المأمونية  الحل 

𝐙∗ = 𝟏𝟑𝟐𝟎 ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟎 , 𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟐 , 𝐗𝟑
∗ = 𝟔 𝛄𝟏 ≤ 𝟎. 𝟒𝟒𝟏 , 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟔𝟎𝟔 (2 ) 

𝐙∗ = 𝟏𝟐𝟖𝟎 , 𝐗𝟏
∗ = 𝟎 ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟖 , 𝐗𝟑
∗ = 𝟗 𝛄𝟏 ≤ 𝟎. 𝟖 , 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗 (3 ) 

 

أدى إلى تراجع القيمة  𝛄𝟐كذلك الحد الأدنى لـ  𝛄𝟏من الجدول يتضح أن زيادة الحد الأعلى لـ   و

 . (8)للتطبيق بملحق   ىالتفصيلالحل  , وZلـ  ىالمثل

 

 ( 4-3تطبيق ) 

 

  ىبحيث يدخل ف A,B,C,Dأنواع من الوجبات السريعة  4تقوم إحدى المطاعم بإنتاج  

 الجدول  . و  I, II, IIIكل وجبة ثلاثة أنواع من المكونات الرئيسية، البروتين، الخضروات، الدقيق 

 

  ىالنسبة المئوية للمكون ف  يوضح الكميات اليومية المتاحة بالكيلوجرام من كل مكون، و ىالتال 

الوحدة الواحدة من كل وجبه، كذلك سعر بيع الوحدة الواحدة بالجنيه، حيث أن وزن كل وجبة 

 يساوى كيلوجرام واحد. 

يؤول إلى التوزيع المعتاد   �̃�𝟏 ىمعا  يمثل متغير عشوائ A,Bفإذا كان حجم الطلب على المنتجات 

𝛍𝟏بتوقع   = 𝛔𝟏  ىأنحراف معيار و 𝟐𝟐𝟎 = إلى  C,D. كذلك يؤول الطلب على المنتجات  𝟏𝟎

𝛍𝟐بتوقع  �̃�𝟐التوزيع المعتاد   = 𝛔𝟐 ىأنحراف معيار و 𝟐𝟓𝟎 = 𝟏𝟓. 
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 ( 8-3جدول )

الكميات اليومية  

 بالكيلوجرام 

المئوية )%( المطلوبة من كل مكون لإنتاج  النسبة 

 المكونات الوحدة الواحدة من كل وجبة )نسبة المكون( 

D C B A 

𝟏𝟎𝟎 𝟑𝟖 𝟑𝟑 𝟐𝟕 𝟏𝟓 I  بروتين 

𝟏𝟐𝟎 𝟐𝟎 𝟐𝟕 𝟏𝟑 𝟑𝟓 II خضروات 

𝟑𝟎𝟎 𝟒𝟐 𝟒𝟎 𝟔𝟎 𝟓𝟎 III دقيق 

 𝟏𝟐𝟎 𝟏𝟎𝟎 𝟗𝟎 𝟕𝟎 
الوحدة  سعر بيع 

 بالجنية

 

يجب إنتاجها من كل نوع بحيث تكون   ىالمطعم تحديد عدد الوجبات الت  ىيرغب متخذ القرار ف و

 الحالتين التاليتين:  ىالإيرادات أكبر ما يمكن ف 

 

 عندما يكون الطلب على كل نوع يساوى الطلب المتوقع. -1

𝛄𝟏عند مستوى مأمونية  CCPأستخدام أسلوب  -2 ≤ 𝟎. 𝟗  ,  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟓 

 لحلا

,𝐗𝟏ذا فرضنا أن إ 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐗𝟒 يجب إنتاجها  ىعدد الوجبات الت ىه 

 

 اليوم، حيث:  ىعلى الترتيب ف A,B,C,Dمن  

𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐗𝟒 ≥ 𝟎 

 : ىهذه الحالة على النحو التال   ىف  ىيصبح النموذج الأحتمال و

 

(𝟏)                 𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟕𝟎 𝐗𝟏 + 𝟗𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎 𝐗𝟑 + 𝟏𝟐𝟎 𝐗𝟒 

(𝟐)    𝐒. 𝐓.   𝟎. 𝟏𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟐𝟕 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟑𝟑 𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟑𝟖 𝐗𝟒 ≤ 𝟏𝟎𝟎 

(𝟑)    𝟎. 𝟑𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟏𝟑 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟐𝟕 𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟐𝟎 𝐗𝟒 ≤ 𝟏𝟐𝟎 

(𝟒)    𝟎. 𝟓𝟓 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟔𝟎 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟒𝟎 𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟒𝟐 𝐗𝟒 ≤ 𝟑𝟎𝟎 

(𝟓)                                      𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

(𝟔)                                     𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 ≤ �̃�𝟐 

(𝟕)                                    𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐗𝟒 ≥ 𝟎 

 بما أن: -1

𝐄(�̃�𝟐) = 𝟐𝟓𝟎   ,  Var(�̃�𝟐) = 𝟐𝟐𝟓, 𝐄(�̃�𝟏) = 𝟐𝟐𝟎   ,  Var(�̃�𝟏) = 𝟏𝟎𝟎   

 

 بالقيدين اليقينيين التاليين:  (5),(6)يمكن أستبدال القيدين الأحتماليين  ىبالتال و
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(𝟖)                                    𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟐𝟎 

(𝟗)                                    𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 ≤ 𝟐𝟓𝟎 

 

   integer programming [𝟏𝟗𝟗]بأحد طرق البرمجة الصحيحة  ىبحل النموذج اليقين و

 :Tora [11]بأستخدام حزمة  و

 

𝐙∗ = 𝟑𝟔𝟓𝟒𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟏𝟗    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟏    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟎    ,    𝐗𝟒

∗ = 𝟏𝟕𝟔 

 

 : ى على النحو التال ىتحويله إلى قيد يقين و (𝟓)يمكن إعادة صياغة القيد   -2

𝐏𝐫(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) ≤ 𝟎. 𝟗
  
→   

 

  P𝐫 (
𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
≤ 𝐙) ≤ 𝟎. 𝟗 

  
→   

 

𝟏 − 𝐅 (
𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
) ≤ 𝟎. 𝟗 

  
→   

 

𝐅 (
𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
) ≥ 𝟎. 𝟏 

  
→   

𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟐𝟐𝟎

𝟏𝟎
≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) 

 

 نجد أن: (2)باستخدام ملحق رقم  و

 

(𝟏𝟎)              𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) = −𝟏. 𝟐𝟖  
  
→  𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟐𝟎𝟕. 𝟐 

 

 (𝟔)بالمثل لتحويل القيد 

 

𝐏𝐫(𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟓  
  
→    𝐏𝐫 (

𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎

𝟏𝟓
≤ 𝐙) ≥ 𝟎. 𝟓   

  
→   

 

𝟏 − 𝐅(
𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎

𝟏𝟓
) ≥ 𝟎. 𝟓  

  
→     𝐅 (

𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎

𝟏𝟓
) ≤ 𝟎. 𝟓

  
→   

 
𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 − 𝟐𝟓𝟎

𝟏𝟓
≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟓) 
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 أيضا  نجد أن: ( 2)باستخدام ملحق رقم  و

 

(𝟏𝟏)              𝐅−𝟏(𝟎. 𝟓) = 𝟎  
  
→  𝐗𝟑 + 𝐗𝟒 ≤ 𝟐𝟓𝟎 

 

النموذج  ىف  (𝟓),(𝟔)بدلا  من القيدين الأحتماليين   (𝟏𝟎),(𝟏𝟏)بأحلال القيدين اليقينيين   و

 : ىالنحو التال بأستخدام أسلوب البرمجة الصحيحة أيضا  نجد أن الحل الأمثل على  و (𝟏)-(𝟕)

 

𝐙∗ = 𝟑𝟖, 𝟒𝟗𝟎    ,  𝐗𝟏
∗ = 𝟐𝟓𝟖    ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟐𝟐𝟕    ,  𝐗𝟑
∗ = 𝟎    ,  𝐗𝟒

∗ = 𝟎 
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 Exercises                                                 ( تمرينات 3-7)
 

(3-1 ) 

 

مكافئ   ىكل منهم إلى نموذج يقين convertحول  –أعتبر نماذج البرمجة الأحتمالية التالية 

، ثم حل النموذج  ىالمناظرة للقيد الأحتمال 𝛄𝐢( عند مستويات المأمونية  CCP)أسلوب بأستخدام 

 بأستخدام الأسلوب المناسب. ىاليقين

               𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟔 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 − 𝟒 𝐗𝟏 𝐗𝟐 − 𝟐 𝐗𝟏
𝟐 − 𝟑 𝐗𝟐

𝟐 

                                𝐒. 𝐓.    𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏       ,     𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟗 

                                                      𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 ≤ 𝟒 

                                                       𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

𝛌متغير يتبع توزيع بواسون بمعلمة   �̃�𝟏حيث  = 𝟏. 

 .strictly concave  [𝟏𝟗𝟑]أثبت أن دالة الهدف دالة شديدة التقعر  . أ

 المكافئ بأحد أساليب البرمجة غير الخطية.  ىحل النموذج اليقين .ب

 

(3-2 ) 

 واحد )و ىشركات إنتاج تجميع مكونات إنتاج منتج معين بإنتاج منتج نهائ إحدىتقوم 

 تور، جسم وبرنامج( من خلال تجميع الوحدات المكونة للغسالة )م20لتكن الغسالة الأتوماتيك 

أجزاء   3الغسالة، المكونات الكهربائية( حيث تتكون الوحدة الواحدة من هذا المنتج )الغسالة( من 

وحدات من المكونات  3تقوم الشركة من خلال خط تجميع واحد بتجميع  المختلفة السابقة. و

 . ىالمختلفة لتكوين وحدة واحدة من المنتج النهائ

كل قسم من أقسام الإنتاج كذلك  ى متاحة أسبوعيا  ف يوضح عدد ساعات العمل ال ىالجدول التال و

 كل خط.  ىعدد الساعات المطلوبة لتجميع الأجزاء الثلاثة ف 
 ( 9-3جدول )

عدد ساعات  

العمل المتاحة  

 أسبوعيا  

عدد الوحدات التي يتم إنتاجها من كل مكون في الساعة  

 )معدلات الإنتاج(
 القسم

المكون   Cمكون 

 ى الكهربائ 

جسم  Bمكون 

 الغسالة
 توروالم Aمكون 

𝟏𝟎𝟎 𝟒 𝟗 𝟔 I 

𝟏𝟐𝟎 𝟏𝟎 𝟓 𝟖 II 
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كل قسم من أقسام الإنتاج بحيث  ىتهدف الشركة إلى تحديد عدد ساعات العمل الأسبوعية ف  و

أكبر ما يمكن. أو بعبارة أخرى أن تكون عدد   ىتكون عدد الوحدات المنتجة من المنتج النهائ

 جزء أو أكثر أقل ما يمكن.  ىالوحدات غير المجمعة نتيجة وجود عجز ف 

𝛌يتبع توزيع بواسون بمعلمة   ىيمثل متغير عشوائ ىعلما  بأن الطلب على المنتج النهائ = 𝟐𝟎  

 

 المطلوب

 

 صياغة المشكلة كنموذج برمجة أحتمالية مناسب.  -1

𝛄مكافئ عند مستويات المأمونية   ىإلى نموذج يقين ىتحويل النموذج الأحتمال -2 = 𝟎. 𝟗𝟓    

،    𝛄 ≥ 𝟎. 𝟗    ،𝛄 ≥ 𝟎. 𝟖. 

 ثم عقب على الحل.  –حل النماذج اليقينية المكافئة  -3

 

(3-3  ) 

 

 الحالات التالية: ىالتالية إلى قيود يقينية عند مستوى المأمونية المناظر ف حول القيود الأحتمالية 

 

𝐏متغير يتبع التوزيع الهندسى بمعلمة   �̃�إذا كان  -1 = 𝟎. 𝟕 

                                𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝐗𝟑 ≤ �̃�   
  
→     𝛄 ≥ 𝟎. 𝟗 

 

𝛌متغير يتبع توزيع بواسون بمعلمة   �̃�إذا كان  -2 = 𝟓 

                                     𝟑 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≤ �̃�   
  
→     𝛄 ≥ 𝟎. 𝟖 

𝛍متغير يتبع التوزيع المعتاد بــ �̃�إذا كان  -3 = 𝟏𝟎  ,  𝛔 = 𝟐     

                                     𝟐 𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≤ �̃�   
  
→     𝛄 ≥ 𝟎. 𝟔 

 

(3-4 ) 

𝐏بمعلمة  ىيتبع التوزيع الهندس ىمتغير عشوائ �̃�إذا فرضنا أن  = 𝟎.  ، أوجد:  𝟐

 

 .�̃�دالة التوزيع التراكمية للمتغير  . أ

 : ىالتال  ىأعتبر القيد الأحتمال  .ب

𝟓 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 − 𝟔 𝐗𝟑 ≤ �̃� 
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مكافئ عند مستوى   ىأعلاه إلى قيد يقين ى( حول القيد الأحتمالCCPبأستخدام أسلوب )

𝛄المأمونية   ≥ 𝟎. 𝟗  ،𝛄 ≥ 𝟎. 𝟖   ،𝛄 ≥ 𝟎. 𝟕  ،𝛄 ≥ 𝟎. 𝟔 . 

 

 أعتبر القيد الأحتمالي التالي:  . ج

𝟐 𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 + 𝟑 𝐗𝟑 ≥ �̃� 

𝛄مكافئ بمستوى مأمونية  ىإلى آخر قيد يقين ىحول القيد الأحتمال  ≥ 𝟎. 𝟓. 

 

(3-5 ) 

 

 : ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الأحتمال

 

                                             𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 

                                        𝐒. 𝐓.     𝟎.3 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

                                        𝟏.8 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟗 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐    

 

                                              𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

,�̃�𝟏فإذا كان كل من  �̃�𝟐  :متغيرين عشوائيين مستقلين كل منها يتبع التوزيع المنتظم بحيث 

 

𝐟(�̃�𝟏) =
𝟏

𝟏𝟎 
            ,     �̃�𝟏 = 𝟏, 𝟐,…… , 𝟏𝟎 

 

𝐟(�̃�𝟐) =
𝟐

𝟏𝟎
             ,     �̃�𝟐 = 𝟐, 𝟒, 𝟔, 𝟖, 𝟏𝟎 

𝛄𝟏مكافئ عند  ىإلى نموذج آخر يقين ىحول النموذج الأحتمال ≥ 𝟎. 𝟖 , 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. ثم حل   𝟖

 . ىالنموذج اليقين

 

(3-6 ) 

 

 : ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الأحتمال

 

                                          𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 

                                         𝐒. 𝐓.    − 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟏 

                                          𝟒 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 
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                                         𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐 

                                            𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

,�̃�𝟏 حيث كل من �̃�𝟐 متغيران مستقلين كل منها يتبع توزيع ذات الحدين بمعلمات 

( 𝐧𝟏 = 𝟖 , 𝐏𝟏 = 𝟎. 𝟔 )،( 𝐧𝟐 = 𝟏𝟎 , 𝐏𝟐 = 𝟎.  على الترتيب. أوجد: ( 𝟐

 

,�̃�𝟏الدالة التراكمية لكل من   -1 �̃�𝟐. 

𝛄𝟏عند مستوى مأمونية   -2 ≥ 𝟎. 𝟓  ,  𝛄𝟐 ≥ 𝟎.  ىحول النموذج الأحتمال 𝟔

 مكافئ.  ىإلى آخر يقين 

 

(3-7 ) 

 

,�̃�𝟏إذا فرضنا أن  �̃�𝟐 متغيرات عشوائية مستقلة كل منها يتبع توزيع بواسون بمعلمة   

 

         𝛌𝟏 = 𝟓 , 𝛌𝟐 = 𝟑. 

,�̃�𝟏أوجد الدالة التراكمية لكل من   -أ �̃�𝟐 .ثم أوجد الدالة التراكمية العكسية لكل متغير 

 أعتبر القيود الأحتمالية التالية:  -ب

 

𝟓 𝐗𝟏 − 𝟒 𝐗𝟐 + 𝟕𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟏 

𝟐 𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟐 − 𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟐 

 

                          حول القيود الأحتمالية أعلاه إلى قيود يقينية مكافئة عند مستوى مأمونية

𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟗 , 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟖. 

 

(3-8 ) 

 

 : أعتبر نماذج البرمجة الأحتمالية التالية

( عند  CCPمكافئ بأستخدام أسلوب ) ىكل منهم إلى نموذج يقين convertحول 

بأستخدام الأسلوب  ى، ثم حل النموذج اليقينىالمناظرة للقيد الأحتمال 𝛄𝐢مستويات المأمونية  

 المناسب.

 

                                                 𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐           )  𝟏 

                              𝐒. 𝐓.   𝟓 𝐗𝟏 + 𝟕 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏       ,     𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟗 

                                                      𝟖 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≥ 𝟑𝟐 
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                                                          𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

𝛍متغير يتبع التوزيع المعتاد بتوقع   �̃�𝟏حيث  = 𝛔 ىأنحراف معيار و 𝟑𝟐 = 𝟑 . 

 

                                          𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑       ) 𝟐 

                                          𝐒. 𝐓.     𝟒 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝟑 𝐗𝟑 ≤ 𝟐𝟎 

                    𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏       ,    𝛄𝟏 > 𝟎. 𝟖 

                   𝟐𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟐       ,    𝛄𝟐 < 𝟎. 𝟗 

                                           𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 

𝛌متغير يتبع التوزيع الأسى بمعلمة   �̃�𝟏حيث  = متغير يتبع التوزيع المعتاد بتوقع   �̃�𝟐، كذلك 𝟏𝟓

𝛍 = 𝛔 ىأنحراف معيار و 𝟐𝟎 = 𝟓. 

 

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟔 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 − 𝟒 𝐗𝟏 𝐗𝟐 − 𝟐 𝐗𝟏
𝟐 − 𝟑 𝐗𝟐

𝟐) 𝟑 

                         𝐒. 𝐓.        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏       ,     𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟗 

                                                  𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 ≤ 𝟒 

                                                     𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

𝛌متغير يتبع توزيع الأسى العام بمعلمات   �̃�𝟏حيث  = 𝟓, 𝛍 = 𝟏𝟎, 𝛂 = 𝟐 . 

 

 . حول النموذج الأحتمالى إلى نموذج يقينى مكافئ . أ

 . الملائمةوذج اليقيني المكافئ بأحد أساليب البرمجة حل النم .ب

 

(3-9 ) 

 

 و)واحد  ىتقوم أحدى شركات إنتاج تجميع مكونات إنتاج منتج معين بإنتاج منتج نهائ 

تور، جسم وبرنامج( من خلال تجميع الوحدات المكونة للغسالة )م20لتكن الغسالة الأتوماتيك 

أجزاء   3الغسالة، المكونات الكهربائية( حيث تتكون الوحدة الواحدة من هذا المنتج )الغسالة( من 

وحدات من المكونات  3تقوم الشركة من خلال خط تجميع واحد بتجميع  المختلفة السابقة. و

 المختلفة لتكوين وحدة واحدة من المنتج النهائي.

 

كل قسم من أقسام الإنتاج كذلك  ى ت العمل المتاحة أسبوعيا  ف يوضح عدد ساعا ىالجدول التال و

 كل خط.  ىعدد الساعات المطلوبة لتجميع الأجزاء الثلاثة ف 
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 ( 10-3جدول )

عدد ساعات  

العمل المتاحة  

 أسبوعيا  

عدد الوحدات التي يتم إنتاجها من كل مكون في الساعة  

 )معدلات الإنتاج(
 القسم

المكون   Cمكون 

 الكهربائي 

جسم  Bمكون 

 الغسالة
 الماتور Aمكون 

𝟏𝟎𝟎 𝟒 𝟗 𝟔 I 

𝟏𝟐𝟎 𝟏𝟎 𝟓 𝟖 II 

 

كل قسم من أقسام الإنتاج بحيث  ىتهدف الشركة إلى تحديد عدد ساعات العمل الأسبوعية ف  و

 أكبر ما يمكن. أو بعبارة أخرى أن تكون عدد   ىتكون عدد الوحدات المنتجة من المنتج النهائ

 الوحدات غير المجمعة نتيجة وجود عجز في جزء أو أكثر أقل ما يمكن. 

.يتبع توزيع بواسون بمعلمة   ىيمثل متغير عشوائ ىعلما  بأن الطلب على المنتج النهائ 𝛌 = 𝟐𝟎  

 

 المطلوب  

 

 صياغة المشكلة كنموذج برمجة أحتمالية مناسب.  -1

             إلى نموذج يقيني مكافئ عند مستويات المأمونية ىتحويل النموذج الأحتمال -2

𝛄 = 𝟎. 𝟗𝟓 ، 𝛄 ≥ 𝟎. 𝟗   ،𝛄 ≥ 𝟎. 𝟖. 

 ثم عقب على الحل.  –حل النماذج اليقينية المكافئة  -3

 

(3-10 ) 

 

متغير يتبع   �̃�𝟏مكافئ إذا كان   ىإلى نموذج يقين ىالتال ىحول النموذج الأحتمال -1

    متغير يؤول إلى التوزيع المعتاد بتوقع �̃�𝟐كذلك  𝟐توزيع جاما بدرجات حرية 

𝛍 = 𝛔 ىأنحراف معيار ، و 𝟓 = 𝟏 . 

 

 

 

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 

                          𝐏𝐫(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟖𝟔 

                          𝐏𝐫(𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟕𝟓 



 
 

 �̃�𝐢  متقطعة  : القيود الأحتمالية بمعلمات عشوائية لثالثالباب اتمرينات                       ( 3-7)
 

 
  

123 

 

                                       𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 حل النموذج اليقيني المكافئ.  -2

 

(3-11 ) 

 

تتبع التوزيع المعتاد   �̃�𝟏بأفتراض أن  (، و10-3تمرين ) ىف  ىأعتبر النموذج الأحتمال

𝛍𝟏    بتوقع = 𝛔𝟏وتباين   𝟐
𝟐 = 𝛄𝟏عند مستوى مأمونية   𝟏 ≥ 𝟎. 𝟗 ، 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. حول  𝟖

 مكافئ ثم أوجد الحل الأمثل. ىإلى نموذج يقين ىالنموذج الأحتمال

 

(3-21 ) 

 

 nالمأمونية المناظر فحول القيود الأحتمالية التالية إلى قيود يقينية عند مستوى 

 الحالات التالية:

𝐏بمعلمة   ىمتغير يتبع التوزيع الهندس �̃�إذا كان  -1 = 𝟎. 𝟕 

𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝐗𝟑 ≤ �̃�   
  
→     𝛄 ≥ 𝟎. 𝟗 

 

𝛌متغير يتبع توزيع بواسون بمعلمة   �̃�إذا كان  -2 = 𝟓 

𝟑 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≤ �̃�   
  
→     𝛄 ≥ 𝟎. 𝟖 

 

𝛍متغير يتبع التوزيع المعتاد بـــ �̃�إذا كان  -3 = 𝟏𝟎  ,  𝛔 = 𝟐 

𝟐 𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≤ �̃�   
  
→     𝛄 ≥ 𝟎. 𝟔 
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 Introduction                                               ( مقدمة4-1)
 

   واحدة الباب القيود الاحتمالية عندما يحتوى القيد الواحد معلمة عشوائية يتناول هذا 

�̃�𝐢𝐤  .فى الطرف الأيسر للقيد 

 

الأحتمالية الأحادية مثل  تايعتتبع بعض التوز  �̃�𝐢𝐤القيود الأحتمالية عندما   تناولنحيث  

الاسى العام، المعتاد و تحويل هذه القيود إلى قيود يقينية مكافئة فى هذه التوزيع المنتظم، الأسى، 

 الحالات.

 

أو جاما،   𝛘𝟐تتبع  توزيعات أخرى مثل   �̃�𝐢𝐤كذلك الأشارة إلى بعض الحالات عندما   

 . يةساليب التقريبالأجأ فى بعض الحالات إلى يكون التحويل إلى قيد يقينى أكثر تعقيدا  و نل

 

الأساليب التى سوف تقدم فى بأستخدام  البابكذلك يمكن تحويل هذه القيود فى هذا  

 . تعددةمكحالات خاصة من التوزيعات الثنائية و ال 7،6البابين 

 

التى سوف كذلك الحالات المقدمة فى هذا الباب تعتبر أيضا  حالات خاصة من الحالات  

 . 7،6فى الباب  تقدم

 

 هذا بالإضافة إلى تقديم بعض الأمثلة التطبيقية و بعض التمرينات. 



 
القيود الأحتمالية بمعلمات : الرابعالباب                     تتبع التوزيع المنتظم �̃�𝐢𝐤 المعلمة (4-2)

 �̃�𝐢𝐤عشوائية أحادية التوزيع 
 

 
 

127 

 

 

 تتبع التوزيع المنتظم  �̃�𝐢𝐤  المعلمة (4-2)

  Uniform Distribution  ~ �̃�𝐢𝐤 
 

 ى أعتبرنا القيد الاحتمال  إذا 

 𝐏𝐫 {∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 + �̃�𝐢𝐤𝐱𝐤 ≤ 𝐛𝐢
𝐧
𝐣=𝐢        
𝐣≠𝐤�̃�𝐢𝐤 

} ≥ 𝛄𝐢                        (𝟒-𝟏)   

 

على الترتيب   𝐅𝐢,  𝐟𝐢(�̃�𝐢𝐤)  هى  �̃�𝐢𝐤 و دالة التوزيع التراكمية للمتغير البحيث دالة كثافة الأحتم

 على النحو التالى 

𝐟(�̃�𝐢𝐤) =
𝟏

𝐛 − 𝐚
   ,        𝐚 ≤ �̃�𝐢𝐤 ≤ 𝐛                               (𝟒-𝟐) 

                

𝐅(𝐭) = ∫  
𝟏

𝐛 − 𝐚

𝐭

�̃�

  𝐝�̃�𝐢𝐤 =
𝐭 − 𝐚

𝐛 − 𝐚
 ,        𝐚 < 𝐭 < 𝐛                 (𝟒-𝟑) 

 على النحو التالى:  (𝟏-𝟒)يمكن أعادة كتابة القيد    

𝐏𝐫 {�̃�𝐢𝐤 ≤ 

𝐛𝐢 –  ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐢   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
} ≥ 𝛄𝐢 

   القيمة عند  �̃�𝐢𝐤و الطرف الايسر أعلاه هو دالة التوزيع التراكمية للمتغير  

(

𝐛𝐢 – ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐢   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
) 

   لقيد التالى:يصبح مكافئ ل  (𝟏-𝟒)و بالتالى فان القيد   

𝐅(

𝐛𝐢 – ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐢   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
) ≥ 𝛄𝐢 

                               
 

𝐛𝐢  − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐢   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
≥ 𝐅−𝟏(𝛄𝐢)                                      (𝟒-𝟒) 
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(𝟒-𝟓)                      ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐢   
𝐣≠𝐤 

 + (𝐛 − 𝐚)𝛄𝐢𝐱𝐤 ≤ 𝐛𝐢    

قيد خطى أيضا  فى المتغيرات  (𝟏-𝟒)اليقينى مكافئ للقيد الاحتمالى   (𝟓-𝟒)و نلاحظ ان القيد  

 القرارية.

 

 ( 1-4مثال )

 

𝟐𝐱𝟏           إذا فرضنا أن  + 𝟑𝐱𝟐 + �̃�𝟑𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎        

𝐟(�̃�𝟑) =
𝟏

𝟏𝟓 − 𝟓
   ,    𝟓 ≤ �̃�𝟑 ≤  وكان                               𝟏𝟓

 المطلوب

.𝟎حول القيد الأحتمالى إلى قيد يقينى بإحتمال أكبر من  .1 𝟓𝟎. 

.𝟎حول القيد الاحتمالى إلى قيد يقينى بإحتمال أكبر من  .2 𝟗𝟎. 

 

 الحل

1.          𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + �̃�𝟑𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟓𝟎 ⟶ 

 

𝐏𝐫 (�̃�𝟑 ≤
𝟏𝟎 − 𝟐𝐱𝟏 − 𝟑𝐱𝟐

𝐱𝟑
) ≥ 𝟎. 𝟓𝟎 ⟶       

         (𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐) + (𝟏𝟓 − 𝟓)(𝟎. 𝟓)𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎⟶ 

𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎                             

 

2.      𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + �̃�𝟑𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗 

    (𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐) + (𝟏𝟓 − 𝟓)(𝟎. 𝟗)𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎⟶ 

                   𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝟗𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎 

 

 ( 2-4مثال )

 

𝐏𝐫(𝟑𝐱𝟏    أعتبر القيد الأحتمالى  − �̃�𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟐) ≥ 𝟎.  حول القيد إلى قيد يقينى 𝟖

              الحل   

𝐟(�̃�𝟐) =
𝟏

𝟏𝟎
  ,         𝟎 < �̃�𝟐 ≤ 𝟏𝟎 

𝐏𝐫(�̃�𝟐𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟐 − 𝟑𝐱𝟏) ≥ 𝟎. 𝟖 
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𝐏𝐫 (�̃�𝟐 ≥
𝟏𝟐 − 𝟑𝐱𝟏

𝐱𝟐
) ≥ 𝟎. 𝟖 

                                  

𝟏 − 𝐅 (
𝟏𝟐 − 𝟑𝐱𝟏

𝐱𝟐
) ≥ 𝟎. 𝟖 

                                   

𝐅 (
𝟏𝟐 − 𝟑𝐱𝟏

𝐱𝟐
) ≤ 𝟎. 𝟐 

                     

𝟏𝟐 − 𝟑𝐱𝟏
𝟏𝟎𝐱𝟐

≤ 𝟎. 𝟐  ⟶   𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟐 
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 المعتادتتبع التوزيع    �̃�𝐢𝐤  المعلمة (4-3)

         Distribution ~   𝐍(𝛍𝐤, 𝛔𝐤) �̃�𝐢𝐤 
 

، فإذا  𝛔𝐢𝐤و أنحراف معيارى    𝛍𝐢𝐤يتبع التوزيع المعتاد بتوقع   �̃�𝐤أعتبرنا المتغير إذا  

 كان القبد الاحتمالى على النحو التالى: 

 

(𝟒-𝟔)                          𝐏𝐫(∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 + �̃�𝐢𝐤𝐱𝐤 ≤ 𝐛𝐢) ≥ 𝛄𝐢
𝐧
𝐣≠𝐤     

 [ فان 𝟏𝟎𝟓، 6متغير معتاد قياسى ]   𝐙𝐤فإذا إفترضنا أن  

  

𝐙𝐤 =
�̃�𝐢𝐤 − 𝛍𝐢𝐤

𝛔𝐢𝐤
                                                       (𝟒-𝟕) 

 يمكن أعادة كتابته على النحو التالى  (𝟔-𝟒)فأن القيد       

 

𝐏𝐫 {𝐳𝐤 ≤
𝐛𝐢 − ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢𝐤𝐱𝐤

𝐧
𝐣≠𝐤

𝐱𝐤𝛔𝐤
} ≥ 𝛄𝐢  ⟶ 

 

𝐅(
𝐛𝐢 − ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢𝐤𝐱𝐤

𝐧
𝐣≠𝐤

𝐱𝐤𝛔𝐢𝐤
) ≥ 𝛄𝐢  ⟶ 

                        

𝐛𝐢 − ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢𝐤𝐱𝐤
𝐧
𝐣≠𝐤

𝐱𝐤𝛔𝐢𝐤
≥ 𝐅−𝟏(𝛄𝐢)                             (𝟒-𝟖) 

  

 . ((2)من جدول التوزيع المعتاد القياسى )أنظر ملحق رقم  𝐅−𝟏(𝛄𝐢)حيث يمكن إيجاد قيمة  

 على النحو التالى:  (𝟖-𝟒)و بالتالى  يمكن أعادة كتابة القيد 

 

(𝟒-𝟗)                         ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 + (𝛍𝐤+𝛔𝐢𝐤𝐅
−𝟏(𝛄𝐢))𝐱𝐤 ≤ 𝐛𝐢

𝐧
𝐣≠𝐤 

 و يلاحظ ان القيد اليقينى أعلاه قيد خطى فى المتغيرات القرارية. 

 

 ( 3-4مثال )

 

 إذا فرصنا أن القيد الاحتمالى: 
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                           𝐏𝐫 {𝟑𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎} ≥ 𝟎. 𝟖𝟖    

,�̃�𝟐~𝐍(𝟑حول القيد الأحتمالى إلى قيد يقينى عندما   𝟐). 

 الحل:   

               𝐏𝐫 {𝟑𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎} ≥ 𝟎. 𝟖𝟖  ⟶ 

 إلى متغير معتاد قياسى نجد أن:  �̃�𝟐بتحويل المتغير  

𝐏𝐫  {𝒁 ≤
𝟐𝟎 − 𝟑𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟑 − 𝟑𝐱𝟐

𝟐𝐱𝟐
} ≥ 𝟎. 𝟖𝟖 

 نجد أن  (2)و من ملحق 

𝟐𝟎 − 𝟑𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟑 − 𝟑𝐱𝟐
𝟐𝐱𝟐

≥ 𝟏. 𝟏𝟕 ⟶ 

                                     𝟑𝐱𝟏 + 𝟒. 𝟏𝟕𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎 

 

 ( 4-4مثال )

 

,�̃�𝟏~𝐍(𝟓حول القيد الاحتمالى التالى إلى قيد يقينى حيث   𝟏) 

 

                             𝐏𝐫 {�̃�𝟏𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟎𝟎} ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 ⟶    

                 الحل:  

𝐏𝐫 {�̃�𝟏 ≥
𝟏𝟎𝟎 + 𝟒𝐱𝟐

𝐱𝟏
} ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 ⟶ 

𝟏 − 𝐏𝐫 {�̃�𝟏 ≤
𝟏𝟎𝟎 + 𝟒𝐱𝟐

𝐱𝟏
} ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 ⟶ 

𝐏𝐫 {𝒁 ≤
𝟏𝟎𝟎 + 𝟒𝐱𝟐

𝐱𝟏
} ≤ 𝟎. 𝟏𝟎 ⟶ 

                                            𝟑. 𝟕𝟐𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟎𝟎 
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 الأسىتتبع التوزيع  �̃�𝐢𝐤  المعلمة (4-4)

         Exponential Distribution  �̃�𝐢𝐤~ 
 

, 𝛌𝐢𝐤متغير يتبع التوزيع الأسى بمعلمتين     �̃�𝐢𝐤إذا  فرضنا    𝛂𝐢𝐤    و بدالة كثافة

 بحيث   𝐅(𝐚∘)و دالة توزيع تراكمية    𝐅(�̃�𝐢)أحتمال  

 

𝐅(�̃�𝐢𝐤) = 𝛌𝐢𝐤 𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝐢𝐤 (�̃�𝐢𝐤 − 𝛂𝐢𝐤)}   ,        �̃�𝐢𝐤 ≥ 𝛂𝐢𝐤 ≥ 𝟎           (𝟒-𝟏𝟎) 

 

𝐅(𝐚∘) = 𝐏𝐫(�̃�𝐢𝐤 ≤ 𝐚∘) = 𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝐢𝐤 (𝐚∘ − 𝛂𝐢𝐤)}                 (𝟒-𝟏𝟏) 

 

 فرضنا القيد الاحتمالى على النحو التالى: فإذا 

 

(𝟒-𝟏𝟐)                              ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐢   
𝐣≠𝐤 

 + �̃�𝐢𝐤 𝐱𝐤 ≤ 𝐛 

 

𝐣   المتغيرات القرارية  𝐱𝐣حيث   = 𝟏, 𝟐,… . , 𝐧    و المعلمات ،𝐛 , 𝐚𝐢𝐣  مقادير ثابتة، و عند

على النحو   (12-4)فأنه يمكن أعادة صياغة القيد    𝛄مستوى مأمونية اكبر من او يساوى  

 التالى: 

                      

𝐏𝐫(�̃�𝐢𝐤 ≤

𝐛 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐢   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
) ≥ 𝛄                               (𝟒-𝟏𝟑) 

 نجد ان   �̃�𝐢𝐤و بأستخدام دالة التوزيع التراكمية للمتغير  

 

𝐅(
𝐛 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧   
𝐣≠𝐤 

− 𝐱𝐤𝛂𝐤

𝐱𝐤
)  ≥ 𝛄 

       
→   (

𝐛 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧   
𝐣≠𝐤 

− 𝐱𝐤𝛂𝐤

𝐱𝐤
) ≥ 𝐅−𝟏(𝛄) 

        
→    

    و بما أن

                    

𝐅(
𝐛 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
) = 𝟏− 𝐄𝐱𝐩 [−𝛌𝐢𝐤  {(

𝐛 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
)− 𝛂𝐢𝐤}] ≥  𝛄 

               
→     
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𝐄𝐱𝐩 [−𝛌𝐢𝐤  {
𝐛 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛂𝐢𝐤𝐱𝐤

𝐧   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
}] ≥ 𝟏 − 𝛄 

               
→                     (𝟒-𝟏𝟒) 

 و بأخذ لوغاريتم الطرفين للمتباينة أعلاه، نجد ان:

 

(𝟒-𝟏𝟓)             ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 + 𝐱𝐤 (𝛂𝐢𝐤 −
𝟏

𝛌𝐢𝐤
 𝐥𝐧(𝟏 − 𝛄)) ≤ 𝐛𝐢

𝐧
𝐣≠𝐤          

 ملحوظة: 

𝐅−𝟏(𝛄) = 𝛂𝐢𝐤 −
𝟏

𝛌𝐢𝐤
 𝐥𝐧(𝟏 − 𝛄) 

 

 ( 5-4مثال )

 

𝛂𝟏 متغير عشوائى يتبع التوزيع اللأسى بمعلمتين   �̃�𝟏إذا فرضنا أن  = 𝟓،         

𝛌𝟏 = 𝟎. .𝟎حول القيد الأحتمالى التالى إلى قيد يقينى عند مستوى مأمونية أكبر من  ،  𝟓 𝟗𝟎 :   

 

                                  �̃�𝟏𝐱𝟏 − 𝟕𝐱𝟐 − 𝟒𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎𝟎 

 الحل   

𝐏𝐫 {�̃�𝟏 ≤
𝟏𝟎𝟎 + 𝟕𝐱𝟐 + 𝟒𝐱𝟑

𝐱𝟏
} ≥ 𝟎.   بما ان                                𝟗𝟎

.𝟒)و بتطبيق العلاقة   نجد أن القيد اليقينى على النحو:  (𝟏𝟓

−𝟕𝐱𝟐 − 𝟒𝐱𝟑 + 𝐱𝟏 (𝟓 −
𝟏

𝟎. 𝟓
 𝐥𝐧(𝟎. 𝟏𝟎)) ≤ 𝟏𝟎𝟎  

          
→      

                              𝟗. 𝟔𝟏𝐱𝟏 − 𝟕𝐱𝟐 − 𝟒𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎𝟎           

  

 ( 6-4مثال )

 

𝛌𝟑يتبع التوزيع الأسى بمعلمة    متغير عشوائى  �̃�𝟑 إذا فرضنا أن = ، حول القيد   𝟐

.𝟎الأحتمالى التالى إلى قيد يقينى عند مستوى مأمونية أكبر من    𝟕:    

          𝟓𝐱𝟏 − 𝟑𝐱𝟐 + �̃�𝟑𝐱𝟑 ≥ 𝟐𝟎                                     

 الحل

𝐏𝐫  {�̃�𝟑 ≥
𝟐𝟎 − 𝟓𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐

𝐱𝟑
} ≥ 𝟎. 𝟕 
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𝟏 − 𝐅 (
𝟐𝟎 − 𝟓𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐

𝐱𝟑
)  ≥ 𝟎. 𝟕 

          
→   𝐅 (

𝟐𝟎 − 𝟓𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐
𝐱𝟑

) ≤ 𝟎. 𝟑   

 

𝐄𝐱𝐩 [−𝛌 (
𝟐𝟎 − 𝟓𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐

𝐱𝟑
)
 

] ≤ 𝟎. 𝟑  
          
→   

                       

𝟐𝟎 − 𝟓𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐
𝐱𝟑

≤
−𝟏

𝛌
 𝐥𝐧(𝟎. 𝟑) 

          
→      

     

𝟓𝐱𝟏 − 𝟑𝐱𝟐 + 𝟎. 𝟔𝟎𝟐𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎 
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 الأسى العام تتبع التوزيع   �̃�𝐢𝐤 ةالمعلم  (4-5)

Distribution  𝐆𝐄(𝛌𝐢𝐤, 𝛍𝐢𝐤, 𝛂𝐢𝐤) �̃�𝐢𝐤~ 
 

فإذا  ، التوزيع الأسى العام Gupta and Kunduقدم كل من   1999فى سنة  

دالة  الو   𝐟(�̃�𝐢𝐤) متغير يتبع التوزيع الأسى العام فأن دالة كثافة الأحتمال  �̃�𝐢𝐤فرضنا أن   

 على النحو التالى:  𝐅(𝐚∘)   تراكمية ال

   

𝐟(�̃�𝐢𝐤) =
𝛂𝐢𝐤
𝛌𝐢𝐤

[𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝐢𝐤(�̃�𝐢𝐤 − 𝛍𝐢𝐤)}][𝟏

− 𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝐢𝐤(�̃�𝐢𝐤 − 𝛍𝐢𝐤)}]
𝛂𝐢𝐤−𝟏    (𝟒-𝟏𝟔) 

              

𝐅(𝐚∘) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝐢𝐤(𝐚∘ − 𝛍𝐢𝐤)}]
𝛂𝐢𝐤                          (𝟒-𝟏𝟕) 

 

ترمز لمعلمة الموضع    Scale Parameter  ،𝛍𝐢𝐤معلمة التدرج   𝛌𝐢𝐤حيث تمثل 

Location Parameter   ،𝛂𝐢𝐤   معلمة الشكلShape Parameter . 

 الأحتمالى على النحو التالى: فإذا أعتبرنا القيد 

(𝟒-𝟏𝟖)                    𝐏𝐫 (∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧   
𝐣≠𝐤 

+ �̃�𝐢𝐤𝐱𝐤 ≤ 𝐛𝐢)  ≥ 𝛄𝐢      

,�̃�𝐢𝐤~𝐆𝐄(𝛌𝐢𝐤حيث   𝛍𝐢𝐤, 𝛂𝐢𝐤). 

 

على النحو   (𝟏𝟖-𝟒)القيد اليقينى المكافئ للقيد    El-Dash ، قدمت2018فى سنة 

 [:𝟖𝟎التالى ] 

(𝟒-𝟏𝟗)               ∑ 𝐚𝐢𝐣 + 𝐱𝐤 [𝛍𝐢𝐤 −
𝟏

𝛌𝐢𝐤
 𝐥𝐧(𝟏 − 𝛄𝐢

𝟏 𝛂𝐢𝐤⁄ )]𝐧
𝐣≠𝐤 ≤ 𝐛𝐢      

 كذلك إذا كان القيد الأحتمالى على النحو 

(𝟒-𝟐𝟎)                 𝐏𝐫 (∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧   
𝐣≠𝐤 

+ �̃�𝐢𝐤𝐱𝐤 ≥ 𝐛𝐢)  ≥ 𝛄𝐢   ⟶                                   

𝐏𝐫 (�̃�𝐢𝐤 ≥ 
𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
)  ≥ 𝛄𝐢 

                                   

𝟏 − 𝐅( 
𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧   
𝐣≠𝐤 

𝐱𝐤
)  ≥ 𝛄𝐢  ⟶ 
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      [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 {−𝛌𝐢𝐤 (
𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧   
𝐣≠𝐤 

− 𝛍𝐢𝐤𝐱𝐤

𝐱𝐤
)}]

𝛂𝐢𝐤

≤ (𝟏 − 𝛄𝐢)  ⟶    

 

(𝟒-𝟐𝟏)             ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 + 𝐱𝐤 [𝛍𝐢𝐤 −
𝟏

𝛌𝐢𝐤
 𝐥𝐧(𝟏 − (𝟏 − 𝛄𝐢)

𝟏 𝛂𝐢𝐤⁄ ]𝐧
𝐣≠𝐤 ≤ 𝐛𝐢      

 

 ( 7-4مثال )

 

 أعتبر القيدين الاحتماليين التاليين 

 

(𝟏)                           𝐏𝐫(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 + �̃�𝟑𝐱𝐣 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗 

(𝟐)                            𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + 𝟕𝐱𝟐 + 𝟖𝐱𝟑 ≥ 𝟓) ≥ 𝟎. 𝟗 

�̃�𝟑~𝐆𝐄(𝛌𝟑                       حيث     = 𝟐, 𝛍𝟑 = 𝟓,   𝛂𝟑 = 𝟐) 

                           �̃�𝟏~𝐆𝐄(𝛌𝟏 = 𝟏𝟎, 𝛍𝟏 = 𝟖,   𝛂𝟏 = 𝟎. 𝟓) 

 الحل   

 نجد ان (𝟏𝟗-𝟒)و بأستخدام العلاقة    (𝟏)بالنسبة للقيد  

(𝟑)                 𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑(𝟓 −
𝟏

𝟐
 𝐥𝐧(𝟏 − (𝟎. 𝟗)𝟏 𝟐⁄ ) ≤ 𝟏𝟎 

(𝟒)                           𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝟑. 𝟓𝟏𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎 

 

 نجد ان:  (𝟐𝟏-𝟒)  و بأستخدام العلاقة (𝟐)بالنسبة للقيد  

 

                𝟕𝐱𝟐 + 𝟖𝐱𝟑 + 𝐱𝟏(𝟖 −
𝟏

𝟏𝟎
 𝐥𝐧(𝟏 − (𝟎. 𝟏)𝟏 𝟎.𝟓⁄ ) ≥ 𝟓 ⟶     

             

(𝟓)                                   𝟕. 𝟗𝟗𝟖𝐱𝟏 + 𝟕𝐱𝟐 + 𝟖𝐱𝟑 ≥ 𝟓   
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 Applied Examples                              ( أمثلة تطبيقية4-6)
 

 ( 1-4تطبيق ) 

 

،   A,B,C   أنواع من الاستثمارات  𝟑ترغب أحدى الشركات فى أستثمار أموالها فى    

,�̃�𝟏يمثل متغير عشوائى   A,B,Cفإذا كان العائد السنوي المتوقع من   �̃�𝟐, �̃�𝟑   :بحيث        

�̃�𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟐𝟎, 𝛔 = 𝟓) ،   �̃�𝟐~𝐍(𝛍 = 𝟐𝟐, 𝛔 = 𝟓) ،   �̃�𝟑~𝐍(𝛍 = 𝟐𝟓, 𝛔 = 𝟖) .

,𝟏𝟓𝟎استثماره  الممكنفإذا كان المبلغ  جنيه و ترغب الشركة فى تحقيق عائد من  𝟎𝟎𝟎

,𝟐𝟎عن  يزيدالاستثمارات الثلاثة لا  𝟎𝟎𝟎 ،𝟏𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎  ،𝟖𝟎, ، و ذلك بمستوى مأمونية لا 𝟎𝟎𝟎

.𝟎يقل عن  𝟖𝟓. 

 

 المطلوب

التى يجب   المبالغ صياغة المشكلة أعلاه فى شكل نموذج برمجة احتمالية ثم تحديد

 . بحيث تكون المبالغ غير المستثمرة أقل ما يمكن A,B,Cأستثمارها فى 

 

 الحل

,𝐱𝟏ضنا أن إذا فر 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 المبالغ التى يجب أستثمارها فى   ىهA,B,C   .على الترتيب 

  

(𝟏)                𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟏𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎 − (𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑) 

(𝟐)                   𝐒. 𝐓.         𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎  

(𝟑)                  𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 ≤ 𝟖𝟎, 𝟎𝟎𝟎) ≥ 𝟎. 𝟖𝟓           

(𝟒)                    𝐏𝐫(�̃�𝟐𝐱𝟐 < 𝟏𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎) ≥ 𝟎. 𝟖𝟓           

(𝟓)                  𝐏𝐫(�̃�𝟑𝐱𝟑 < 𝟐𝟎, 𝟎𝟎𝟎) ≥ 𝟎. 𝟖𝟓      

(𝟔)                                 𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎  

إلى القيود اليقينية التالية على   (𝟑)-(𝟓)( فأنه يمكن تحويل القيود  3-4بالرجوع إلى الفصل )

 الترتيب: 

                                     𝟒. 𝟖𝟓𝐱𝟏 ≤ 𝟖𝟎, 𝟎𝟎𝟎         

                                     𝟏𝟔. 𝟖𝟓𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

 

                                      𝟏𝟔. 𝟕𝟔𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎, 𝟎𝟎𝟎  

 

 و يصبح النموذج اليقينى على النحو التالى: 
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                       𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟏𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎 − (𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑)   

                           𝐒. 𝐓.         𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

        𝟒. 𝟖𝟓𝐱𝟏 ≤ 𝟖𝟎, 𝟎𝟎𝟎,   𝟏𝟔. 𝟖𝟓𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎,   𝟏𝟔. 𝟕𝟔𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎, 𝟎𝟎𝟎  

                                            𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎 

 

 و بحل النموذج بأستخدام أسلوب السمبلكس نجد أن الحل الأمثل 

𝐙∗ = 𝟏𝟐𝟔, 𝟑𝟕𝟕. 𝟏𝟐 , 𝐱𝟏
∗ = 𝟏𝟔, 𝟒𝟗𝟗. 𝟖𝟓 , 𝐱𝟐

∗ = 𝟓, 𝟗𝟑𝟒. 𝟕𝟐 , 𝐱𝟑
∗ =  𝟏, 𝟏𝟗𝟑. 𝟑𝟐 

 

 ( 2-4تطبيق ) 

 

تجميع القمامة لأعادة   إلى مركز A,B,Cمناطق  𝟑تقوم أحدى شركات نقل القمامة من   

 تدويرها خارج هذه المناطق.

طن يوميا . فإذا كانت الكميات التى يجب   𝟏𝟎𝟎كانت طاقة النقل اليومية للشركة لا تزيد عن  فإذا 

𝛌)نقلها يوميا  من هذه المناطق تمثل متغير يتبع التوزيع الأسى  = 𝟏𝟎, 𝛍 = 𝟐𝟓)  . 

 فإذا كانت تكلفة نقل الطن الواحد من كل منطقة إلى مركز التجميع بالحنيه على النحو  

                       𝐜𝟏 = 𝟐𝟎,       𝐜𝟐 = 𝟒𝟎,       𝐜𝟑 = 𝟑𝟓      

 

,𝟕و التكاليف الكلية المسموح بها يوميا  لا تزيد عن  جنيه، و المطلوب تحديد الكميات التى   𝟎𝟎𝟎

يجب نقلها من كل منطقة بحيث تكون الكميات المنقولة اكبر ما يمكن و ذلك بمستوى مأمونية  

 على الأقل. 𝟗𝟓%

 

 الحل

,𝐱𝟏أن إذا فرضنا  𝐱𝟐, 𝐱𝟑  هى الكميات التى يجب نقلها منA,B,C .على الترتيب 

(𝟏)                           𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 

(𝟐)          𝐒. 𝐓.        𝐏𝐫[�̃�( 𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑) ≤ 𝟏𝟎𝟎] ≥ 𝟎. 𝟗𝟓  

(𝟑)                         𝟐𝟎𝐱𝟏 + 𝟒𝟎𝐱𝟐 + 𝟑𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟕, 𝟎𝟎𝟎           

(𝟒)                                      𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎  

     يمكن تحويله إلى قيد يقينى على النحو التالى: (𝟐)( فان القيد الاحتمالى 4-4الرجوع إلى الفصل )

                   

𝟏𝟎𝟎 − 𝟐𝟓(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑)

𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑
≥
−𝟏

𝟏𝟎
 𝐥𝐧(𝟎. 𝟎𝟓)  ⟶ 

                                        

                              𝟎. 𝟑     
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𝟏𝟎𝟎 − 𝟐𝟓(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑) ≥ 𝟎. 𝟑(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑) ⟶  

                             

𝟐𝟓. 𝟑(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑) ≤ 𝟏𝟎𝟎 

 

 و يصبح النموذج اليقينى على النحو التالى 

 

𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 

                                  𝟐𝟓. 𝟑(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑) ≤ 𝟏𝟎𝟎 

                              𝟐𝟎𝐱𝟏 + 𝟒𝟎𝐱𝟐 + 𝟑𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟕, 𝟎𝟎𝟎 

𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎 

 

   :و بحل النموذج أعلاه نجد أن الحل الأمثل

          𝐙∗ = 𝟑. 𝟗𝟓          ,   𝐱𝟏
∗ =  𝟑. 𝟗𝟓           , 𝐱𝟐

∗ = 𝟎           , 𝐱𝟑
∗ = 𝟎    
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                                                  Exercises( تمرينات4-7)
 

(4-1 ) 

 

 حول القيود الاحتمالية التالية إلى قيود يقينية 

 

𝟏)      𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗  ,      �̃�𝟏~𝐄𝐱𝐩(𝛌 = 𝟓, 𝛍 = 𝟎) 

𝟐)      𝐏𝐫(𝟓𝐱𝟏 − �̃�𝟐𝐱𝟐 + 𝟗𝐱𝟑 ≥ 𝟖) ≥ 𝟎. 𝟗  , �̃�𝟐~𝐆𝐄𝐱𝐩(𝛌 = 𝟐, 𝛍 = 𝟓, 𝛂 = 𝟑) 

𝟑)      𝐏𝐫(𝟖𝐱𝟏 + 𝟒𝐱𝟐 − �̃�𝟑𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗  ,      �̃�𝟑~𝐍(𝟎, 𝟏) 

𝟒)      𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + 𝟖𝐱𝟐 ≤ 𝟗) ≥ 𝟎. 𝟓  ,      �̃�𝟏 𝛘(𝟏𝟎)
𝟐  

𝟓)      𝐏𝐫(𝟑𝐱𝟏 − �̃�𝟐𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 ≥ 𝟏𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗  ,      �̃�𝟏~𝐍(𝟓, 𝟐) 

𝟔)      𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗  ,      �̃�𝟏~𝐔𝐧𝐟(𝐚 = 𝟏, 𝐛 = 𝟏𝟎) 

 

 (4-2 ) 

 

 : أعتبر النموذج الاحتمالى التالى

                              𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 

     𝐒. 𝐓.     𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 − 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎) ≥ 𝛄𝟏,    �̃�𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟓, 𝛔 = 𝟐)     

  𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝟐𝐱𝟑 ≤ 𝐛) ≥ 𝛄𝟐,    𝐛~𝐆𝐄𝐱𝐩(𝛌 = 𝟐, 𝛍 = 𝟏𝟎, 𝛂 = 𝟏)      

                                      𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑, = 𝟓𝟎 

                                         𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎 

 

 المطلوب

𝛄𝟏    أوجد الحل الأمثل عندما .1 = 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟗.  

𝛄𝟏    أوجد الحل الأمثل عندما .2 = 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟖. 

 (. 2(، )1قارن بين ) .3
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 Introduction                                               ( مقدمة5-1)
 

تتطلب دراسة البرمجة الأحتمالية عندما تكون بعض )أو كل( معاملات دالة الهدف أو   

القيود الهيكلية متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية معلومة،  ىالمتغيرات القرارية ف معاملات 

 .  لأحتماليةضرورة الإلمام الجيد بالتحويلات ا

 

متغير  ىلمتغير عبارة عن دالة ف ىالمقصود هنا بالتحويلات هو إيجاد التوزيع الأحتمال و

  ىف  Y للمتغير  ىة أخرى إيجاد التوزيع الأحتمالأو أكثر من المتغيرات العشوائية الأخرى أو بعبار

 :حالتين هما

 

 أو بعبارة أخرى:  Xمتغير واحد  ىدالة ف  Yعندما تكون  :ىالحالة الأول

 

 (𝟓-𝟏)                                     𝐘 = 𝐠(𝐗) 

 

,𝐗𝟏من المتغيرات العشوائية   n ىدالة ف  Yعندما تكون  :الحالة الثانية 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧  أو

 أخرى:  بعبارة

 

(𝟓-𝟐)                                   𝐘 = 𝐇(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧) 

 

 سوف نتناول الحالتين أعلاه عندما تكون المتغيرات البابهذا  ىف  و 

𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧   متغيرات متقطعة  discrete variables    أو متغيرات متصلة

continuous variables  الموضح فى الفصول التالية.على النحو 

أساسي لتناول و دراسة القيود الأحتمالية بمعلمات تتبع التوزيعات الثنائية  و يعتبر هذا الباب جزء 

 .8، 7، 6الأبواب ب او المتعددة

 



 
بعض : لخامسالباب ا                  واحد متقطع التوزيع الأحتمالى لدالة فى متغيرعشوائى( 5-2)

 التحويلات الأحتمالية 
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        متقطعواحد عشوائى  التوزيع الأحتمالى لدالة فى متغير( 5-2)

Probability distribution of a function with single 

discrete random variable     
  

,𝐱𝟏   متغير عشوائي متقطع يأخذ القيم Xإذا أعتبرنا   𝐱𝟐, . . . . . . , 𝐱𝐧   بأحتمالات

𝐏𝐫(𝐱𝐢)   ،𝐢 = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧    كذلك𝐠(𝐗)   المتغير  ىدالة فX :فإذا فرضنا أن ، 

 

                                     𝐘 = 𝐠(𝐗) 

 : ىتصبح على النحو التال  Yفإن قيم المتغير   ىبالتال و

 

(𝟓-𝟑)                    𝐲𝟏 = 𝐠(𝐱𝟏) , 𝐲𝟐 = 𝐠(𝐱𝟐) , ......., 𝐲𝐧 = 𝐠(𝐱𝐧) 

 

 : ى على النحو التال Yتصبح دالة الأحتمال للمتغير  و

                         𝐏𝐫(𝐘 = 𝐲𝐢) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝐱𝐢)        ,    i = 𝟏, 𝟐,...,n 

 

 ( 1-5مثال )

 

 . ىالجدول التال ىالموضح ف  ىله التوزيع الأحتمال ىمتغير عشوائ Xإذا فرضنا أن 

 

 x: يوضح التوزيع الأحتمالى لـ (1-5جدول ) 

  𝟔 𝟓 𝟒 𝟑 𝟐 𝟏 X 

𝟏. 𝟎 𝟎. 𝟏 𝟎. 𝟏 𝟎. 𝟑 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟏 P𝐫(𝐱) 

 

 :بحيث Yفإذا كانت الدالة 

           𝐘 = 𝐠(𝐗) = 𝐗 + 𝟏𝟎 
 يأخذ القيم التالية: Yفإن المتغير 

 

𝐘𝟏 = 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟏 
  
→   P𝐫(𝐘 = 𝟏𝟏) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟏) = 𝟎. 𝟏 

𝐘𝟐 = 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟐 
  
→   P𝐫(𝐘 = 𝟏𝟐) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟐) = 𝟎. 𝟐 

 



 
بعض : لخامسالباب ا                واحد متقطع الأحتمالى لدالة فى متغيرعشوائىالتوزيع ( 5-2)

 التحويلات الأحتمالية 
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𝐘𝟑 = 𝐗𝟑 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟑 
  
→   P𝐫(𝐘 = 𝟏𝟑) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟑) = 𝟎. 𝟐 

𝐘𝟒 = 𝐗𝟒 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟒 
  
→   P𝐫(𝐘 = 𝟏𝟒) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟒) = 𝟎. 𝟑 

𝐘𝟓 = 𝐗𝟓 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟓 
  
→   P𝐫(𝐘 = 𝟏𝟓) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟓) = 𝟎. 𝟏 

𝐘𝟔 = 𝐗𝟔 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟔 
  
→   P𝐫(𝐘 = 𝟏𝟔) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟔) = 𝟎. 𝟏 

 

 ( 2-5مثال )

 

,𝟎متغير متقطع يأخذ القيم   Xإذا فرضنا أن  𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒,  بالأحتمالات التالية:  𝟓

 

𝐏𝐫(𝐗 = 𝟎) = 𝟎. 𝟏𝟐  ,  P𝐫(𝐗 = 𝟏) = 𝟎. 𝟏𝟑  ,  P𝐫(𝐗 = 𝟐) = 𝟎. 𝟐𝟓 

𝐏𝐫(𝐗 = 𝟑) = 𝟎. 𝟐𝟎  ,  P𝐫(𝐗 = 𝟒) = 𝟎. 𝟐𝟎  ,  P𝐫(𝐗 = 𝟓) = 𝟎. 𝟏𝟎 

 

𝐘                                   فإذا كانت: = (𝐗 − 𝟏)𝟐 

,𝟎يأخذ القيم التالية  Yفإن المتغير  𝟏, 𝟒, 𝟗,  كذلك:   𝟏𝟔

P𝐫(𝐘 = 𝟎) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟏) = 𝟎. 𝟏𝟑 

 P𝐫(𝐘 = 𝟏) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟎) + 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟐) = 𝟎. 𝟏𝟐 + 𝟎. 𝟐𝟓 = 𝟎. 𝟑𝟕 

 P𝐫(𝐘 = 𝟒) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟑) = 𝟎. 𝟐𝟎 

 P𝐫(𝐘 = 𝟗) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟒) = 𝟎. 𝟐𝟎 

 P𝐫(𝐘 = 𝟏𝟔) = 𝐏𝐫(𝐗 = 𝟓) = 𝟎



 
 بعض : لخامسالباب امتصل                 واحد  عشوائى التوزيع الأحتمالى لدالة فى متغير( 5-3)

 التحويلات الأحتمالية 
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        متصل واحد عشوائى التوزيع الأحتمالى لدالة فى متغير( 5-3)

Probability distribution of a function with single 

continuous random variable     
  

𝐘كذلك   𝐟(𝐗)متصل بدالة كثافة أحتمال  ىمتغير عشوائ  Xأما إذا كان  = 𝐠(𝐗)  فإنه

 باستخدام النظرية التالية.  Yيمكن الحصول على دالة كثافة الأحتمال للمتغير 

 

   (1-5نظرية ) 

 

ث بحي X ىدالة ف  Yكذلك  𝐟(𝐗)متصل بدالة كثافة أحتمال  ىمتغير عشوائ Xإذا كان  

𝐘 = 𝐠(𝐗) بافتراض أن:  و 

 

𝐘العلاقة  -أ = 𝐠(𝐗)  لواحد  –علاقة واحدone-to-one. 

𝐠(𝐗)عند جميع قيم  𝐠−𝟏(𝐘) ىه 𝐠(𝐗)الدالة العكسية للدالة  -ب = 𝐘. 

 

 𝐟سوف نشير لها بالرمز   و Yفإن دالة كثافة الاحتمال للمتغير 
/ (𝐘) 

 

(𝟓-𝟒)                        𝐟 
/ (𝐘) = |

𝐝

𝐝𝐘
𝐠−𝟏(𝐘)| 𝐟(𝐠−𝟏(𝐘)) 

,𝟏𝟓𝟏[أنظر مرجع  الإثبات: 𝟏𝟒𝟓,12[ . 

 

 : (3-5مثال )

 

 بحيث:  𝐟(𝐗)له دالة كثافة الأحتمال   ىمتغير عشوائ Xإذا فرضنا أن   

                      𝐟(𝐱) = 𝐄𝐱𝐩{−𝐱}             ,  𝐱 >  𝟎 

 

𝐘   فإذا فرضنا أن: = 𝐂 𝐗  حيث ،C  ،مقدار ثابت𝐂 > 𝟎 

 

 

 .Yأوجد دالة كثافة الأحتمال لـ 

𝐘الحل: بما أن  = 𝐂 𝐗 𝟎فإن    ىبالتال < 𝐘 < ∞ 



 
 بعض : لخامسالباب امتصل                 واحد  عشوائى التوزيع الأحتمالى لدالة فى متغير( 5-3)

 التحويلات الأحتمالية 
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∵ 𝐘 = 𝐠(𝐗) = 𝐂 𝐗 
  
→  𝐠−𝟏(𝐘) =

𝐘

𝐂
 
  
→   

                         

d 𝐠−𝟏(𝐘)

d 𝐘
=
𝟏

𝐂
   ,  𝐟( 𝐠−𝟏(𝐘)) = 𝐄𝐱𝐩{−(𝐘/𝐂)} 

 حيث:  (1-5)بتطبيق نظرية  و

𝐟 
/ (𝐘) = |

𝐝

𝐝𝐘
𝐠−𝟏(𝐘)| 𝐟(𝐠−𝟏(𝐘)) = (

𝟏

𝐂
) (𝐄𝐱𝐩{−(𝐘/𝐂)}) 

 

 ( 4-5مثال )

 

 ( حيث: a,bمتغير يتبع توزيع بيتا بمعلمتين ) Xإذا فرضنا أن 

𝐟(𝐗) =
𝟏

𝐁 (𝐚, 𝐛)
𝐗𝐚−𝟏(𝟏 − 𝐗)𝐛−𝟏     ,    0 < 𝐗 < 𝟏   ,   a,b > 𝟎 

𝐘فإذا فرضنا أن  = − 𝐥𝐧( 𝐗)  أوجد دالة كثافة الأحتمال للمتغير .Y . 

 

 الحل 

𝐘 = 𝐠(𝐗) = − 𝐥𝐧( 𝐗) 
  
→    𝐄𝐱𝐩{−𝐘} = 𝐗 

  
→    𝐠−𝟏(𝐘) = 𝐄𝐱𝐩{−𝐘}  

d 𝐠−𝟏(𝐘)

d 𝐘
= −𝐄𝐱𝐩{−𝐘}   ,  𝐟 ( 𝐠−𝟏(𝐘)) 

=
𝟏

𝐁 (𝐚, 𝐛)
(𝐄𝐱𝐩{−𝐘}) 𝐚−𝟏(𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝐘}) 𝐛−𝟏                               

 فإن:   ىبالتال و

𝐟 
/ (𝐘) = |

𝐝

𝐝𝐘
𝐠−𝟏(𝐘)| 𝐟 (𝐠−𝟏(𝐘)) 

                                 

= |−𝐄𝐱𝐩{−𝐘}| {
𝟏

𝐁 (𝐚, 𝐛)
(𝐄𝐱𝐩{−𝐘}) 𝐚−𝟏(𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝐘}) 𝐛−𝟏}      

                                       

= 𝐄𝐱𝐩{−𝐘} {
𝟏

𝐁 (𝐚, 𝐛)
(𝐄𝐱𝐩{−𝐘}) −𝐘𝐚+𝐘(𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝐘}) 𝐛−𝟏}     

                                                              

=
𝟏

𝐁 (𝐚, 𝐛)
𝐄𝐱𝐩{−𝐚𝐘}(𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝐘}) 𝐛−𝟏                                  
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      العشوائية المتقطعة   اتمتغيرمن ال  n  التوزيع لأحتمالى لدالة فى(  5-4)

Probability distribution of a function with n 

discrete random variable 
  

,𝐗𝟏إذا كانت  𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧   تمثل عددn دالة  من المتغيرات العشوائية المتقطعة و

,𝐗𝟏   الأحتمال المشتركة للمتغيرات 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧   الرمز بسوف نشير لها

𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧)   فإذا فرضنا وجود المتغيرات .𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤    :بحيث 

 

                       𝐘𝐢 = 𝐠𝐢(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧)      ,   i = 𝟏, 𝟐,...,k 

 

,𝐘𝟏فإن دالة الأحتمال المشتركة للمتغيرات  𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤   :تكون على النحو 

 

                    𝐏𝐫[𝐘𝟏 = 𝐲𝟏, 𝐘𝟐 = 𝐲𝟐, . . . , 𝐘𝐤 = 𝐲𝐤]  = 𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . 𝐘𝐤)     

 

(𝟓-𝟓)           = ∑𝐟(𝐱𝟏, 𝐱𝟐, . . . 𝐱𝐧)     

 

,𝐗𝟏بالنسبة للقيم  𝚺عملية المجموع   و 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧   المناظرة للقيم𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤   كما

 الأمثلة التالية. ىسوف نوضح ذلك ف 

 

 : (5-5مثال )

 

,𝐗𝟏)إذا فرضنا أن  𝐗𝟐, 𝐗𝟑)   𝟎ثلاث متغيرات كل منهم يأخذ القيم, دالة الاحتمال  و 𝟏

,𝐟(𝐗𝟏المشتركة   𝐗𝟐, 𝐗𝟑)  ىالجدول التال ىعلى النحو الموضح ف : 
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,𝐟(𝐗𝟏: دالة الأحتمال  (2-5جدول ) 𝐗𝟐 , 𝐗𝟑) 

𝐟(𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑) (𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑) 

𝟏/𝟏𝟐 (𝟎, 𝟎, 𝟎) 

𝟏/𝟏𝟐 (𝟎, 𝟎, 𝟏) 

𝟏/𝟏𝟐 (𝟎, 𝟏, 𝟎) 

𝟑/𝟏𝟐 (𝟏, 𝟎, 𝟎) 

𝟑/𝟏𝟐 (𝟏, 𝟏, 𝟎) 

𝟏/𝟏𝟐 (𝟏, 𝟎, 𝟏) 

𝟏/𝟏𝟐 (𝟎, 𝟏, 𝟏) 

𝟏/𝟏𝟐 (𝟏, 𝟏, 𝟏) 

𝟏𝟐 𝟏𝟐⁄ = 𝟏 ∑ 
 

,𝐘𝟏أوجد دالة الأحتمال المشتركة للمتغيرين  𝐘𝟐 من  لتعرف ك حيث𝐘𝟏, 𝐘𝟐 على النحو التالى : 

 

𝐘𝟏 = 𝐠𝟏(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑) = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 

𝐘𝟐 = 𝐠𝟐(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑) = 𝐗𝟏 𝐗𝟐 𝐗𝟑 

 بما أن  الحل:

   𝐘𝟏 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑      ,     𝐘𝟐 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 

 

𝐘𝟏              و بالتالى  = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑    ,       𝐘𝟐 = 𝟎, 𝟏 

,𝐘𝟏التوزيع الأحتمال المشترك لـ  كذلك 𝐘𝟐 سوف نشير له بالرمز  و𝐟𝟐(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)   على النحو

 : ىالتال 
 : التوزيع الأحتمالى المشترك(3-5جدول )

(𝟑, 𝟎) (𝟐, 𝟏) (𝟏, 𝟏) (𝟎, 𝟏) (𝟑, 𝟏) (𝟐, 𝟎) (𝟏, 𝟎) (𝟎, 𝟎) (𝐲𝟏, 𝐲𝟐) 

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝟏

𝟏𝟐
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟓

𝟏𝟐
 

𝟏

𝟏𝟐
 𝐟𝟐(𝐲𝟏, 𝐲𝟐) 
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 حيث: 

𝐟 
/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟎,  𝐘𝟐 = 𝟎) = 𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟎,  𝐗𝟐 = 𝟎,  𝐗𝟑 = 𝟎) =

𝟏

𝟏𝟐
 

 

                     𝐟 
/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟏,  𝐘𝟐 = 𝟎) = 𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟏,  𝐗𝟐 = 𝟎,  𝐗𝟑 = 𝟎)   

                      +𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟎,  𝐗𝟐 = 𝟏,  𝐗𝟑 = 𝟎)   

                     +𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟎,  𝐗𝟐 = 𝟎,  𝐗𝟑 = 𝟏)     

                 =
𝟑

𝟏𝟐
+

𝟏

𝟏𝟐
+

𝟏

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟏𝟐
 

 

     

                     𝐟 
/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟐,  𝐘𝟐 = 𝟎) = 𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟏,  𝐗𝟐 = 𝟏,  𝐗𝟑 = 𝟎)   

                      +𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟎,  𝐗𝟐 = 𝟏,  𝐗𝟑 = 𝟏)   

                     +𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟏,  𝐗𝟐 = 𝟎,  𝐗𝟑 = 𝟏)                                     

                 =
𝟑

𝟏𝟐
+

𝟏

𝟏𝟐
+

𝟏

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟏𝟐
 

  

 

        𝐟 
/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟑,  𝐘𝟐 = 𝟎) = 𝐏𝐫(𝛟) = 𝟎, 𝐟 

/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟎,  𝐘𝟐 = 𝟏) = 𝐏𝐫(𝛟) =

𝟎  

      𝐟 
/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟏,  𝐘𝟐 = 𝟏) = 𝐏𝐫(𝛟) = 𝟎, 𝐟 

/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟐,  𝐘𝟐 = 𝟏) = 𝐏𝐫(𝛟) = 𝟎 

𝐟 
/
𝟐(𝐘𝟏 = 𝟑,  𝐘𝟐 = 𝟏) = 𝐏𝐫(𝐗𝟏 = 𝟏,  𝐗𝟐 = 𝟏,  𝐗𝟑 = 𝟏) =

𝟏

𝟏𝟐
 

.empty setتشير إلى الفئة الخالية  𝛟  ملحوظة:
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      من المتغيرات العشوائية المتصلة  n  ( التوزيع لأحتمالى لدالة فى5-5)

Probability distribution of a function with n 

countinous random variable     
  

,𝐗𝟏أما إذا كان   𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧  تمثل عددn  من المتغيرات المتصلة

continuous variables  معرفة فىn  من المحاورn-dimensions  بدالة كثافة

,𝐟(𝐗𝟏أحتمال مشتركة سوف نشير لها بالرمز   𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧) . كذلك إذا كان

𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤  عددk تمثل دوال فى المتغيرات العشوائية   ىمن المتغيرات العشوائية الت

𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧  :على النحو 

                      𝐘𝐢 = 𝐠𝐢(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧)      ,   i = 𝟏, 𝟐,...,k 

 

𝟏حيث  ≤ 𝐤 ≤ 𝐧.  و تتم عملية التحويل من عددn  من المحاور فىX  إلى عددn  من المحاور

𝐤. وعندما Yفى  < 𝐧  ففى هذه الحالة نقدم متغيرات إضافية للمتغيرات𝐘𝐢   متمثلة فى الدوال

 التالية: 

(𝟓-𝟔)         𝐘𝐣 = 𝐠𝐣(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧)      ,   j = 𝐤 + 𝟏, k + 𝟐,...,n 

 

,𝐘𝟏الحصول على دالة كثافة أحتمال مشتركة للمتغيرات  و 𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤  ثم الحصول على دالة

,𝐘𝟏كثافة الأحتمال المشتركة للمتغيرات   𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤   من الدالة المشتركة للمتغيرات

𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤  فهى تمثل الدالة الهامشيةmarginal function للمتغيرات 

 

𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐤. عشوائيين  و لتوضيح إجراء عملية التحويل سوف نبدأ أولا  بمتغيرين

𝐗𝟏, 𝐗𝟐   أو بعبارة أخرى𝐧 = ,𝐘𝟏كذلك لدينا دالتين  𝟐 𝐘𝟐   أو بعبارة أخرى𝐤 =  حيث:  𝟐

 

(𝟓-𝟕)              𝐘𝟏 = 𝐠𝟏(𝐗𝟏, 𝐗𝟐)         ,    𝐘𝟐 = 𝐠𝟐(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) 

 

,𝐘𝟏حيث علاقة كل من  𝐘𝟐   بـ𝐠𝟏(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) , 𝐠𝟐(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) لواحد -علاقة واحدone-to-one  

 

 

,𝐠𝟏(𝐗𝟏فإنه يمكن الحصول على الدوال العكسية للدالتين    ىبالتال و 𝐗𝟐) , 𝐠𝟐(𝐗𝟏, 𝐗𝟐)    أو

𝐠𝟏بعبارة أخرى الحصول على  
−𝟏, 𝐠𝟐

 : ى على النحو التال 𝟏−

 

(𝟓-𝟖)                𝐗𝟏 = 𝐠𝟏
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)  ,    𝐗𝟐 = 𝐠𝟐

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) 
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 ( 2-5نظرية ) 

 

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن   𝐗𝟐   متغيرين عشوائيين متصلين لهما دالة كثافة الأحتمال المشتركة

𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐)  :و بافتراض أن 

 

(1 ) 𝐘𝟏 = 𝐠𝟏(𝐗𝟏, 𝐗𝟐)  ,  𝐘𝟐 = 𝐠𝟐(𝐗𝟏, 𝐗𝟐)    دالتين بحيث العلاقة بين 𝐘𝟏, 𝐘𝟐 و كل

,𝐠𝟏(𝐗𝟏من   𝐗𝟐) , 𝐠𝟐(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) لواحد. -علاقة واحد 

                   لكل من  first partial derivativesالمشتقات الجزئية الأولى  ( 2)

𝐗𝟏 = 𝐠𝟏
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) ,  𝐗𝟐 = 𝐠𝟐

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)  .دوال متصلة 

,𝐗𝟏المشتقات الجزئية لـ  determinantمحدد  ( 3) 𝐗𝟐   بالنسبة لـ    𝐘𝟏, 𝐘𝟐 

 لا يساوى صفر.  حيث:  Jبحيث  Jو سوف نشير له بالرمز  Jacobianوالمسمى بـ   

                    

J =
|

|

𝛛 𝐗𝟏
𝛛 𝐘𝟏

𝛛 𝐗𝟏
𝛛 𝐘𝟐

𝛛 𝐗𝟐
𝛛 𝐘𝟏

𝛛 𝐗𝟐
𝛛 𝐘𝟐

|

|
≠ 𝟎                                      (𝟓-𝟗) 

 

,𝐘𝟏فأن دالة كثافة الأحتمال المشتركة لـ   𝐘𝟐  :على النحو 

              

𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐) =  |J| 𝐟 [𝐠𝟏

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐), 𝐠𝟐
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)]                (𝟓-𝟏𝟎)   

 

,𝟏𝟐𝟎[أنظر مرجع   الإثبات : 𝟏𝟏𝟖[. 

 

 و سوف نوضح تطبيق النظرية من خلال الأمثلة التالية.

 

 ( 6-5مثال )

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐  متغيرين عشوائيين مستقلين بدالة كثافة أحتمال مشتركة 

 

𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐)  

 بحيث: 

𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) = 𝐄𝐱𝐩{−(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐)}                0 < 𝐗𝟏, 𝐗𝟐 < ∞ 
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 بافتراض أن:  و

𝐘𝟏 = 𝐠𝟏(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐        ,      0 < 𝐘𝟏 < ∞ 

𝐘𝟐 = 𝐠𝟐(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) = 𝟐𝐗𝟏          ,      1 < 𝐘𝟐 < 𝐄𝐱𝐩 

 

,𝐘𝟏أوجد دالة كثافة الأحتمال المشتركة لـ   𝐘𝟐. 

 

 الحل:

𝟏) ∵ 𝐘𝟏 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐      ,   𝐘𝟐 = 𝐄𝐱𝐩(𝐱𝟐)    ,   0 < 𝐘𝟏 < ∞ ,  1 < 𝐘𝟐 < 𝐄𝐱𝐩 

                                                                                                      
  
→   

              𝐗𝟏 = 𝐘𝟏-ln(𝐘𝟐)        ,            𝐗𝟐 = ln(𝐘𝟐) 

                                               

     𝟐) ∵ J =
|

|

𝛛 𝐗𝟏
𝛛 𝐘𝟏

𝛛 𝐗𝟏
𝛛 𝐘𝟐

𝛛 𝐗𝟐
𝛛 𝐘𝟏

𝛛 𝐗𝟐
𝛛 𝐘𝟐

|

|
=
|
|
  

𝟏
−𝟏

𝐘𝟐

𝟎
𝟏

𝐘𝟐

 
|
|
=

𝟏

𝐘𝟐
 

 

     𝟑) ∵ 𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐) =  |J| 𝐟 [𝐠𝟏

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐), 𝐠𝟐
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)]                      

                                                   

= |
𝟏

𝐘𝟐
| 𝐄𝐱𝐩{−(𝐘𝟏 − 𝐥𝐧𝐘𝟐 + 𝐥𝐧𝐘𝟐)}     

 

𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐) = (𝐘𝟐)

−𝟏𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏)        , 𝟎 < 𝐘𝟏 < ∞   ,     𝟏 < 𝐘𝟐 < 𝐄𝐱𝐩       

 

 

 

               بالتالى فإن: و

𝐟 
/ (𝐘𝟏) = ∫ (𝐘𝟐)

−𝟏𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏) 𝐝𝐘𝟐

𝐄𝐱𝐩

𝟏

   

                                          

             = 𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏)[𝐥𝐧 𝐘𝟐]𝟏
𝐄𝐱𝐩

                                                

                             

             = 𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏)[𝐥𝐧(𝐄𝐱𝐩) − 𝐥𝐧(𝟏)]                            
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             = 𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏)(𝟏 − 𝟎) = 𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏)    ,   𝟎 < 𝐘𝟏 < ∞ 

                              

𝐟 
/ (𝐘𝟐) = ∫ (𝐘𝟐)

−𝟏𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏) 𝐝𝐘𝟏

∞

𝟎

 

                            

              = (𝐘𝟐)
−𝟏∫ 𝐄𝐱𝐩(−𝐘𝟏) 𝐝𝐘𝟏

∞

𝟎

 

           

               = (𝐘𝟐)
−𝟏(𝟏) =

𝟏

𝐘𝟐
   ,   𝟏 < 𝐘𝟐 < 𝐄𝐱𝐩 

 

 ( 7-5مثال )

 

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐  ىمتغيرين عشوائيين مستقلين كل منهما يتبع التوزيع المنتظم ف  

,𝟎الفترة )  ,𝐟(𝐗𝟏( بدالة كثافة أحتمال  𝟏 𝐗𝟐) =  بحيث: 𝟏

 

𝐘𝟏بافتراض أن:        و = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐         ,          𝐘𝟐 = 𝐗𝟐 − 𝐗𝟏 

,𝐘𝟏أوجد دالة كثافة الأحتمال المشتركة لـ   𝐘𝟐 كذلك الدوال الهامشية لـ  و𝐘𝟏, 𝐘𝟐 . 

 

 الحل

         ∵ 𝐘𝟏 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐   ,   𝐘𝟐 = 𝐗𝟐 − 𝐗𝟏     ,   0 < 𝐘𝟏 < 𝟐  ,  − 𝟏 < 𝐘𝟐 < 𝟏 

                                                                   
  
→   

      𝐗𝟏 = 𝐠𝟏
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) =

𝟏

𝟐
(𝐘𝟏 − 𝐘𝟐)   ,  𝐗𝟐 = 𝐠𝟐

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) =
𝟏

𝟐
(𝐘𝟏 + 𝐘𝟐) 

                                                                        
  
→   

                                            

J = |
| 

𝟏

𝟐

−𝟏

𝟐

𝟏

𝟐

𝟏

𝟐

 |
| =

𝟏

𝟐
 

   

∵  𝐟(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) = |J|  𝐟[𝐠𝟏
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) ,  𝐠𝟐

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)] =
𝟏

𝟐
(𝟏)  

  
→   
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𝐟 
/ (𝐘𝟏) = ∫ 𝐟(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) 𝐝𝐘𝟐 =

𝟏

𝟐
∫ 𝟏  𝐝𝐘𝟐 = (

𝟏

𝟐
) (𝟐) = 𝟏 

𝟏

−𝟏

𝟏

−𝟏

 

                                                     

𝐟 
/ (𝐘𝟐) =

𝟏

𝟐
∫ 𝟏  𝐝𝐘𝟏 = (

𝟏

𝟐
) (𝟐) = 𝟏 

𝟏

−𝟏

 

 ( 3-5نظرية ) 

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧  عددn  من المتغيرات العشوائية المتصلة بدالة كثافة 

,𝐟(𝐗𝟏أحتمال مشتركة   𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧) إذا فرضنا أن الفئة  ، و𝛘̶  [𝟏𝟓𝟏]بحيث : 

 

𝛘̶ = {(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . , 𝐗𝐧): 𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . , 𝐗𝐧)} 

 

,𝛘�̶�من الفئات الجزئية  nيمكن تجزئتها إلى  𝛘̶بافتراض أن الفئة   و 𝛘�̶�, . . . . , 𝛘�̶�  بافتراض   ، و

 بحيث: 𝐘𝐣أن الدوال 

(𝟓-𝟏𝟏)                𝐘𝐣 = 𝐠𝐣(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧)      ,   j=𝟏, 𝟐,...,n 

 

,𝐘𝐣   ،𝐠𝐣(𝐗𝟏العلاقة بين   و 𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧) .كذلك:   علاقة واحد لواحد 

 

𝐗𝟏 = 𝐠𝟏𝐢
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧) , ...... , 𝐗𝐧 = 𝐠𝐧𝐢

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧) 

 

𝐠𝐣𝐢حيث تشير 
 J𝐢كذلك يشير المحدد   𝛘�̶�على الفئة الجزئية  𝐗𝐣إلى الدالة العكسية المناظرة لـ    𝟏−

     بحيث:

J𝐢 =

|

|

|

𝛛𝐠𝟏𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝟏

𝛛𝐠𝟏𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝟐
. . . . . . .

𝛛𝐠𝟏𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝐧
𝛛𝐠𝟐𝐢

−𝟏

𝛛𝐘𝟏

𝛛𝐠𝟐𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝟐
. . . . . . .

𝛛𝐠𝟐𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝐧
:
:

:
:

:
:

:
:

𝛛𝐠𝐧𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝟏

𝛛𝐠𝐧𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝟐
. . . . .

𝛛𝐠𝐧𝐢
−𝟏

𝛛𝐘𝐧

|

|

|

≠ 𝟎        i = 𝟏, 𝟐,..,n       (𝟓-𝟏𝟐) 

 

,𝐘𝟏فإن دالة كثافة الأحتمال المشتركة للمتغيرات  𝐘𝟐, . . . . . . , 𝐘𝐧  ىتصبح على النحو التال : 

 

                 𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐, … , 𝐘𝐧) = ∑   |𝐉𝐢   |𝐟 [𝐠𝟏𝐢

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧)
𝐧
𝐢=𝟏 
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 و

(𝟓-𝟏𝟑)        𝐠𝟐𝐢
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧) , ...... , 𝐗𝐧 = 𝐠𝐧𝐢

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧)] 

       

𝐦الحالة الخاصة عندما  ىف  و :ملحوظة = فئة واحدة غير مجزئة،  𝛘̶أو بعبارة أخرى الفئة  𝟏

 هذه الحالة:  ىف 

                                

J =

|

|

𝛛𝐠𝟏
−𝟏

𝛛𝐘𝟏
. . . . . . .

𝛛𝐠𝟏
−𝟏

𝛛𝐘𝟏𝐧
:
:

:
:

:
:

𝛛𝐠𝐧
−𝟏

𝛛𝐘𝟏
. . . . . . .

𝛛𝐠𝐧
−𝟏

𝛛𝐘𝐧

|

|

                               (𝟓-𝟏𝟒) 

 

 

                𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐, … , 𝐘𝐧) =   |J𝐢 |𝐟 [𝐠𝟏

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧) 

 و

𝐠𝟐
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧) , ...... , 𝐗𝐧 = 𝐠𝐧

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, . . . , 𝐘𝐧)]         (𝟓-𝟏𝟓) 

 

 ( 8-5مثال )

 

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐, 𝐗𝟑   متغيرات عشوائية متصلة مستقلة كل منها يتبع التوزيع

,𝛌𝟏الأسى بمعلمات   𝛌𝟐, 𝛌𝟑   بدالة كثافة أحتمال مشتركة𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑) :حيث 

 

𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑) =
𝟏

𝛌𝟏𝛌𝟐𝛌𝟑
Exp {−(

𝐗𝟏
𝛌𝟏

+
𝐗𝟐
𝛌𝟐

+
𝐗𝟑
𝛌𝟑
)}    ,   0 < 𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 < ∞ 

 فإذا فرضنا أن: 

 𝐘𝟏 = 𝐗𝟏   ,𝐘𝟐 = (𝐗𝟏 + 𝐗𝟐)   ,𝐘𝟑 = (𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑)  ,  0 < 𝐘𝟏, 𝐘𝟐, 𝐘𝟑 < ∞ 

 

𝐦بافتراض أن   و = ,𝐘𝟏. أوجد دالة كثافة الأحتمال المشتركة لكل من   𝟏 𝐘𝟐, 𝐘𝟑  ثم أوجد الدوال

,𝐘𝟏الهامشية لكل من   𝐘𝟐, 𝐘𝟑. 

 

 الحل

            𝐗𝟏 = 𝐠𝟏
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, 𝐘𝟑) = 𝐘𝟏    ,     𝐗𝟐 = 𝐘𝟐 − 𝐗𝟏 = 𝐘𝟐 − 𝐘𝟏 



 
بعض : لخامسالباب ا       من المتغيرات العشوائية المتصلة nالتوزيع لأحتمالى لدالة فى ( 5-5)

 التحويلات 
 

 
  

158 

 

                                          𝐗𝟑 = 𝐘𝟑 − 𝐘𝟐 

 

J = |
𝟏 𝟎 𝟎
−𝟏 𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏 𝟏

| = 𝟏 

 

𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐, 𝐘𝟑) = |J|  𝐟 [

𝐠𝟏
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, 𝐘𝟑), 𝐠𝟐

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, 𝐘𝟑),

𝐠𝟑
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, 𝐘𝟑)

] 

                              

= 𝟏(
𝟏

𝛌𝟏, 𝛌𝟐, 𝛌𝟑
) 𝐄𝐱𝐩 {−(

𝐘𝟏
𝛌𝟏

+
(𝐘𝟐 − 𝐘𝟏)

𝛌𝟐
+
(𝐘𝟑 − 𝐘𝟐)

𝛌𝟑
)}  

                 

 = (𝛌𝟏𝛌𝟐𝛌𝟑)
−𝟏 𝐄𝐱𝐩− {

(𝛌𝟐 − 𝛌𝟏)

𝛌𝟏𝛌𝟐
𝐘𝟏 +

(𝛌𝟑 − 𝛌𝟐)

𝛌𝟐𝛌𝟑
𝐘𝟐

+ 𝛌𝟑𝐘𝟑} 
  
→   

                    

𝐟 
/ (𝐘𝟏) = ∫ ∫ 𝐟(𝐘𝟏, 𝐘𝟐, 𝐘𝟑) 𝐝𝐘𝟐 𝐝𝐘𝟑

∞

𝟎

∞

𝟎

 

          

= ∫ [∫ (𝛌𝟏𝛌𝟐𝛌𝟑)
−𝟏 𝐄𝐱𝐩−{

(𝛌𝟐 − 𝛌𝟏)

𝛌𝟏𝛌𝟐
𝐘𝟏 +

(𝛌𝟑 − 𝛌𝟐)

𝛌𝟐𝛌𝟑
𝐘𝟐 + 𝛌𝟑𝐘𝟑}

∞

𝟎

𝐝𝐘𝟑] 𝐝𝐘𝟐

∞

𝟎

 

                 

= ∫ (𝛌𝟏𝛌𝟐)
−𝟏 𝐄𝐱𝐩− {

(𝛌𝟐 − 𝛌𝟏)

𝛌𝟏𝛌𝟐
𝐘𝟏 +

(𝛌𝟑 − 𝛌𝟐)

𝛌𝟐𝛌𝟑
𝐘𝟐}

∞

𝟎

  d𝐘𝟐 

            

= (𝛌𝟏𝛌𝟐
𝟐𝛌𝟑)

−𝟏
𝐄𝐱𝐩−  {

(𝛌𝟐 − 𝛌𝟏)

𝛌𝟏𝛌𝟐
𝐘𝟏}           ,     0 < 𝐘𝟏 < ∞ 

 

 𝐟  بالمثل يمكن الحصول على
/ (𝐘𝟐), 𝐟 

/ (𝐘𝟑) . 

 

 ( 9-5مثال )

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐 متغيرين كل منهما يتبع التوزيع المعتاد بدالة كثافة أحتمال  

,𝐟(𝐗𝟏  مشتركة 𝐗𝟐)  :بحيث 
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𝐟(𝐗𝟏, 𝐗𝟐) = [𝟐𝛑𝛔𝐗𝟏𝛔𝐗𝟐√𝟏− 𝛒𝟐
𝐗𝟏,𝐗𝟐

 ]
−𝟏

 𝐄𝐱𝐩{−
𝟏

𝟐 (𝟏 − 𝛒𝟐
𝐗𝟏,𝐗𝟐

)
  

 

                        [(
𝐗𝟏 − 𝛍𝐗𝟏
𝛔𝐗𝟏

)

𝟐

−  𝟐𝛒𝐗𝟏,𝐗𝟐 (
𝐗𝟏 − 𝛍𝐗𝟏
𝛔𝐗𝟏

)(
𝐗𝟐 − 𝛍𝐗𝟐
𝛔𝐗𝟐

) 

                        + (
𝐗𝟐 − 𝛍𝐗𝟐
𝛔𝐗𝟐

)

𝟐

]}                                                                               (𝟏) 

,𝐗𝟏معامل الأرتباط بين  𝛒𝐗𝟏,𝐗𝟐حيث  𝐗𝟐. 

 

𝐘𝟏  فإذا فرضنا أن:  = (𝐗𝟏 + 𝐗𝟐)   ,       𝐘𝟐 = 𝐗𝟐 

 

,𝐘𝟏أوجد دالة الأحتمال المشتركة بين  𝐘𝟐  ثم أوجد الدوال الهامشية لـ𝐘𝟏, 𝐘𝟐 . 

 

 الحل

                       ∵ 𝐘𝟏 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐     ,       𝐘𝟐 = 𝐗𝟐  
  
→   

 𝐗𝟏 = 𝐠𝟏
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) = 𝐘𝟏 − 𝐘𝟐    ,      𝐗𝟐 = 𝐠𝟐

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) = 𝐘𝟐 

 

(𝟐                               )J = |
𝟏 −𝟏
𝟎 𝟏

| = 𝟏 

(𝟑                )∵ 𝐗𝟏 = 𝐘𝟏 − 𝐘𝟐     
  
→       𝛍𝐗𝟏 = 𝛍𝐘𝟏 − 𝛍𝐘𝟐 

(𝟒           )              𝐗𝟐 = 𝐘𝟐     
  
→       𝛍𝐗𝟐 = 𝛍𝐘𝟐 

 

 كذلك: 

(𝟓             )𝛔𝐗𝟏
𝟐 = 𝛔(𝐘𝟏−𝐘𝟐)

𝟐 = 𝛔𝐘𝟏
𝟐 + 𝛔𝐘𝟐

𝟐 + 𝐂𝐨𝐯(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)
  
→   

 

(𝟔                  )𝛔𝐗𝟏 = 𝛔(𝐘𝟏−𝐘𝟐) = √𝛔𝐘𝟏
𝟐 + 𝛔𝐘𝟐

𝟐 + 𝐂𝐨𝐯(𝐘𝟏, 𝐘𝟐) 

 بما أن: و

𝛒𝐗𝟏,𝐗𝟐 =
𝐂𝐨𝐯(𝐗𝟏, 𝐗𝟐)

𝛔𝐗𝟏𝛔𝐗𝟐
=
𝐄(𝐘𝟏𝐘𝟐) − 𝛍𝐘𝟏𝛍𝐘𝟐

𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐𝛔𝐘𝟐
−

𝛔𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐

            (7) 
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 إستنتاج أن:( فإنه يمكن 𝟕من ) و

𝛒𝐗𝟏,𝐗𝟐 = 𝛒𝐘𝟏,𝐘𝟐 [
𝛔𝐘𝟏

𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐
] −

𝛔𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐

                           (8) 

           

 ( نجد أن:𝟏)  ى( ف 𝟐) -(𝟖بالتعويض بـ ) 

                           

𝐟 
/ (𝐘𝟏, 𝐘𝟐) = |𝟏|  𝐟[𝐠𝟏

−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐), 𝐠𝟐
−𝟏(𝐘𝟏, 𝐘𝟐)] 

                  

              = [𝟐𝛑𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟐 √𝟏− [𝛒𝐘𝟏,𝐘𝟐

𝛔𝐘𝟏
𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐

−
𝛔𝐘𝟐

𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐
]

−𝟏

  ]

−𝟏

 𝐄𝐱𝐩 {−
𝟏

𝟐
 

                  [𝟏 − (𝛒𝐘𝟏,𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟏

𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐
−

𝛔𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐

)] [(
(𝐘𝟏 − 𝐘𝟐) − (𝛍𝐘𝟏 − 𝛍𝐘𝟐)

𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐
) 

                        −𝟐(𝛒𝐘𝟏,𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟏

𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐
−

𝛔𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐

)] [(
(𝐘𝟏 − 𝐘𝟐) − (𝛍𝐘𝟏 − 𝛍𝐘𝟐)

𝛔𝐘𝟏−𝐘𝟐
) 

                            (
𝐘𝟐 − 𝛍𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟐

) + (
𝐘𝟐 − 𝛍𝐘𝟐
𝛔𝐘𝟐

)

𝟐

]}                                                   (𝟗)



 
 
 بعض التحويلات: لخامسالباب ا                                                         تمرينات( 5-6)
 

 
 

161 

 

 

 Exercises                                                 ( تمرينات 5-6)
 

)5-1( 

 

𝐘كذلك  𝛔𝟐وتباين   𝛍متغير يتبع التوزيع المعتاد بتوقع   Xإذا فرضنا أن  = 𝐤𝐗  حيثk  

 مقدار ثابت.

 

 .Yأوجد دالة كثافة الأحتمال للمتغير  -أ

𝐄(𝐘)أثبت أن   -ت = 𝐤𝛍  ,  𝐕𝐚𝐫(𝐘) = 𝐤𝟐𝛔𝟐. 

 

)5-2( 

 

,𝐗𝟏بأفتراض أن   𝐗𝟐  متغيرين غير مرتبطين، أوجد معامل الارتباط بين 

 (𝐗𝟏 + 𝐗𝟐،) (𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 بدلالة )𝐕𝐚𝐱(𝐗𝟏), 𝐕𝐚𝐱(𝐗𝟐). 

 

)5-3( 

 

,𝐗𝟏بافتراض أن   𝐗𝟐, 𝐗𝟑  متغيرات عشوائية غير مرتبطةuncorrelated random 

 variables لكل منهم نفس التباين   و𝛔𝟐 . 

,𝐘𝟏أوجد معامل الارتباط بين         𝐘𝟐  :بحيث 

𝐘𝟏 = 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐   ,   𝐘𝟐 = 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 

 

)5-4( 

 

,𝐗𝟏بأفتراض أن   𝐗𝟐 ىمتغيران مستقلين كل منهما يتبع التوزيع المعتاد القياس . 

 

,𝐘𝟏أوجد التوزيع المشترك للمتغيرات  -1 𝐘𝟐 :حيث 

 

𝐘𝟏 =
(𝐗𝟏 + 𝐗𝟐)

√𝟐
   ,   𝐘𝟐 =

𝐗𝟐 − 𝐗𝟏

√𝟐
 

 



 
 
 بعض التحويلات: لخامسالباب ا                                                         تمرينات( 5-6)
 

 
  

162 

 حيث: 𝐘𝟐هو نفس التوزيع للمتغير  𝐘𝟏أثبت أن التوزيع الأحتمالي للمتغير  -2

 

𝐘𝟏 = 𝟐𝐗𝟏 𝐗𝟐     ,     𝐘𝟐 = 𝐗𝟐
𝟐 − 𝐗𝟏

𝟐 

                        :ملحوظة

𝐗𝟐
𝟐 − 𝐗𝟏

𝟐 = 𝟐 [
𝐗𝟏 + 𝐗𝟐

√𝟐
] [
𝐗𝟐 − 𝐗𝟏

√𝟐
] 

)5-5( 

 

𝐗𝐢   ،𝐢إذا فرضنا أن المتغيرات  = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧 كل منها يتبع التوزيع  متغيرات مستقلة و

𝐘   بافتراض أن . و 𝛌𝐢بمعلمة   ىالأس = ∑ 𝐗𝐢
𝐧
𝐢=𝟏 . 

 

 يتبع توزيع جاما ثم أوجد عدد درجات الحرية. Yأثبت أن المتغير      

 

)5-6( 

 

 بدالة توزيع تراكمية: ىمتغير عشوائ Xبأفتراض أن 

 

𝐅(𝐗) = 𝐄𝐱𝐩[−𝐄𝐱𝐩(−(𝐱 − 𝛂)/𝛃)] 

       

 متغير بحيث:  Yبافتراض أن  و 

 

𝐘 = 𝐄𝐱𝐩[−(𝐗 − 𝛂)/𝛃] 

      

 . Yللمتغير  ىأوجد التوزيع الأحتمال 

 

)5-7( 

 

 ،  𝐟(𝐗)متغير عشوائي بدالة كثافة الأحتمال  Xإذا فرضنا أن 

 

𝐟(𝐗) = (
𝟏

𝐁(𝐚, 𝐛)
)(

𝐗a-1

(H 𝐗)𝐚+𝐛
)        ,   a,b > 𝟎   ,   0 < 𝐗 < ∞ 

  

 حيث: Yأوجد دالة كثافة الأحتمال للمتغير    
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𝐘 =
𝟏

𝟏 + 𝐗
 

 

)5-8( 

 

,𝐗)بأفتراض أن   𝐘)  ىمتغيرين لهما التوزيع المعتاد الثنائ . 

,𝐜𝐗)دالة الأحتمال المشتركة للمتغيرين  أوجد 𝐝𝐘), (𝐚𝐗, 𝐛𝐘)  بحيث تحقق المقادير الثابتة

a,b,c,d   :العلاقة التالية 

𝐚𝐝 − 𝐛𝐜 ≠ 𝟎 

 

)5-9( 

 

,𝐗𝟏إذا كان  𝐗𝟐, . . . . . . , 𝐗𝐧 متغيرات عشوائية مستقلة كل منها يتبع التوزيع المعتاد بتوقع  

 

,𝛍𝐢تباين  و  𝛔𝐢
𝟐 ،𝐢 = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧. 

 

𝐘. بافتراض أن  = ∑ 𝐗𝐢
𝐧
𝐢=𝟏 أثبت أن المتغيرY  يتبع التوزيع المعتاد أيضا  بتوقع يساوى مجموع

تباين يساوى مجموع تباينات المتغيرات أيضا .  توقعات المتغيرات. و
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 Introduction                                               ( مقدمة6-1)
 

    الباب القيود الأحتمالية التى تشمل على بعض المعلمات العشوائية المرتبطةيتناول هذا 

dependent random parameter  أو غير مرتبطة(independentو )  تتبع

 توزيعات أحتمالية ثنائية.

 

ُ ألذلك سوف نتناول   مثل: ولا   بعض أهم التوزيعات الأحتمالية الثنائية الأكثر تطبيقا

 

 Bivariate Normal Distributionد الثنائى التوزيع المعتا •

 Bivariate Exponential Distributionالتوزيع الأسى الثنائى  •

 

 كيفية تحويل القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية مكافئة. أستخدام هذه التوزيعات فى ثم

أيضا  و  العشوائية فى حالة أرتباط المعلمات joint constraintsكذلك تقديم القيود المشتركة 

 حالات عدم أستقلال المعلمات.

توضح كيفية تحويل القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية  هذا بالأضافة إلى تقديم مجموعة من الأمثلة 

 .المتنوعة التمريناتمكافئة بالأضافة إلى تقديم مجموعة من  
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                       التوزيع المعتاد الثنائى( 6-2)

     Bivariate Normal Distribution 
 

غير مستقلين  و كل منهما يتبع التوزيع المعتادمتغيرين  X,Yفرضنا أن إذا 

dependent  بمعامل أرتباط𝛒  𝟏−حيث ≤ 𝛒 ≤   :حيث 𝚺، و مصفوفة التباين و التغاير   𝟏

 

 (𝟔-𝟏  )                                     𝚺 = [
𝛔𝐱
𝟐 𝛒𝛔𝐱𝛔𝐲

𝛒𝛔𝐱𝛔𝐲 𝛔𝐲
𝟐 ] 

 

, 𝛔𝐱حيث  𝛔𝐲  تشير إلى الأنحراف المعيارى للمتغيرX  و المتغيرY  على الترتيب. فأن دالة كثافة

 ( على النحو التالى: X,Yللمتغيرين ) joint density functionالأحتمال المشتركة 

                       

𝐟(𝐱, 𝐲) = (𝟐𝛑𝛔𝐱𝛔𝐲√𝟏 − 𝛒𝟐) −𝟏 𝐄𝐱𝐩 {
−𝟏

𝟐(𝟏 − 𝛒)
 [(

𝐱 − 𝛍𝐱
𝛔𝐱

)
𝟐

− 𝟐𝛒(
𝐱 − 𝛍𝐱
𝛔𝐱

)  

(
𝐲 − 𝛍𝐲
𝛔𝐲

)+ (
𝐲 − 𝛍𝐲
𝛔𝐲

)

𝟐

]}                                                                    (𝟔-𝟐) 

𝛒يكون  متغيرين مستقلين X,Yالمتغيرين  يكون و عندما ملحوظة: = و فى هذه الحالة  𝟎

𝛒 بـ بالتعويض =  فأن:  (𝟐-𝟔)فى الدالة   𝟎

                

𝐟(𝐱, 𝐲) = (𝟐𝛑𝛔𝐱𝛔𝐲) 
−𝟏 𝐄𝐱𝐩 {

−𝟏

𝟐
 [(

𝐱 − 𝛍𝐱
𝛔𝐱

)
𝟐

+ (
𝐲 − 𝛍𝐲

𝛔𝐲
)

𝟐

]}             (𝟔-𝟑) 

 (: 1-6نظرية ) 

 بحيث: X,Y اندالة خطية فى المتغير  �̃�أن المتغير  إذا فرضنا

(𝟔-𝟒)                                  �̃� = 𝐚𝐱 + 𝐛𝐲 

 

 التوزيع المعتاد )الطبيعى( بحيث متغير يتبع  �̃�فأن المتغير  ،مقادير ثابتة a,bحيث 

 

(𝟔-𝟓)                𝐄(�̃�) = 𝛍 = 𝐚𝐄(𝐱) + 𝐛𝐄(𝐲) = 𝐚𝛍𝐱 + 𝐛𝛍𝐲 
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𝐕𝐚𝐫(�̃�) = 𝛔𝟐 = 𝐕𝐚𝐫(𝐚𝐱 + 𝐛𝐲) = 𝐚𝟐𝛔𝐱
𝟐 + 𝐛𝟐𝛔𝐲

𝟐 + 𝟐𝐚𝐛𝛒𝛔𝐱𝛔𝐲 

 

 : على النحو التالى �̃�  ،  𝐟(�̃�)المتغير  و دالة كثافة أحتمال

              

𝐟(�̃�) =
𝟏

√𝟐𝛑 𝛔
 𝐄𝐱𝐩 {

−𝟏

𝟐
 (
𝐡 − 𝛍

𝛔
)
𝟐

}      ,      − ∞ < 𝐡 < ∞       (𝟔-𝟔) 

 

 transformation [𝟏𝟐𝟗]التحويلات أسلوب بأستخدام  الأثبات:

 (: 1نتيجة ) 

 

 بحيث a,bو الثوابت  كل منهما يتبع التوزيع المعتاد القياسى  x,yفى حالة إذا كان 

 𝐚 = 𝐛 =  [: 𝟐𝟎𝟔فأن ]  𝟏

(𝟔-𝟕)                                          𝐄(�̃�) = 𝟎 

𝛔�̃�
𝟐 = 𝐕𝐚𝐫(�̃�) = 𝟐 + 𝟐𝛒 

 بحيث:  �̃�و بالتالى فأن  

�̃� =
�̃�

√𝟐 + 𝟐𝛒
                                             (𝟔-𝟖) 

 

 : 𝐟(�̃�)يتبع التوزيع المعتاد القياسى بدالة كثافة أحتمال يمثل متغير 

     

𝐟(�̃�) =
𝟏

√𝟐𝛑 √𝟐 (√𝟏 + 𝛒)
 𝐄𝐱𝐩 {

−𝟏

𝟒(𝟏 + 𝛒)
 �̃�𝟐}      ,      − ∞ < �̃� < ∞    (𝟔-𝟗) 

  

 (.𝟗-𝟔نحصل على )  (𝟕-𝟔( و )𝟖-𝟔( بـ )𝟔-𝟔بالتعويض فى )  الأثبات:

 

 [𝟐𝟎𝟐خصائص التوزيع الأحتمالى المعتاد الثنائى ] 

 

 يعتبر التوزيع المعتاد الثنائى من التوزيعات الممتازة حيث: 

 

 لتوزيع المعتاد الأحادى. ل دالة كثافة أحتمال تمثل  xأو  yالدالة الهامشية لكل من  -1

 يمثل توزيع معتاد أيضا . xأو   yالتوزيع الشرطى لكل من  -2

 تمثل متغير يتبع التوزيع المعتاد   x,yفى  linear combinationالتوليفة الخطية  -3
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 أيضا .

 

حيث يتبع  x,yتقريب لدالة كثافة الأحتمال المشتركة للمتغيرين  Sungurقدم  1990فى سنة 

,𝐟(𝐱)التوزيع المعتاد القياسى بدالة كثافة أحتمال   x,yكل من  𝐟(𝐲)  على الترتيب و معامل

,𝐱)ز ، حيث أشار إلى دالة كثافة الاحتمال المشتركة التقريبية بالرم𝛒الأرتباط بينهما   𝐲) ≁ 
,𝟐𝟎𝟔بحيث ]  𝟏𝟗𝟏]: 

 

(𝟔-𝟏𝟎)                     (𝐱, 𝐲) = 𝐟(𝐱)𝐟(𝐲)[𝟏 + 𝛒𝐱𝐲]  ≁ 
 

 first orderحيث أستخدام تقريب تيلور من الترتيب الأول فى معامل الأرتباط 

approximation .
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                       التوزيع المعتاد الثنائىبمعلمات تتبع  الأحتمالية  القيود( 6-3)

              Chance Constraints with �̃�𝐢𝐣~  Bivariate 

Normal Distribution 

 

,�̃�𝐢𝟏إذا فرضنا   �̃�𝐢𝟐   متغيرين عشوائيين غير مستقلين لهما التوزيع المعتاد الثنائى بدالة

,𝐟(�̃�𝐢𝟏كثافة أحتمال  �̃�𝐢𝟐)  :على النحو التالى 

  

𝐟(�̃�𝐢𝟏, �̃�𝐢𝟐) = (𝟐𝛑𝛔𝟏𝛔𝟐√𝟏 − 𝛒𝟐)
−𝟏

 𝐄𝐱𝐩 {
−𝟏

𝟐(𝟏 − 𝛒)
[(
�̃�𝐢𝟏 − 𝛍𝟏

𝛔𝟏
)
𝟐

− 𝟐𝛒(
�̃�𝐢𝟏 − 𝛍𝟏

𝛔𝟏
) (
�̃�𝐢𝟐 − 𝛍𝟐

𝛔𝟐
) + (

�̃�𝐢𝟐 − 𝛍𝟐
𝛔𝟐

)
𝟐

]}                (𝟔-𝟏𝟏) 

 حيث: 

 

,�̃�𝐢𝟏معامل الأرتباط بين  �̃�𝐢𝟐                                      𝛒: 

,�̃�𝐢𝟏توقع  �̃�𝐢𝟐                                       على الترتيب𝛍𝟏, 𝛍𝟐: 

,�̃�𝐢𝟏الانحراف المعيارى لـ  �̃�𝐢𝟐                    على الترتيب𝛔𝟏, 𝛔𝟐: 

𝐣مقادير ثابتة   = 𝟑,… , 𝐧                                      𝐚𝐢𝐣, 𝐛𝐢: 

j   ،   𝐣ى رقم المتغير القرار = 𝟑,… , 𝐧                       𝐱𝐣: 

 

 فإذا أعتبرنا القيد الأحتمالى 

 

     (𝟔-𝟏𝟐)    𝐏𝐫{�̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝐢𝟐𝐱𝟐 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝐛𝐢
𝐧
𝐣=𝟑 } ≥ 𝛄𝐢  ,        𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦 

 

 (. iى أحتمال تحقق القيد أ) (i) تشير إلى مقياس المأمونية للقيد رقم 𝛄𝐢حيث 

 بحيث:  �̃�𝐢فرضنا أن  فإذا

 

(𝟔-𝟏𝟑)                     �̃�𝐢 = �̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝐢𝟐𝐱𝟐    , 𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 

 

(( و يمكن تحويله إلى متغير معتاد قياسى  1-6معتاد ايضا  )أنظر نظرية )متغير  �̃�𝐢فأن المتغير  

 حيث: 

                                         𝐄(�̃�𝐢) = 𝛍 = 𝛍𝟏𝐱𝟏 + 𝛍𝟐𝐱𝟐 
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(𝟔-𝟏𝟒)               𝐕𝐚𝐫(�̃�𝐢) = 𝛔𝟐 = 𝛔𝟏
𝟐𝐱𝟏

𝟐 + 𝛔𝟐
𝟐𝐱𝟐

𝟐 + 𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐𝛒𝛔𝟏𝛔𝟐 

 

,𝐅𝐢فإذا فرضنا أن  𝐅𝐢
و الدالة العكسية لها لمتغير معتاد قياسى فأن  هى دالة التوزيع التراكمية  𝟏−

 يصبح على النحو التالى:  (𝟏𝟐-𝟔)القيد  

                     

𝐏𝐫 {𝐳 ≤
𝐛𝐢 − ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐧

𝐣=𝟑

𝛔
} ≥ 𝛄𝐢   

            
→    

 

 أعلاه على النحو التالى: ، و بالتالى يمكن أعادة كتابة القيد متغير معتاد قياسى zحيث 

              

𝐅(
𝐛𝐢 − ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐧

𝐣=𝟑

𝛔
) ≥ 𝛄𝐢   

            
→                       (𝟔-𝟏𝟓) 

    أو                            

𝐛𝐢 − ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐧
𝐣=𝟑

𝛔
≥ 𝐅−𝟏(𝛄𝐢) 

 

هى دالة التوزيع التراكمية للمتغير  F)حيث  Fالعكسية للدالة قيمة الدالة  ىه 𝐅−𝟏(𝛄𝐢)حيث 

 . 𝛄𝐢عند قيمة المعتاد القياسى( 

 

من جدول التوزيع المعتاد القياسى بملحق  العددية  𝐅−𝟏(𝛄𝐢)حيث يمكن الحصول على هذه قيمة  

 (. 2رقم )

 

 : على النحو  (𝟏𝟐-𝟔)و بالتالى يصبح القيد اليقينى المكافئ للقيد  

 

                   ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐧
𝐣=𝟑 + 𝛔 𝐅−𝟏(𝛄𝐢) ≤ 𝐛𝐢  

             
→    

 

                           𝛍𝟏𝐱𝟏 + 𝛍𝟐𝐱𝟐 + ∑   𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟑 + 𝐅−𝟏(𝛄𝐢) {𝛔𝟏

𝟐𝐱𝟏
𝟐 + 𝛔𝟐

𝟐𝐱𝟐
𝟐 

+𝟐𝛒𝐱𝟏𝐱𝟐𝛔𝟏𝛔𝟐}
𝟏

𝟐  ≤ 𝐛𝐢            (𝟔-𝟏𝟔)  
 

𝐣  ،قيد خطى فى المتغيرات القرارية   (𝟏𝟐-𝟔)و رغم أن القيد الأحتمالى فى   =

𝟏, 𝟐, … , 𝐧 ، 𝐱𝐣   

,𝐱𝟏قيد غير خطى فى المتغيرين القرارين  (𝟏𝟔-𝟔)فأن القيد اليقينى المكافئ له فى   𝐱𝟐   الذين

,�̃�𝐢𝟏يمثلين معاملات المعلمات العشوائية   �̃�𝐢𝟐. 
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 ( 1-6مثال )

 

 :إذا أعتبرنا القيد الأحتمالى التالى 

 

(𝟏)                  𝐏𝒓{�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑 + 𝟗𝐱𝟒 ≤ 𝟏𝟎𝟎} ≥ 𝟎. 𝟗 

 

,�̃�𝟏حيث  �̃�𝟐  بحيث: متغيرين عشوائيين لهما التوزيع المعتاد الثنائى 

 

                𝛒 = 𝟎. 𝟗 , 𝛍𝟏 = 𝟒 , 𝛍𝟐 = 𝟔 , 𝛔𝟏 = 𝟏 , 𝛔𝟐 = 𝟑 

 

 حول القيد الاحتمالى إلى قيد يقينى مكافئ.

 إذا فرضنا أن

                                    �̃� = �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐   
             
→    

(𝟐)                                          𝐄(�̃�) = 𝟒𝐱𝟏 + 𝟔𝐱𝟐      

                        𝐕𝐚𝐫(�̃�) = 𝟏𝐱𝟏
𝟐 + 𝟗𝐱𝟐

𝟐 + 𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐(𝟎. 𝟗)(𝟏)(𝟑)   

(𝟑)                                     = 𝐱𝟏
𝟐 + 𝟗𝐱𝟐

𝟐 + 𝟓. 𝟒𝐱𝟏𝐱𝟐       

 

 إلى قيد أحتمالى على النحو التالى:  (𝟏)القيد  و بتحويل

𝐏𝐫

{
 

 

𝒛 ≤
𝟏𝟎𝟎 + 𝟓𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟒 − (𝟒𝒙𝟏 + 𝟔𝒙𝟐)

√𝐱𝟏
𝟐 + 𝟗𝐱𝟐

𝟐 + 𝟓. 𝟒𝐱𝟏𝐱𝟐 }
 

 

≥ 𝟎. 𝟗 
             
→    

                       

𝟏𝟎𝟎 + 𝟓𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟒 − (𝟒𝒙𝟏 + 𝟔𝒙𝟐)

√𝐱𝟏
𝟐 + 𝟗𝐱𝟐

𝟐 + 𝟓. 𝟒𝐱𝟏𝐱𝟐

≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟗) = 𝟏. 𝟐𝟖 

 

(𝟒)           𝟒𝐱𝟏 + 𝟔𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑 + 𝟗𝐱𝟒 + 𝟏. 𝟐𝟖 √𝐱𝟏
𝟐 + 𝟗𝐱𝟐

𝟐 + 𝟓. 𝟒𝐱𝟏𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟎𝟎 

 

 ( 2-6مثال )

 

,�̃�𝟏إذا فرضنا أن  �̃�𝟐  الثنائى بمعلمات: متغيرين لهما التوزيع المعتاد 

                      𝛒 = 𝟎. 𝟔 , 𝛍𝟏 = 𝟐 , 𝛍𝟐 = 𝟓 , 𝛔𝟏 = 𝟏 , 𝛔𝟐 = 𝟏 
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 الاحتمالى التالى إلى قيد يقينى حول القيد 

(𝟏)                          𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 

                                 �̃� = �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐   

                                  𝐄(�̃�) = 𝟐𝐱𝟏 + 𝟓𝐱𝟐 

           𝐕𝐚𝐫(�̃�) = 𝟏 + 𝟏 + 𝟐(𝟎. 𝟖)𝐱𝟏𝐱𝟐(𝟏)(𝟏) = 𝟐 + 𝟏. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟐  

 

                   𝐏𝐫(�̃� ≥ 𝟏𝟐) = 𝟏 − 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟏𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖   
             
→    

             

𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟏𝟐) ≤ 𝟎. 𝟐   
              
→     𝐏𝐫 (𝐳 ≤

𝟏𝟐 − 𝟐𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟐

√𝟐 + 𝟏. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟐
) ≤ 𝟎. 𝟐 

            
→    

      

𝐅 (
𝟏𝟐 − 𝟐𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟐

√𝟐 + 𝟏. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟐
) ≤ 𝟎. 𝟐  

            
→    

𝟏𝟐 − 𝟐𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟐

√𝟐 + 𝟏. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟐
≤ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟐) = −𝟎. 𝟖𝟒 

 

(𝟐)                   𝟐𝐱𝟏 + 𝟓𝐱𝟐 − 𝟎. 𝟖𝟒 √𝟐 + 𝟏. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟐  
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                        الثنائى الأسىالتوزيع ( 6-4)

     Bivariate Exponential Distribution 
 

التوزيع الاسى الثنائى من التوزيعات الأحتمالية الثنائية الهامة نظراُ لأستخدامه فى يعتبر 

مثل التطبيقات فى التامين   social applications   كثير من التطبيقات الأجتماعية

insurance  صلاحية أو فى قياس الreliability ....،أو التطبيقات الهندسية و الطبية 

[𝟏𝟕, 𝟐𝟏, 𝟔𝟕.] 

 

 و قدمت العديد من النماذج المختلفة للتوزيع الأحتمالى الأسى الثنائى.  1960منذ سنة  و

 

و ذلك بهدف أستخدام هذه النماذج فى   ،و فى هذا الفصل سوف نعرض بعض أهم هذه النماذج 

 ( كما سوف نوضح ذلك فى الفصل التالى. CCPأسلوب )

 

,𝟐𝟒] 1960سنة   Gumbelنموذج  ( 1) 𝟐𝟑،] 

,𝟖𝟓]  1960سنة  Farlie, Gumbel and Morgensternنموذج  ( 2) 𝟖𝟑 ،] 

,𝟏𝟐𝟖]  1961سنة  Freundنموذج  ( 3) 𝟖𝟐،] 

 [، 𝟔𝟐] 1967سنة  Moran and Downtonنموذج  ( 4)

 [، 𝟏𝟎𝟎]  2018سنة  Hafez and El-Dashنموذج  ( 5)

 [،𝟖𝟐] 2019سنة  El-Dashنموذج  ( 6)

 [.𝟖𝟑] 2019سنة  El-Dashنموذج  ( 7)

 

 ( 1نموذج )

 

,�̃�𝟏 العشوائيين أن المتغيرين و أخرين  Gumbelأفترض  1960فى سنة  �̃�𝟐   حيث(

,𝟏يمثل كل منهما فترة صلاحية المكون  كل منهما يتبع التوزيع على الترتيب فى نظام معين( 𝟐

,𝛌𝟏الاسى بمعلمة   𝛌𝟐  على الترتيب بحيث𝛌𝟏 = 𝛌𝟐 = دالة كثافة الأحتمال  وا، و قدم 𝟏

,𝐟(�̃�𝟏المشتركة لهما  �̃�𝟐)  :على النحو التالى 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝐄𝐱𝐩{−(�̃�𝟏 + �̃�𝟐 + 𝛉�̃�𝟏�̃�𝟐)}{(𝟏 + 𝛉�̃�𝟏)(𝟏 + 𝛉�̃�𝟐)

− 𝛉}     (𝟔-𝟏𝟕) 

     

                                      �̃�𝟏, �̃�𝟐 ≥ 𝟎 ,   𝟎 ≤ 𝛉 ≤ 𝟏 

,𝐅(𝐚𝟏أن دالة التوزيع التراكمية   واو قد أثبت 𝐚𝟐)  :على النحو التالى 
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                                                 𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = 𝐏(�̃�𝟏 ≤ 𝐚𝟏 , �̃�𝟐 ≤ 𝐚𝟐)  

= 𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝐚𝟏} − 𝐄𝐱𝐩{−𝐚𝟐} + 𝐄𝐱𝐩{−(𝐚𝟏 + 𝐚𝟐 + 𝛉𝐚𝟏𝐚𝟐)}   (6-18) 

 

 ( 2نموذج )

 

 تطوير Farlie, Gumbel and Morgenstern كل من قدم 1960فى سنة 

𝛌𝟏( فى حالة  1لنموذج ) = 𝛌𝟐 = ,𝐟(�̃�𝟏حيث أفترضوا أن دالة كثافة الاحتمال  ،أيضا    𝟏 �̃�𝟐) 

 على النحو: 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝐄𝐱𝐩{−(�̃�𝟏 + �̃�𝟐)} [𝟏 + 𝛂 (𝟐 𝐄𝐱𝐩{−�̃�𝟏} − 𝟏) 

∙ (𝟐 𝐄𝐱𝐩{−�̃�𝟐}− 𝟏)]  , |𝛂| < 𝟏          (6-19) 

 

,𝐅(𝐚𝟏و اثبتوا أن دالة التوزيع التراكمية   𝐚𝟐)  :على النحو 

              

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝐚𝟏)][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝐚𝟐)] 

∙ [𝟏 + 𝛂 𝐄𝐱𝐩(−(𝐚𝟏 + 𝐚𝟐))]             (6-20) 

 

,�̃�𝟏للمتغيرين   الأحصائى و فى حالة الأستقلال �̃�𝟐 فأن  𝛂 =  : فأنو بالتالى  𝟎

 

(6-21)                                𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝐄𝐱𝐩{−(�̃�𝟏 + �̃�𝟐)} 

 

 كذلك 

 

(6-22)                     𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = {𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝐚𝟏)}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝐚𝟐)} 

 

,𝐜𝐨𝐫𝐫 (�̃�𝟏  و قد أثبتوا أن معامل الارتباط �̃�𝟐) , 𝛒  بين�̃�𝟏, �̃�𝟐  :على النحو 

          

𝛒 =
𝟏

𝟒
 𝛂  

              
→     −

𝟏

𝟒
< 𝛒 <

𝟏

𝟒
                            (6-23) 

 

 ( 3نموذج )

 

,�̃�𝟏  نالمتغيراأن  Freundأفترض   1961فى سنة  �̃�𝟐  بمعلمات𝛌𝟏, 𝛌𝟐 > 𝟎   

 : على النحو لهما المشتركة و أن دالة كثافة الاحتمال
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𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) =

{
𝛌𝟏𝛌𝟐

\
𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐

\
�̃�𝟐 − 𝛄𝟐�̃�𝟏)     ,      𝟎 ≤ �̃�𝟏 < �̃�𝟐                 (𝟔-𝟐𝟒)

𝛌𝟏
\
𝛌𝟐𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏

\
�̃�𝟏 − 𝛄𝟏�̃�𝟐)   ,       𝟎 ≤ �̃�𝟐 < �̃�𝟏                  (𝟔-𝟐𝟓)

             

𝛌𝟏
\
=

𝛌𝟐
𝛌𝟏 + 𝛌𝟐

 , 𝛌𝟐
\
=

𝛌𝟏
𝛌𝟏 + 𝛌𝟐

 , 𝛄𝐢 = 𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 − 𝛌𝐢
\
   ,

𝐢 = 𝟏, 𝟐       (6-26)   

,𝐅(𝐚𝟏و أثبت أن دالة التوزيع التراكمية   𝐚𝟐)  :على النحو 

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) =

{
 

 
𝛌𝟏
𝛄𝟐

{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛄𝟐𝐚𝟏)}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐
\
𝐚𝟐)}  , 𝟎 ≤ 𝐚𝟏 < 𝐚𝟐  (𝟔-𝟐𝟕)

𝛌𝟐
𝛄𝟏

{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏
\
𝐚𝟏)}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛄𝟏𝐚𝟐)} , 𝟎 ≤ 𝐚𝟐 < 𝐚𝟏   (𝟔-𝟐𝟖)

 

 

 ( 4نموذج )

 

 ،الثنائى الأسى نموذج آخر للتوزيع Morn and Downtonقدما  1967فى سنة 

,�̃�𝟏حيث أفترضا وجود نظام مكون من جزئين بحيث   �̃�𝟐 تشغيل المكون  صلاحية تشير إلى فترة

,𝐟(�̃�𝟏و افترضا أن  𝛒الأول و الثانى على الترتيب و معامل الارتباط بينهما   �̃�𝟐)   على النحو

 التالى: 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) =
𝛌𝟏𝛌𝟐
(𝟏 − 𝛒)

 𝐈∘  (
𝟐√𝛒𝛌𝟏𝛌𝟐�̃�𝟏�̃�𝟐

𝟏 − 𝛒
)  𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏�̃�𝟏 − 𝛌𝟐�̃�𝟐
𝟏 − 𝛒

) 

 حيث

(6-29)           �̃�𝟏, �̃�𝟐 ≥ 𝟎  ,   𝛌𝟏, 𝛌𝟐 > 𝟎  ,   𝟎 ≤ 𝛒 ≤ 𝟏   

 

 (6-30)                         𝐈∘(𝐳) = ∑
(𝐳 𝟐⁄ )

𝟐𝐉

𝐣!

∞
𝐣=𝟎 

 

 من النوع الأول   modified Bassel functionبدالة بازل المعدلة  𝐈∘(𝐳)سمى الدالة  و ت

عدد مرات حدوث عطل فى  z((، حيث يمثل المتغير 9صفر )أنظر ملحق ) orderedو الترتيب 

 ُ  ى و فى حالة عدم حدوث أ .(النظام )نتيجة حدوث عطل فى الجزء الأول أو الثانى أو الأثنين معا

𝐳  فأنعطل  = 𝐈∘(𝐳)فأن  و بالتالى   𝟎 = 𝟏 . 

و يرجع ذلك إلى العديد من التطبيقات لهذا   Downtonو انتشر تطبيق هذا النموذج باسم 

,Downton [𝟔𝟐التوزيع التى قدمها  𝟐𝟑.] 
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,�̃�𝟏و يلاحظ أنه عندما يكون المتغيران  �̃�𝟐   مستقلين فأن𝛒 = الحالة تصبح و فى هذه  𝟎

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐)  :على النحو التالى 

   

(6-31)                    𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐 𝐄𝐱𝐩{−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)} 

 

 ( 5نموذج )

 

. فمن  Downtonتقريب لتوزيع  Hafez and El-Dashقدما  2018فى سنة 

 نجد ان: و أستخدام نظرية تيلور  ،(𝟑𝟎-𝟔) (𝟐𝟗-6)تين  العلاق 

            

𝐈∘ (
𝟐√𝛒𝛌𝟏𝛌𝟐�̃�𝟏�̃�𝟐

𝟏 − 𝛒
) = 𝟏 + (

𝟒(𝛒𝛌𝟏𝛌𝟐�̃�𝟏�̃�𝟐)

𝟏! (𝟏 − 𝛒)
) 

+(
𝟏𝟔(𝛒𝛌𝟏𝛌𝟐�̃�𝟏�̃�𝟐)

𝟐

𝟐! (𝟏 − 𝛒)𝟐
) +⋯                (6-32) 

 أن: ف 

𝐈∘ (
𝟐√𝛒𝛌𝟏𝛌𝟐�̃�𝟏�̃�𝟐

𝟏 − 𝛒
) ≃ 𝟏                                    (6-33) 

 

 

حيث  ،(CCP)فى أسلوب  Downton لنموذج تقريبصحيح فى أستخدام  لتقريبو يعتبر هذا ا

 كما سوف نوضح فيما يلى.  "حالة تحقيق القيد" 𝟏إلى  ∘𝐈يمثل تقريب الدالة 

 

التقريبية   و دالة التوزيع التراكمية المشتركة و بالتالى فأن دالة كثافة الأحتمال التقريبية المشتركة

 على النحو التالى:  تصبحا

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) =
𝛌𝟏𝛌𝟐

(𝟏 − 𝛒)𝟐
 𝐄𝐱𝐩 {

−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)

𝟏 − 𝛒
}                    (6-34) 

 

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟏𝐚𝟏
𝟏 − 𝛒

)] [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐𝐚𝟐
𝟏 − 𝛒

)] 

 

,�̃�𝟏و نلاحظ أنه فى حالة أستقلال  �̃�𝟐  فأن𝛒 = ,𝐟(�̃�𝟏و فى هذه الحالة تصبح   𝟎 �̃�𝟐)  على

 النحو التالى: 

(6-35)                   𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐 𝐄𝐱𝐩{−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)} 
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,𝐅(𝐚𝟏كذلك   𝐚𝟐)  :على النحو 

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = {𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏𝐚𝟏)}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐𝐚𝟐)}                (6-36) 

 

 ( 6نموذج )

 

 Farlie, Gumbel( الذى قدمه  2تطوير لنموذج )  El-Dashقدمت    2019فى سنة  

and Morgenstern حيث أفترضت أن  𝛌𝟏, 𝛌𝟐 > لأن معظم التطبيقات الفعلية لا يتوافر  𝟎

𝛌𝟏فيها شرط   = 𝛌𝟐 = ,𝐟(�̃�𝟏 و قدمت 𝟏 �̃�𝟐) :على النحو 

 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐 𝐄𝐱𝐩{−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)}{𝟏 + 𝛂 [𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏) − 𝟏] 

[𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐�̃�𝟐) − 𝟏]}                           (6-37) 

                                  𝛌𝟏, 𝛌𝟐 > 𝟎  ,   |𝛂| < 𝟏 

 

∫و يمكن أثبات أن:             ∫ 𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐)
∞

𝟎
𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐 = 𝟏

∞

𝟎
 

 

 أن دالة التوزيع التراكمية على النحو التالى:  تو أثبت

 

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏𝐚𝟏)][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐𝐚𝟐)] 

[𝟏 + 𝛂 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏𝐚𝟏 + 𝛌𝟐𝐚𝟐)]]   (6-38) 

 ا

 :  على   التالى  النحون معامل الارتباط فى هذه الحالة أ كذلك يمكن أثبات

𝛒 =
𝟏

𝟒
 𝛂  

              
→     −

𝟏

𝟒
< 𝛒 <

𝟏

𝟒
    ,    �̃�𝟏, �̃�𝟐 > 𝟎 

 أيضاُ.

 

,�̃�𝟏و فى حالة أستقلال المتغيرين  �̃�𝟐  فأن𝛂 =  و فى هذه الحالة نجد ان:  𝟎

(6-39)                      𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐 𝐄𝐱𝐩{−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)} 

 

(6-40)     𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏𝐚𝟏)][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐𝐚𝟐)]  ,   𝐚𝟏, 𝐚𝟐 > 𝟎 

 

 ( 7نموذج )

(( حيث  3)نموذج ) Freundتطوير لنموذج أيضا   El-Dashقدمت  2019فى سنة 

,𝐟(�̃�𝟏أفترضت أن دالة كثافة الاحتمال المشتركة   �̃�𝟐)  :على النحو التالى 
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𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐)

=

{
 

 𝐂(
𝛌𝟏

𝛌𝟏 + 𝛉
)  𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝟏�̃�𝟏 − (𝛌𝟐 + 𝛉)�̃�𝟐} , �̃�𝟐 > �̃�𝟏 ≥ 𝟎   (𝟔-𝟒𝟏)

𝐂 (
𝛌𝟐

𝛌𝟐 + 𝛉
)  𝐄𝐱𝐩{−(𝛌𝟏 + 𝛉)�̃�𝟏 − 𝛌𝟐�̃�𝟐} , �̃�𝟏 > �̃�𝟐 ≥ 𝟎   (𝟔-𝟒𝟐)

 

 حيث

𝐂 =
(𝛌𝟏 + 𝛉)(𝛌𝟐 + 𝛉)(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
  , 𝟎 ≤ 𝛉 ≤ 𝟏                    (6-43) 

 

∫و يمكن أثبات أن:             ∫ 𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐)
∞

𝟎
𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐 = 𝟏

∞

𝟎
 

 

,�̃�𝟏 ستقلالأو فى حالة  �̃�𝟐  تكون𝛉 = 𝐂و بالتالى    𝟎 = 𝛌𝟏𝛌𝟐  و تصبح دالة كثافة الاحتمال

 التالى المشتركة على النحو 

 

               𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐 𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝟏�̃�𝟏 − 𝛌𝟐�̃�𝟐}  ,     �̃�𝟏, �̃�𝟐 ≥ 𝟎         

           

                  𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = {𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏𝐚𝟏)}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐𝐚𝟐)}  

 

,𝐅(𝐚𝟏 المشتركة كذلك دالة التوزيع التراكمية 𝐚𝟐)   

         

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = ∫ ∫ 𝐂(
𝛌𝟏

𝛌𝟏 + 𝛉
)  𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝟏�̃�𝟏 − (𝛌𝟐 + 𝛉)�̃�𝟐} 𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐

𝐚𝟐

𝟎

𝐚𝟏

𝟎

 

=
(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
 {𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏𝐚𝟏)}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟐 + 𝛉)𝐚𝟐]} ,  

   𝐚𝟐 > 𝐚𝟏                          (𝟔-𝟒𝟒) 

 

𝐚𝟏عندما  بالمثل    > 𝐚𝟐 فأن          

 

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) =
(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
 {𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏 + 𝛉)𝐚𝟏]}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐𝐚𝟐)}  ,   

    𝐚𝟏 > 𝐚𝟐                     (𝟔-𝟒𝟓) 



 
القيود الأحتمالية  : لسادسالباب ا                  القيود بمعلمات تتبع التوزيع الأسى الثنائى( 6-5)

 بمعلمات عشوائية ثنائية التوزيعات الأحتمالية
 

 
 

180 

 

 

                       القيود بمعلمات تتبع التوزيع الأسى الثنائى( 6-5)

Constraints with �̃�𝐢𝐣~  Bivariate Exponential 

Distribution   
 

سى المختلفة للتوزيع الأ النماذجبعض فى الفصل السابق تناولنا بشئ من التفصيل 

 الثنائى الأكثر أستخداماُ.

 

فى أسلوب البرمجة  بعض التوزيعات الأسية الثنائيةأستخدام  تقديم و يهدف هذا الفصل إلى

، عندما توجد معلمتين عشوائيتين لهما التوزيع الأسى (CCPالاحتمالية المقيدة بقيود أحتمالية )

 الثنائى. 

 

 (.7)-(5و سوف يقتصر أستخدامنا للنماذج المقدمة فى الفصل السابق على النماذج )

 

 فإذا أعتبرنا القيود الاحتمالية التالية: 

(6-46)           𝐏𝐫(∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝟐
𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟑 ≤ 𝐛𝐢) ≥ 𝛄𝐢   ,    𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦\ 

 

(6-47)          𝐏𝐫(∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝟐
𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟑 ≥ 𝐛𝐢) ≥ 𝛄𝐢   ,    𝐢 = 𝐦\ + 𝟏,… ,𝐦 

 

,�̃�𝐢𝟏حيث المتغيرات العشوائية   �̃�𝐢𝟐   تتبع التوزيع الاسى الثنائى بمعلمتين𝛌𝟏, 𝛌𝟐 > وفقاُ   𝟎

,𝐚𝐢𝐣( السابق تقديمها فى الفصل السابق كذلك  7)-(5للنماذج ) 𝐛𝐢  ،مقادير ثابتة𝛄𝐢   تمثل مستوى

𝐣المأمونية للقيد رقم  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧  ،  𝐱𝐣  ،   𝟎 < 𝛄𝐢 < 𝟏  ،  𝐢  تشير إلى المتغيرات القرارية

𝐱𝐣 ≥ 𝟎 . 

,�̃�𝐢𝟏دالة فى  �̃�𝐢فإذا فرضنا أن المتغير   �̃�𝐢𝟐  :على النحو التالى 

(6-4𝟖)                        �̃�𝐢 = �̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝐢𝟐𝐱𝟐 

 

 إلى قيود يقينية  (46-6) ،(47-6)و فيما يلى سوف نقدم كيفية تحويل القيود الاحتمالية  

 (.7)-( 5النماذج )بأستخدام 

 

 ( 5أستخدام النموذج )  : (6-5-1)

,�̃�𝐢𝟏إذا كان  �̃�𝐢𝟐 التوزيع الاسى الثنائى وفقاُ   متغيران عشوائيين على الترتيب و لهما

 و بمعامل أرتباط positive relation( حيث العلاقة بينهما علاقة موجبة )طردية( 5لنموذج )
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 𝟎 ≤ 𝛒 ≤ 𝟏  ,   𝛒  و بأستخدام أسلوب التحويلاتtransformation [( 5-5أنظر الفصل)  ]

 :[𝟏𝟎𝟏]   على النحو التالى 𝐟(�̃�)و لتكن  �̃�فأننا نحصل على دالة كثافة الاحتمال للمتغير  

 

𝐟(�̃�)

=
𝛌𝟏𝛌𝟐

(𝟏 − 𝛒)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏(𝟏 − 𝛒)

 �̃�)  

− 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐

𝐱𝟐(𝟏 − 𝛒)
 �̃�)}                  ,   �̃�>0                             (6-49) 

∫                         كذلك           𝐟(�̃�) 𝐝�̃� = 𝟏
∞

𝟎
 

 

 على النحو:  𝐅(𝐳)كذلك دالة التوزيع التراكمية 

     𝐅(𝐳) = 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐳) = ∫ 𝐟(�̃�) 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

 

=
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐
𝐱𝟐(𝟏 − 𝛒)

 𝐳) − 𝟏}

−
𝛌𝟐𝐱𝟏

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏(𝟏 − 𝛒)

 𝐳) − 𝟏} 

 

 

=
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 𝐄𝐱𝐩 {

−𝛌𝟐
𝐱𝟐(𝟏 − 𝛒)

 𝐳} −
𝛌𝟐𝐱𝟏

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 . 

𝐄𝐱𝐩 {
−𝛌𝟏

𝐱𝟏(𝟏 − 𝛒)
 𝐳} + 𝟏                         (6-50) 

 

,�̃�𝐢𝟏و نلاحظ أنه فى حالة أستقلال المتغيران  �̃�𝐢𝟐  فأن𝛒 = و فى هذه الحالة تصبح  𝟎

𝐟(�̃�) , 𝐅(𝐳)  [𝟏𝟓𝟔]  على النحو التالى: 

            

𝐟(�̃�) =
𝛌𝟏𝛌𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 �̃�)}                    (6-51) 

     

𝐅(𝐳) = 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐳) =
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳) − 𝟏} 

−
𝛌𝟐𝐱𝟏

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳) − 𝟏} 
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=
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 𝐄𝐱𝐩 {

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳} −
𝛌𝟐𝐱𝟏

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
𝐄𝐱𝐩 {

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳}

+
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
+

𝛌𝟐𝐱𝟏
(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)

 

     

             

              =
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
  𝐄𝐱𝐩 {

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳} −
𝛌𝟐𝐱𝟏

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
𝐄𝐱𝐩 {

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳} + 𝟏 

                                             (6-52)  

 

إلى قيود يقينية (47-6) ،(46-6)و فيما يلى سوف نوضح كيفية تحويل القيود الاحتمالية فى  

 على النحو التالى: 

 

 (46-6)بالنسبة للقيد  ( 1

 

           𝐏𝐫(�̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝐢𝟐𝐱𝟐 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝐛𝐢 
𝐧
𝐣=𝟑 ) ≥ 𝛄𝐢   

              
→     

 

                          𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 
𝐧
𝐣=𝟑 ) ≥ 𝛄𝐢   

              
→     

 

𝐅(𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 
𝐧
𝐣=𝟑 ) ≥ 𝛄𝐢                                      (6-53)  

          

و التعويض فى الطرف الايسر للمتباينة  (50-6)فى  𝐅(𝐳)و من تعريف دالة التوزيع التراكمية  

 : المكافئ على النحونجد أن القيد اليقينى  (6-53)
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏−𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 [

−𝛌𝟐

𝐱𝟐(𝟏−𝛒)
 (𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 

𝐧
𝐣=𝟑 )]} − 

𝛌𝟐𝐱𝟏

(𝛌𝟐𝐱𝟏−𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 [

−𝛌𝟏

𝐱𝟏(𝟏−𝛒)
 (𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 

𝐧
𝐣=𝟑 )]} + 𝟏 ≥ 𝛄𝐢               (𝟔-𝟓𝟒) 

 

 .(46-6)مكافئ للقيد الأحتمالى  

 

 يمكن أعادة كتابته على النحو التالى:   (47-6)  بالمثل بالنسبة للقيد( 2

 

              𝐏𝐫(�̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝐢𝟐𝐱𝟐 ≥ 𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 
𝐧
𝐣=𝟑 ) ≥ 𝛄𝐢   

              
→      
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                           𝟏 − 𝐅(𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 
𝐧
𝐣=𝟑 ) ≥ 𝛄𝐢   

              
→     

 

(6-55)                         𝐅(𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣 
𝐧
𝐣=𝟑 ) ≤ 𝟏 − 𝛄𝐢   

 

و بالتعويض فى الطرف الأيسر للمتباينة أعلاه نجد ان القيد   (50-6)فى   𝐅(𝐳)و من تعريف  

 مكافئ للقيد اليقينى التالى:  (47-6)الأحتمالى 
𝛌𝟏𝐱𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏−𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 [

−𝛌𝟐

𝐱𝟐(𝟏−𝛒)
 (𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 

𝐧
𝐣=𝟑 )]} − 

𝛌𝟐𝐱𝟏

(𝛌𝟐𝐱𝟏−𝛌𝟏𝐱𝟐)
 {𝐄𝐱𝐩 [

−𝛌𝟏

𝐱𝟏(𝟏−𝛒)
 (𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 

𝐧
𝐣=𝟑 )]} + 𝟏 ≤ 𝟏 − 𝛄𝐢      (𝟔-𝟓𝟔) 

  

 ( 3-6مثال )

 

,�̃�𝟏إذا فرضنا أن  �̃�𝟐   متغيرين لهما التوزيع الأسى الثنائى بمعلمات𝛌𝟏 = 𝟐 ,  𝛌𝟐 =

𝛒و معامل الارتباط بينهما   𝟏 = 𝟎.  أعتبر نموذج برمجة الهدف الأحتمالية التالى:  𝟕

,𝐱𝟏أوجد  𝐱𝟐  :التى تجعل 

(𝟏)                                𝐌𝐚𝐱.  𝐇 = 𝟒𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 

 

(𝟐)                                  𝐒. 𝐓.             𝟓𝐱𝟏 + 𝟕𝐱𝟐 ≤ 𝟑𝟓 

(𝟑)                                   𝟏𝟎𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ 𝟑𝟎 

(𝟒)                               𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟓) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 

(𝟓)                                       𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 

 

 المطلوب

  ،إلى قيد يقينى مكافئ (𝟒)حول القيد الاحتمالى   . أ

 ،المكافئ حل النموذج اليقينى .ب

 . علق على الحل . ج

 

 الحل

�̃�بأفتراض أن   (أ = �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐   يصبح على النحو التالى  (𝟒)فأن القيد 

 

(𝟔)                         𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟏𝟓) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 

 

,𝛌𝟏و التعويض بقيم   (54-6)من أستخدام العلاقة   𝛌𝟐, 𝛒  :نحصل على 
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𝟐𝐱𝟐
(𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

𝐄𝐱𝐩 (
−𝟏𝟓

𝟎. 𝟑𝐱𝟐
) −

𝐱𝟏
(𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

𝐄𝐱𝐩 (
−𝟐(𝟏𝟓)

𝟎. 𝟑𝐱𝟏
) + 𝟏 ≥ 𝟎. 𝟖 

               
→     

        

                         

𝐱𝟏
(𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

𝐄𝐱𝐩 (
−𝟑𝟎

𝟎. 𝟑𝐱𝟏
) − 

𝟐𝐱𝟐
(𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

𝐄𝐱𝐩 (
−𝟏𝟓

𝟎. 𝟑𝐱𝟐
) − 𝟏 ≤ −𝟎. 𝟖   

     

 على النحو التالى:  المكافئ و يصبح النموذج اليقينى (ب

,𝐱𝟏أوجد  𝐱𝟐   التى تجعل 

 

                                𝐌𝐚𝐱.  𝐇 = 𝟒𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 

                                𝐒. 𝐓.             𝟓𝐱𝟏 + 𝟕𝐱𝟐 ≤ 𝟑𝟓 

                                𝟏𝟎𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ 𝟑𝟎 

            

𝐱𝟏
(𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

𝐄𝐱𝐩 (
−𝟑𝟎

𝟎. 𝟑𝐱𝟏
) − 

𝟐𝐱𝟐
(𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

𝐄𝐱𝐩 (
−𝟏𝟓

𝟎. 𝟑𝐱𝟐
) ≤ 𝟎. 𝟐         (𝟕) 

 

𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 

فى    المكافئ للقيد الاحتمالى الخطى )فى المتغيرات القرارية( قيد غير خطى (𝟕)و نلاحظ أن القيد  

 غير  و بالتالى يمكن حل النمودج غير الخطى أعلاه بأحد أساليب البرمجة المتغيرات القرارية

,𝟔𝟒الخطية ]  8.] 

 

,𝟏𝟓𝟏إلى قيد خطى بأستخدام نظرية تيلور ] (𝟕)كذلك يمكن أيضا  تقريب القيد   [ و يصبح على 7

 النحو التالى: 

(𝟖)                     𝟎. 𝟎𝟑𝐱𝟏 − 𝟎. 𝟎𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟎. 𝟏𝟗 ∗  

 

نموذج خطى يمكن حله بأستخدام طريقة (𝟏) -(𝟑)،(𝟓)،(𝟖)و بالتالى يصبح النموذج 

             و يكون الحل الأمثل فى هذه الحالة على النحو التالى:السمبلكس  

𝐳∗ = 𝟏𝟖. 𝟓𝟓   ,     𝐱𝟏
∗ = 𝟏. 𝟗𝟏      ,     𝐱𝟐

∗ = 𝟑. 𝟔𝟒 

 

 ( 4-6مثال )

 

 أعتبر النموذج الاحتمالى التالى: 
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,𝐱𝟏أوجد  𝐱𝟐, 𝐱𝟑  التى تجعل 

 

(𝟏)                                𝐌𝐢𝐧.  𝐇 = 𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 

(𝟐)                    𝐒. 𝐓.             𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟑 ≤ 𝟔𝟎) ≥ 𝟎. 𝟔 

(𝟑)                             𝟓𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≥ 𝟏𝟓 

(𝟒)                            𝟑𝐱𝟏 + 𝟔𝐱𝟐 + 𝟐𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟒 

(𝟓)                             𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎 

 

𝛄حيث                      = 𝟎. 𝟔  , 𝛒 = 𝟎. 𝟓  , 𝛌𝟏 = 𝟓  , 𝛌𝟐 = 𝟖   

 

 المطلوب

 إلى قيد يقينى ثم تقريبه إلى قيد خطى  (𝟐)تحويل القيد الأحتمالى   -1

 حل النموذج الخطى بأستخدام السمبلكس -2

 

 الحل

1-                                     𝐏𝐫(𝐳 ≤ 𝟔𝟎 − 𝟑𝐱𝟑) ≥ 𝟎. 𝟔  
               
→     

           

𝟖𝐱𝟏
(𝟖𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟐)

𝐄𝐱𝐩 {
−𝟓

𝟎. 𝟓𝐱𝟏
(𝟔𝟎 − 𝟑𝐱𝟑)} − 

𝟓𝐱𝟐
(𝟖𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟐)

 

𝐄𝐱𝐩 {
−𝟖

𝟎. 𝟓𝐱𝟐
(𝟔𝟎 − 𝟑𝐱𝟑)} ≤ 𝟎. 𝟒                 (𝟔)  

     

 إلى قيد خطى بأستخدام نظرية تيلور أيضا  فيصبح على النحو التالى:  (𝟔)و بتقريب القيد  

(𝟕)             𝟎. 𝟏𝟔𝟐𝟖𝐱𝟏 + 𝟎𝐱𝟐 − 𝟎. 𝟎𝟗𝟖𝐱𝟑 ≤ 𝟎. 𝟔𝟐𝟗𝟒 ∗ 

 و الحل الأمثل فى هذه الحالة على النحو التالى: 

            𝐳∗ = 𝟓. 𝟐𝟗   ,     𝐱𝟏
∗ = 𝟎. 𝟖𝟔      ,     𝐱𝟐

∗ = 𝟑. 𝟓𝟕    ,     𝐱𝟑
∗ = 𝟎 

 

 ( 6أستخدام النموذج )  : (6-5-2)

 

,�̃�𝟏ضنا أن المتغيرين العشوائيين إذا فر �̃�𝟐   يتبعا التوزيع الاسى الثنائى المقدم فى 

 و النظرية التالية توضح كيفية تحويل القيد الاحتمالى إلى فيد يقينى ،( بالفصل السابق6النموذج )

 مكافئ.

 

𝐱𝟏)  النقطة التى تم التقريب حولها*   
∘ = 𝟐𝟎  , 𝐱𝟐

∘ =   (  3 -6فى مثال )  (𝟏𝟓
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 ( 1-6نظرية ) 

 

,𝐟(�̃�𝟏إذا فرضنا أن دالة كثافة الأحتمال المشتركة   �̃�𝟐)   و دالة التوزيع التراكمية

,𝐅(𝐚𝟏المشتركة   𝐚𝟐)   للمتغيرين�̃�𝟏, �̃�𝟐   و معمل الارتباط بينهما𝛒  :على النحو التالى 

 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)]{𝟏 + 𝛂[𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏) − 𝟏] 

∙ [𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐�̃�𝟐) − 𝟏]}  ,  𝛌𝟏, 𝛌𝟐 > 𝟎  ,   |𝛂| < 𝟏   (𝟔-𝟓𝟕) 

          

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏𝐚𝟏)][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐𝐚𝟐)] 

[𝟏 + 𝛂[𝐄𝐱𝐩(−(𝛌𝟏𝐚𝟏 + 𝛌𝟐𝐚𝟐))]]          (𝟔-𝟓𝟖) 

                

𝛒 =
𝟏

𝟒
𝛂    

            
→   −

𝟏

𝟒
≤ 𝛒 ≤

𝟏

𝟒
                                (𝟔-𝟓𝟗) 

 

�̃�و بأفتراض أن   = �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐   ,    𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ كثافة الأحتمال و دالة التوزيع  فأن دالة  𝟎

 [:𝟖𝟑]  على الترتيب، على النحو التالى  �̃�للمتغير  𝐟(�̃�)و  𝐅(𝐳)التراكمية  

 

𝐟(�̃�) =
𝛌𝟏𝛌𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

�̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐 
𝐱𝟐

�̃�)] 

 

          +𝛂𝛌𝟏𝛌𝟐

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 𝟑 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝟐 𝐄𝐱𝐩(− (
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
)) − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐 
𝐱𝟐

 �̃�)

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

   

          −
𝟐 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩(− (
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
) �̃�)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)
 

−
𝟐 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏 
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟐𝛌𝟐
𝐱𝟐

 �̃�)]

(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 }    , 𝛌𝟐𝐱𝟏 ≠ 𝛌𝟏𝐱𝟐           (𝟔-𝟔𝟎) 

 

 

 

𝐱𝟏)  النقطة التى تم التقريب حولها*   
∘ = 𝟒  , 𝐱𝟐

∘ = 𝟐  , 𝐱𝟑
∘ =  (    4 -6في مثال  )     (𝟒
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𝐅(𝐳) = 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐳) = ∫ 𝐟(�̃�) 𝐝�̃�    ,        𝐳 ≥ 𝟎
𝐳

𝟎

 

                     

 

   = {
𝛌𝟐𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)] − 𝛌𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
} 

 + 𝛂{[
𝟑𝐱𝟏𝛌𝟐(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]   

 −𝟐  

[
 
 
 
 𝛌𝟏𝛌𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐
𝐱𝟏𝐱𝟐

  𝐳))]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

 

  − [
𝛌𝟏𝐱𝟐(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 + 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]   

 −𝟐 [
𝛌𝟐𝐱𝟏(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
   

−

𝛌𝟏𝛌𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − (𝐄𝐱𝐩 − (
𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
 𝐳))]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

   

  − [
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)] − 𝛌𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟐𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]}                      (𝟔-𝟔𝟏) 

 

 بما أن  الأثبات:

      

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)]{𝟏 + 𝛂(𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏) − 𝟏) 

                          (𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐�̃�𝟐) − 𝟏)} 

 و بأفتراض أن 

�̃� = 𝐠𝟏(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐   
              
→    �̃� = 𝐠𝟐(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = �̃�𝟐𝐱𝟐    
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�̃�𝟏 =
𝟏

𝐱𝟏
(�̃� − �̃�) = 𝐠𝟏

−𝟏(�̃�, �̃�)
              
→     �̃�𝟐 =

𝟏

𝐱𝟏
�̃� = 𝐠𝟐

−𝟏(�̃�, �̃�) 

 
 :فأن ((  5-5)أنظر الفصل ) transformation techniqueو بأستخدام أسلوب التحويلات 

                  

|J| = ||

𝛛𝐠𝟏
−𝟏(�̃�, �̃�)

𝛛�̃�

𝛛𝐠𝟏
−𝟏(�̃�, �̃�)

𝛛�̃�
𝛛𝐠𝟐

−𝟏(�̃�, �̃�)

𝛛�̃�

𝛛𝐠𝟐
−𝟏(�̃�, �̃�)

𝛛�̃�

|| = ||

𝟏

𝐱𝟏

−𝟏

𝐱𝟏

𝟎
𝟏

𝐱𝟐

|| =
𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
 

                              

𝐟(�̃�, �̃�) = |J|  𝐟(𝐠𝟏
−𝟏, 𝐠𝟐

−𝟏) 

     

=
𝛌𝟏𝛌𝟐
𝐱𝟏𝐱𝟐

 𝐄𝐱𝐩 [
−𝛌𝟏
𝐱𝟏

(�̃� − �̃�) − 
𝛌𝟐
𝐱𝟐
 �̃�] {𝟏 + 𝛂 [𝟐 𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

(�̃� − �̃�)) − 𝟏]  

[𝟐 𝐄𝐱𝐩 (
𝛌𝟐
𝐱𝟐
 �̃�) − 𝟏]}  

 ن: أو بالتالى ف 

𝐟(�̃�) = ∫ 𝐟(�̃�, �̃�) 𝐝�̃�
�̃�

𝟎

 

 

 

𝐟(�̃�) =
𝛌𝟏𝛌𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

�̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐 
𝐱𝟐

�̃�)] 

          +𝛂𝛌𝟏𝛌𝟐

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 𝟑 𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝟐 𝐄𝐱𝐩(−(
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
)) − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐 
𝐱𝟐

 �̃�)

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

   

 

          −
𝟐 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (−(
𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
) �̃�)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)
 

          −
𝟐 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏 
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟐𝛌𝟐
𝐱𝟐

 �̃�)]

(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 }    , 𝛌𝟐𝐱𝟏 ≠ 𝛌𝟏𝐱𝟐           
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 و بالتالى فأن  

𝐅(𝐳) = 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐳) = ∫ 𝐟(�̃�) 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

 

          =  
𝛌𝟏𝛌𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
  ∫ [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 �̃�)] 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

 

            +𝛌𝟏𝛌𝟐 𝛂{
𝟏

𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐
∫ [𝟑𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝟐𝐄𝐱𝐩 (−(
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
) �̃�)

𝐳

𝟎
 

           −𝐄𝐱𝐩(
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 �̃�)] 𝐝�̃� 

         − 
𝟐

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
  ∫ [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (−(
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
) �̃�)] 𝐝�̃�

𝐳

𝟎

 

         − 
𝟐

(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
  ∫ [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟐𝛌𝟐
𝐱𝟐

 �̃�)] 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

} 

 

 

           = {
𝛌𝟐𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)] − 𝛌𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
} 

           +𝛂{[
𝟑𝐱𝟏𝛌𝟐(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]   

         −𝟐 [
𝛌𝟏𝛌𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐
𝐱𝟏𝐱𝟐

 ) 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
] 

         − [
𝛌𝟏𝐱𝟐(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]   

        −𝟐 [
𝛌𝟐𝐱𝟏(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
 

        −
𝛌𝟏𝛌𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (−(

𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐
𝐱𝟏𝐱𝟐

) 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
] 
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  − [
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)] − 𝛌𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟐𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]} 

 

 ( 5-6مثال )

 

,�̃�𝟏إذا كان معامل الارتباط بين  �̃�𝟐    يساوى𝛒  بحيث𝛒 = 𝟎. و بالتالى من العلاقة   𝟐

𝛂فأن   (𝟔-𝟓𝟗)  = 𝟎.  مكافئة.  . حول القيود الاحتمالية التالية إلى قيود يقينية𝟖

 

     𝟏)     𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗 

   

     𝟐)     𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑 ≥ 𝟐𝟓) ≥ 𝟎. 𝟕    

𝛌𝟏حيث            = 𝟐     ,     𝛌𝟐 = 𝟓       

 

 الحل

𝟏)     𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗  
              
→     

(1 )                                    𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗  
               
→      𝐅(𝟏𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗 

 

 نجد أن  (𝟔𝟏-𝟔)و بالتعويض فى الطرف الايسر بالدالة فى 

                       

   = {
𝛌𝟐𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)] − 𝛌𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
} 

 + 𝛂{[
𝟑𝐱𝟏𝛌𝟐(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]   

 −𝟐  

[
 
 
 
 𝛌𝟏𝛌𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐
𝐱𝟏𝐱𝟐

  𝐳))]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

 

  − [
𝛌𝟏𝐱𝟐(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 + 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]   



 
القيود الأحتمالية  : لسادسالباب ا                  القيود بمعلمات تتبع التوزيع الأسى الثنائى( 6-5)

 بمعلمات عشوائية ثنائية التوزيعات الأحتمالية
 

 
 

191 

 

 −𝟐 [
𝛌𝟐𝐱𝟏(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
   

−

𝛌𝟏𝛌𝟐𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − (𝐄𝐱𝐩 − (
𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
 𝐳))]

(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝛌𝟏𝐱𝟐)(𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

   

  − [
𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 𝐳)] − 𝛌𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟐𝛌𝟐
𝐱𝟐

 𝐳)]

(𝟐𝛌𝟐𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐)
]} ≥ 𝟎. 𝟗 

 
𝐳و بالتعويض بقيم    = 𝟏𝟎  , 𝛌𝟏  , 𝛌𝟐  , 𝛂 نجد أن 

 

   = {
𝟓𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝟐𝟎
𝐱𝟏

)] − 𝟐𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟓𝟎
𝐱𝟐

)]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)
} + 𝟎. 𝟖 {  

  

[
 
 
 
 𝟏𝟓𝐱𝟏(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝟐𝟎
𝐱𝟏

)] − 𝟐𝟎𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − (𝐄𝐱𝐩 − (
𝟏𝟎𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝟎𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

   

  − [
𝟐𝐱𝟐(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝟓𝟎
𝐱𝟐

)]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)
] 

  −𝟐

[
 
 
 
 𝟓𝐱𝟏(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝟐𝟎
𝐱𝟏

)] − 𝟏𝟎𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − (𝐄𝐱𝐩 − (
𝟏𝟎𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝟎𝐱𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐
))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐)(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

   

− [
𝟏𝟎𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝟐𝟎
𝐱𝟏

)] − 𝟐𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝟏𝟎𝟎
𝐱𝟐

)]

(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)
]}   

 
فى    ناإلى قيد خطى كما ذكر تقريبهخطى و يمكن غير قيد  أعلاه  و واضح أن القيد اليقينى       

 الأمثلة السابقة.

𝟐)     𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑 ≥ 𝟐𝟓) ≥ 𝟎. 𝟕  
             
→       

            𝟏 − 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟐𝟓 + 𝟓𝐱𝟑) ≥ 𝟎. 𝟕  
             
→    
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𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟐𝟓 + 𝟓𝐱𝟑) ≤ 𝟎. 𝟑 
             
→   𝐅(𝟐𝟓 + 𝟓𝐱𝟑) ≤ 𝟎. 𝟑 

 

, 𝛂و بالتعويض بـ  𝛌𝟏 , 𝛌𝟐   كذلك  (𝟔𝟏-𝟔)فى𝐳 = 𝟐𝟓 + 𝟓𝐱𝟑 نجد أن 

   =

{
 
 

 
 𝟓𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟏𝟎𝐱𝟑 + 𝟓𝟎
𝐱𝟏

))] − 𝟐𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(
𝟐𝟓𝐱𝟑 + 𝟏𝟐𝟓

𝐱𝟐
))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

}
 
 

 
 

 

 +𝟎. 𝟖 

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 𝟏𝟓𝐱𝟏(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟏𝟎𝐱𝟑 + 𝟓𝟎
𝐱𝟏

))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)
   

−

[
 
 
 
 𝟐𝟎𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − (𝐄𝐱𝐩 − (

(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)(𝟓𝐱𝟑 + 𝟐𝟓)
𝐱𝟏𝐱𝟐

))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)
 

  −

[
 
 
 
 𝟐𝐱𝟐(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟐𝟓𝐱𝟑 + 𝟏𝟐𝟓
𝐱𝟐

))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 

 

  −𝟐

[
 
 
 
 𝟓𝐱𝟏(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐) [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟏𝟎𝐱𝟑 + 𝟓𝟎
𝐱𝟏

))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐)(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)
   

  −

𝟏𝟎𝐱𝟏𝐱𝟐 [𝟏 − (𝐄𝐱𝐩 − (
(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)(𝟓𝐱𝟑 + 𝟐𝟓)

𝐱𝟏𝐱𝟐
))]

(𝟓𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐)(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

   

− 

[
 
 
 
 𝟏𝟎𝐱𝟏 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝟏𝟎𝐱𝟑 + 𝟓𝟎
𝐱𝟏

))]

(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)
 

− 

𝟐𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(
𝟓𝟎𝐱𝟑 + 𝟐𝟓𝟎

𝐱𝟐
))]

(𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐)

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

≤ 𝟎. 𝟑𝟎 
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 ( 7( أستخدام النموذج )6-5-3)

 

دالة كثافة الأحتمال المشتركة و دالة التوزيع  ( حيث7فى الفصل السابق قدمنا نموذج ) 

,𝐟(�̃�𝟏  التراكمية المشتركة  �̃�𝟐)  ,   𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐)  [𝟖𝟐]على النحو : 

 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐)

=

{
 

 𝐜
𝛌𝟏

(𝛌𝟏 + 𝛉)
𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟏�̃�𝟏 − (𝛌𝟐 + 𝛉)�̃�𝟐]   ,   �̃�𝟐 > �̃�𝟏 ≥ 𝟎

𝐜
𝛌𝟐

(𝛌𝟐 + 𝛉)
𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏 + 𝛉)�̃�𝟏 − 𝛌𝟐�̃�𝟐]   ,   �̃�𝟏 > �̃�𝟐 ≥ 𝟎

 (𝟔-𝟔𝟐) 

 

𝐜 =
(𝛌𝟏 + 𝛉)(𝛌𝟐 + 𝛉)(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
                           (𝟔-𝟔𝟑) 

 

𝐅(𝐚𝟏, 𝐚𝟐) = 𝐏𝐫(�̃�𝟏 ≤ 𝐚𝟏   , �̃�𝟐 ≤ 𝐚𝟐)  

 

=

{
 
 

 
 (𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟏𝐚𝟏]}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟐 + 𝛉)𝐚𝟐]} , 𝐚𝟐 > 𝐚𝟏

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏 + 𝛉)𝐚𝟏]}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟐𝐚𝟐]} , 𝐚𝟏 > 𝐚𝟐

 (𝟔-𝟔𝟒) 

 

 ( 2-6) نظرية 

 

,�̃�𝟏إذا فرضنا أن دالة كثافة الأحتمال المشتركة للمتغيرين  �̃�𝟐  (𝟔𝟑-𝟔)الدالة فى  

 [:𝟖2]  بحيث �̃�و بأفتراض أن التغير  

�̃� = �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐  , 𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎                          (𝟔-𝟔𝟓) 

,  �̃� ،  𝐟(�̃�)  للمتغير دالة التوزيع التراكميةفأن دالة كثافة الأحتمال و  𝐅(𝐳)   على  على الترتيب

 النحو التالى: 

𝐟(�̃�)

=

{
 
 

 
 𝐠𝟏(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {𝐄𝐱𝐩 [

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

] �̃� − 𝐄𝐱𝐩 [
−(𝛌𝟐 + 𝛉)

𝐱𝟐
] �̃�}   , �̃�𝟐 > �̃�𝟏  (𝟔-𝟔𝟔)

𝐠𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {𝐄𝐱𝐩 [
−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏
] �̃� − 𝐄𝐱𝐩 [

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

] �̃�}  , �̃�𝟏 > �̃�𝟐  (𝟔-𝟔𝟕)
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𝐅(𝐳) =

{
 
 

 
 𝐠

𝟏
(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {

𝐱𝟏

𝛌𝟏
[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏

𝐱𝟏
) 𝐳]            

𝐠
𝟐
(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {

𝐱𝟏
(𝛌𝟏 + 𝛉)

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 [
−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏
] 𝐳]

 

{
 
 

 
 −

𝐱𝟐
(𝛌𝟐 + 𝛉)

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 [
−(𝛌𝟐 + 𝛉)

𝐱𝟐
] 𝐳]} , 𝐚𝟐 > 𝐚𝟏             (𝟔-𝟔𝟖)

−
𝐱𝟐
𝛌𝟐

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

) 𝐳]}                       , 𝐚𝟏 > 𝐚𝟐             (𝟔-𝟔𝟗)

 

 

𝐠𝟏(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) =
𝐜𝛌𝟏

(𝛌𝟏 + 𝛉)[(𝛌𝟐 + 𝛉)𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐]
                           (𝟔-𝟕𝟎) 

 

𝐠𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) =
𝐜𝛌𝟐

(𝛌𝟐 + 𝛉)[𝛌𝟐𝐱𝟏 − (𝛌𝟏 + 𝛉)𝐱𝟐]
                           (𝟔-𝟕𝟏) 

 

�̃� بما ان الأثبات: = �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐  , 𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎   

 

�̃�𝟐إذا كان   -1 :أولا   > �̃�𝟏  ،فرضنا أن  و�̃� = �̃�𝟏𝐱𝟏   :بالتالى فأن 

                       �̃�𝟐 =
𝟏

𝐱𝟐
(�̃� − �̃�)   ,      �̃�𝟏 =

𝟏

𝐱𝟏
�̃�  

 : و بالتالى فأن

|J| = ||

𝛛�̃�𝟏
𝛛�̃�

𝛛�̃�𝟏

𝛛�̃�
𝛛�̃�𝟐
𝛛�̃�

𝛛�̃�𝟐

𝛛�̃�

|| = ||
𝟎

𝟏

𝐱𝟏
𝟏

𝐱𝟐

−𝟏

𝐱𝟐

|| = |
𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
| =

𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
  

 

 فأن:  و بأستخدام أسلوب التحويلات )أنظر الباب الخامس(

 

𝐟(�̃�, �̃�) =
𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
 𝐜 (

𝛌𝟏
𝛌𝟏 + 𝛉

)  𝐄𝐱𝐩 {
−𝛌𝟏
𝐱𝟏

 �̃� − (𝛌𝟐 + 𝛉)(
�̃� − �̃�

𝐱𝟐
)}     

,   �̃�𝟐 > �̃�𝟏            (𝟔-𝟕𝟐) 

 

 و بالتالى فأن 
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𝐟(�̃�) = ∫ 𝐟(�̃�, �̃�)
�̃�

𝟎

 

=
𝐜𝛌𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐(𝛌𝟏 + 𝛉)
 𝐄𝐱𝐩 [

−(𝛌𝟐 + 𝛉)

𝐱𝟐
]∫ 𝐄𝐱𝐩 [

−𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
(𝛌𝟏𝐱𝟐

�̃�

𝟎

− 𝛌𝟐𝐱𝟏−𝛉𝐱𝟏)�̃�] 𝐝�̃� 

 

=
𝐜𝛌𝟏

(𝛌𝟏 + 𝛉)[(𝛌𝟐 + 𝛉)𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐]
 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟏
𝐱𝟏

�̃�) − 𝐄𝐱𝐩(
−(𝛌𝟐 + 𝛉)

𝐱𝟐
�̃�)]  (𝟔-𝟕𝟑) 

 

�̃�𝟏إذا كان  -2 > �̃�𝟐  بالمثل فأننا نفترض أن 

�̃� = �̃�𝟐𝐱𝟐    
              
→    �̃�𝟏 =

𝟏

𝐱𝟏
(�̃� − �̃�)   , �̃�𝟐 =

𝟏

𝐱𝟐
�̃� 

 

|J| = ||

𝟏

𝐱𝟏

−𝟏

𝐱𝟏

𝟎
𝟏

𝐱𝟐

|| = |
𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
| =

𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
   

 

𝐟(�̃�, �̃�) =
𝟏

𝐱𝟏𝐱𝟐
  (

𝐜𝛌𝟐
𝛌𝟐 + 𝛉

)  𝐄𝐱𝐩 {
−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏
 (�̃� − �̃�) − (

𝛌𝟐�̃�

𝐱𝟐
)}

             
→    

 

𝐟(�̃�)

=
𝐜𝛌𝟐

𝐱𝟏𝐱𝟐(𝛌𝟐 + 𝛉)
 𝐄𝐱𝐩 [

−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏𝐱𝟐
�̃�]∫ 𝐄𝐱𝐩 [

−𝛌𝟐𝐱𝟏 − (𝛌𝟏 + 𝛉)𝐱𝟐
𝐱𝟏𝐱𝟐

]
�̃�

𝟎

𝐝�̃� 

 

 

=
𝐜𝛌𝟐

(𝛌𝟐 + 𝛉)[−𝛌𝟐𝐱𝟏 − (𝛌𝟏 + 𝛉)𝐱𝟐]
 {𝐄𝐱𝐩 [

−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏
�̃�]

− 𝐄𝐱𝐩 [
−𝛌𝟐
𝐱𝟏

�̃�]} (𝟔-𝟕𝟒) 

 

𝐚𝟐عندما   -1 ثانيا : > 𝐚𝟏   فأن 
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𝐅(𝐳) = ∫ 𝐟(�̃�) 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

 

 

= ∫ 𝐠𝟏(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) [𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟏
𝐱𝟏

�̃�) − 𝐄𝐱𝐩(
−(𝛌𝟐 + 𝛉)

𝐱𝟐
�̃�)] 𝐝�̃�

𝐳

𝟎

 

 

 

= 𝐠𝟏(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {∫ 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟏
𝐱𝟏

�̃�) 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

−∫ 𝐄𝐱𝐩(
−(𝛌𝟐 + 𝛉)

𝐱𝟐
�̃�) 𝐝�̃�

𝐳

𝟎

} 

 

= 𝐠𝟏(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {
𝐱𝟏
𝛌𝟏

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟏
𝐱𝟏

) 𝐳]

−
𝐱𝟐

(𝛌𝟐 + 𝛉)
[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 [

−(𝛌𝟐 + 𝛉)

𝐱𝟐
] 𝐳]} (𝟔-𝟕𝟓) 

 

𝐚𝟏بالمثل عندما   -2 > 𝐚𝟐    

𝐅(𝐳) = ∫ 𝐟(�̃�) 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

 

 

= ∫ 𝐠𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) [𝐄𝐱𝐩(
−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏
�̃�) − 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝟐
𝐱𝟐

�̃�)] 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

 

= 𝐠𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {∫ 𝐄𝐱𝐩(
−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏
�̃�) 𝐝�̃�

𝐳

𝟎

−∫ 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

�̃�) 𝐝�̃�
𝐳

𝟎

} 

 

= 𝐠𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {
𝐱𝟏

𝛌𝟏 + 𝛉
[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩

−(𝛌𝟏 + 𝛉)

𝐱𝟏
�̃�] −

𝐱𝟐
𝛌𝟐

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 [
−𝛌𝟐
𝐱𝟐

] �̃�]} (𝟔-𝟕𝟔) 

 

 ( 6-6مثال )

 

𝛉( بحيث  3-6أعتبر مثال )  = 𝟎. 𝟕  , 𝛌𝟏 = 𝟐  , 𝛌𝟐 = و أعتبرنا القيد    𝟏

 الأحتمالى التالى: 

 

𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 + 𝟐𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟓) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 
               
→     
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𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟏𝟓 − 𝟐𝐱𝟑) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 
               
→     

 

𝐅(𝟏𝟓 − 𝟐𝐱𝟑) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎                                                      (𝟏) 

 

 :حيث (𝟏)و التعويض فى الطرف الأيسر لـ  (𝟕𝟓-𝟔)فى    𝐅(𝐳)و بأستخدام الدالة 

 

𝐜 =
(𝛌𝟏 + 𝛉)(𝛌𝟐 + 𝛉)(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
=
(𝟐. 𝟕)(𝟏. 𝟕)(𝟑. 𝟕)

𝟑
 = 𝟓. 𝟔𝟔𝟏  

 

𝐠𝟏(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) =
𝐜𝛌𝟏

(𝛌𝟏 + 𝛉)[(𝛌𝟐 + 𝛉)𝐱𝟏 − 𝛌𝟏𝐱𝟐]
=

𝟓. 𝟔𝟔𝟏(𝟐)

(𝟐. 𝟕)(𝟏. 𝟕)[𝟏. 𝟕𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐]
 

                        =
𝟏𝟏. 𝟑𝟐𝟐

[𝟕. 𝟖𝟎𝟑𝐱𝟏 − 𝟗. 𝟏𝟖𝐱𝟐]
 

 

𝐠𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) =
𝐜𝛌𝟐

(𝛌𝟐 + 𝛉)[𝛌𝟐𝐱𝟏 − (𝛌𝟏 + 𝛉)𝐱𝟐]
=

𝟓. 𝟔𝟔𝟏

(𝟏. 𝟕)[𝐱𝟏 − 𝟒. 𝟓𝟗𝐱𝟐]
 

 

𝐠𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐) {
𝐱𝟏

𝟏 + 𝟎. 𝟕
[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩

−(𝟐 + 𝟎. 𝟕)

𝐱𝟏
(𝟏𝟓 − 𝟐𝐱𝟑)] 

                       −
𝐱𝟐
𝟏
[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 [

−𝟏

𝐱𝟐
] (𝟏𝟓 − 𝟐𝐱𝟑)]} ≥ 𝟎. 𝟖 

 

 

 

𝟓. 𝟔𝟔𝟏

(𝟏. 𝟕𝐱𝟏 − 𝟒. 𝟓𝟗𝐱𝟐)
{
𝐱𝟏
𝟏. 𝟕

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(
−(𝟒𝟎. 𝟓 − 𝟓. 𝟒𝐱𝟑)

𝐱𝟏
)] 

                       −𝐱𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(
−(𝟏𝟓 − 𝟐𝐱𝟑)

𝐱𝟐
)]} ≥ 𝟎. 𝟖                        (𝟐) 

 

 ∗إلى دالة خطية  (𝟐)و بأستخدام نظرية تيلور يمكن تقريب الطرف الأيسر للقيد  

𝟗𝟖. 𝟑𝟕 − 𝟔. 𝟔𝐱𝟏 − 𝟏𝟖𝟏. 𝟖𝟏𝐱𝟐 − 𝟎. 𝟎𝟓𝟖𝐱𝟑 ≥ 𝟎. 𝟖  
             
→    

     

𝐱𝟏)  تم استخدام التقريب حول النقطة الافتراضية*   
∘ = 𝟏  , 𝐱𝟐

∘ = 𝟎. 𝟓  , 𝐱𝟑
∘ = 𝟏) 
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𝟔. 𝟔𝐱𝟏 + 𝟏𝟖𝟏. 𝟖𝟏𝐱𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟓𝟖𝐱𝟑 ≤ 𝟗𝟕. 𝟓𝟕 

 

 و يصبح النموذج اليقينى المكافئ للنموذج الأحتمالى على النحو التالى: 

 

𝐌𝐚𝐱.𝐇 = 𝟒𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝐱𝟑                                              (𝟏) 

𝐒. 𝐓.        𝟓𝐱𝟏 + 𝟕𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ 𝟑𝟓                                              (𝟐) 

𝟏𝟎𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝟐𝐱𝟑 ≤ 𝟑𝟎                                              (𝟑) 

𝟔. 𝟔𝐱𝟏 + 𝟏𝟖𝟏. 𝟖𝟏𝐱𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟓𝟖𝐱𝟑 ≤ 𝟗𝟕. 𝟓𝟕                              (𝟒) 

𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎                                             (𝟓) 

 

 على النحو التالى:  (𝟓)-(𝟏)و بأستخدام طريقة السمبلكس، نجد أن الحا الأمثل للنموذج 

 

𝐇∗ = 𝟏𝟓. 𝟕𝟗  ,    𝐱𝟏
∗ = 𝟎  , 𝐱𝟐

∗ = 𝟎. 𝟓𝟑  , 𝐱𝟑
∗ = 𝟏𝟒. 𝟐   
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 القيود الأحتمالية المشتركة ( 6-6)

         Joint Chance Constraints 
 

الأحتمالية   القيود  التفصيل  من  بشئ  تناولنا  السابقة  الأبواب  -chanceفى 

constraints    مكافئة. حيث أن جميع الحالات التى تم تناولهاو كيفية تتحويلها لقيود يقينية ، 

منفصلة    قيود  الأحتمالية  القيود  قيد   individual constraintsكانت  كل  تناول  يتم  بمعنى 

 ( iبالنسبة للقيد ) 𝛄𝐢و بمقياس مأمونية واحد  على حدة

 

و لكن فى كثير من المشاكل الفعلية مثل مشاكل تحقيق السعر التوازنى فى السوق حيث  

الطلب   بقيود  العرض مرتبطة  قيود  أن  ,𝟏𝟗𝟗] نجد  𝟏𝟑𝟔, 𝟏𝟑𝟑, الخدمات   [،12 كذلك فى مشاكل 

وصول  لأزمنة  الممثلة  القيود  بين  أرتباط  يوجد  حيث  الطبية  المراكز  فى  الأنتظار  صفوف  مثل 

يوجد   حيث  [،8] المرضى و القيود المرتبطة بأزمنة دخول المرضى للخدمة و مشاكل أخرى كثيرة  

الأ القيود  بين  بالقيود  أرتباط  الحالة  هذه  فى  تسمى  و  المرتبطة(  حتمالية  )أو   jointالمشتركة 

(dividual) constraints   و يتم التعامل مع القيود الأحتمالية المشتركة كقيد أحتمالى واحد 

 .بمستوى مأمونية واحد لكل القيود المرتبطة

 

 على النحو التالى: يتم كتابتها  mفإذا فرضنا أن القيود الأحتمالية المنفصلة و عددها 

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝐛𝐢𝐣 ) ≥ 𝛄𝐢  , 𝐢 = 𝟏, 𝟐,    ,𝐦                      (𝟔-𝟕𝟕)  

 

 من مستويات المأمونية. mمن القيود الأحتمالية بعدد  mو هذا يعنى وجود عدد 

 

القيود  إلى قيد يقينى مكافئ و بالتالى فأن عدد  (iو كما سبق يتم تحويل كل قيد احتمالى )

 . أيضا   (mاليقينية المكافئة يساوى )

 

,𝟏𝟖𝟐التالى ]( تكتب على النحو mأما القيود المشتركة و التى عددها ) 𝟏𝟗𝟗:]  

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝐛𝐢  , 𝐢 = 𝟏, 𝟐,    ,𝐦 𝐣 ) ≥ 𝛄                    (𝟔-𝟕𝟖)  

 

عند  𝛄و هذا القيد يعنى أحتمال  تحقيق فئة القيود العشوائية معا  أكبر من أو يساوى 

,𝐚𝐢𝐣وجود بعض المعلمات   𝐛𝐢   .متغيرات عشوائية 
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أول من قدما القيود الأحتمالية   1965سنة  Miller and Wagnerو يعتبر 

 [. 𝟏𝟗𝟗] فى حالة أستقلال المعلمات العشوائية  يقينية المشتركة و كيفية تحويلها إلى قيود مكافئة

 

،  1970سنة  Prekopaبحيث  مثل تولت بعد ذلك العديد من الأبحاث فى هذا المجال ثم

سنة     El-Dash and Hafezمن لو حديثا  بحيث ك 1974سنة   Jaganathanو بحيث 

,𝟗𝟗] العديد من الدراسات التطبيقية قدمت كذلك[ 81]  2018    .و حتى الآن 1965منذ  [𝟐𝟎𝟏

 

و فى هذا الفصل سوف تقتصر دراستنا على تحويل قيدين أحتماليين مشتركين 

المعلمات العشوائية و حالة  بعض قلال)مرتبطين( إلى قيد واحد يقينى مكافئ فى حالة عدم أست

 الاستقلال ايضا .

 

أكثر من قيدين فى حالة  يمكن أستخدام هذا الأسلوبو فى الباب التالى )السابع( 

    .(joint multi-chance constraintsتعدد القيود المشتركة مشتركين )

 

(، كذلك  4-6المقدمة فى الفصل ) و يعتبر هذا الفصل تطبيق للتوزيعات الأحتمالية الثنائية 

 . يمكن أستخدام نفس الأسلوب بالنسبة للقيود المشتركة التى تتبع توزيعات أخرى

 

الأحتمالى يمثل مجموعة من القيود فى  قيد الو فيما يلى سوف نقدم كيفية تحويل كل 

 :الحالات التالية

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝟏  , ∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝐛𝟐

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟏                    (𝟔-𝟕𝟗)  

 أو

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝟑  , ∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣 ≥ 𝐛𝟒

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟐                    (𝟔-𝟖𝟎)  

 أو

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝐛𝟓  , ∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣 ≥ 𝐛𝟔

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟑                    (𝟔-𝟖𝟏)  

 

 

 نتناول الحالات السابقة بأستخدام التوزيعات الثنائية الأسية فى و فى هذا الفصل سوف 

 التالية: ( بالنسبة للمعلمات العشوائية4-6الفصل )

 

,�̃�𝟏) :أولا   �̃�𝟐)  يتبعا أحد التوزيعات الأسية الثنائية 

 

,�̃�𝟏𝐣) :ثانيا   �̃�𝟐𝐣)  ية.ئيتبعا  أحد التوزيعات الأسية الثا 
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(6-6-1 :)  (�̃�𝟏, �̃�𝟐)   يتبعا أحد التوزيعات الأسية الثنائية 

 

,�̃�𝟏إذا فرضنا أن  �̃�𝟐   متغيران يتبعا التوزيع الأسى الثنائى بمعلمتين𝛌𝟏, 𝛌𝟐    على

فى   ، (7) -(5) التوزيعات الأحتمالية المشتركة فى النماذجالترتيب. وفيما يلى سوف نستخدم 

 إلى قيود يقينية. (𝟖𝟏-𝟔) -(𝟕𝟗-𝟔) ( لتحويل القيود الأحتمالية فى  4-6الفصل )

 

 ( 5ام النموذج )ولا : أستخدأ

 

,�̃�𝟏 إذا فرضنا أن �̃�𝟐  (  5الثنائى التقريبى فى نموذج ) الأسى يتبعا التوزيع

𝐢عندما يتبع كل من  = 𝟏, 𝟐   ,   �̃�𝐢  و للتبسيط سوف  [،𝟏𝟎𝟏]التوزيع الأسى بمعلمتين

 . على النحو التالى نستخدم التوزيع الأسى بمعلمة واحدة

 

,𝐟(�̃�𝟏( إذا أعتبرنا دالة كثافة الأحتمال المشتركة  4-6من الفصل ) �̃�𝟐)  و الدالة

,𝐅(𝐛𝟏التراكمية المشتركة   𝐛𝟐)  :حيث 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) =
𝛌𝟏𝛌𝟐

(𝟏 − 𝛒)𝟐
 𝐄𝐱𝐩 [

−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)

(𝟏 − 𝛒)
]        ,    𝟎 ≤ 𝛒 ≤ 𝟏 

, �̃�𝟏, �̃�𝟐 > 𝟎  (𝟔-𝟖𝟐) 

 

𝐅(𝐛𝟏, 𝐛𝟐) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (−
𝛌𝟏𝐛𝟏
𝟏 − 𝛒

)] [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (−
𝛌𝟐𝐛𝟐
𝟏 − 𝛒

)]                      (𝟔-𝟖𝟑) 

 فأن القيد اليقينى المناظر له على النحو التالى  (𝟕𝟗-𝟔)المشترك   فإذا أعتبرنا القيد  -1

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝟏  , ∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣 ≤ �̃�𝟐

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟏    

          
→              (𝟔-𝟖𝟒)  

 

∫ ∫ 𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐)
∞

∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

∞

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐 

= ∫
𝛌𝟏

(𝟏 − 𝛒)
𝐄𝐱𝐩(−

𝛌𝟏�̃�𝟏
𝟏 − 𝛒

) [∫
𝛌𝟐

(𝟏 − 𝛒)
𝐄𝐱𝐩(−

𝛌𝟐�̃�𝟐
𝟏 − 𝛒

)𝐝�̃�𝟐

∞

∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

] 𝐝�̃�𝟏

∞

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

 

= 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) ∫

𝛌𝟏

(𝟏−𝛒)

∞

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 𝐄𝐱𝐩 (−
𝛌𝟏�̃�𝟏

𝟏−𝛒
) 𝐝�̃�𝟏 
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= 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ). 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )  

 

= 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣 + 𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝐧
𝐣=𝟏 )]                                                (𝟔-𝟖𝟓)  

 

نحد أن   (𝟔-𝟖𝟓) بـ    (𝟔-𝟕𝟗)   و بالتعويض فى 

 

𝐄𝐱𝐩 (−(𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣 + 𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝐧
𝐣=𝟏 )) ≥ 𝛄𝟏  

 
 و بأخذ لوغاريتم الطرفين فان: 

 

−(𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣 + 𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝐋𝐧 𝛄𝟏                     (𝟔-𝟖𝟔)   

 

�̃�𝟏قيد خطى، و بما أن كل من   (𝟖𝟒-𝟔)المكافئ للقيد  (𝟖𝟔-𝟔)و نلاحظ أن القيد     ≥ 𝟎  ,

�̃�𝟐 ≥  . أيضا   تحقيق الشروط التاليةفأن ذلك يتطلب   𝟎

 

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣 ≥ 𝟎  , ∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝟎𝐧

𝐣=𝟏                                      (𝟔-𝟖𝟕)  

 

 . ( التالى7-6)و سوف نوضح ذلك فى مثال 

 

 فأن  (𝟖𝟎-𝟔)  إذا أعتبرنا القيد المشترك -2

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐛𝟑  , ∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣 ≥ 𝐛𝟒

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟐                    (𝟔-𝟖𝟖)  

                                    

∫ ∫ 𝐟(�̃�𝟑, �̃�𝟒) 𝐝�̃�𝟑 𝐝�̃�𝟒 =
∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∞

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

      

∫ ∫
𝛌𝟑𝛌𝟒

(𝟏 − 𝛒)𝟐
𝐄𝐱𝐩(−

𝛌𝟑�̃�𝟑 + 𝛌𝟒�̃�𝟒
𝟏 − 𝛒

)𝐝�̃�𝟑 𝐝�̃�𝟒 =
∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∞

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

 

∫
𝛌𝟑

(𝟏 − 𝛒)
𝐄𝐱𝐩(−

𝛌𝟑�̃�𝟑
𝟏 − 𝛒

) [∫
𝛌𝟒

(𝟏 − 𝛒)
𝐄𝐱𝐩(−

𝛌𝟒�̃�𝟒
𝟏 − 𝛒

)𝐝�̃�𝟒

∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

] 𝐝�̃�𝟑

∞

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏
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 و بالتالى فأن: 

 

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(
𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏

𝟏 − 𝛒
))] [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝛌𝟑∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟏 − 𝛒
))] ≥  𝛄𝟏  (𝟔-𝟖𝟗) 

 

 نجد أن (𝟖𝟏-𝟔)بالمثل بالنسبة للقيد   -3

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝟓  , ∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣 ≥ �̃�𝟔

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟑

                
→      

 الطرف الأيسر

∫ ∫ 𝐟(�̃�𝟓, �̃�𝟔) 𝐝�̃�𝟓 𝐝�̃�𝟔 =
∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

 

 

∫
𝛌𝟓

(𝟏 − 𝛒)
𝐄𝐱𝐩(−(

𝛌𝟓�̃�𝟓
𝟏 − 𝛒

))[∫
𝛌𝟔

(𝟏 − 𝛒)
𝐄𝐱𝐩(−(

𝛌𝟔�̃�𝟔
𝟏 − 𝛒

))𝐝�̃�𝟔

∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

] 𝐝�̃�𝟓

∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

 

 

= [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(
𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏

𝟏 − 𝛒
))] [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟏 − 𝛒
))] 

 

 و بالتالى فأن: 

 

= [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(
𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏

𝟏 − 𝛒
))] [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−(

𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟏 − 𝛒
))] ≥  𝛄𝟑   (𝟔-𝟗𝟎) 

 

 ( 7-6مثال )

 

,�̃�𝟏أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية التالى بمعلمات   �̃�𝟐  متغيران يتبعا التوزيع الأسى

𝛌𝟏الثنائى بمعلمات   = 𝟐  , 𝛌𝟐 = 𝛒𝟏و معامل أرتباط     𝟓 = 𝟎. ,�̃�𝟑، كذلك المتغيران  𝟔 �̃�𝟒  

𝛌𝟑بمعلمتين  = 𝟏  , 𝛌𝟒 = 𝛒𝟐و معامل أرتياط    𝟑 = 𝟎. 𝟖  

 

(𝟏)                            𝐌𝐚𝐱. 𝐳 = 𝟓𝐱𝟏 + 𝟖𝐱𝟐 

(𝟐)          𝐏𝐫(𝟑𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝟒 ≤ �̃�𝟏   , 𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖 
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(𝟑)         𝐏𝐫(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝟐. 𝟏 ≤ �̃�𝟑   , 𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟒) ≤ 𝟎. 𝟓 

(𝟒)                                         𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 

 

 المطلوب

 حول القيود الأحتمالية المشتركة إلى قيود يقينية مكافئة. -1

 النموذج المكافئ ثم عقب على النتائج. حل  -2

 

 الحل

 إلى قيد يقينى على النحو التالى:  (𝟐)يمكن تحويل القيد   (𝟖𝟔-𝟔)من العلاقة  

 

−[𝟐(𝟑𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝟒) + 𝟓(𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐)] ≤ 𝐋𝐧(𝟎. 𝟖)
                
→     

(𝟓)                                     𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟒. 𝟐𝟐 

 

  :نجد أن أيضا   (𝟖𝟔-𝟔)  باستخدام العلاقة (𝟑)بالمثل بالنسبة للقيد الأحتمالى  

 

−[𝟏(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝟐. 𝟏) + 𝟑(𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐)] ≤ 𝐋𝐧(𝟎. 𝟓)
                
→     

(𝟔)                                     𝟕𝐱𝟏 + 𝟒𝐱𝟐 ≤ 𝟐. 𝟕𝟗 

 

نموذج برمجة خطية يمكن حله بأستخدام   (𝟒),(𝟔),(𝟓),(𝟏)نجد أن النموذج  -2

 السمبلكس 

 بيانيا  )أنظر الشكل التالى( على النحو:  أو

 

                               𝐳∗ = 𝟏𝟔. 𝟖𝟖     ,     𝐱𝟏
∗ = 𝟎    ,     𝐱𝟐

∗ = 𝟐. 𝟏𝟏 
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 (1-6شكل )

 

 ( 6ثانيا : أستخدام النموذج ) 

 

,𝐟(�̃�𝟏و إذا أعتبرنا  �̃�𝟐)، 𝐅(𝐛𝟏, 𝐛𝟐) [ 𝟖𝟑على النحو التالى] : 

 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝛌𝟏𝛌𝟐𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)]{𝟏                       

+𝛂[𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏) − 𝟏][𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐�̃�𝟐) − 𝟏]}                  (𝟔-𝟗𝟏) 

 

 

𝐅(𝐛𝟏, 𝐛𝟐) = [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏𝐛𝟏)][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐𝐛𝟐)]{𝟏 

+𝛂[𝐄𝐱𝐩(−(𝛌𝟏𝐛𝟏 + 𝛌𝟐𝐛𝟐))]}                                                  (𝟔-𝟗𝟐) 

 

   فأن (𝟕𝟗-𝟔)إذا أعتبرنا القيد   -1

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝟏  , ∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣 ≤ �̃�𝟐

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟏

              
→      
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 الطرف الأيسر

∫ ∫ 𝛌𝟏𝛌𝟐𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏�̃�𝟏 + 𝛌𝟐�̃�𝟐)]{𝟏
∞

∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

∞

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

+𝛂[𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏) − 𝟏][𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐�̃�𝟐) − 𝟏]} 𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐 

 

= ∫ 𝛌𝟏𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏){𝐄𝐱𝐩(−∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )[𝟏 + 𝛂(𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏) −

∞

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟏)  

∙ (𝐄𝐱𝐩(−∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) − 𝟏)]}𝐝�̃�𝟏  

 

= 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 + 𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏 + 𝛂(𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) −

𝟏)  

∙ (𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) − 𝟏)]  

 

 : نأو بالتالى نجد 

𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 + 𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏 + 𝛂(𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) − 𝟏)  

∙ (𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) − 𝟏)] ≥ 𝛄𝟏        (𝟔-𝟗𝟑)  

 

 فنجد ان (𝟖𝟎-𝟔) كذلك إذا أعتبرنا القيد   -2

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝟏  , ∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣 ≥ �̃�𝟐

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟐

              
→      

 

∫ ∫ 𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) 𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐 =
∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∞

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

 

∫ ∫ 𝛌𝟑𝛌𝟒𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟑�̃�𝟑 + 𝛌𝟒�̃�𝟒)]{𝟏
∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

0

∞

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

+𝛂[𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑�̃�𝟑) − 𝟏][𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒�̃�𝟒) − 𝟏]} 𝐝�̃�𝟑 𝐝�̃�𝟒 

 

= ∫ 𝛌𝟑𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑�̃�𝟑){[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏

∞

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

  

+ 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )(𝟐𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) − 𝟏)]}𝐝�̃�𝟑  
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= [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )]𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )[𝟏  

+𝛂(𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )) (𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) − 𝟏)]  

 

 :فأنو بالتالى  

 

[𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏  

+𝛂(𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )) ((𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )) − 𝟏)] ≥ 𝛄𝟐       (𝟔-𝟗𝟒)  

 

 فنجد أن  (𝟖𝟏-𝟔)إذا أعتبرنا القيد   -3

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝟓  , ∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣 ≥ �̃�𝟔

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟑

              
→      

 

 

∫ ∫ 𝐟(�̃�𝟓, �̃�𝟔) 𝐝�̃�𝟓 𝐝�̃�𝟔 =
∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

 

 

∫ 𝛌𝟓𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟓�̃�𝟓)∫ 𝛌𝟔𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟔�̃�𝟔){𝟏
∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

0

∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

0

 

+𝛂[𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟓�̃�𝟓) − 𝟏][𝟐 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟔�̃�𝟔) − 𝟏]} 𝐝�̃�𝟓 𝐝�̃�𝟔 

 

= ∫ 𝛌𝟓𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟓�̃�𝟓){[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏

∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

0
  

+ 𝛂 (𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )) ((𝟐𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )) − 𝟏)]} 𝐝�̃�𝟓  

 

= [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏  

+𝛂(𝐄𝐱𝐩 (−(𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣 + 𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝐧
𝐣=𝟏 )))]   

             
→     

 

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )][𝟏  

+𝛂(𝐄𝐱𝐩 (−(𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣 + 𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝐧
𝐣=𝟏 )))] ≥ 𝛄𝟑             (𝟔-𝟗𝟓)  
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 ( 8-6مثال )

 

 المشتركة التالية: أعتبر القيود الأحتمالية

 

𝟏)    𝐏𝐫{𝟑𝐱𝟏 + 𝟒𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟏  , 𝟓𝐱𝟏 − 𝐱𝟐 ≥ �̃�𝟐} ≥ 𝟎. 𝟗                      

𝟐)    𝐏𝐫{𝟒𝐱𝟏 − 𝟕𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟑  , 𝐱𝟏 − 𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟒} ≥ 𝟎. 𝟖 

 

,�̃�𝟏حيث  �̃�𝟐 ( كذلك  6يتبعا التوزيع الأسى الثنائى فى نموذج ،)�̃�𝟑, �̃�𝟒 ( أيضا  6يتبعا نموذج )

𝛌𝟏بمعلمات  = 𝟐 , 𝛌𝟐 = 𝟏 , 𝛒𝟏 = 𝟎. 𝟐   ،𝛌𝟑 = 𝟎. 𝟓 , 𝛌𝟒 = 𝟎. 𝟏 , 𝛒𝟐 = −𝟎. 𝟏 

 حول القيود الاحتمالية إلى قيود يقينية مكافئة

 

     (𝟏                                                                    نجد: (𝟖𝟎-𝟔)من العلاقة  

 

 𝛒𝟏 = 𝟎. 𝟐
             
→    𝛂𝟏 = 𝟎. 𝟖 , 𝛒𝟐 = −𝟎. 𝟏 

             
→    𝛂𝟐 = 𝟎. 𝟒 

 

 نجد أن: (𝟗𝟒-𝟔) و بتطبيق العلاقة 

 

[𝐄𝐱𝐩(−𝟔𝐱𝟏 − 𝟖𝐱𝟐)][𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝟓𝐱𝟏 + 𝐱𝟐)][𝟏 + 

𝟎. 𝟖[(𝐄𝐱𝐩(−𝟓𝐱𝟏 + 𝐱𝟐))(𝐄𝐱𝐩(−𝟔𝐱𝟏 − 𝟖𝐱𝟐)) − 𝟏]] ≥ 𝟎. 𝟗      (𝟏) 

 بالمثل 

     (𝟐، نجد أن القيد اليقينى المكافئ للقيد الاحتمالى                   (𝟗𝟓-𝟔) بتطبيق العلاقة 

 

𝐏𝐫{𝟒𝐱𝟏 − 𝟕𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟑  , 𝐱𝟏 − 𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟒} ≥ 𝟎. 𝟖 

 

 على النحو التالى: 

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(𝟐𝐱𝟏 − 𝟑. 𝟓𝐱𝟐 + 𝟎. 𝟓𝐱𝟑)][𝟏

− 𝐄𝐱𝐩(−𝟎. 𝟏𝐱𝟏 + 𝟎. 𝟏𝐱𝟐 − 𝟎. 𝟑𝐱𝟑)][𝟏 

+𝟎. 𝟒 𝐄𝐱𝐩(−𝟐. 𝟏𝐱𝟏 + 𝟑. 𝟔𝐱𝟐 − 𝟎. 𝟖𝐱𝟑)] ≥ 𝟎. 𝟖 

 

 ( 7ثالثا : أستخدام النموذج )

 

,�̃�𝟏إذا كان المتغيران  �̃�𝟐 حيث دالة كثافة ( 7وفقا  للنموذج ) يتبعا التوزيع الأسى الثنائى

 على النحو التالى: المشتركة الأحتمال و الدالة التراكمية  
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𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) 

=

{
 

 𝐜
𝛌𝟏

(𝛌𝟏 + 𝛉)
𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟏�̃�𝟏 − (𝛌𝟐 + 𝛉)�̃�𝟐]   ,   �̃�𝟐 > �̃�𝟏 ≥ 𝟎  (𝟔-𝟗𝟔)

𝐜
𝛌𝟐

(𝛌𝟐 + 𝛉)
𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏 + 𝛉)�̃�𝟏 − 𝛌𝟐�̃�𝟐]   ,   �̃�𝟏 > �̃�𝟐 ≥ 𝟎  (𝟔-𝟗𝟕)

 

𝐜 =
(𝛌𝟏 + 𝛉)(𝛌𝟐 + 𝛉)(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
    

 

𝐅(𝐛𝟏, 𝐛𝟐)  

=

{
 
 

 
 (𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟏𝐛𝟏]}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟐 + 𝛉)𝐛𝟐]} , 𝐛𝟐 > 𝐛𝟏  (𝟔-𝟗𝟖)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)

(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐)
{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏 + 𝛉)𝐛𝟏]}{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟐𝐛𝟐]} , 𝐛𝟏 > 𝐛𝟐  (𝟔-𝟗𝟗)

 

 

�̃�𝟐عندما   (𝟕𝟗-𝟔)بق نجد أن القيد الأحتمالى ابنفس الأسلوب الس -1 > �̃�𝟏 

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝟏  , ∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣 ≤ �̃�𝟐

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟏

              
→      

 

∫ ∫ 𝐜(
𝛌𝟏

𝛌𝟏 + 𝛉
)𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟏�̃�𝟏 − (𝛌𝟐 + 𝛉)�̃�𝟐] 𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐 =

�̃�𝟐

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

∞

∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

 

∫ 𝐜(
𝛌𝟏

𝛌𝟏 + 𝛉
)𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟐 + 𝛉)�̃�𝟐] [∫ 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟏�̃�𝟏)𝐝�̃�𝟏

�̃�𝟐

∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

]
∞

∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝐝�̃�𝟐 

                  
→      

          
(𝛌𝟐+𝛉)

(𝛌𝟏+𝛌𝟐)
 𝐄𝐱𝐩{[−(𝛌𝟏∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ) − (𝛌𝟐 + 𝛉)∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ]} − 

(𝛌𝟏+𝛌𝟐+𝛉)

(𝛌𝟏+𝛌𝟐)
    

𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ] ≥ 𝛄𝟏    (𝟔-𝟏𝟎𝟎)  

 

�̃�𝟏عندما و  > �̃�𝟐  فأن 

          
(𝛌𝟐+𝛉)

(𝛌𝟏+𝛌𝟐)
 𝐄𝐱𝐩{[−(𝛌𝟏 + 𝛉)∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 − (𝛌𝟐∑ 𝐚𝟐𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )]} −   

(𝛌𝟏+𝛌𝟐+𝛉)

(𝛌𝟏+𝛌𝟐)
  

𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟏 + 𝛌𝟐 + 𝛉)∑ 𝐚𝟏𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ] ≥ 𝛄𝟏    (𝟔-𝟏𝟎𝟏)  
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�̃�𝟒عندما  (𝟖𝟎-𝟔) القيد  بالنسبة  كذلك -2 > �̃�𝟑   أن:نجد 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝟑  , ∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣 ≥ �̃�𝟒

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟐

              
→            (𝟔-𝟏𝟎𝟐)  

 

∫ ∫ 𝐂(
𝛌𝟑

(𝛌𝟑 + 𝛉)
)𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟑�̃�𝟑 − (𝛌𝟒 + 𝛉)�̃�𝟒]𝐝�̃�𝟑 𝐝�̃�𝟒 =

�̃�𝟒

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

 

 
(𝛌𝟒+𝛉)

(𝛌𝟑+𝛌𝟒)
 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟑∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ){𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟒 + 𝛉)∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ]} − 

(𝛌𝟑+𝛌𝟒+𝛉)

(𝛌𝟑+𝛌𝟒)
 

∙ {𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟑 + 𝛌𝟒 + 𝛉)∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ]} ≥ 𝛄𝟐    (𝟔-𝟏𝟎𝟑)  

 

�̃�𝟑و عندما  > �̃�𝟒   :فأن 

∫ ∫ 𝐂(
𝛌𝟒

(𝛌𝟒 + 𝛉)
)𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟑 + 𝛉)�̃�𝟑 − 𝛌𝟒�̃�𝟒]𝐝�̃�𝟑 𝐝�̃�𝟒 =

∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∞

∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

 

 

𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟑 + 𝛉)∑ 𝐚𝟑𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ] [

 

 
𝟏 −  

(𝛌𝟑+𝛌𝟒+𝛉)

(𝛌𝟑+𝛌𝟒)
 

𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟒∑ 𝐚𝟒𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )] ≥ 𝛄𝟐    (𝟔-𝟏𝟎𝟒)  

 

�̃�𝟔عندما  (𝟖𝟏-𝟔)القيد   كذلك بالنسبة -3 > �̃�𝟓 

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝟓  , ∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣 ≥ �̃�𝟔

𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝛄𝟑

              
→      

 

∫ ∫ 𝐂(
𝛌𝟓

(𝛌𝟓 + 𝛉)
)𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟓�̃�𝟓 − (𝛌𝟔 + 𝛉)�̃�𝟔] 𝐝�̃�𝟓 𝐝�̃�𝟔 =

∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

 

 

[𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟓∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )] {

 

 
𝟏 −  

(𝛌𝟓+𝛌𝟔+𝛉)

(𝛌𝟓+𝛌𝟔)
 

𝐄𝐱𝐩[(−𝛌𝟔 + 𝛉)∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ]} ≥ 𝛄𝟑    (𝟔-𝟏𝟎𝟓)  

 

�̃�𝟓بالمثل عندما   > �̃�𝟔  فأن 

∫ ∫ 𝐂(
𝛌𝟔

(𝛌𝟔 + 𝛉)
)𝐄𝐱𝐩[−(𝛌𝟓 + 𝛉)�̃�𝟓 − 𝛌𝟔�̃�𝟔] 𝐝�̃�𝟓 𝐝�̃�𝟔 =

∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎

∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏

𝟎
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{𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[(−𝛌𝟓 + 𝛉)∑ 𝐚𝟓𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ]} [

 

 
𝟏 −  

(𝛌𝟓+𝛌𝟔+𝛉)

(𝛌𝟓+𝛌𝟔)
 

𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝟔∑ 𝐚𝟔𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )] ≥ 𝛄𝟑    (𝟔-𝟏𝟎𝟔)  

 

 قيود غير خطية.  (𝟏𝟎𝟔-𝟔)-(𝟏𝟎𝟓-𝟔)و نلاحظ أن القيود اليقينية فى   :ملحوظة

 

 ( 9-6مثال )

 

 أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية التالى:  

 

𝐌𝐚𝐱.𝐇 = 𝟒𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝐱𝟑                                     (𝟏) 

𝐒. 𝐓.             𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝟑𝐱𝟑 ≤ 𝟖                                       (𝟐) 

𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎                                    (𝟑) 

𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 ≤ 𝟒𝟎  , �̃�𝟐𝐱𝟏 + 𝟒𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟎 ) ≥ 𝟎. 𝟖             (𝟒) 

𝐱𝟏, 𝐱𝟐𝐱𝟑 ≥ 𝟎                                        (𝟓) 

,�̃�𝟏بحيث  �̃�𝟐   متغيرين يتبع كل منهما التوزيع الأسى بمعلمة𝛌𝟏 = 𝟏, 𝛌𝟐 = و بتوزيع  𝟐

�̃�𝟐(، 7مشترك وفقا  للتوزيع الأسى الثنائى بالنموذج ) > �̃�𝟏  ،𝛉 = 𝟎. 𝟔  

 

 المطلوب

 حول القيد الاحتمالى إلى قيد يقينى مكافئ (1

 حول النموذج الأحتمالى إلى نموذج يقينى  (2

 حل النموذج اليقينى  (3

 

 الحل

�̃�𝟐بما أن   (1 > �̃�𝟏 فأن دالة كثافة الاحتمال المشتركة على النحو التالى : 

𝐟(�̃�𝟏, �̃�𝟐) = 𝐜
𝛌𝟏

(𝛌𝟏 + 𝛉)
 𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝟏�̃�𝟏 − (𝛌𝟐 + 𝛉)�̃�𝟐]  ,  �̃�𝟐 > �̃�𝟏        (𝟔) 

 

 و بالتالى فأن 

 

𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 ≤ 𝟒𝟎  , �̃�𝟐𝐱𝟏 + 𝟒𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟎 ) ≥ 𝟎. 𝟖 
              
→     
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𝐏𝐫 (�̃�𝟏 ≤
𝟒𝟎 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑

𝐱𝟏
  , �̃�𝟐 ≥

𝟏𝟎 − 𝟒𝐱𝟐
𝐱𝟏

 ) ≥ 𝟎. 𝟖 
              
→     

 

 نجد أن:  (𝟏𝟎𝟒-𝟔)و من العلاقة   

 
𝟑. 𝟔

𝟑
[𝐄𝐱𝐩(𝟏. 𝟔) (

𝟒𝟎 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑
𝐱𝟏

)] [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝟐) (
𝟏𝟎 − 𝟒𝐱𝟐

𝐱𝟏
)] ≥ 𝟎. 𝟖 

              
→     
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 Exercises                                                 ( تمرينات 6-7)
 

(6-1 ) 

 

,�̃�𝟏إذا فرضنا أن المتغيرين   �̃�𝟐    متغيرين معتادين غير مستقلين بمعامل أرتباط𝛒 = 𝟎. 𝟗   

𝛍𝐱:  بحيث = 𝐄(𝐱) = 𝟐    , 𝛍𝐲 = 𝐄(𝐲) = 𝟓    ,   𝛔𝐱 = 𝟏   ,   𝛔𝐲 = 𝟐 

 

 المطلوب

   x,yأكتب دالة كثافة الأحتمال المشتركة لكل من  -1

 y\x,\أوجد دالة كثافة الاحتمال المشتركة التقريبية لـ  -2

 .Sungurستخدام تقريب بأ y\x,\أوجد دالة كثافة الاحتمال المشتركة التقريبية لـ  -3

 x,yأوجد دالة كثافة الاحتمال المشتركة التقريبية لـ   -4

 

(6-2 ) 

 

متغيرين بتبعا التوزيع المعتاد الثنائىز أوجد دالة كثافة الاحتمال للمتغير  x,y إذا فرضنا أن

𝐤𝟏, 𝐤𝟐, 𝐤𝟑 حيث : 

𝐤𝟏 = 𝐱 + 𝐲 

𝐤𝟐 = 𝟐𝐱 + 𝐲 

𝐤𝟑 = (
𝐱 − 𝛍𝐱
𝛔𝐱

)
𝟐

+ (
𝐲 − 𝛍𝐲

𝛔𝐲
)

𝟐

 

 : بحيث

 

𝛍𝐱 = 𝟑   , 𝛍𝐲 = 𝟒   , 𝛔𝐱 = 𝟏   , 𝛔𝐲 = 𝟐  , 𝛒 = 𝟎. 𝟏 

 

(6-3 ) 

 

 الأحتمالية التالية بحيث:إذا فرضنا القيود 

 

1) �̃�𝟏, �̃�𝟐 د الثنائى بمعلماتا يتبعا التوزيع المعت 

𝐄(�̃�𝟏) = 𝟓    , 𝐄(�̃�𝟐) = 𝟏𝟎    ,   𝛔𝟏 = 𝟐   ,   𝛔𝟐 = 𝟑  ,    𝛒 = 𝟎. 𝟕𝟓     
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𝐏𝐫(𝟓𝐱𝟏 + 𝟒𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 ≤ �̃�𝟏  , 𝟏𝟎𝐱𝟏 − 𝐱𝟐 + 𝟒𝐱𝟑 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖𝟓 

 

 قيود يقينية مكافئة.حول القيود الأحتمالية أعلاه إلى 

 

,�̃�𝟏أعتبر  (2 �̃�𝟐    متغيران يتبعا التوزيع الأسى الثنائى بمعلمتين𝛌𝟏 = 𝟐 , 𝛌𝟐 = على   𝟒

 . (7وفقا  للنموذج ) ،الترتيب

 حول القيد الأحتمالى التالى إلى قيد يقينى 

𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗 

 

(6-4 ) 

 

 الأحتمالية التالى: أعتبر نموذج البرمجة 

 

𝐌𝐚𝐱. 𝐤 = 𝟓𝐱𝟏 + 𝟕𝐱𝟐 

𝐒. 𝐓.       𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 − 𝟓𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖𝟓 

𝐏𝐫(�̃�𝟑𝐱𝟏 + �̃�𝟒𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟓) ≥ 𝟎. 𝟖𝟓 

𝟒𝐱𝟏 + 𝟕𝐱𝟐 ≤ 𝟐𝟖 

−𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ 𝟔 

𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 

 

𝛌)متغير يتبع التوزيع الأسى العام بمعلمات   �̃�𝟏بأفتراض أن   = 𝟑 , 𝛍 = 𝟓 , 𝛂 = 𝟏. ، و (𝟓

,�̃�𝟑المعلمات  �̃�𝟒  ( و بمعامل أرتباط  6وفقا  للنموذج )يتبعان التوزيع الأسى الثنائى𝛒 = 𝟎. 𝟐 . 

 

 المطلوب

 حول القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية مكافئة. -1

 حل النموذج اليقينى المكافئ. -2

 

(6-5 ) 

 

,�̃�𝟑(، أعتبر المعلمتين 4-6أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية فى ) �̃�𝟒  يتبعا التوزيع الأسى

𝛉( بمعلمة 6الثنائى وفقا  لنموذج ) = 𝟎. 𝟗. 

 

 حول النموذج الأحتمالى إلى نموذج يقينى مكافئ ثم حل النموذج اليقينى ثم عقب على الحل.
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(6-6 ) 

 

 التالية: أعتبرالقيود المشتركة 

 

𝐏𝐫(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟏  , 𝟒𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖 

 

,�̃�𝟏فإذا كان    �̃�𝟐  ( 7متغيرين يتبعان التوزيع الأسى الثنائى وفقا  للنموذج ،)𝛉 = 𝟎. 𝟒. 

 

 حول القيود الأحتمالية إلى قيد يقينى مكافئ. 

 

(6-7 ) 

 

 أعتبر نموذج  البرمجة الاحتمالى التالى: 

𝐌𝐢𝐧.𝐇 = 𝟒𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟑 

 

 

𝟓𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 ≤ 𝟐𝟎 

𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟖 

𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑 ≥ 𝟒𝟓) ≥ 𝟎. 𝟖 

𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐱𝟑 ≥ 𝟎 

 

,�̃�𝟑حول النموذج إلى نموذج يقينى مكافئ ثم أوجد الحل للنموذج اليقينى عندما    �̃�𝟒   يتبعا

𝛒( و بمعامل أرتباط  5التوزيع الأسى الثنائى وفقا  لنموذج ) = 𝟎. 𝟔 . 

 

(6-8 ) 

 

 أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالى التالى 

𝐌𝐚𝐱. 𝐳 = 𝟓𝐱𝟏 + 𝟖𝐱𝟐 

𝐒. 𝐓.       𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟏  , 𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟔 

𝟗𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟏𝟖 

𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 

,�̃�𝟏حيث  �̃�𝟐   متغيرين مستقلين يتبع كل منهما التوزيع الأسى بمعلمة𝛌𝟏, 𝛌𝟐 .على الترتيب 

حول النموذج الأحتمالى إلى نوذج يقينى مكافئ. 
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 Introduction                                               ( مقدمة7-1)
 

 

  فى الباب السابق تناولنا بشئ من التفصيل القيود الأحتمالية بمعلمات تتبع التوزيع 

أو قيد  joint constraintsالأسى الثنائى سواء كانت قيود مرتبطة  الثنائى و التوزيعالمعتاد 

 . مرتبطغير 

 

من معلمتين )ثلاثة  و لكن فى كثير من المشاكل التطبيقية قد تحتوى القيود على أكثر 

 معلمات أو أكثر( تمثل متغير عشوائية لها توزيعات أحتمالية متعددة. 

 

و فى هذا الفصل سوف نتناول القيود الاحتمالية بمعلمات تمثل متغيرات تتبع التوزيعات  

 .الأحتمالية المتعددة

 

  و سوف تقتصر دراستنا فى هذا الباب على المعلمات التى تتبع التوزيع المعتاد 

أستخدامهما فى كثير من المجالات و ذلك يرجع إلى ، كذلك التوزيع الأسى المتعدد )الطبيعى(

 التطبيقية. 

 

 و سوف نتناول القيود الأحتمالية بمعلمات تتبع التوزيعات المتعددة فى حالتين 

 

 . individual constraints: القيود المنفصلة الحالة الأولى

 . joint (dividual) constraintsالحالة الثانية: القيود المرتبطة 

 

حتى الآن تعتبر الدراسات المقدمة فى أستخدام التوزيعات الأحتمالية المتعددة فى  و 

أعتقد أن هذا الموضوع يتطلب الكثير من  أسلوب البرمجة المقيدة أحتماليا  نادرة نسبيا . لذلك

الدراسات و الأبحاث المستقبلية لوجود كثير من النقاط التى تتطلب مزيد من الدراسات النظرية و 

التطبيقية أيضا . 
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                        المتعدد )الطبيعى(  التوزيع المعتاد( 7-2)
Multi-Variate Normal Distribution 

 

-Multi المتعدد يعتبر التوزيع المعتاد )الطبيعى( المتعدد و أحيانا  يسمى بتوزيع جاوس

variate Gauss distribution  .نسبة إلى العالم جاوس 

 

التوزيعات المعتادة  قدم العالم جاوس و آخرين العديد من الدراسات فى  1823فمنذ عام 

,𝟏𝟐𝟗المتعددة، كذلك العديد من تطبيقاتها ]  𝟏𝟐𝟎.] 

 

𝐣 فإذا فرضنا أن المعلمات   = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧    ،  �̃�𝐣    تمثل متغيرات عشوائية كل منهم

𝛔𝐣 ، و تباين  𝛍𝐣قع يتبع التوزيع المعتاد )الطبيعى( بتو
 بحيث:  𝐟(�̃�𝐣)، و بدالة كثافة أحتمال   𝟐

𝐟(�̃�𝐣) =
𝟏

√𝟐𝛑𝛔𝐣
𝐄𝐱𝐩 {

−𝟏

𝟐
[
�̃�𝐣 − 𝛍𝐣

𝛔𝐣
]

𝟐

}     ,   𝐣 = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧         (𝟕-𝟏) 

 فإذا فرضنا أن المتجهات البديلة التالية: 

�̃� 
  
\
= [�̃�𝟏, �̃�𝟐, … , �̃�𝐣, … , �̃�𝐧] 

  
\

  ,   𝛍 
  
\
= [𝛍𝟏, 𝛍𝟐, … , 𝛍𝐣]             (𝟕-𝟐) 

 

𝐣  التباين و التغاير للمتغيرات العشوائيةو مصفوفة  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧    ،  �̃�𝐣     هى المصفوقة𝚺 

 حيث

𝚺 = [𝛔𝐢𝐣]𝐧.𝐧
= [

𝛔𝟏𝟏 𝛔𝟏𝟐 ⋯ 𝛔𝟏𝐧
𝛔𝟐𝟏 𝛔𝟐𝟐 ⋯ 𝛔𝟐𝐧
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝛔𝐧𝟏 𝛔𝐧𝟐 ⋯ 𝛔𝐧𝐧

]                               (𝟕-𝟑) 

, �̃�𝐢حيث: التغاير بين   �̃�𝐣   على النحو𝐂𝐨𝐯(�̃�𝐢, �̃�𝐣) = 𝛔𝐢𝐣    ,   𝐢 ≠ 𝐣   ، 𝛔𝐢𝐣 

𝛔𝐣   على النحو: �̃�𝐣كذلك تباين 
𝟐 = 𝛔𝐣𝐣      ,    𝐣 = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧  ، 𝛔𝐣

𝟐
 

𝛔𝐢𝐣حيث   symmetricمصفوفة متماثلة    𝚺و المصفوفة  = 𝛔𝐣𝐢   كذلك𝚺   مصفوفة غير شاذة 

non-singular matrix  و قيمة محددها|𝚺| ≠  قيمة محددها موجبة بحيث كذلك  𝟎

 |𝚺| > 𝟎. 

 

  joint density function تشير إلى دالة كثافة الأحتمال المشتركة 𝐟(�̃�) فإذا فرضنا أن

𝐣للمتغيرات   = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧    ،  �̃�𝐣   فأن 
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𝐟(�̃�) =
𝟏

√(𝟐𝛑)𝐧|𝚺|
𝐄𝐱𝐩 {

−𝟏

𝟐
(�̃� − 𝛍)   

\
𝚺−𝟏(�̃� − 𝛍)}               (𝟕-𝟒) 

 (𝚺) يشير إلى محدد المصفوفة   |𝚺|حيث 

 

 على النحو  𝐅(𝐚) هى 𝐚عند القيم  �̃�للمتجه  و دالة التوزيع التراكمية

𝐅(𝐚) = ∫ ∫ ∫ 𝐟(�̃�) 𝐝�̃�𝟏 𝐝�̃�𝟐…𝐝�̃�𝐧

𝐚𝐧

−∞

𝐚𝟐

−∞

𝐚𝟏

−∞

                           (𝟕-𝟓) 

 

𝐣و فى حالة أستقلال المتغيرات   𝚺 تشير إلى معكوس المصفوفة 𝚺−𝟏حيث  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧 ، �̃�𝐣 

𝐣تكون مصفوفة قطرية عناصر قطرها   𝚺فأن المصفوفة  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧  ، 𝛔𝐣
و باقى العناصر   𝟐

مصفوفة قطرية أيضا عناصر  𝚺−𝟏المصفوفة  فى هذه الحالة تكون ساوى صفر، كذلككل منهم ي

،   قطرها الرئيسى
𝟏

𝛔𝐣
𝟐 

 𝐣 = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧    . و باقى العناصر كل منها يساوى صفر أيضا 

 

 ( 1-7نظرية ) 

𝐣إذا فرضنا أن  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧 ، �̃�𝐣   متغيرات تتبع التوزيع المعتاد بتوقع و تباين

𝛍𝐣, 𝛔𝐣
,�̃�𝐢تمثل التغلير بين  𝛔𝐢𝐣على الترتيب،   𝟐 �̃�𝐣   ،𝐢 ≠ 𝐣  فإذا فرصنا أن المتغير ،�̃�  :بحيث 

 

�̃� = ∑ �̃�𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝐱𝟐 +⋯ �̃�𝐧𝐱𝐧 ,   𝐱𝐣 ≥ 𝟎𝐧
𝐣=𝟏                        (𝟕-𝟔)  

بتوقع و تباين على النحو   univariate normalالتوزيع المعتاد الأحادى  يتبع متغير �̃�فأن  

 : التالى

𝐄(�̃�) = 𝐱𝟏𝐄(�̃�𝟏) + 𝐱𝟐𝐄(�̃�𝟐) + ⋯+ 𝐱𝐧𝐄(�̃�𝐧)                           (𝟕-𝟕) 

 

𝐕𝐚𝐫(�̃�) = 𝐱𝟏
𝟐𝐕𝐚𝐫(�̃�𝟏) + 𝐱𝟐

𝟐𝐕𝐚𝐫(�̃�𝟐) + ⋯+ 𝐱𝐧
𝟐𝐕𝐚𝐫(�̃�𝐧) 

+𝟐∑ ∑ 𝐱𝐢𝐱𝐣𝐣 𝐂𝐨𝐯(𝐱𝐢, 𝐱𝐣)𝐢
𝐢≠𝐣

                          (𝟕-𝟖)  

 

𝐣و فى حالة أستقلال المتغيرات  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧 ، �̃�𝐣  :فأن 

 

𝐕𝐚𝐫(�̃�) = 𝐱𝟏
𝟐𝐕𝐚𝐫(�̃�𝟏) + 𝐱𝟐

𝟐𝐕𝐚𝐫(�̃�𝟐) + ⋯+ 𝐱𝐧
𝟐𝐕𝐚𝐫(�̃�𝐧)             (𝟕-𝟗) 

 

,𝟏𝟓𝟏]  :الأثبات 𝟏𝟐𝟗]   
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و كما ذكرنا فى الباب السابق أن التوزيع المعتاد )الطبيعى( من التوزيعات المثالية 

، كذلك لوجود جداول أحصائية محسوب فيها قيمة دالة (2-6فى الفصل ) للأسباب سابقة الذكر

كما هو   �̃�( عند القيم المختلفة للمتغير  𝐅−𝟏 )و بالتالى الدالة العكسية لها  Fالتراكميةالتوزيع 

 (. 2موضح بملحق رقم )
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 بمعلمات تتبع التوزيع المعتاد المتعدد الأحتمالية  القيود( 7-3)
Chance-Constraints with Multi-Variate Normal 

Distributed Parameters 
 

 سوف نتناول القيود الأحتمالية فى الحالتين التاليتين:  هذا الفصلفى 

 

 . تتبع التوزيع المعتاد المتعدد �̃�𝐢𝐣الحالة الأولى: عندما تكون بعض المعلمات العشوائية  

 تتبع التوزيع   �̃�𝐢المعلمات العشوائية   بعض القيود المرتبطةعندما تكون الحالة الثانية: بعض

 .المعتاد المتعدد                 

 

 الحالة الأولى

 

 إذا أعتبرنا القيد الأحتمالى التالى:

𝐏𝐫 {∑ �̃�𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ≤ 𝐛} ≥ 𝛄                           (𝟕-𝟏𝟎)  

 

𝐣بحيث  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧   
\
 ، �̃�𝐣  متغيرات تتبع التوزيع المعتاد المتعدد بتوقع𝛍𝐣   و تباين𝛔𝐣

𝟐 ، 

𝛔𝐣𝐤   ،𝐤و تغاير   ≠ 𝐣  يمكن أعادة كتابته على النحو التالى  (𝟏𝟎-𝟕)القيد    فأن 

 

𝐏𝐫 (�̃� ≤ 𝐛 − ∑ 𝐚𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ) ≥ 𝛄    

             
→     

 
 

𝐏𝐫 (�̃� ≤
𝐛 − ∑ 𝐚𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 − 𝐄(�̃�)

√𝐕𝐚𝐫(�̃�)
) ≥ 𝛄    

             
→    

 
 

𝐅(�̃� ≤
𝐛 − ∑ 𝐚𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 − 𝐄(�̃�)

√𝐕𝐚𝐫(�̃�)
) ≥ 𝛄 

             
→     

 
𝐛 − ∑ 𝐚𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 − 𝐄(�̃�)

√𝐕𝐚𝐫(�̃�)
≥ 𝐅−𝟏(𝛄)                                 (𝟕-𝟏𝟏) 
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,𝐅حيث   𝐅−𝟏   للمتغير المعتاد   على الترتيب التوزيع التراكمية و الدالة العكسيةتشير إلى دالة

من جدول الأحتمالات التراكمية للمتغير المعتاد   𝐅−𝟏(𝛄)القياسى و التى يمكن الحصول على   
 (. 2) حق لالقياسى فى م

 
 و سوف نوضح ذلك من خلال المثال التالى: 

 

 ( 1-7مثال )
 

 الأحتمالى التالى إلى قيد يقينى مكافئ.حول القيد 
 حيث

𝐏𝐫{�̃�𝟏𝐱𝟏 − �̃�𝟐𝐱𝟐 + �̃�𝟑𝐱𝟑 + 𝟑𝐱𝟒 ≤ 𝟏𝟎𝟎} ≥ 𝟎. 𝟗 
 

𝐄(�̃�𝟏) = 𝟓  , 𝛔𝟏 = 𝟑  , 𝛔𝟏𝟐 = −𝟏.𝟓 
𝐄(�̃�𝟐) = 𝟔  , 𝛔𝟐 = 𝟏  , 𝛔𝟏𝟑 = 𝟒. 𝟖    
𝐄(�̃�𝟑) = 𝟐  , 𝛔𝟑 = 𝟐  , 𝛔𝟐𝟑 = 𝟏. 𝟐    

 
 فإذا فرضنا أن 

�̃� = �̃�𝟏𝐱𝟏 − �̃�𝟐𝐱𝟐 + �̃�𝟑𝐱𝟑 
 

𝐏𝐫{�̃� ≤ 𝟏𝟎𝟎 − 𝟑𝐱𝟒} ≥ 𝟎. 𝟗  
             
→    

 
 

𝐏𝐫 {�̃� ≤
𝟏𝟎𝟎 − 𝟑𝐱𝟒 − (𝟓𝐱𝟏 − 𝟔𝐱𝟐 + 𝟐𝐱𝟑)

√𝟗𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝟒𝐱 − 𝟑𝐱𝟏𝐱𝟐 + 𝟗. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟑 + 𝟐. 𝟒𝐱𝟐𝐱𝟑
} ≥ 𝟎. 𝟗  

             
→    

 
𝟏𝟎𝟎 − 𝟓𝐱𝟏 + 𝟔𝐱𝟐 − 𝟐𝐱𝟑 − 𝟑𝐱𝟒

√𝟗𝐱𝟏
𝟐 + 𝐱𝟐

𝟐 + 𝟒𝐱𝟑
𝟐 − 𝟑𝐱𝟏𝐱𝟐 + 𝟗. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟑 + 𝟐. 𝟒𝐱𝟐𝐱𝟑

≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟗) 

 

.𝐅−𝟏(𝟎و بما أن   𝟗) = 𝟏.  فأن:  (2)من جدول المعتاد القياسى ملحق   𝟐𝟗
 

𝟓𝐱𝟏 − 𝟔𝐱𝟐 + 𝟐𝐱𝟑 + 𝟑𝐱𝟒 + 𝟏. 𝟐𝟗(𝟗𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝟒𝐱 − 𝟑𝐱𝟏𝐱𝟐 + 𝟗. 𝟔𝐱𝟏𝐱𝟑 

+𝟐. 𝟒𝐱𝟐𝐱𝟑)
𝟏
𝟐 ≤ 𝟏𝟎𝟎 

 

 غير  قيد القيد اليقينى و رغم أن القيد الأحتمالى قيد خطى فى المتغيرات القرارية و لكن ملحوظة:

 خطى.             
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 الحالة الثانية
 

 إذا أعتبرنا القيود الأحتمالية المشتركة التالية 
 

𝐏𝐫{∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 ≥ �̃�𝐢  , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦𝐧
𝐣=𝟏 } ≥ 𝛄   

\
                  (𝟕-𝟏𝟐)  

 

بدالة كثافة  �̃�𝐢متجه للمعلمات  �̃�  متغيرات عشوائية تتبع التوزيع المعتاد  �̃�𝐢حيث المعلمات 
 احتمال مشتركة 

 

𝐟(�̃�) =
𝟏

√(𝟐𝛑)𝐧|𝚺|
𝐄𝐱𝐩 {

−𝟏

𝟐
(�̃� − 𝛍)

  
\

𝚺−𝟏(�̃� − 𝛍)}               (𝟕-𝟏𝟑) 

 

  للمصفوفةتشير إلى المصفوفة العكسية  �̃�𝐢  ،𝚺−𝟏تشير إلى متجه التوقعات للمتغيرات   𝛍حيث  
𝚺   يمكن تحويله على النحو التالى:  (𝟏𝟐-𝟕)  فأن القيد 
 

𝐏𝐫 [�̃�𝐢 ≤
∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢
𝐧
𝐣=𝟏

𝛔𝐢
       , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦] ≥ 𝛄   

\
          (𝟕-𝟏𝟒) 

 
 مكافئ    (𝟏𝟒-𝟕)و بالتالى فأن القيد فى     𝐅𝐢متغير معتاد قياسى بدالة توزيع تراكمية    �̃�𝐢حيث 

 : للقيد التالى
 

𝐅{[(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢
𝐧
𝐣=𝟏 ) 𝛔𝐢⁄ ] , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦} ≥ 𝛄   

\
                  (𝟕-𝟏𝟓)  

 
 
 هى  دالة  التوزيع التراكمية المشتركة للمتغيرات المعتادة القياسية    𝐅 حيث  

𝐢 = 𝟏, 𝟐,… ,𝐦 ، �̃�𝐢. 
 

فأنه يمكن   �̃�𝐢 المتغيرات أستقلال و بالتالى  �̃�𝐢و للتبسيط إذا أعتبرنا حالة أستقلال المتغيرات 
 على النحو التالى:   (𝟏𝟓-𝟕)أعادة كتابة القيود فى  

 

∏ 𝐅𝐢[(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢
𝐧
𝐣=𝟏 ) 𝛔𝐢⁄ ] ≥ 𝛄   

\𝐦
𝐢=𝟏                            (𝟕-𝟏𝟔)  

 
 .𝐱𝐣 تغيرات القراريةمو يمثل القيد أعلاه قيد واحد غير خطى فى ال

 من القيود الخطية على النحو التالى  (𝐦)و لكن ممكن تحويل هذا القيد غير خطى إلى عدد  
 

∏ 𝐅𝐢[(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢
𝐧
𝐣=𝟏 ) 𝛔𝐢⁄ ] ≥ ∏ (𝛄   

\
)
𝟏
𝐦⁄𝐦

𝐢=𝟏
𝐦
𝐢=𝟏                 (𝟕-𝟏𝟕)  

 أو
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𝐅𝐢[(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢
𝐧
𝐣=𝟏 ) 𝛔𝐢⁄ ] ≥ (𝛄   

\
)
𝟏
𝐦⁄

 
            
→     

 
∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣 − 𝛍𝐢
𝐧
𝐣=𝟏

𝛔𝐢
≥ 𝐅𝐢

−𝟏 (𝛄   
\
)
𝟏
𝐦⁄

 , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦           (𝟕-𝟏𝟖) 

 

𝐅𝐢حيث 
الممكن الحصول على قيمتها من هى الدالة التراكمية العكسية للمتغير المعتاد القياسى  𝟏−

𝛄)عند   (2الجداول بملحق )   
\
)
𝟏
𝐦⁄

 و يمكن توضيح ذلك من خلال المثال التالى.  .

 

 ( 2-7مثال )
 

 حول القيود الأحتمالية التالية إلى قيود يقينية مكافئة
 

(𝐢)        𝐏𝐫(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 ≥ �̃�𝟏  , 𝐱𝟏 ≥ �̃�𝟐  , 𝟏𝟓𝐱𝟏 − 𝟏𝟎𝐱𝟐 ≥ �̃�𝟑) ≥ 𝟎. 𝟖 

 

(𝐢𝐢)        𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟏  , −𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟐  , 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗 

 

,�̃�𝟏حيث المتغيرات  �̃�𝟐, �̃�𝟑 مستقلة كذلك معتادة متغيرات 

�̃�𝟏~𝐍(𝛍𝟏 = 𝟏  , 𝛔𝟏 = 𝟎. 𝟒)               
�̃�𝟐~𝐍(𝛍𝟐 = 𝟐  , 𝛔𝟐 = 𝟏)                   
�̃�𝟑~𝐍(𝛍𝟑 = −𝟑  , 𝛔𝟑 = 𝟏)               

 
 : نجد أن (𝟏𝟕-𝟕)بالتعويض فى الطرفين للعلاقة 

(𝐢) 

𝐅𝟏(𝟐. 𝟓(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝟏))𝐅𝟐(𝐱𝟏 − 𝟐)𝐅𝟑(𝟏𝟓𝐱𝟏 − 𝟏𝟎𝐱𝟐 − 𝟑) ≥ ∏ [(𝟎. 𝟖)
𝟏
𝟑⁄ ]𝟑

𝐢=𝟏  
                 
→      

𝐅𝟏(𝟐. 𝟓(𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 − 𝟏)) ≥ 𝟎. 𝟗𝟐𝟑
           
→   𝟐. 𝟓𝐱𝟏 + 𝟐. 𝟓𝐱𝟐 − 𝟐. 𝟓

≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟗𝟐𝟑) 
 

.𝐅−𝟏(𝟎( نجد أن 2و من ملحق ) 𝟗𝟐𝟑) = 𝟏.  : ، و بالتالى فأن 𝟒𝟐
 

𝟐. 𝟓𝐱𝟏 + 𝟐. 𝟓𝐱𝟐 − 𝟐. 𝟓 ≥ 𝟏. 𝟒𝟐
           
→   𝟐. 𝟓𝐱𝟏 + 𝟐. 𝟓𝐱𝟐 ≥ 𝟑. 𝟗𝟐 

 كذلك 
 

𝐱𝟏 − 𝟐 ≥ 𝟏. 𝟒𝟐   
           
→   𝐱𝟏 ≥ 𝟑. 𝟒𝟐                               (𝟏) 

𝟏𝟓𝐱𝟏 − 𝟏𝟎𝐱𝟐 − 𝟑 ≥ 𝟏. 𝟒𝟐   
           
→   𝟏𝟓𝐱𝟏 − 𝟏𝟎𝐱𝟐 ≥ 𝟒. 𝟒𝟐           (𝟐) 
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(𝐢𝐢) 

𝐢بما أن   = 𝟏, 𝟐, 𝟑 ، �̃�𝐢 متغيرات مستقلة فأن 
 

𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟏 , −𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟐 , 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗 

 

𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟏). 𝐏𝐫(−𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟐). 𝐏𝐫( 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗
         
→   

 

𝐏𝐫 (
𝟐𝐱𝟏+𝟑𝐱𝟐−𝟏

𝟎.𝟒
≤ �̃�𝟏) . 𝐏𝐫 (

−𝟑𝐱𝟏+𝟐𝐱𝟐−𝟐

𝟏
≤ �̃�𝟐) . 𝐏𝐫 ( 

𝐱𝟐+𝟑

𝟏
≤ �̃�𝟑) ≥ [(𝟎. 𝟗)

𝟏

𝟑]
𝟑

  

 

[𝟏 − 𝐅𝟏 (
𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 − 𝟏

𝟎. 𝟒
)] . [𝟏 − 𝐅𝟐(−𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟐)]. [𝟏 − 𝐅𝟑( 𝐱𝟐 + 𝟑)] 

≥ (𝟎. 𝟗𝟕)𝟑  
                 
→      

 

𝟏 − 𝐅𝟏 (
𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 − 𝟏

𝟎. 𝟒
) ≥ 𝟎. 𝟗𝟕

       
→ 𝐅𝟏 (

𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 − 𝟏

𝟎. 𝟒
) ≤ 𝟎. 𝟎𝟑

        
→   (1 

 
 

𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 − 𝟏

𝟎. 𝟒
≤ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟎𝟑) = −𝟏. 𝟖𝟗

           
→    

 ( بالمثل 2
 

𝟐𝐱𝟏 + 𝟑𝐱𝟐 = 𝟎.𝟐𝟒𝟒                                           (𝟑)  
 

𝟏 − 𝐅𝟐(−𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗𝟕
           
→    

 
−𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟐 ≤ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟎𝟑)

           
→   − 𝟑𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟎. 𝟏𝟏             (𝟒) 

 

𝟏 − 𝐅𝟑( 𝐱𝟐 + 𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗𝟕 
           
→    𝐅𝟑( 𝐱𝟐 + 𝟑) ≤ 𝟎.  3) بالمثل               𝟎𝟑

 

𝐱𝟐 + 𝟑 ≤ 𝐅𝟑
−𝟏(𝟎. 𝟎𝟑) = −𝟏. 𝟖𝟗

           
→    

 
𝐱𝟐 ≤ −𝟒.𝟖𝟗                                                    (𝟓) 
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 التوزيع الأسى المتعدد( 7-4)
               Multi-Variate Exponential Distribution 

 

الثنائى، و ذكرنا أنه يوجد  ( تناولنا بشئ من التفصيل التوزيع الأسى 4-6فى الفصل )

 .[𝟐𝟑]  نماذج مختلفة للتوزيع الأسى الثنائى، تختلف عن بعضها وفقا  للفروض التابعة لها

 

وجد نماذج مختلفة للتوزيع الأسى المتعدد يبالمثل بالنسبة للتويع الأسى المتعدد فأنه 

 .كل نموذج وفقا  للفروض التابع لها

 

تى الآن قدمت عديد من النماذج، على سبيل المثال النموذج المقدم من  منذ الستينات و ح

Weinman  و النموذج المقدم من 1966سنة ،Marshall and Olkin  و 1967سنة ،

 [. 𝟑𝟐، ...إلخ ] 1997سنة  Cramer and Kampsالنموذج المقدم من 

 

 الاحتمالية المقيدةو لكن معظم هذه النماذج لا تتناسب فروضها لأستخدامها فى البرمجة 

لذلك سوف تقتصر دراستنا فى هذا الباب على التوزيع  فى حالة عدم أستقلال المعلمات العشوائية،

 .فقط و ذلك للتبسيط الأسى المتعدد فى حالة أستقلال المعلمات العشوائية

 

𝐣فإذا فرضنا أن  = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧\ ، �̃�𝐢𝐣  متغيرات عشوائية مستقلة فأن𝐅(𝐚𝐢𝐣), 𝐟(�̃�𝐢𝐣) 

 على الترتيب بحيث  �̃�𝐢𝐣تشير إلى دالة كثافة الأحتمال و دالة التوزيع التراكمية للمتغير 

 

𝐟(�̃�𝐢𝐣) = 𝛌𝐢𝐣 𝐄𝐱𝐩(𝛌𝐢𝐣�̃�𝐢𝐣)  ,   𝛌𝐢𝐣 > 𝟎 , �̃�𝐢𝐣 ≥ 𝟎                           (𝟕-𝟏𝟗) 

𝐅(𝐚𝐢𝐣) = [𝟏 −  𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢𝐣𝐚𝐢𝐣)]  ,   𝐣 = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧\                   (𝟕-𝟐𝟎) 

 فإذا أعتبرنا المتجهات 

�̃�𝐢 = [�̃�𝐢𝟏, �̃�𝐢𝟐, … , �̃�𝐢𝐧\]
  
\

  , 𝐚𝐢 = [𝐚𝐢𝟏, 𝐚𝐢𝟐, … , 𝐚𝐢𝐧]         (𝟕-𝟐𝟏) 

,�̃�𝐢𝐣حيث  𝐚𝐢𝐣 > 𝟎 

 

 التراكمية المشتركة على النحو: فأن دالة كثافة الاحتمال المشتركة و دالة التوزيع 

 

𝐟(�̃�𝐢) = ∏ [𝛌𝐢𝐣 𝐄𝐱𝐩(𝛌𝐢𝐣�̃�𝐢𝐣)] 
𝐧\

𝐣=𝟏                                          (𝟕-𝟐𝟐)  

𝐅(𝐚𝐢) = ∏ [𝟏 −  𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢𝐣𝐚𝐢𝐣)] 
𝐧\

𝐣=𝟏                                   (𝟕-𝟐𝟑)  
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 متغير يتبع التوزيع الأسى بمعلمتين يمكن الرجوع إلى المراجع   �̃�𝐢𝐣إذا كان    ملحوظة:

            [𝟏𝟎𝟎, 𝟗𝟗.] 

 

فى تحويل القيود الاحتمالية إلى قيود يقينية   (𝟐𝟑-𝟕),(𝟐𝟐-𝟕)و يتطلب أستخدام التوزيع فى  

 :حيث �̃�𝐢الحصول على التوزيع الأحتمالى للمتغير  

�̃�𝐢 = ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏  

 

أو التقريبى   exactلأيجاد التوزيع الأحتمالى الصحيح  دراسات عدة و قدمت

approximate  للمتغير�̃�  و كان من أهمها التوزيع التقريبى الذى قدمهSengupta   سنة

يعتبر  distribution 𝝌𝟐central -nonغير المركزى   2أن توزيع كافقد أثبت  1972

,�̃�𝐢 [𝟏𝟔𝟏  المتغير تقريب لتوزيع غير  2كا[. و لكن كان غير ممكن أستخدام جداول توزيع 𝟏𝟖𝟐

المركزى لتحويل القيد الأحتمالى إلى قيد يقينى لأن درجات الحرية للتوزيع التقريبى تمثل دالة فى 

 المتغيرات القرارية غير المعلومة. 

 

بأستخدام  �̃�𝐢للمتغير    التوزيع الأحتمالى الصحيح El-Dashقدمت  1984فى سنة 

,Box’s theorem  [𝟒𝟏و نظرية بوكس  transformationأسلوب التحويلات  𝟔𝟒  ] 

 .مكافئة و استخدمت هذا التوزيع فى تحويل القيود الاحتمالية إلى قيود يقينية

 

و هو  أيضا   �̃�𝐢التوزيع الصحيح للمتغير   Biswal and Duanقدم  1998فى سنة 

و لكن بأستخدام أسلوب أبسط حيث  1984سنة  El-Dashنفس التوزيع السابق تقديمه من 

و حصلوا أيضا  على   mathematical inductionلوب الاستنتاج الرياضى سأستخدموا أ

,𝟔𝟒]  1984القيود اليقينية السابق الحصول عليها سنة  𝟑𝟗.] 

بأستخدام أسلوب الأستنتاج  �̃�𝐢ا الفصل سوف نقدم التوزيع الاحتمالى للمتغير ذو فى ه

 الرياضى من خلال النظرية التالية. 

 

 ( 2-7نظرية ) 

𝐣إذا فرصنا أن   = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧\ ، �̃�𝐢𝐣  متغيرات عشوائية مستقلة كل منهم يتبع التوزيع

𝐱𝐣، و بأفتراض أن (𝟐𝟎-𝟕),(𝟏𝟗-𝟕)الأسى فى  ≥ 𝟎  , �̃�𝐢 = ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧   
\

𝐣=𝟏  ن دالة كثافة أف

 على النحو التالى:  �̃�𝐢الاحتمال و دالة التوزيع التراكمية للمتغير 

𝐟(�̃�𝐢) =∏ 𝛌𝐢𝐣 {∑  
𝐱𝐤
𝐧\−𝟐 𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝐤
𝐱𝐤

) �̃�𝐢

∏  (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐧\
𝛊=𝟏,
𝛊≠𝐤

𝐧\

𝐊=𝟏
}

𝐧\

𝐣=𝟏
  , �̃�𝐢 > 𝟎       (𝟕-𝟐𝟒) 
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𝐅(𝐲𝐢) =∏ 𝛌𝐢𝐣

{
 
 

 
 

∑  

[
 
 
 
 𝐱𝐤

𝐧\−𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(
−𝛌𝐢𝐧\
𝐱
𝐧   
\
𝐲𝐢)]

𝛌𝐢𝐤𝛌𝐢𝐧   
\ ∏  (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)

𝐧\−𝟏
𝛊=𝟏,
𝛊≠𝐤

𝐧\-1 

𝐊=𝟏

𝐧\

𝐣=𝟏
 − 

𝐱𝐤
𝐧\−𝟏 [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝐤
𝐱𝐤

𝐲𝐢) − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝐢𝐧\
𝐱𝐧\

𝐲𝐢)]

𝛌𝐢𝐤∏  (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐧\−𝟏
𝛊=𝟏,
𝛊≠𝐤

 }       (𝟕-𝟐𝟓) 

 الأثبات

\𝐧عندما  -1 = 𝐲)̃𝐢نجد أن  (𝟏𝟗-𝟕)من العلاقة   𝟏 =
𝛌𝐢𝟏

𝐱𝟏
𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝟏

𝐱𝟏
) �̃�𝐢 f(  تعويض

𝐧بـ   (𝟐𝟒-𝟕)فى     
\
=   :نجد أن 𝟏

𝐟(�̃�𝐢) =
𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

𝐄𝐱𝐩(
−𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

) �̃�𝐢                                            (𝟕-𝟐𝟔) 

𝐅(𝐲𝐢) = 𝐏𝐫(�̃�𝐢 ≤ 𝐲𝐢) = ∫
𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

𝐄𝐱𝐩(
−𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

) �̃�𝐢  𝐝�̃�𝐢

𝐲𝐢

𝟎

 

 

= 𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

) 𝐲𝐢                                (𝟕-𝟐𝟕) 

\𝐧و بالتعويض  = صحيحة عند  (𝟐𝟓-𝟕) (24-7   ) ,نجد أن العلاقة (𝟐𝟓-𝟕),(𝟐𝟒-𝟕)فى   𝟏

𝐧\ = 𝟏. 

\𝐧عندما  -2 = �̃�𝐢فأن   𝟐 = �̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝐢𝟐𝐱𝟐أنظر   ستخدام أسلوب التحويلاتأ، و ب( 

 

 :حيث الباب الخامس(

 

𝐟(�̃�𝐢𝟏, �̃�𝐢𝟐) = 𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟐𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝐢𝟏�̃�𝐢𝟏−𝛌𝐢𝟐�̃�𝐢𝟐] 

 نجد ان

𝐟(�̃�𝐢) =
𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟐𝐄𝐱𝐩(

𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏
) �̃�𝐢 

𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏
+
𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟐𝐄𝐱𝐩(

𝛌𝐢𝟐
𝐱𝟐
) �̃�𝐢 

𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐
  , �̃�𝐢 > 𝟎   (𝟕-𝟐𝟖) 

 

𝐅(𝐲𝐢) = 𝟏 +
𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

) 𝐲𝐢 

𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐
−
𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝟐
𝐱𝟐

) 𝐲𝐢 

𝐱𝟐𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐
 



 
القيود الأحتمالية بمعلمات متعددة : لسابعالباب ا                        التوزيع الأسى المتعدد( 7-4)

 الأحتمالية التوزيعات 
 

 
  

230 

−𝐄𝐱𝐩(
−𝛌𝐢𝟐
𝐱𝟐

) 𝐲𝐢       (𝟕-𝟐𝟗) 

 

\𝐧بـ    (𝟐𝟓-𝟕),(𝟐𝟒-𝟕)و بالتعويض فى   = على    (𝟐𝟗-𝟕),(𝟐𝟖-𝟕)ها مكافئة نجد أن 𝟐

\𝐧العلاقة صحيحة عندما الترتيب و بالتالى فأن  = 𝟐 

 

\𝐧بالمثل عندما   -3 = �̃�𝐢فأن  𝟑 = �̃�𝐢𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝐢𝟐𝐱𝟐 + �̃�𝐢𝟑𝐱𝟑 و بأستخدام أسلوب ،

 عندما:  الخامس()أنظر الباب  التحويلات أيضا  

𝐟(�̃�𝐢𝟏, �̃�𝐢𝟐, �̃�𝐢𝟑) = 𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟐𝛌𝐢𝟑𝐄𝐱𝐩[−𝛌𝐢𝟏�̃�𝐢𝟏−𝛌𝐢𝟐�̃�𝐢𝟐−𝛌𝐢𝟐�̃�𝐢𝟑]      (𝟕-𝟑𝟎) 

 فأن 

𝐟(�̃�𝐢) = 𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟐𝛌𝐢𝟑 {
𝐱𝟏𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

) �̃�𝐢 

(𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏)(𝐱𝟏𝛌𝐢𝟑 − 𝐱𝟑𝛌𝐢𝟏)
+ 

                
𝐱𝟐𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝐢𝟐
𝐱𝟐

) �̃�𝐢 

(𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐)(𝐱𝟐𝛌𝐢𝟑 − 𝐱𝟑𝛌𝐢𝟐)
+ 

𝐱𝟑𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝐢𝟑
𝐱𝟑

) �̃�𝐢 

(𝐱𝟑𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟑)(𝐱𝟑𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟐𝛌𝐢𝟑)
}  , �̃�𝐢 > 𝟎   (𝟕-𝟑𝟏) 

 

𝐅(𝐲𝐢) = {𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 (
−𝛌𝐢𝟑
𝐱𝟑

) 𝐲𝐢 +
𝐱𝟐𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝟐
𝐱𝟐

) 𝐲𝐢 

𝐱𝟑𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟐𝛌𝐢𝟑
𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝐢𝟐
𝐱𝟐

) 𝐲𝐢   

−
𝐱𝟐 

𝐱𝟑𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟐𝛌𝐢𝟑
𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝐢𝟑
𝐱𝟑

) 𝐲𝐢 

+
𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟐

(𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐)(𝐱𝟑𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟑)
𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝟑
𝐱𝟑

) 𝐲𝐢 

−
𝐱𝟏
𝟐𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟑

(𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐)(𝐱𝟑𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟑)
𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝟏
𝐱𝟏

) 𝐲𝐢 

+
𝐱𝟏𝐱𝟐𝛌𝐢𝟐𝛌𝐢𝟑

(𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐)(𝐱𝟑𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟐𝛌𝐢𝟑)
𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝟐
𝐱𝟐

) 𝐲𝐢 

−
𝐱𝟏𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏𝛌𝐢𝟑

(𝐱𝟐𝛌𝐢𝟏 − 𝐱𝟏𝛌𝐢𝟐)(𝐱𝟑𝛌𝐢𝟐 − 𝐱𝟐𝛌𝐢𝟑)
𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝟑
𝐱𝟑

) 𝐲𝐢}            (𝟕-𝟑𝟐) 
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 و بالتالى فأن   (𝟑𝟐-𝟕),(𝟑𝟏-𝟕)ها مكافئة للعلاقة فى  نجد أن (𝟐𝟓-𝟕),(𝟐𝟒-𝟕)و بالتعويض فى  

 

 

\𝐧العلاقة صحيحة عندما   = 𝟑 

 

\𝐧صحيحة عندما  (𝟐𝟓-𝟕),(𝟐𝟒-𝟕)بأفتراض أن العلاقة  -4 = 𝐬  فسوف تثبت أن

\𝐧العلاقة صحيحة عندما   = 𝐬 +  على النحو التالى  𝟏

�̃�𝐢 = ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣 = �̃� + �̃�𝐢,𝐬+𝟏𝐱𝐬+𝟏
𝐬+𝟏
𝐣=𝟏                              (𝟕-𝟑𝟑)  

 حيث أن

𝐟(�̃�) =∏ 𝛌𝐢𝐣 [∑  
𝐱𝐤
𝐬−𝟐 𝐄𝐱𝐩 (

𝛌𝐢𝐤
𝐱𝐤
) 𝐚

∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐬
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

𝐬

𝐤=𝟏
]

𝐬

𝐣=𝟏
                            (𝟕-𝟑𝟒) 

𝐟(�̃�𝐢,𝐬+𝟏) = 𝛌𝐢,𝐬+𝟏 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢,𝐬+𝟏�̃�𝐢,𝐬+𝟏) , �̃�𝐢,𝐬+𝟏 > 𝟎       (𝟕-𝟑𝟓) 

 

 و بأستخدام أسلوب التحويلات أيضا  فأن: 

𝐅(𝐲𝐢) = ∫ ∫ 𝐟(�̃�)𝐟(�̃�𝐢,𝐬+𝟏) 𝐝�̃� 𝐝�̃�𝐢,𝐬+𝟏

𝐲𝐢−𝐚𝐬+𝟏𝐱𝐬+𝟏

�̃�=𝟎

𝐲𝐢 𝐱𝐬+𝟏⁄

�̃�𝐢,𝐬+𝟏

          (𝟕-𝟑𝟔) 

 

 أو

𝐅(𝐲𝐢) = ∫ ∫ {(∏ 𝛌𝐢𝐣
𝐬+𝟏

𝐣=𝟏
)𝐄𝐱𝐩(−�̃�𝐢,𝐬+𝟏𝛌𝐢,𝐬+𝟏)

𝐲𝐢−𝐚𝐬+𝟏𝐱𝐬+𝟏

�̃�=𝟎

𝐲𝐢 𝐱𝐬+𝟏⁄

�̃�𝐢,𝐬+𝟏

 

∙ [∑  
𝐱𝐤
𝐬−𝟐 𝐄𝐱𝐩 (

𝛌𝐢𝐤
𝐱𝐤
) �̃�

∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐬
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

𝐬

𝐤=𝟏
]}𝐝�̃� 𝐝�̃�𝐢,𝐬+𝟏 

 

𝐅(𝐲𝐢) = ∫ ∏ 𝛌𝐢𝐣
𝐬+𝟏

𝐣=𝟏

𝐲𝐢 𝐱𝐬+𝟏⁄

�̃�𝐢,𝐬+𝟏

{∑  
𝐱𝐤
𝐬−𝟏 [𝐄𝐱𝐩(−�̃�𝐢,𝐬+𝟏𝛌𝐢,𝐬+𝟏)

𝛌𝐢𝐤∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐬
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

𝐬

𝐤=𝟏
 

 −𝐄𝐱𝐩 [
𝛌𝐢𝐤𝐲𝐢
𝐱𝐤

− �̃�𝐢,𝐬+𝟏(𝐱𝐤𝛌𝐢,𝐬+𝟏 − 𝐱𝐬+𝟏𝛌𝐢𝐤)]]

𝛌𝐢𝐤∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐬
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

}
 
 

 
 

𝐝�̃�𝐢,𝐬+𝟏     (𝟕-𝟑𝟕) 

 أو
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𝐅(𝐲𝐢) =∏ 𝛌𝐢𝐣
𝐬+𝟏

𝐣=𝟏
{∑  {

𝐱𝐤
𝐬−𝟏  [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(

𝛌𝐢,𝐬+𝟏
𝐱𝐬+𝟏

) 𝐲𝐢]

𝛌𝐢𝐤𝛌𝐢,𝐬+𝟏∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐬
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

−
𝐬

𝐤=𝟏
 

𝐱𝐤
𝐬  [𝐄𝐱𝐩 (

−𝛌𝐢𝐤
𝐱𝐤

𝐲𝐢) − 𝐄𝐱𝐩 (
𝛌𝐢,𝐬+𝟏
𝐱𝐬+𝟏

𝐲𝐢)]

𝛌𝐢𝐤∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐬
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

}

}
 
 

 
 

           (𝟕-𝟑𝟖) 

 

 

 )iy ~f  (نحصل على دالة كثافة الأحتمال وبأجراء تفاضل  طرفى العلاقة أعلاه  
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 بمعلمات تتبع التوزيع الأسى المتعدد الأحتمالية  القيود( 7-5)
              Chance-Constraints with Multi-Variate 

Exponential Distributed Parameters 
 

تحويل القيد الاحتمالى إلى قيد يقينى مكافئ عند تتبع فى هذا الفصل سوف نقدم كيفية 

المتعدد السابق تقديمه فى حالتى الأستقلال و عدم الأستقلال  الأسىالمعلمات العشوائية التوزيع 

 فصل السابق فى حالتين: للمعلمات فى ال 

 

 �̃�𝐢𝐣و المعلمات العشوائية   : عندما تكون القيود غير مرتبطةالحالة الأولى

 𝐛𝐢و المعلمات العشوائية  الحالة الثانية: عندما تكون القيود مرتبطة

 

 : إذا فرصنا القيد الأحتمالى التالى الحالة الأولى:

 

𝐏𝐫 (∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ≤ 𝐛𝐢 ) ≥ 𝛄𝐢   , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦  

 بالتالى فأن ،  �̃�𝐢𝐣~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝐢𝐣)حيث 

𝐏𝐫 (�̃�𝐢 ≤ 𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏  ) ≥ 𝛄𝐢    

                 
→       

𝐅 (𝐛𝐢 −∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏  ) ≥ 𝛄𝐢                            

 

 فان (𝟑𝟕-𝟕)بالتعويض فى الطرف الأيسر للقيد أعلاه بالطرف الايسر فى 

∏ 𝛌𝐢𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏

{
  
 

  
 

∑

[
 
 
 
 
 
 
𝐱𝐧

\−𝟐 [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(
−𝛌𝐢𝐧\ (𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 )

𝐱𝐧\
)]

𝛌𝐢𝐤𝛌𝐢𝐧\∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐧\−𝟏
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

𝐧\−𝟏

𝐤=𝟏
− 

𝐱𝐤
𝐧\−𝟏 [𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝐢𝐤 (𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 )

𝐱𝐤
)− 𝐄𝐱𝐩(

−𝛌𝐢𝐧\ (𝐛𝐢 −∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 )

𝐱𝐧\
)]

𝛌𝐢𝐤∏ (𝐱𝐤𝛌𝐢𝛊 − 𝐱𝛊𝛌𝐢𝐤)
𝐧\−𝟏
𝛊=𝟏
𝛊≠𝐤

]
 
 
 
 
 
 

}
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من خلال المثال مكافئة القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية  كيفية تحويل سوف نوضحفيما يلى و 

 التالى: 

 

 ( 3-7مثال )

  

 أعتبر القيد الاحتمالى التالى: 

(𝟏)                          𝐏𝐫{∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝟑
𝐣=𝟏 + 𝟓𝐱𝟒 ≤ 𝟏𝟎𝟎} ≥ 𝟎. 𝟗 

 بأفتراض ان 

�̃�𝐣~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝐣) , 𝛌𝟏 = 𝟐 , 𝛌𝟐 = 𝟓,     𝛌𝟑 = 𝟑 

 على النحو التالى  (𝟏)يمكن أعادة كتابة القيد  

 

           𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟏𝟎𝟎 − 𝟓𝐱𝟒) ≥ 𝟎. 𝟗 
            
→    𝐅(𝟏𝟎𝟎 − 𝟓𝐱𝟒) ≥ 𝟎. 𝟗 

𝐅(𝟏𝟎𝟎و بالتعويض فى الطرف الأيسر  − 𝟓𝐱𝟒)   نجد ان:  (𝟐𝟑-𝟕)من العلاقة 

 

{[
𝐱𝟏[𝟏−𝐄𝐱𝐩(

−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)]

𝟔(𝟓𝐱𝟏−𝟐𝐱𝟐)
−

𝐱𝟏
𝟐[𝐄𝐱𝐩(

−𝟐(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟏
)−𝐄𝐱𝐩(

−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)]

𝟐(𝟓𝐱𝟏−𝟐𝐱𝟐)
]  (𝟑𝟎) 

+[
𝐱𝟐[𝟏−𝐄𝐱𝐩(

−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)]

𝟏𝟓(𝟐𝐱𝟐−𝟓𝐱𝟏)
−

𝐱𝟐
𝟐[𝐄𝐱𝐩(

−𝟓(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟐
)−𝐄𝐱𝐩(

−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)]

𝟓(𝟐𝐱𝟐−𝟓𝐱𝟏)
]  

            + [
𝐱𝟑[𝟏−𝐄𝐱𝐩(

−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)]

𝟗(𝟐𝐱𝟑−𝟑𝐱𝟏)(𝟓𝐱𝟑−𝟑𝐱𝟐)
− 𝟎]} ≥ 𝟎. 𝟗  

 

 أو

(𝟑𝟎) {[
(𝟑𝐱𝟏

𝟐−𝐱𝟏)𝐄𝐱𝐩(
−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)−𝟑𝐱𝟏

𝟐𝐄𝐱𝐩(
−𝟐(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟏
)+𝐱𝟏

𝟔(𝟓𝐱𝟏−𝟐𝐱𝟐)
] +  

[
(𝟑𝐱𝟐

𝟐−𝐱𝟐)𝐄𝐱𝐩(
−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)−𝟑𝐱𝟐

𝟐𝐄𝐱𝐩(
−𝟓(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟐
)+𝐱𝟐

𝟏𝟓(𝟐𝐱𝟐−𝟓𝐱𝟏)
]  

+[
𝐱𝟑[𝟏−𝐄𝐱𝐩(

−𝟑(𝟏𝟎𝟎−𝟓𝐱𝟒)

𝐱𝟑
)]

𝟗(𝟐𝐱𝟑−𝟑𝐱𝟏)(𝟓𝐱𝟑−𝟑𝐱𝟐)
− 𝟎]} ≥ 𝟎. 𝟗                                  (𝟐)  
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𝐢متغيرات عشوائية مستقلة     �̃�𝐢إذا فرضنا أن  :الثانيةالحالة  = 𝟏, 𝟐,… ,𝐦𝟏  ، 

 𝐢\ = 𝐦𝟏 + 𝟏,𝐦𝟏 + 𝟐,… ,𝐦 :و أعتبرنا القيود المشتركة على النحو التالى ، 

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢 , ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢\ , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦𝟏,  

𝐢\ = 𝐦𝟏 + 𝟏,𝐦𝟏 + 𝟐,… ,𝐦) ≥ 𝛄   
\
          (𝟕-𝟑𝟗) 

 

 : على النحو التالى  مكافئ القيود أعلاه إلى قيد يقينى تحويلفأنه يمكن 

 

{∏ 𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )𝐦

𝐢=𝟏 }. {∏ (𝟏 − 𝐅𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ))𝐦

𝐢\=𝐦𝟏+𝟏
} ≥ 𝛄   

\
          (𝟕-𝟒𝟎)  

 كذلك 

∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝟎, ∑ 𝐚𝐢\𝐣𝐱𝐣 ≥ 𝟎𝐧

𝐣=𝟏  , 𝐢 = 𝟏, 𝟐,… ,𝐦𝟏, 𝐢
\ = 𝐦𝟏 + 𝟏,𝐦𝟏 + 𝟐,… ,𝐦  

   (𝟕-𝟒𝟏) 

 أو

{∏ [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )]

𝐦𝟏
𝐢=𝟏 }. {∏ [𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢\ ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 )]𝐦

𝐢\=𝐦𝟏+𝟏
} ≥ 𝛄   

\
  

    (𝟕-𝟒𝟐) 

 

خطية على النحو القيود من ال  𝐦عدد   و القيد أعلاه قيد غير خطى و لكن يمكن تحويله إلى

 التالى: 

 

{∏ [𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )]

𝐦𝟏
𝐢=𝟏 }. {∏ [𝐄𝐱𝐩(−𝛌

𝐢\
∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 )]𝐦

𝐢\=𝐦𝟏+𝟏
} ≥ [ √𝛄   

\𝒎

]

𝒎

   

    (𝟕-𝟒𝟑) 

 

 من القيود الخطية التالية 𝐦إلى عدد  (𝟒𝟑-𝟕)و بالتالى يمكن تحويل القيد  

 

𝟏 − 𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ √𝛄   

\𝒎

   
              
→      

−𝛌𝐢∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐋𝐧(𝟏 + √𝛄   

\𝒎

)   ,   𝐢 = 𝟏,𝟐,… ,𝐦𝟏             (𝟕-𝟒𝟒)  

 كذلك 

𝐄𝐱𝐩(−𝛌𝐢∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ) ≥ √𝛄   

\𝒎

   
              
→      
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−𝛌𝐢∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ 𝐋𝐧( √𝛄   

\𝒎

)  ,   𝐢\ = 𝐦𝟏 + 𝟏,𝐦𝟏 + 𝟐,… ,𝐦         (𝟕-𝟒𝟓)  

 

∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ 𝟎,   𝐢 = 𝟏, 𝟐,… ,𝐦                          (𝟕-𝟒𝟔)  

 

 ( 4-7مثال )

 

 أعتبرالقيود الاحتمالية المشتركة التالية:  

 

𝐏𝐫{𝟓𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟏, 𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟐, 𝟑𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ �̃�𝟑} ≥ 𝟎. 𝟗 (𝟏)  

 

𝛌𝐢 ،𝐢متغير يتبع التوزيع الاسى بمعلمة   �̃�𝐢حيث  = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

𝛌𝟏 = 𝟎.𝟐  ,  𝛌𝟐 = 𝟎. 𝟒, 𝛌𝟑 = 𝟎. 𝟕 

 

 مكافئة  إلى قيود يقينية (𝟏)فى   ىالاحتمال  دحول القي

𝛄بما أن   -1   
\
= 𝟎. .𝟎√بالتالى فأن   𝟗 𝟗

𝟑
= 𝟎.  (𝟒𝟔-𝟕),(𝟒𝟒-𝟕)، و من العلاقة   𝟗𝟒𝟗

 

−𝟎.𝟐(𝟓𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟓𝐱𝟑) ≥ 𝐋𝐧(𝟏. 𝟗𝟒𝟗)                             (𝟐) 

 

−𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 ≤ 𝟑. 𝟑𝟒                                      (𝟑) 

 

 كذلك 

 

2- −𝟎. 𝟒(𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟑) ≥ 𝐋𝐧(𝟏. 𝟗𝟒𝟗) 
           
→   𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟑 ≤ −𝟏.𝟔𝟕      

 

−𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟑 ≥ 𝟏. 𝟔𝟕                                     (𝟒) 

 

 بالنسبة للقيد الأخير  -3

 

−𝟎.𝟕(𝟑𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐 + 𝐱𝟑) ≥ 𝐋𝐧(𝟎. 𝟗𝟒𝟗) 
           
→    

 

𝟑𝐱𝟏 − 𝟒𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 ≤ 𝟎.𝟎𝟕𝟓                                            (𝟓)
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 Exercises                                                 ( تمرينات 7-6)
 

(7-1 ) 

 

𝐣أعتبر القيود الأحتمالية التالية حيث  = 𝟏, 𝟐, 𝟑  ،  �̃�𝐣   تتبع التوزيع المعتاد الطبيعى

𝛍𝐣المتعدد بمعلمات  = [𝟓   𝟕   𝟑]   
\
 , 𝛔𝐣 = [𝟐   𝟑   𝟏]   

\
 

 

(𝐢)              𝐏𝐫(∑  �̃�𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝟏𝟎𝟎𝟑
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝟎. 𝟗                        

 

(𝐢𝐢)              𝐏𝐫(∑  �̃�𝐣𝐱𝐣 + 𝟓𝐱𝟒 ≥ 𝟐𝟎𝟑
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝟎. 𝟗               

 

(𝐢𝐢𝐢)             𝐏𝒓(∑  �̃�𝐣𝐱𝐣 − 𝟓𝐱𝟑 + 𝟖𝐱𝟒 ≤ 𝟐𝟓𝟐
𝐣=𝟏 ) ≤ 𝟎. 𝟓  

 

 حول القيود الأحتمالية أعلاه إلى قيود يقينية مكافئة ثم علق على هذه القيود اليقينية.

 

(7-2 ) 

 

𝐣 أعتبر القيود الأحتمالية التالية حيث = 𝟏, 𝟐, 𝟑  ،  �̃�𝐣   ،تمثل المعلمات العشوائية 

𝛌𝟏و تمثل متغيرات تتبع التوزيع الأسى بمعلمات  = 𝟎. 𝟓 , 𝛌𝟐 = 𝟏 , 𝛌𝟑 = 𝟐   

 

 حول القيود الأحتمالية التالية إلى قيود يقينية مكافئة

 

(𝐢)              𝐏𝐫(∑  �̃�𝐣𝐱𝐣 + 𝟏𝟎𝐱𝟒 ≤ 𝟓𝟎𝟑
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝟎. 𝟗               

 

(𝐢𝐢)             𝐏𝒓(∑  �̃�𝐣𝐱𝐣 ≤ 𝟐𝟎𝟑
𝐣=𝟏 ) ≤ 𝟎. 𝟓                             

 

(7-3 ) 

 

 حول القيود الأحتمالية التالية إلى قيود يقينية مكافئة 

 

𝐏𝐫(𝟓𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟏  , 𝟒𝐱𝟏 + 𝟗𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗              
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, �̃�𝟏حيث  �̃�𝟐   متغيران مستقلان كل منهما يتبع التوزيع الأسى بمعلمة𝛌𝟏 = 𝟓 , 𝛌𝟐 = على    𝟐

 الترتيب. 

 

(7-4 ) 

 

متغيرات عشوائية تتبع التوزيع  �̃�𝐢حول القيود الأحتمالية التالية إلى قيود مكافئة حيث 

𝛍𝐣المعتاد المتعدد بتوقع    = 𝟐, 𝟏, 𝛔𝐣و أنحراف معيارى  𝟑 = 𝟏, 𝟎. 𝟓,  على الترتيب  𝟐

 

𝐏𝐫(𝟐𝐱𝟏 + 𝟓𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟏  , 𝟑𝐱𝟏 − 𝐱𝟐 ≥ �̃�𝟐 , 𝟓𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗 

 

(7-5 ) 

 

 أعتبر القيد الأحتمالى التالى 

 

𝐏𝐫(�̃�𝟏𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 ≤ 𝟏𝟎  , 𝟐𝐱𝟏 − 𝐱𝟐 ≥ �̃�𝟐 , 𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 ≤ �̃�𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗 

 حول القيد الأحتمالى إلى قيد يقينى مكافئ حيث 

 

�̃�𝟏~𝐍(𝛍𝟏 = 𝟓, 𝛔𝟏 = 𝟐) 

�̃�𝟐~𝐍(𝛍𝟐 = 𝟏, 𝛔𝟐 = 𝟎. 𝟓) 

�̃�𝟑~𝐍(𝛍𝟑 = 𝟒, 𝛔𝟑 = 𝟏) 

 

(7-6 ) 

 

 حيث 𝐟(�̃�𝐣)يتبع التوزيع الأسى بدالة كثافة أحتمال  �̃�𝐣 إذا فرضنا أن المتغير 

 

𝐟(�̃�𝐣) = 𝛌𝐣 [𝐄𝐱𝐩 (−𝛌𝐣(�̃�𝐣 − 𝛂𝐣))]  , �̃�𝐣, 𝛌𝐣 > 𝟎  , 𝛂𝐣 < �̃�𝐣  

 

 أعتبر القيد الاحتمالى التالى: 

𝐏𝐫(∑  �̃�𝐣𝐱𝐣 + 𝟓𝐱𝟒 ≤ 𝟏𝟎𝟑
𝐣=𝟏 ) ≥ 𝟎. 𝟗  

 

 متغيرات مستقلة. �̃�𝐣 حول النموذج الأحتمالى إلى نموذج يقينى مكافئ حيث   (1

.�̃�𝐣 أوجد دالة التوزيع التراكمية للمتغير  (2
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 Introduction                                               ( مقدمة8-1)
 

السابقة  ىف  بش   الأبواب  )و  ئتناولنا  الخطية  البرمجة  نماذج  تحويل  كيفية  التفصيل   من 

أيضا  ممكن تكون نماذج غير خطية( الأحتمالية إلى نماذج يقينية مكافئة عندما تكون بعض أو كل 

ف  للقيود    ىالمعلمات  الأيمن  كل    و  (�̃�𝐢)الطرف  أو  بعض  تكون  عندما  المتغيرات  أيضا   معاملات 

𝐣  (�̃�𝐢𝐣)الطرف الأيسر للقيود    ىالقرارية ف = 𝟏, 𝟐, . . . . 𝐧  ,  𝐢 = 𝟏, 𝟐, . . . . . ,𝐦   تمثل متغيرات

معلومة أيضا  بأستخدام   𝛄𝐢ذلك عند مستويات مأمونية    عشوائية لها توزيعات أحتمالية معلومة، و

 (.CCPأسلوب )

 

يمكن أن نطلق عليه تطبيق مباشر    و  (7)-(4)بالأبوب    يرتبط هذا الباب أرتباط وثيق   و

 فى الأبواب السابق الأشارة إليها.  للطرق السابق تقديمها

 

هذا الباب سوف نتناول تحويل النماذج الأحتمالية إلى نماذج يقينية مكافئة عندما   ىف   و

دالة الهدف متغيرات عشوائية ذات توزيعات   ىتكون بعض )أو كل( معاملات المتغيرات القرارية ف 

و معلومة،  ف   أحتمالية  ممثلة  مختلفة  معايير  لعدة  وفقا   التحويل  هذا  يتم  القرارية   ىعادة   القواعد 

decision's rules  يتم على أساسها تكوين دالة هدف يقينية. ىالت 

 

القرارية مختلفة   :القواعد  بأساليب  مكافئة  يقينية  دالة  إلى  الأحتمالية  الهدف  دالة  تحويل  يتم 

التوزيع   ىبالتال   و   �̃�𝐣طبيعة التوزيعات الأحتمالية للمعلمات الأحتمالية   تعتمد على طبيعة المشكلة و

 .�̃�الأحتمالي لدالة الهدف 

 

 المعايير التالية:عادة يتم هذا التحويل وفقا  لعدة معايير من أهمها  و

 

المتوقعة   -1 القيمة  و   Expected Value Criterionمعيار  الهدف.  صياغة    لدالة 

 .E-model [𝟓𝟐]هذه الحالة يسمى بـ  ىالمشكلة ف 

التباين   -2 الهدف. وصياغة   Minimum Variance Criterionمعيار تصغير  لدالة 

 .V-model [𝟓𝟏]المشكلة في هذه الحالة يسمى بـ 

 لدالة الهدف  Maximum Likelihood Criterionم دالة الأمكان معيار تعظي -3

ف  الأحتمالية و المشكلة  بـ    ىصياغة  يسمى  الحالة  يتم  P-model  [𝟓𝟎]هذه  وعادة    .

𝛄𝐢 , 𝐢أفتراض قيم معينة لمستويات المأمونية   = 𝟏, 𝟐, . . . .. . 

هذه   ىف   ، و𝛄𝐢قادر على تحديد قيم    ركثير من الحالات يكون متخذ القرار غي  ىلكن ف   و

 يتم دمجها بأساليب   متغيرات قرارية أيضا  و 𝛄𝐢الحالة يمكن أعتبار مستويات المأمونية  
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ف  و  ىمختلفة  اليقينية،  الهدف  برمجة    دالة  تحت عنوان  المختلفة  الأساليب  هذه  تندرج 

,Reliability Programming [𝟏𝟕𝟕الصلاحية  𝟏𝟔𝟐]. 

 Optimum Limits Objective Functionمعيار الحدود المثلى لدالة الهدف   -4

Criterion. 

 

أيضا     و نتناول  سوف  بالتفصيل  أعلاه  المذكورة  المعايير  تقديم  إلى  بالإضافة  الباب  هذا  في 

الصلاحية   لمقاييس  المثلى  القيم  على  للحصول  الأساليب    Reliability Measuresبعض 

 . بأستخدام أسلوب برمجة الصلاحية للنظام )أو لحل المشكلة(

 

حالة دالة الهدف الأحتمالية    ىهذا الباب أيضا  عدة أمثلة تطبيقية ف   ىكذلك سوف نتناول ف 

 بعض القيود الأحتمالية بالإضافة إلى قياس صلاحية النظام.  أيضا  دالة الهدف و و
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    معيار القيمة المتوقعة( 8-2)

Expected Value Criterion 
 

 إذا فرضنا أن دالة الهدف الأحتمالية على النحو التالي: 

(𝟖-𝟏)                 𝐌𝐚𝐱. (𝐨𝐫 𝐌𝐢𝐧. ) �̃� = ∑ �̃�𝐣 𝐗𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 

 

  𝐂𝐣فى الحالة اليقينية )أي  𝐗𝐣معاملات   𝐂𝐣تشير إلى المتغيرات القرارية،  𝐗𝐣حيث 

 معلمات عشوائية ذات توزيعات أحتمالية معلومة.  �̃�𝐣معلمات غير عشوائية(، 

 

و منذ الستينات و قدمت عدة معايير على أساسها يتم تحويل الدالة الأحتمالية إلى دالة  

 يقينية.

 

 E-model  [𝟓𝟐 ]نموذج  Charnes and Kirly( قدم كل من 1966فى سنة ) 

إلى   Eو أعتبرا معيار التحويل هو أستبدال الدالة الأحتمالية بالقيمة المتوقعة لها حيث تشير 

 بالدالة التالية:  (𝟏-𝟖)، و بالتالى أستبدال الدالة فى  Expectationالقيمة المتوقعة 

 

(𝟖-𝟐)        𝐌𝐚𝐱. (𝐨𝐫 𝐌𝐢𝐧. ) E(�̃�) = ∑ 𝐗𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏  𝐄(�̃�𝐣) + ∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 

 

يلاحظ أن  . و�̃�𝐣يشير إلى توقع المتغير   𝐄(�̃�𝐣)، كذلك �̃�يشير إلى توقع   𝐄(�̃�)حيث 

 أو خصائص التوزيع أيضا .  �̃�أستخدام هذا المعيار لا يتطلب معلومية التوزيع الأحتمالي لـ 

 

 (: 1-8مثال )

 

 : ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الأحتمال

 

(𝟏)                           𝐌𝐚𝐱. �̃� = �̃�𝟏𝐗𝟏 + �̃�𝟐𝐗𝟐 

(𝟐)                             𝐒. 𝐓.      𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟎 

(𝟑)                             𝟓 𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟎 

(𝟒)                               𝐗𝟐 ≤ 𝟐 

(𝟓)                              𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

�̃�𝟐~𝐍(𝛍حيث  = 𝟏𝟎, 𝛔 = 𝟒) , �̃�𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟑, 𝛔 = 𝟏) . 
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 المطلوب

 إلى دالة يقينية. �̃�حول الدالة  -1

 ثم عقب على الناتج.  ىحل النموذج اليقين -2

 

 الحل 

 بالقيمة المتوقعة لها لتصبح:  (𝟏)  ىبأستبدال الدالة الأحتمالية ف  -1

 

(𝟔)                            𝐌𝐚𝐱. 𝐄(�̃�) = 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 

 

 كنموذج برمجة خطية نجد أن الحل الأمثل  (𝟔) ,(𝟐) -(𝟓)بحل النموذج  و -2

 

(𝟕)                   𝐄∗(�̃�) = 𝟑𝟒. 𝟒      ,      X𝟏
∗ = 𝟒. 𝟖      ,      X𝟐

∗ = 𝟐. 𝟎 

 

 . ىللنموذج اليقين ى( يوضح الحل البيان 1-8)  ىالشكل التال و

 

,�̃�𝟏بما أن   و �̃�𝟐  بالتالىتتبع كل منها التوزيع المعتاد   �̃�فإن    تتبع التوزيع المعتاد أيضا  و بالتالى

.𝟑𝟒أقل من او تساوى �̃� أحتمال أن تكون  .𝟎يساوى    𝟒  أو بعبارة أخرى:  𝟓

 

(𝟖)                                      𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝟑𝟒. 𝟒) = 𝟎. 𝟓 

 

 الأعتبار:  ىلكن لم يأخذ ف ، و�̃�يمثل الحل الأمثل للقيمة المتوقعة للدالة   (𝟕)  ىالحل ف  و

 

 .�̃�تباين المتغير   -أ

,�̃�𝟏للمتغيران  ىالتوزيع الأحتمال -ب �̃�𝟐 لـ   ىالتوزيع الأحتمال ىبالتال و�̃�. 

القيمة المثلي لدالة الهدف عند أحتمال معين  ىالمحول أعلاه لا يعط ىالنموذج اليقين -ج

.𝟎يختلف عن القيمة   القرار يحدده متخذ 𝟓. 
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 (1-8شكل )

 

 الأعتبار عند أستخدام المعايير الأخرى.  ى)ج( ف -الفصول التالية سوف تأخذ هذه البنود )أ( ىف  و

 

 ( 2-8مثال )

 

 : ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الأحتمال

(𝟏)                                     𝐌𝐚𝐱. �̃� = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐  

(𝟐)                                         𝐒. 𝐓.       𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ �̃� 

(𝟑)                                        𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

(𝟒)                                        𝐗𝟏 ≤ 𝟓 

(𝟓)                           𝐄(�̃�𝟐) = 𝟏𝟎 ,  𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

�̃�   متغير يتبع التوزيع المعتاد�̃�~𝐍(𝟎, بمستوى  ى إلى نموذج يقين ىحول النموذج الأحتمال  - (𝟏

.𝟎أكبر من  (𝟐)مأمونية لتحقيق القيد  𝟗𝟓. 
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 الحل

(𝟔)                         𝐌𝐚𝐱. 𝐄(�̃�) = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 

 : ىيمكن تحويل القيد الأحتمال  و

(𝟕)                        𝐏𝐫(𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ �̃�) ≥ 𝟎. 𝟗𝟓 

 

بأستخدام جداول المعتاد   ى إلى قيد يقين (𝟕)( فإنه يمكن تحويل القيد  2بالرجوع إلى الباب ) و

 : ى( على النحو التال 2بملحق ) ىالقياس

 

               𝐅(𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗𝟓  
  
→    𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟗𝟓) 

(𝟖)                   
  
→    𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟏. 𝟔𝟓       

 

 : ى المكافئ على النحو التال ىيصبح النموذج اليقين و

 

                           𝐌𝐚𝐱. 𝐄(�̃�) = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 

                                𝐒. 𝐓.       𝟑 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟏. 𝟔𝟓 

                                     𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

                                    𝐗𝟏 ≤ 𝟓 

                                    𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

 أعلاه كنموذج برمجة خطية نجد أن الحل الأمثل  ىبحل النموذج اليقين و

                      𝐄∗(�̃�) = 𝟓. 𝟓      ,      X𝟏
∗ = 𝟎. 𝟓𝟓      ,      X𝟐

∗ = 𝟎 

 

 ى للنموذج اليقين ىيوضح الحل البيان ىالشكل التال و
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      (2-8شكل )
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    تصغير التباينمعيار ( 8-3)

Minimum Variance Criterion 
 

آخرين أمكانية أستخدام تصغير تباين دالة الهدف  و Charnesأقترح  1972سنة  ىف 

كمعيار لتحويل دالة الهدف الأحتمالية إلى دالة هدف يقينية  (𝟏-𝟖)العلاقة  ىف  �̃�الأحتمالية 

[𝟓𝟏, 𝐗𝐣  ،𝐣يعني إيجاد قيم    (�̃�). حيث أن تصغير تباين الدالة [𝟓𝟐 = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧 تجعل   ىالت

 أقل ما يمكن، أو بعبارة أخرى:  𝐄(�̃�)عن توقعها   �̃�متوسط مجموع أنحرافات قيم الدالة 

 

(𝟖-𝟑)                          𝐌𝐢𝐧. 𝐕(�̃�) = {∑ [�̃�𝐭 − 𝐄𝐭 (�̃�𝐭)]
𝟐} ÷ 𝐍 

 

عدد مفردات المجتمع، أما إذا أستخدمت عينة  N ، و(�̃�)تشير إلى تباين  𝐕(�̃�)حيث 

𝐧)بــ  Nفيتم استبدال  −  .]9، ]3( حجم العينة nحيث ) (𝟏

 

𝐧)أو   Nبما أن  و − فيمكن أستخدام معيار تصغير التباين على    ىمقادير ثابتة بالتال (𝟏

 .𝐄(�̃�)عن قيمتها المتوقعة  �̃�أنه مجموع مربعات أنحرافات 

 

.𝐌𝐢𝐧فإذا أعتبرنا دالة الهدف الأحتمالية   (�̃�) ىعلى النحو التال : 

 

(𝟖-𝟒)                  𝐌𝐢𝐧. �̃� = ∑ �̃�𝐣 𝐗𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 

 

�̃�𝐣   ،𝐣 حيث أن المعلمات = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧\  متغيرات عشوائية مستقلة. فأقترحوا أستبدال

على  (�̃�)بدالة الهدف اليقينية التي تمثل تصغير تباين الدالة   (𝟒-𝟖) ىدالة الهدف الأحتمالية ف 

 : ىالنحو التال

(𝟖-𝟓)                         𝐌𝐢𝐧. 𝐕 (�̃�) = ∑  𝐗𝐣
𝟐 𝐕(�̃�𝐣)

𝐧\

𝐣=𝟏 

 

𝐣 ،  (�̃�𝐣)تشير إلى تباين المتغير  𝐕(�̃�𝐣)حيث  = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧\  . 

 

 ى نلاحظ ما يل و

𝐗𝐣   ،𝐣دالة غير خطية في  (𝟓-𝟖) ىدالة الهدف ف  -1 = 𝟏, 𝟐,… , 𝐧\   تربيعية

quadratic function  محدبةconvex  المتغيرات القرارية  ىف𝐗𝐣 تمثل  ىالت 
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�̃�𝐣 ، 𝐣معاملات للمعلمات العشوائية   = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧\. 

𝐗𝐣   ،𝐣المتغيرات القرارية  -2 = 𝐧\ + 𝟏, 𝐧\ + 𝟐,… , 𝐧  دالة الهدف  ىغير ممثلة ف

الحد غير   ى ف  (𝟒-𝟖) ىدالة الهدف الأحتمالية ف  ىعلما  بأنها ممثلة ف (𝟓-𝟖)  ىاليقينية ف 

∑)ىالعشوائ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 تمثل دالة الهدف اليقينية غير مكافئ لدالة  و هذا يجعل   (

 . الهدف الأصلية الأحتمالية

( بأقتراح أن تكون دالة الهدف اليقينية عبارة عن تصغير مجموع 2يمكن التغلب على ) -3

سوف   الدالة الأحتمالية تصغير، و ىحالة إذا كان الهدف ف  ىف  �̃�تباين المتغير   توقع و

 حيث:  Kنشير لها بالرمز 

(𝟖-𝟔)                                    𝐊 = 𝐄(�̃�) + 𝐕(�̃�) 

 

 : ى تصبح دالة الهدف اليقينية على النحو التال و

(𝟖-𝟕)         𝐌𝐢𝐧.𝐊 = {∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + ∑  𝐗𝐣 𝐄(�̃�𝐣)

𝐧\

𝐣=𝟏 } + {∑  𝐗𝐣
𝟐 𝐕(�̃�𝐣)

𝐧\

𝐣=𝟏 }  

 

حالة القيود الخطية  ىف   ىبالتال محدبة أيضا . و دالة غير خطية مربعة و Kنلاحظ أن الدالة  و

,𝟏𝟗𝟑]  على الحل الأمثل المطلق )أنظر نحصل  . (𝟕-𝟖)  ىوفقا  للمعيار ف ى( للنموذج اليقين [𝟏𝟔𝟓

 

 �̃�فإنه يمكن إضافة التباين إلى التوقع للمتغير   (�̃�)أما إذا كان الهدف هو تعظيم الدالة  -4

 هذه الحالة:  ىتصبح الدالة اليقينية ف  بإشارة سالبة و

5-  

(𝟖-𝟖)       𝐌𝐚𝐱.𝐊 = {∑ 𝐂𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + ∑  𝐗𝐣 𝐄(�̃�𝐣)

𝐧\

𝐣=𝟏 } − {∑  𝐗𝐣
𝟐 𝐕(�̃�𝐣)

𝐧\

𝐣=𝟏 } 

 

 حـيـث  concaveدالة مقعـرة  (𝟖-𝟖) ىف  Kونــلاحـظ أن الـدالـة 

 𝐌𝐢𝐧. 𝐕(�̃�) = 𝐌𝐚𝐱. (−𝐕(�̃�))  ]8[𝟏𝟗𝟑,يمكن الحصول على الحل الأمثل  ىبالتال  . و

 هذه الحالة عندما تكون قيود النموذج قيود خطية. ىالمطلق للنموذج ف

 

 ( 3-8مثال )

 

 : ى أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية التال

 

(𝟏)                                   𝐌𝐢𝐧. �̃� = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 

(𝟐)                                      𝐒. 𝐓.     𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟓 

(𝟑)                                        𝟓𝑿𝟏 + 𝟐 𝑿𝟐 ≥ 𝟏𝟎 
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(𝟒)                                         𝐗𝟐 ≥ 𝟏 

                                              𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 .𝟐وتباين  𝟓يتبع التوزيع المعتاد بتوقع   ىمتغير عشوائ �̃�𝟐حيث 

 

 المطلوب

، ثم حل �̃�حول دالة الهدف الأحتمالية إلى دالة يقينية وفقا  لمعيار توقع دالة الهدف   -1

 هذه الحالة. ىف ىالنموذج اليقين

. ثم �̃�حول دالة الهدف الأحتمالية إلى دالة يقينية وفقا  لمعيار تصغير تباين دالة الهدف  -2

 هذه الحالة. ىف   ىحل النموذج اليقين

 

 الحل

 فإن دالة الهدف اليقينية تصبح: �̃�إذا أخذنا بمعيار تصغير توقع الدالة   -1

 

(𝟓)                         𝐌𝐢𝐧. 𝐄(�̃�) = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 

 

 نجد أن الحل الأمثل  (𝟒)-(𝟐),(𝟓)ى  ف   ىبحل النموذج اليقين و

                      

𝐄∗(�̃�) = 𝟐𝟏      ,      X𝟏
∗ = 𝟏. 𝟔      ,      X𝟐

∗ = 𝟏 

 

 يوضح نقطة الحل المثلى  ىالشكل التال و
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 (3-8شكل )

 

هذه الحالة تصبح على  ىفإن دالة الهدف اليقينية ف  (�̃�)ووفقا  لمعيار أقل تباين للدالة  -2

 : ىالنحو التال

(𝟔)                                  𝐌𝐢𝐧. 𝐕(�̃�) = 𝟐 𝐗𝟐
𝟐 

 

 (𝟒)-(𝟐),(𝟔)   ىبحل النموذج غير الخط  دالة غير خطية محدبة. و (𝟔)ى  نلاحظ أن الدالة ف  و

  نجد أن الحل الأمثل: ,𝟏𝟔𝟎]8[بأستخدام طريقة لأجرانج 

 

                   𝐕∗(�̃�) = 𝟐      ,      X𝟏
∗ = 𝟐      ,      X𝟐

∗ = 𝟏 

 (: 10رقم )أنظر ملحق  ىالشكل التال ىيمكن توضيح الحل بيانيا  كما هو موضح ف  و
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(4-8شكل )

 𝟏 
             𝟐 

  𝟑 
       𝟒 

 
    −𝟑       −𝟐       −𝟏                    𝟏       𝟐       𝟑       𝟒       𝟓       𝟔   −𝟒   

 
𝟔 
 
𝟓 
 
𝟒 
 
𝟑 
 
𝟐 
 
𝟏 
 
𝟎 
 

−𝟏 
 

−𝟐 
 

−𝟑 
 

−𝟒 

 

(𝟑. 𝟑𝟑, 𝟏) 

(𝟐, 𝟏) 

(𝟏. 𝟎𝟓𝟑, 𝟐. 𝟑𝟔𝟖) 

(𝟏. 𝟔, 𝟏) 

𝟏 
𝟐 

𝟑 

 

�̃� = 𝟐𝐱𝟐
𝟐 

�̃� 
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 تعظيم دالة الإمكان معيار ( 8-4)

Maximum Likelihood Criterion 
 

ر تعظيم أحتمال تحقق دالة الهدف عند حد  امعي 1967آخرين سنة   و Charnesقدم 

دالة الهدف تمثل متغيرات  ىلقيمة الهدف، عندما يوجد معلمة أو أكثر ف  certain limitمعين 

شكل  ىعشوائية لها توزيعات أحتمالية معلومة. فهم يعتبروا أول من أقترحوا وضع دالة الهدف ف 

 دالة أحتمال.

 

فقد أفترضوا وجود حد أدنى معلوم  (𝟏-𝟖)  ىف  (�̃�)فإذا أعتبرنا دالة الهدف الأحتمالية  

(𝐋∘)   في حالة إذا كان الهدف تعظيم وحد أعلى(𝐔∘)  حالة التصغير. حيث يتم   ىمعلوم أيضا  ف

 عن طريق متخذ القرار.  ∘𝐋∘ 𝐔تحديد  

 أعتبروا المعيار:  ىبالتال و

 

.𝐌𝐚𝐱حالة التعظيم  ىف                 (𝟖-𝟗) 𝐏𝐫(�̃� > 𝐋∘)  
  
←   

 أو:

.𝐌𝐢𝐧حالة التصغير  ىف             (𝟖-𝟏𝟎) 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐔∘)  
  
←   

 

إلى دالة  (𝟏𝟎-𝟖),(𝟗-𝟖)  ىبعد تحويل دالة الهدف الأحتمالية ف  ىأطلقوا على النموذج الأحتمال  و

نسبة إلى كلمة أحتمال   P-modelأطلقوا على النموذج بنموذج الأحتمال أو بـ  يقينية و

Probabilityعبارة عن مكمل الدالة التراكمية للمتغير العشوائي   ىه (𝟗-𝟖) ىالدالة ف  . و�̃� 

 أو بعبارة أخرى: 

 

(𝟖-𝟏𝟏)                            𝐏𝐫(�̃� ≥ 𝐋∘) = 𝟏 − 𝐅(𝐋∘) 

 نجد أن:  (𝟏𝟎-𝟖) ى، كذلك بالنسبة للدالة ف �̃�دالة التوزيع التراكمية للمتغير  Fحيث 

 

(𝟖-𝟏𝟐)                               𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐔∘) = 𝐅(𝐔∘) 

 المتغيرات القرارية.  ىدالة ف  Fحيث أن الدالة التراكمية 

 

 �̃�الأعتبار شكل التوزيع الأحتمالي لـ  ىرغم أن هذا المعيار يعد معيار جيد لأنه يأخذ ف  و

 لكن من الناحية النظرية فقط للأسباب التالية: و

   𝐗𝐣المتغيرات القرارية   ىعادة  دالة غير خطية ف  (𝟏𝟐-𝟖)-(𝟏𝟏-𝟖) ىالدالة ف  . أ
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المتغيرات  ىدالة خطية ف  �̃�حالة إذا كانت دالة الهدف الأحتمالية   ىحتى ف

𝐗𝐣 ، 𝐣القرارية  = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧\, 𝐧\ + 𝟏,… , 𝐧 . 

𝟎) الواحد  تنحصر بين الصفر و Fقيمة الدالة التراكمية  .ب ≤ 𝐅 ≤ مما  (𝟏

بصفة  مؤثر على الحل الأمثل للمشكلة تأثير كبير. و Fيجعل أي تقريب للدالة 

 المشاكل التطبيقية ذات الحجم الكبير.  ىخاصة ف 

 

لدالة  ىآخرين أستخدام القيد الأحتمال و Senguptaللأسباب المذكورة أعلاه أقترح 

 . ىالفصل التال ىلكن بأسلوب آخر كما سوف نوضح ذلك ف  و �̃�الهدف 
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 الحدود المثلىمعيار ( 8-5)

Optimum Limits Criterion 
 

كما   (𝟏-𝟖)  ىالحدود المثلى لدالة الهدف الأحتمالية ف  ى المقصود هنا بالحدود المثلى ه

 . ىسوف نوضح فيما يل

 

معيار أخر هو تعظيم )أو تصغير( الحد الأدنى لدالة  Senguptaقدم  1972سنة  ىف 

فالمعيار   (𝟏𝟎-𝟖),(𝟗-𝟖) ىف  (∘𝐔)حالة التعظيم أو تصغير الحد الأعلى   ىف  (∘𝐋)الهدف 

غير  ∘𝐔أو  ∘𝐋بوضع حد   ىإلى قيد أحتمال (�̃�)المقترح يعتمد على تحويل دالة الهدف الأحتمالية 

تحويل دالة الهدف الأحتمالية إلى دالة يقينية تهدف إلى  ومعلوم.  𝛄مستوى مأمونية   معلوم و

من خلال الأمثلة سوف   كما سوف نوضح ذلك من خلال الأمثلة التالية، و ∘𝐔أو تصغير   ∘𝐋تعظيم  

 نوضح أهم مزايا أستخدام معايير الحدود المثلى.

 

يمكننا من أستخدام جميع التحويلات   ىتحويل دالة الهدف إلى قيد أحتمال و

transformations 7،6،4اب وبالأ ىسبق تقديمها ف  ىالت. 

 

التباين( فهو يأخذ شكل  يعتبر هذا المعيار أفضل من المعايير السابقة )التوقع و و

الأعتبار، حيث يمكن متخذ القرار من الحصول على معلومات  ىف  �̃�لدالة الهدف  ىالتوزيع الأحتمال

يتم الحصول عليها بأستخدام المعايير السابقة كل على حده كما سوف  ىأكثر من المعلومات الت

 نوضح ذلك من خلال الأمثلة. 

 

 ( 4-8مثال )

 

يع  يتبع التوز ىمتغير عشوائ �̃�𝟏، حيث المعلمة  ىالتال ىأعتبر نموذج البرمجة الأحتمال

 . 𝟒وتباين   𝟏𝟎المعتاد بتوقع  

 

(𝟏)                𝐌𝐚𝐱. �̃� = �̃�𝟏 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 

(𝟐)                      𝐒. 𝐓.     𝟐 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟓 

(𝟑)                         𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟎 

(𝟒)                           𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 
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 المطلوب

إلى دالة هدف يقينية بأستخدام معيارين تعظيم الحد  (𝟏) ىالهدف الأحتمالية ف حول دالة  -1

 ذلك بمستوى مأمونية و �̃�الأدنى لدالة الهدف 

𝛄   -أ              = 𝟎. 𝛄 -ب                     𝟓 = 𝟎. 𝟗 

 كل حالة من )أ( ، )ب(. ىف   (𝟏)  ىحل النموذج اليقيني ف  -2

 )أ( ، )ب(.  ىقارن بين النتائج ف -3

 

 الحل

إلى   (𝟏) ىفإنه يمكن تحويل الدالة ف �̃�  هو الحد الأدنى لدالة الهدف  𝐋𝟎إذا فرضنا أن 

 : ى على النحو التال ىقيد أحتمال 

 

𝐏𝐫(�̃�𝟏 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 ≥ 𝐋∘) = 𝛄 →  𝐏𝐫 (�̃�𝟏  ≤ {
𝐋∘ − 𝟏𝟎 𝐗𝟐

𝐗𝟏
}) = 𝟏 − 𝛄       (𝟓) 

 

 ( و4 البابيمكن تحوبله إلى متغير معتاد قياسي )أنظر  ىمتغير معتاد بالتال  �̃�𝟏بما أن المتغير   و

 مكافئة للمعادلة التالية:  (𝟓)تصبح المعادلة 

       

𝐏𝐫 (𝐙 ≤ {
𝐋∘ − 𝟏𝟎 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎 𝐗𝟏

𝟐  𝐗𝟏
}) = 𝟏 − 𝛄 

 أو بعبارة أخرى: 

𝐅 (
𝐋∘ − 𝟏𝟎 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎 𝐗𝟏

𝟐 𝐗𝟏
) = 𝟏 − 𝛄                                  (𝟔) 

 نجد أن:  Z( للدالة التراكمية للمتغير المعتاد القياسي  2بأستخدام ملحق ) و

 

𝛄عند  . أ = 𝟎. 𝐅فأن   𝟓 = 𝟎 

𝐋∘ − 𝟏𝟎 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎 𝐗𝟏
𝟐 𝐗𝟏

= 𝟎 
  
→   L∘ = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐                       (𝟕) 

 

 هذه الحالة: ىاليقينية المكافئة ف تصبح دالة الهدف  و

 

(𝟖)                                  𝐌𝐚𝐱. 𝐋∘ = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 

   (𝟒)-(𝟐),(𝟖)  ىيصبح النموذج اليقين ىبالتال  هذه الحالة دالة خطية و ىيلاحظ أن دالة الهدف ف  و
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بحل النموذج نجد أن الحل الأمثل   نموذج برمجة خطية. و  (𝟒)-(𝟏)  ىف ىالمكافئ للنموذج الأحتمال

 على النحو: 

(𝟗)         𝐋∘
∗ = 𝟑𝟒. 𝟐𝟏      ,      X𝟏

∗ = 𝟏. 𝟎𝟓𝟑      ,      X𝟐
∗ = 𝟐. 𝟑𝟔𝟖     

 

 يوضح الحل الأمثل بيانيا   ىالشكل التال و

 
 (5-8شكل )

 

أيضا  أن دالة الهدف  ىيعن (𝟗)  ىالحل ف  ، وEمكافئ للحل بأستخدام معيار التوقع  (𝟗)  ىالحل ف  و

.𝟑𝟒تزيد عن القيمة  (𝟗) ىالأحتمالية ف  .𝟎 (%𝟓𝟎)بأحتمال   𝟐𝟏 𝟓𝟎 . 

 

 

𝛄عند  و .ب = 𝟎. 𝐅−𝟏(𝟏نجد   𝟗 − 𝛄) = −𝟏.  نجد أن:  (𝟔) ىبالتعويض ف و 𝟐𝟖

 

𝐋∘ − 𝟏𝟎 𝐗𝟐 − 𝟏𝟎 𝐗𝟏
𝟐 𝐗𝟏

= −𝟏. 𝟐𝟖 
  
→   L∘ = 𝟕. 𝟒𝟒 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 

 هذه الحالة: ىتصبح دالة الهدف اليقينية المكافئة ف  و

 

(𝟏𝟎)                                  𝐌𝐚𝐱. 𝐋∘ = 𝟕. 𝟒𝟒 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎 𝐗𝟐 
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 يوضح الحل الأمثل بيانيا   ىالشكل التال و

 
 (6-8شكل )

 

 الحل الأمثل على النحو: نجد أن (𝟒)-(𝟐),(𝟏𝟎)بحل النموذج  و

 

(𝟏𝟏)        𝐋∘
∗ = 𝟑𝟏. 𝟓𝟏𝟒      ,      X𝟏

∗ = 𝟏. 𝟎𝟓𝟑      ,      X𝟐
∗ = 𝟐. 𝟑𝟔𝟖 

.𝟑𝟏تزيد عن القيمة  (𝟏) ىيعني أن دالة الهدف الأحتمالية ف  (𝟏𝟏)  ىالحل ف  و بأحتمال   𝟓𝟏𝟒

(𝟗𝟎%) 𝟎. .𝟎من   𝛄، كذلك نلاحظ أن زيادة مستوى المأمونية   𝟗𝟎 .𝟎إلى   𝟓𝟎 أدي إلى  𝟗𝟎

∘𝐋نقص الحد الأدنى الأمثل 
.𝟑𝟒من   ∗ .𝟑𝟏إلى  𝟐𝟏  على الترتيب. 𝟓𝟏𝟒

 

 ( 5-8مثال )

 

 : ى التال ىاعتبر نموذج برمجة الهدف الأحتمال

(𝟏)                            𝐌𝐢𝐧. �̃� = 𝟏𝟎𝟎 + �̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 

(𝟐)                                     𝐒. 𝐓.     𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟓 

(𝟑)                                     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟎 
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(𝟒)                                      𝐗𝟐 ≥ �̃� 

(𝟓)                                      𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

 حيث:  

 �̃�𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟑, 𝛔 = 𝟏), �̃�𝟐~𝐍(𝛍 = 𝟓, 𝛔 = 𝟐), �̃�~ 𝐞𝐱𝐩( 𝛌 = 𝟓, 𝛂 = 𝟏. 𝟑𝟐) 

 تمثل متغيرات عشوائية مستقلة.  و

 

 المطلوب

𝛄حول دالة الهدف الأحتمالية إلى دالة هدف يقيني بمستوى مأمونية   -1 = 𝟎. 𝟗. 

𝛄𝟐عند مستوى مأمونية  ىإلى قيد يقين (𝟒)  ىحول القيد الأحتمال  -2 = 𝟎. 𝟖. 

 المكافئ. ىالنموذج اليقين و ىقارن بين النموذج الأحتمال -3

 

 الحل

,�̃�𝟏بما أن   �̃�𝟐 فإن    ىمتغيران معتادين مستقلين، بالتال�̃� يتبع التوزيع المعتاد   ىمتغير عشوائ

 ((. 3-6) الفصلأيضا  )أنظر 

 

𝐄(�̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐) = 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐  ,  V(�̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐) = 𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

𝟐 
                  
→      

 

𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐔∘) = 𝟎. 𝟗
              
→    𝐏𝐫(�̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝐔∘ − 𝟏𝟎𝟎) = 𝟎. 𝟗

            
→    

 

𝐏𝐫

(

 �̃� ≤
𝐔∘ − 𝟏𝟎𝟎 − 𝟑 𝐗𝟏 − 𝟓 𝐗𝟐

√𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

𝟐

)

 = 𝟎. 𝟗
            
→    

 

 هذه الحالة:  ى تصبح دالة الهدف اليقينية ف  و

 

(𝟔)           𝐌𝐢𝐧. 𝐔∘ = 𝟏𝟎𝟎 + 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝟏. 𝟐𝟖√𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

𝟐 

 

 : ىعلى النحو التال  (𝟒) ىالأحتمال يمكن أعادة كتابة القيد  -2

(𝟕)            𝐏𝐫(𝐗𝟐 ≥ �̃�) ≥ 𝟎. 𝟖 
  
→   𝐅(𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖 

  
→   
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 : ىعلى النحو التال  (𝟕)يمكن كتابة  الأحتمالاتمن نظرية  و

 

(𝟖)         𝐗𝟐 ≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟖) 
  
→   𝐗𝟐 ≥ 𝟏. 𝟑𝟐 − 𝟎. 𝟑𝟐 

  
→   𝐗𝟐 ≥ 𝟏. 𝟎 

 

 هذه الحالة:  ىف ىيصبح النموذج اليقين و

 

              𝐌𝐢𝐧. 𝐔∘ = 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝟏. 𝟐𝟖√𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

𝟐 + 𝟏𝟎𝟎  

                                𝑺. 𝐓.      𝟑 𝑿𝟏 + 𝟓 𝑿𝟐 ≤ 𝟏𝟓 

                               𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟎 

                         𝐗𝟐 ≥ 𝟏. 𝟔𝟒𝟐 

                                 𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

  ،𝐗𝐣المتغيرات القرارية  ىنموذج برمجة خطية ف  (𝟓)-(𝟏)  ىف  ىأ( النموذج الأحتمال -3

𝐣 = 𝟏,   convexلكن نموذج محدب  ، وىأعلاه نموذج غير خط ىالنموذج اليقين و 𝟐

أيضا    convexلكنها دالة محدبة  دالة الهدف غير خطية و فجميع القيود خطية و

,𝟏𝟗𝟑]، يمكن حله بأستخدام أحد أساليب البرمجة غير الخطية ,𝟏𝟗𝟑]8[  و [𝟏𝟔𝟓

 .الحصول على الحل الأمثل المطلق

 

 ىالانحراف المعيار  هي عبارة عن مجموع مرجح للتوقع و (𝟔)  ىدالة الهدف اليقينية ف  (ب

الانحراف   تصغير للتوقع و ىيعن ∘𝐔أن تصغير الحد   ىهذا يعن ، و�̃�للدالة الأحتمالية 

 ى، أو بعبارة أخرى فأن هذا المعيار جامع بين معيار �̃�وفقا  لأوزان الترجيح لـ  ىالمعيار

 هذه الحالة. ىالتباين معا  ف  التوقع و

 

 ( 6-8مثال )

 

 : ى أعتبر نموذج البرمجة الخطية التال

(𝟏)                                𝐌𝐚𝐱. �̃� = 𝟒 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 

 

(𝟐)                                  𝐒. 𝐓.     𝟏0 𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 ≤ 𝟖𝟎 

(𝟑)                                  𝟔 𝐗𝟏 + 𝟏𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟕𝟐 

(𝟒)                                    𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

𝛌)بمعلمتين   ىيتبع التوزيع الأس ىمتغير عشوائ �̃�𝟐حيث  = 𝟐, 𝛂 = 𝟏𝟎). 
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 المطلوب

𝛄عند مستوى مأمونية  ىإلى نموذج يقين ىحول النموذج الأحتمال -1 = 𝟎. 𝟗. 

 . ىبالنموذج اليقين ىقارن النموذج الأحتمال -2

 

 الحل

       فإن:  ∘𝐋إذا أعتبرنا أن الحد الأدنى لدالة الهدف        

𝐏𝐫(�̃� ≥ 𝐋∘) = 𝟎. 𝟗  
  
→    𝐏𝐫 (�̃�𝟐 ≥ {

𝐋∘ − 𝟒𝐗𝟏
𝐗𝟐

}) = 𝟎. 𝟗  
  
→   

 

𝐅 (
𝐋∘ − 𝟒𝐗𝟏

𝐗𝟐
) = 𝟎. 𝟏𝟎  

  
→   (𝐋∘ − 𝟒𝐗𝟏) − 𝛂𝐗𝟐 =

−𝐗𝟐
𝛌

𝐥𝐧( 𝟎. 𝟗) 
  
→   

 

(𝟓)                               𝐋∘ = 𝟒 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎. 𝟎𝟓𝟑 𝐗𝟐 

 : ىعلى النحو التال ىيصبح النموذج اليقين و

                          𝐌𝐚𝐱. 𝐋∘ = 𝟒 𝐗𝟏 + 𝟏𝟎. 𝟎𝟓𝟑 𝐗𝟐 

                                𝐒. 𝐓.       𝟏0 𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 ≤ 𝟖𝟎 

                                𝟔 𝐗𝟏 + 𝟏𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟕𝟐       

                                  𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

أعلاه نموذج برمجة خطية يمكن حله بيانيا  أو بأستخدام  ىنلاحظ أن النموذج اليقين و -2

 : ىيكون الحل الأمثل على النحو التال  طريقة السمبلكس و

𝐋∘
∗ = 𝟔𝟎. 𝟑𝟎      ,      X𝟏

∗ = 𝟎. 𝟎𝟎      ,      X𝟐
∗ = 𝟔. 𝟎 

 

 ى يوضح الحل البيان ىالتالالشكل  و
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 (7-823شكل )
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 برمجة الصلاحية( 8-6)

Reliability Programming 
 

مثل أنظمة الصفوف    probabilistic systemsبالنسبة للأنظمة الأحتمالية 

queue systems  أو أنظمة الإنتاجProduction systems أو أنظمة العرض و 

النظام بكفاءة )حيث يوجد أحتمال موجب لعدم عمل الطلب، يكون من الأهمية تحديد أحتمال عمل 

 reliabilityيسمى أحتمال عمل النظام بكفاءة بمقياس )أو مؤشر( الصلاحية  النظام بكفاءة(. و

measure  فإذا أشرنا لهذا المؤشر بالرمزR   𝟎فإن < 𝐑 ≤ 𝟏 . 

 

، فقدمت Rالأهتمام بتقديم تعريفات مختلفة لمقياس الصلاحية  يزداد و 1950ومنذ 

 the ىالتوزيع العمر و Rالتى تتناول العلاقة بين  reliability theoryنظرية الصلاحية 

age distribution   لكل مكون من مكونات النظام الأحتمالى محل الأعتبار

[𝟏𝟖𝟐, 𝟏𝟖𝟎, 𝟏𝟑𝟏, 𝟏𝟎𝟒, 𝟔𝟕]. 

 

بالتالي يعرف مقياس  تمثل أنظمة أحتمالية ، و ىذج البرمجة الاحتمالية فهبالنسبة لنما و

 ىالهدف الأحتمال الصلاحية لنموذج البرمجة الأحتمالية بأنه أحتمال تحقيق القيود الأحتمالية و

 أيضا  أن وجد.

 

تأخذ فى الإعتبار تعظيم مقياس   ىبرمجة الصلاحية هو أسلوب من أساليب البرمجة الت و

الهدف( للحل أو بعبارة أخري تصغير مقياس  الصلاحية )أى تعظيم إحتمال تحقيق القيود و

   حيث أن ∘𝐑يمكن الإشارة له بالرمز   عدم تحقيق قيد أو أكثر، و ىالمتمثل ف  المخاطرة و

     𝐑∘ = 𝟏 − 𝐑. 

 

  ىلأحتمالى إلى نموذج يقينتحويل النموذج ا ىف  CCPمن مزايا أستخدام أسلوب  و 

 مكافئ أنه يمكننا من دمج مؤشر الصلاحية )أو المخاطرة( فى دالة الهدف اليقينية بعد التحويل، و

 سوف نوضح ذلك فيما يلى.

 

 كما  و 𝛄𝐢  ى( يساوiللقيد رقم ) tolerance measureفإذا كان مستوى المأمونية 

 

 

 فإن مقياس الصلاحية لتحقيق القيد رقم   ىبالتال  (، وiأحتمال تحقق القيد ) ىه 𝛄𝐢ذكرنا سابقا  فإن  

(i  يساوي )𝛄𝐢   [𝟏𝟖𝟎]أيضا. 
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يمكن أن يأخذ صياغات   و 𝛄𝐢المؤشرات  ىفإن مقياس صلاحية الحل هو دالة ف   ىبالتال و

 : ىمختلفة على النحو التال

 

(𝟖-𝟏𝟑)                              𝐑𝟏 = ∏ 𝛄𝐢
𝐦
𝐢=𝟏 i) 

 

 ى هذه الحالة يكون مقياس صلاحية الحل هو أحتمال أن يحقق الحل الأمثل جميع القيود ف  ىف  و

 نفس الوقت. 

 

(𝟖-𝟏𝟒)             𝐑𝟐 = 𝟏 − [∏ (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝐦
𝐢=𝟏 ] ii) 

 

هذه الحالة يكون مقياس الصلاحية هو أحتمال أن يحقق الحل الأمثل واحد أو أكثر من   ىف  و

∏]القيود. حيث يمثل المقدار   (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝐦
𝐢=𝟏 أحتمال عدم تحقق القيود معا  أو ما يسمى  [

𝐑𝟐سوف نرمز للمخاطرة بالرمز   و riskبالمخاطرة 
  
\

 : ى على النحو التال 

 

(𝟖-𝟏𝟓)           𝐑𝟐
  
\

= 𝟏 − [∏ (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝐦
𝐢=𝟏 ] iii) 

 

  ىيساوي صفر فإن هذا يؤد  𝛄𝐢حالة وجود واحد على الأقل من العناصر   ىف  𝐑𝟏بالنسبة للمقياس  

𝐑𝟏إلى أن  = 𝛆𝐢لمعالجة ذلك في هذه الحالة يمكن أفتراض أن  ، و𝟎 → 𝟎  ،  𝛄𝐢 = 𝛆𝐢   بالمثل

𝐑𝟐بالنسبة للمقياس  
  
\

𝟏)عند وجود واحد من العناصر    − 𝛄𝐢) إلى أن   ىصفر فأن هذا يؤد ىيساو

𝐑𝟐
  
\

𝟏)يمكن أيضا  أفتراض أن  صفر أيضا . و ىيساو  − 𝛄𝐢) = 𝛆𝐢 ، 𝛆𝐢 → 𝟎 . 

 

     أو 𝛄𝐢كثير من الحالات يكون متخذ القرار غير قادر على تحديد المؤشرات   ىف  و

(𝟏 − 𝛄𝐢)في هذه الحالة يمكن أعتبار   ، و𝛄𝐢   ،𝐢 = 𝟏, 𝟐, . . . . . ,𝐦  متغيرات قرارية

  تعامل كمتغيرات قرارية، و أيضا  و unknown decisions variablesغيرمعلومة 

 يصبح  ىالتالب

 

 تحقيق:  ىمتخذ القرار يرغب ف

                                        𝐌𝐚𝐱. 𝐑𝟏 = ∏ 𝛄𝐢
𝐦
𝐢=𝟏    

.𝐌𝐚𝐱                       أو 𝐑𝟐 = 𝟏 −∏ (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝐦
𝐢=𝟏    

.𝐌𝐢𝐧                       أو 𝐑𝟐
  
\

= 𝟏 − [∏ (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝐦
𝐢=𝟏 ] 

(𝟖-𝟏𝟔)            𝟎 < 𝛄𝐢 ≤ 𝟏  ,   𝟎 < 𝐑𝟏, 𝐑𝟐, 𝐑𝟐
  
\

≤ 𝟏 
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دالة  ىف  (𝟏𝟓-𝟖) ىالأمثلة التالية سوف نوضح كيفية دمج أحد المقاييس ف  ىف  و

                  ، 𝛄𝐢المتغيرات  ىدوال غير خطية ف(𝟏𝟒-𝟖)-(𝟏𝟑-𝟖)  ىيلاحظ أن المقاييس ف الهدف. و

  𝐢 = 𝟏, 𝟐, . . . . . ,𝐦لكن يمكن تحويلها إلى دوال خطية على النحو:  و 

 

𝐑𝟏إذا فرضنا أن  = ∏ 𝛄𝐢
𝐦
𝐢=𝟏  :فبأخذ اللوغاريتم للطرفين نجد أن 

 

(𝟖-𝟏𝟕)                       𝐥𝐧  𝐑𝟏 = ∑ 𝐥𝐧  𝛄𝐢
𝐦
𝐢=𝟏 

 

𝟎بحيث   𝛄𝐢بما أن   و < 𝛄𝐢 <  𝐲𝐢دالة تأخذ قيم سالبة، فإذا عرفنا المتغير  𝐥𝐧 𝛄𝐢فإن الدالة  𝟏

𝐲𝐢بحيث  = 𝐥𝐧 𝛄𝐢 ،𝐲𝐢 ≥ .𝐌𝐚𝐱فإن   ىبالتال و 𝛄𝐢 ىيمثل دالة متناقصة ف  𝟎 𝐑𝟏  تكافئ

𝐌𝐚𝐱. (−∑ 𝐲𝐢
𝐦
𝐢=𝟏 ) [𝟏𝟗𝟑, 8]. 

 

الأمثلة التالية سوف نوضح كيفية دمج مقياس الصلاحية )أو مقياس المخاطرة(   ىف  و

لكن يمكن تحويلها إلى دالة خطية   إلى دالة هدف غير خطية و ىيؤد ىدالة الهدف، الذ ىف 

 .(𝟏𝟕-𝟖)  ىبأستخدام التحويل ف 

 

 ( 7-23مثال )

 

 : ى أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية التال

 

(𝟏)                              𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐     

(𝟐)                         𝐒. 𝐓.    𝐏𝐫(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝛄𝟏 

(𝟑)                         𝐏𝐫( 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐) ≥ 𝛄𝟐 

(𝟒)                         𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎       

 

�̃�𝟐~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟐حيث  = 𝟏, 𝛂𝟐 = 𝟒) , �̃�𝟏~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟏 = 𝟐, 𝛂𝟏 = 𝟔) 

,�̃�𝟏حيث  �̃�𝟐 متغيران مستقلان 

 المطلوب

 

,𝐰𝟏مكافئ وفقا  لأولويات متخذ القرار  ىإلى نموذج يقين ىتحويل النموذج الأحتمال -1 𝐰𝟐 

 ى غير الخطي إلى نموذج خط ىتحويل النموذج اليقين  -2

,𝐰𝟏عند قيم مختلفة لأولويات متخذ القرار  ىحل النموذج الخط -3 𝐰𝟐 
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 الحل

 : ىعلى النحو التال  (𝟐)المكافئ للقيد   ىنجد أن القيد اليقين الباب الثانىمن 

 

(𝟓)        𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟓 𝐥𝐧  𝛄𝟏 ≤ 𝟔 −𝛌𝟏(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝛂𝟏) ≥  𝐥𝐧  𝛄𝟏 → 

 : ىالمكافئ على النحو التال  ى، نجد أن القيد اليقين(𝟑)بالمثل بالنسبة للقيد  

 

(𝟔)        𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝐥𝐧  𝛄𝟐 ≤ 𝟒 −𝛌𝟐( 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝛂𝟐) ≥  𝐥𝐧  𝛄𝟐 → 

 فإذا كان مقياس الصلاحية 

 

(𝟕)                               𝐑𝟏 = 𝛄𝟏 𝛄𝟐 

 : ى المكافئ على النحو التال ىيصبح نموذج برمجة الصلاحية اليقين و

 

                         𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝐰𝟏(𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐) + 𝐰𝟐(𝛄𝟏 𝛄𝟐) 

                                 𝐒. 𝐓.     𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟓 𝐥𝐧  𝛄𝟏 ≤ 𝟔 

                                 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝐥𝐧  𝛄𝟐 ≤ 𝟒 

                    𝟎 < 𝛄𝟏, 𝛄𝟐 ≤ 𝟏 ,   𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 ,   𝐰𝟏, 𝐰𝟐 > 𝟎 

,𝐰𝟏حيث  𝐰𝟐  ىدالة الهدف توضح الأولوية لأهداف متخذ القرار ف  ىتشير إلى أوزان ترجيحية ف   

 

هو   و efficient solution ئبحل النموذج نحصل على الحل الكف ، و Zتعظيم دالة الهدف 

,𝟏𝟓𝟎]  هذه الحالة أيضا ىيعتبر حل أمثل مطلق ف  10]. 

 

ذلك   لكن يمكن تحويله إلى برمجة خطية و النموذج أعلاه نموذج برمجة غير خطية و و -2

𝐲𝟐بافتراض أن   = − 𝐥𝐧  𝛄𝟐   ،𝐲𝟏 = − 𝐥𝐧  𝛄𝟏. 

 :ى يمكن تحويل نموذج برمجة الصلاحية غير الخطي إلى نموذج برمجة خطية على النحو التال و

                         𝐌𝐚𝐱. 𝐙   
\
= 𝐰𝟏(𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐) − 𝐰𝟐(𝛄𝟏 + 𝛄𝟐) 

                                 𝐒. 𝐓.     𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟎. 𝟓𝐲𝟏 ≤ 𝟔 

                                 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 − 𝒚𝟐 ≤ 𝟒 

                                  𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝒚𝟏, 𝐲 ≥ 𝟎    

 

  ىالجدول التال  ستخدام طريقة السمبلكس. وأالنموذج أعلاه نموذج برمجة خطية يمكن حله ب و

,𝐰𝟏يعطى الحل الأمثل للنموذج عند قيم أفتراضية مختلفة لأولويات متخذ القرار   𝐰𝟐 . 
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𝐑𝟏حيث أن مؤشر الصلاحية الأمثل   (𝟐),(𝟒)ومن الجدول نجد أن أفضل حلين هما برقم 
يساوى  ∗

(𝟏) 

 ( 1-8جدول )

 نقط الحلول المثلى 
*
2

*
1

*
1  R = \*

Z 𝐰𝟐 1w  الرقم 

𝐗𝟏
∗ = 𝟎, 𝐗𝟐

∗ = 𝟔, 𝛄𝟏
∗ = 𝟏, 𝛄𝟐

∗ = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑𝟒 𝟏𝟎. 𝟎𝟎 𝟏 𝟏 𝟏 

𝐗𝟏
∗ = 𝟐. 𝟔𝟕, 𝐗𝟐

∗ = 𝟎. 𝟔𝟕, 𝛄𝟏
∗ = 𝟏, 𝛄𝟐

∗ = 𝟏 ← 𝟏. 𝟎𝟎𝟎 𝟕. 𝟑𝟑 𝟐 𝟏 𝟐 

𝐗𝟏
∗ = 𝟎, 𝐗𝟐

∗ = 𝟔, 𝛄𝟏
∗ = 𝟏, 𝛄𝟐

∗ = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑𝟒 𝟐𝟖. 𝟎𝟎 𝟏 𝟐 𝟑 

𝐗𝟏
∗ = 𝟐, 𝐗𝟐

∗ = 𝟐, 𝛄𝟏
∗ = 𝟏, 𝛄𝟐

∗ = 𝟏 ← 𝟏. 𝟎𝟎𝟎 𝟏𝟎. 𝟎𝟎 𝟑 𝟏 𝟒 

 

 ( 8-8مثال )

 

 : ى أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية التال

 

(𝟏)                       𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐   

(𝟐)                   𝐒. 𝐓.      𝐏𝐫( 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟏) ≥ 𝛄𝟏 

(𝟑)                 𝐏𝐫(𝟓 𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟐) ≤ (𝟏 − 𝛄𝟐) 

(𝟒)                    𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 , 𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟖 , 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟓 

 

�̃�𝟐~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟐حيث  = 𝟓, 𝛂𝟐 = 𝟒𝟎) , �̃�𝟏~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟏 = 𝟐, 𝛂𝟏 = 𝟒) 

 

,𝛄𝟏حيث  و 𝛄𝟐   على الترتيب. (𝟑),(𝟐)تشير إلى أحتمال تحقق القيدين 

 

 المطلوب

 

 إلى قيدين يقينيين. (𝟑),(𝟐)تحويل القيدين   -1

 

 



 
 
   دالة الهدف الأحتمالية: الثامنالباب                                   برمجة الصلاحية          ( 8-6)
 

 
 

267 

بحيث تكون قيمة مؤشر   (𝟒)-(𝟏)  ىمكافئ للنموذج ف  ىكون نموذج صلاحية يقين -2

𝐑𝟐)المخاطرة  
  
\

(، وفقا   𝐑𝟐أقل ما يمكن )أو بعبارة أخرى تعظيم مقياس الصلاحية   (

,𝐰𝟏للأوزان الترجيحية  𝐰𝟐. 

أوجد الحل الأمثل عند قيم  ، وى( إلى نموذج خط 2) ىغير الخطي ف  ىحول النموذج اليقين -3

,𝐰𝟏مختلفة لـ  𝐰𝟐. 

 

 الحل

𝐲𝐢إذا فرضنا أن  = − 𝐥𝐧( 𝟏 − 𝛄𝐢)  ،𝐢 = 𝟏, 𝟏)  ىدوال متناقصة ف  𝐲𝐢، حيث   𝟐 −

𝛄𝐢)   ،𝟎 < 𝛄𝐢 <  : ىعلى النحو التال(𝟔),(𝟓)إلى  (𝟑),(𝟐)يمكن تحويل القيدين   . و 𝟏

 

(𝟓)                              𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟎. 𝟓 𝐲𝟏 ≥ 𝟒  

(𝟔)                            𝟓𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 − 𝟎. 𝟐 𝐲𝟐 ≤ 𝟒𝟎 

 

 

𝐑𝟐إذا فرضنا أن مؤشر المخاطرة   -2
  
\

 فإن:  

(𝟕)      𝐑𝟐
  
\

= ∏ (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝟐
𝐢=𝟏

             
→    𝐥𝐧 𝐑𝟐

  
\

= 𝐥𝐧(𝟏 − 𝛄𝟏) + 𝐥𝐧(𝟏 − 𝛄𝟐) 

𝐑𝟐بحيث  𝐑𝟐هذه الحالة يصبح مقياس الصلاحية  ىف  و = 𝟏 − 𝐑𝟐
  
\

𝐥𝐧 𝐑𝟐بإدماج الدالة   . و
  
\

  ىف  

 : ى على النحو التال ىدالة الهدف يصبح النموذج اليقين

 

                     𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝐰𝟏(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) + 𝐰𝟐( ∏ (𝟏 − 𝛄𝐢)
𝟐
𝐢=𝟏 ) 

                         𝐒. 𝐓.     𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟓 𝐥𝐧  (𝟏 − 𝛄𝟏) ≥ 𝟒 

                        𝟓𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟐 𝐥𝐧  (𝟏 − 𝛄𝟐) ≤ 𝟒𝟎 

                      𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 , 𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟖 , 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟓 

 : ىالنموذج أعلاه نموذج برمجة غير خطية يمكن تحويله إلى نموذج خطى على النحو التال  و

 

                     𝐌𝐢𝐧. 𝐙   
\\
= 𝐰𝟏(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) + 𝐰𝟐(𝐲𝟏 + 𝐲𝟐) 

                                 𝐒. 𝐓.      𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝟎. 𝟓 𝐲𝟏 ≥ 𝟒 

                               𝟓𝐗𝟏 + 𝟖 𝐗𝟐 − 𝟎. 𝟐 𝐲𝟐 ≤ 𝟒𝟎 

                 𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎  ,   𝐲𝟏 ≥ 𝟏. 𝟔𝟎𝟗𝟒  ,  𝐲𝟐 ≥ 𝟎. 𝟔𝟗𝟑𝟏𝟓 

 

,𝐰𝟏يوضح الحل الأمثل للنموذج أعلاه عند القيم المختلفة لـ   ىالجدول التال و 𝐰𝟐 . 
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 ( 2-8جدول )

 نقط الحلول المثلى 
\*

2
*
2 R1R −= 

\*
2R  \\*

Z 𝐰𝟐 1w  الرقم 

𝐗𝟏
∗ = 𝟎, 𝐗𝟐

∗ = 𝟒. 𝟖𝟏, 𝛄𝟏
∗ = 𝟎. 𝟖, 𝛄𝟐

∗ = 𝟎. 𝟓 𝟎. 𝟔𝟎 𝟎. 𝟒𝟎 𝟐. 𝟓𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 

𝐗𝟏
∗ = 𝟎, 𝐗𝟐

∗ = 𝟒. 𝟎, 𝛄𝟏
∗ = 𝟎. 𝟖, 𝛄𝟐

∗ = 𝟓 𝟎. 𝟔𝟎 𝟎. 𝟒𝟎 𝟕. 𝟑𝟏 𝟏 𝟐 𝟐 

𝐗𝟏
∗ = 𝟎, 𝐗𝟐

∗ = 𝟒. 𝟖𝟏, 𝛄𝟏
∗ = 𝟎. 𝟖, 𝛄𝟐

∗ = 𝟎. 𝟓 𝟎. 𝟔𝟎 𝟎. 𝟒𝟎 𝟐. 𝟐𝟏 𝟐 𝟏 𝟑 

 

 ( 9-8مثال )

 

 A(. فإذا كان ربح الوحدة الواحدة من المنتج 7-2( بالفصل )1-2أعتبر التطبيق رقم )

 بحيث:  �̃�سوف نشير له بالرمز  و ىيمثل متغير عشوائي يتبع التوزيع الأس

                                        �̃�~𝐄𝐱𝐩(𝛌 = 𝟓, 𝛂 = 𝟐𝟎𝟎𝟎) 

 المطلوب

ا  لمعيار  صياغة دالة الهدف للمشكلة كدالة أحتمالية ثم تحويلها إلى دالة يقينية وفق  -1

,𝛄𝟏بأحتمالات تحقق القيود الأحتمالية  ىالمتوقعة، ثم كون النموذج اليقين القيمة 𝛄𝟐  

 هذه الحالة. ىمؤشر الصلاحية للحل ف  وحدود قيمة

 

𝛄معيار تعظيم الحد الأدنى لدالة الهدف باحتمال   -2 ≥ 𝟎.   ى، ثم كون النموذج اليقين 𝟗

 هذه الحالة.  ىالصلاحية ف حدد قيمة مؤشر  هذه الحالة و ىف 

 

 الحل

 هذه الحالة على النحو:  ىمتغير فإن دالة الهدف ف �̃�بما أن  

                            

𝐌𝐚𝐱. �̃� = �̃� 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑                            

 

 فإن:  ىمتغير يتبع التوزيع الأس �̃�  بما أن  و

       

𝐄(�̃�) =
𝟏

𝛌
+ 𝛂 = 𝟎. 𝟐 + 𝟐𝟎𝟎𝟎 = 𝟐𝟎𝟎𝟎. 𝟐                           (𝟏) 
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 فإن:   ىبالتال و

𝐏𝐫(�̃� ≥ 𝐄(�̃�)) = 𝐏𝐫(�̃� ≥ 𝐄(�̃�)) = 𝟎. 𝟗𝟔𝟏
  
→  𝛄 = 𝟎. 𝟗𝟔𝟏 

 

 : ى هذه الحالة على النحو التال ىف ىيصبح النموذج اليقين 𝐄(�̃�)بالقيمة المتوقعة   �̃�بأستبدال   و

 

(𝟐)                𝐌𝐚𝐱. 𝐄(�̃�) = 𝟐𝟎𝟎𝟎. 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑 

(𝟑)                       𝐒. 𝐓.       𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≤ 𝟔𝟎𝟎 

 

(𝟒)                       𝟑 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 ≤ 𝟓𝟔𝟏 

(𝟓)                      𝐗𝟑 ≥ 𝟐𝟗 , 𝐗𝟐 ≥ 𝟐𝟒 ,  𝐗𝟏 ≥ 𝟏𝟗 

 

 لأمثل: نجد أن الحل ا ,𝟏𝟒𝟑]8[لسمبلكس بأستخدام طريقة ا (𝟓)-(𝟐)بحل النموذج  و

 

(𝟔)        𝐄∗(�̃�) = 𝟐𝟓𝟖𝟏𝟗𝟗. 𝟓𝟓   ,   X𝟏
∗ = 𝟖𝟑. 𝟎𝟒   ,   X𝟐

∗ = 𝟒𝟏. 𝟐𝟐   ,   X𝟑
∗ = 𝟐𝟗 

.𝟑𝟓𝟖𝟏𝟗𝟗 ىتساو �̃�يعنى أن أكبر قيمة متوقعة لـ  (𝟔)  ىالحل ف  و بحيث أن القيم المثلى  𝟓𝟓

,𝐗𝟏لكل من  𝐗𝟐, 𝐗𝟑  :على النحو 

𝐗𝟏
∗ = 𝟖𝟑. 𝟎𝟒   ,   X𝟐

∗ = 𝟒𝟏. 𝟐𝟐   ,   X𝟑
∗ = 𝟐𝟗 

𝐑𝟏هذه الحالة تكون قيمة مؤشر الصلاحية  ىف  و
 :ى على النحو التال  ∗

 

(𝟕)          𝐑𝟏
∗ = 𝛄 𝛄𝟏 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟗𝟔𝟏(𝟎. 𝟗)(𝟎. 𝟗𝟖) = 𝟎. 𝟖𝟒𝟖 

 

    𝐏𝐫(�̃� > 𝐋∘) = 𝐏𝐫(�̃� 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑 > 𝐋∘) = 𝟎. 𝟗𝟎
  
→   

 

𝟏 − 𝐅(
𝐋∘ − 𝟏𝟓𝟎𝟎𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎𝐗𝟑

𝐗𝟏
) = 𝟎. 𝟗𝟎

  
→   

               𝐋∘ = 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑 + 𝟐𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟏 − 𝟒. 𝟓 𝐗𝟏
  
→   

 

(𝟖)          𝐌𝐚𝐱. 𝐋∘ = 𝟏𝟗𝟗𝟓. 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑 

                          𝐒. 𝐓.     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≤ 𝟔𝟎𝟎 

                         𝟑 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 ≤ 𝟓𝟔𝟏 

                         𝐗𝟑 ≥ 𝟐𝟗 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟐𝟒 , 𝐗𝟏 ≥ 𝟏𝟗 
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 النموذج أعلاه نجد أن الحل الأمثل:بحل  و

 

(𝟗)         𝐋∘
∗ = 𝟐𝟕𝟕𝟖𝟓𝟑. 𝟑𝟑   ,   X𝟏

∗ = 𝟏𝟎𝟔. 𝟔𝟕   ,   X𝟐
∗ = 𝟐𝟒   ,   X𝟑

∗ = 𝟐𝟗 

 

 هذه الحالة على النحو:  ىقيمة مقياس الصلاحية ف  و

(𝟏𝟎)                     𝐑𝟏
∗ ≥ (𝟎. 𝟗)(𝟎. 𝟗)(𝟎. 𝟗) = 𝟎. 𝟕𝟐𝟗 
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 Exercises                                                 ( تمرينات 8-7)
 

(8-1 ) 

 

بأستخدام معيار القيمة المتوقعة حول دوال الهدف الأحتمالية التالية إلى دوال هدف 

 يقينية، ثم أحسب أحتمال تحقق الهدف: 

 

               (𝟏)                𝐌𝐚𝐱. �̃� = �̃�𝟏 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 − 𝟓 𝐗𝟑 

 

 حيث: 𝐟(�̃�𝟏)متغير يتبع التوزيع المنتظم بدالة أحتمال  �̃�𝟏حيث أن المتغير 

 

𝐟(�̃�𝟏) =
𝟏

𝟏𝟎
      ,      �̃�𝟏 = 𝟏, 𝟐, . . . . . , 𝟏𝟎 

 

               (𝟐)                𝐌𝐢𝐧. �̃� = 𝟓 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 + �̃�𝟑 𝐗𝟑 + 𝟏𝟎 𝐗𝟒  

 

,�̃�𝟐حيث  �̃�𝟑 متغيران عشوائيين مستقلين كل منهما يتبع التوزيع الأسي بمعلمات   

(𝛌𝟐 = 𝟏, 𝛂𝟐 = 𝟓),   (𝛌𝟏 = 𝟐, 𝛂𝟏 =  على الترتيب:  (𝟕

               (𝟑)                𝐌𝐢𝐧. �̃� = �̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 

 

,�̃�𝟏حيث  �̃�𝟐 متغيران عشوائيين مستقلين كل منهما يتبع التوزيع المعتاد 

�̃�𝟐~𝐍(𝛍 = 𝟏𝟎, 𝛔 = 𝟑),   �̃�𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟓, 𝛔 = 𝟐) 

 

,�̃�𝟏أعتبر المتغيران  و (𝟑)أعتبر المشكلة أعلاه   �̃�𝟐   غير  (𝟒)متغيران عشوائيين

𝛒مستقلين بمعامل أرتباط   = 𝟎. 𝟕. 

 

(8-2 ) 

 

 : ى التال ىالأحتمالأعتبر نموذج البرمجة الخطية 

                                  𝐌𝐚𝐱. �̃� = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 

                                    𝐒. 𝐓.        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏 

                            𝟎 ≤ 𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≤ 𝟑 



 
 
   دالة الهدف الأحتمالية: الثامنالباب                                   تمرينات                    ( 8-7)
 

 
 

272 

 

,�̃�𝟐أعتبر  �̃�𝟏  :متغيران عشوائيين مستقلين بحيث 

�̃�𝟏~𝐄𝐱𝐩(𝛌 = 𝟏, 𝛂 = 𝟓),    �̃�𝟐~𝐍(𝛍 = 𝟕, 𝛔 = 𝟏) 

 

بأخذ معيار القيمة المتوقعة لكل من   ىأعلاه إلى نموذج يقين ىحول النموذج الأحتمال . أ

�̃�𝟐, �̃�𝟏  .على الترتيب 

𝛄عند مستوى مأمونية   .ب = 𝟎. 𝟗, 𝛄𝟏 = 𝟎.  ى إلى نموذج يقين  ىحول النموذج الأحتمال 𝟗

 ثم أوجد صلاحية الحل. -  ىحل النموذج اليقين -

,𝛄إذا فرضنا أن قيم   . ج 𝛄𝟏   مناسب  ىإلى نموذج يقين ىحول النموذج الأحتمال -غير معلومة

 أوجد قيمة مؤشر صلاحية الحل. ثم حل النموذج و -

 كل من )أ(،)ب(،)ج(. ىقارن بين الحل ف .د

 

(8-3 ) 

 

 : ى التال ية أعتبر نموذج البرمجة الأحتمال

 

                        𝐌𝐚𝐱. �̃� = 𝟒 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 + �̃�𝟑 𝐗𝟑 

              𝐒. 𝐓.    �̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 ≤ 𝟐𝟎 

              𝟐 𝐗𝟏 + 𝟒𝐗𝟐 − 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟐 

                𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

,�̃�𝟐حيث  �̃�𝟑   𝟐متغيران عشوائيين مستقلين يتبع كل منهما التوزيع المعتاد بتوقع, وتباين  𝟑

𝟏, ,�̃�𝟏على الترتيب. كذلك   𝟏 �̃�𝟐, �̃�𝟐  :متغيرات عشوائية مستقلة كل منها يتبع التوزيع المعتاد 

 

�̃�𝟐~𝐍(𝛍 = 𝟏𝟎, 𝛔 = 𝟏) ,   �̃�𝟐~𝐍(𝛍𝟐 = 𝟓, 𝛔𝟐 = 𝟏) ,   �̃�𝟏~𝐍(𝛍𝟏 = 𝟐, 𝛔𝟏 = 𝟏) 

 

                   مكافئ عند مستويات المأمونية التالية ىإلى نموذج يقين ىالنموذج الأحتمالحول  . أ

𝛄 = 𝟎. 𝟕, 𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟗, 𝛄𝟐 = 𝟎.  . ىثم حل النموذج اليقين - 𝟗

,𝛄بأفتراض أن   .ب 𝛄𝟏, 𝛄𝟐 حل  غير معلومة، كون نموذج برمجة صلاحية مناسب و

 النموذج.

 )أ(،)ب(.  ىقارن بين الحل ف . ج

 

(8-4 ) 

 

 : ى (. أذا أعتبرنا دوال الأهداف على النحو التال5-8( في الفصل )1-8أعتبر التمرين )
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               (𝟏)                𝐌𝐚𝐱. �̃� = �̃�𝟏 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + �̃�𝟑 𝐗𝟑 

 

𝐄𝐱𝐩(𝛌يتبع  ىمتغير عشوائ �̃�𝟏حيث  = 𝟏, 𝛂 = 𝛄مستوى مأمونية  و (𝟓 = 𝟎. 𝟗 . 

 

               (𝟐)                𝐌𝐚𝐱. �̃� = 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + �̃�𝟑 𝐗𝟑 

 

�̃�𝟑~𝐍(𝛍حيث  = 𝟐, 𝛔 = 𝛄مستوى مأمونية   و (𝟏 = 𝟎. 𝟖. 

 

 (: 1),(2كل من ) ىف 

 

 وفقا  لمعيار القيمة المتوقعة، ثم حل النموذج و ىإلى نموذج يقين ىحول النموذج الأحتمال . أ

 هذه الحالة. ىأوجد قيمة مقياس صلاحية الحل ف 

وفقا  لمعيار الحدود المثلى لدالة الهدف، ثم حل   ىإلى نموذج يقين ىحول النموذج الأحتمال .ب

 أوجد قيمة مقياس الصلاحية للحل.  النموذج و

,𝛄أعتبر مؤشرات المأمونية   . ج 𝛄𝟏, 𝛄𝟐 كون نموذج برمجة صلاحية مناسب  -علومة غير م

 أوجد قيمة مقياس الصلاحية للحل. ثم أوجد حل النموذج و

 )أ(،)ب(،)ج(. ىقارن بين الحلول ف  .د

 

 

(8-5 ) 

 

 : ىالتال  ىنموذج الأحتمالالأعتبر 

 

                        𝐌𝒊𝒏. �̃� = �̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎 𝐗𝟑 

              𝐒. 𝐓.    𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≥ 𝟏𝟎 

              𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟓𝟎 

                𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 

 المطلوب

,�̃�𝟏إذا كانت  (1 �̃�𝟐  ( و بمعامل  5)متغيران يتبعا التوزيع الأسى الثنائى وفقا  للنموذج

𝛒أرتباط   = 𝟎. 𝟖. 

 اليقينى. حول النموذج الأحتمالى إلى نموذج يقينى مناسب ثم حا النموذج 
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,�̃�𝟏أعتبر النموذج أعلاه إذا كانت  (2 �̃�𝟐   متغيران مستقلين يتبع كل منهم التوزيع الأسى

 العام الثنائى. 

 حول النموذج الاحتمالى إلى نموذج يقينى مناسب. 

 

(8-6 ) 

 

 ( 5-8فى تمرين ) ىنموذج الأحتمالالأعتبر 

 المطلوب

,�̃�𝟏كانت  إذا -1 �̃�𝟐  ( 7متغيران يتبعا التوزيع الأسى الثنائى وفقا  للنموذج ،)

𝛉(،  6بالباب ) = 𝟎. 𝟖. 

 ثم حل النموذج اليقينى حول النموذج الاحتمالى إلى نموذج يقينى مكافئ 

,�̃�𝟏إذا كان المتغيران  -2 �̃�𝟐   مستقلين و بالتالى𝛉 = 𝟎   

نموذج يقينى حول النموذج الأحتمالى إلى 
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 Introduction                                               ( مقدمة9-1)
 

لحل مشاكل البرمجة  Dantzingقدمها  ىالت 1947منذ نشر طريقة السمبلكس سنة  

تطبيق أسلوب البرمجة  الخطية على نطاق واسع، تكونت العديد من المدارس العلمية لتطوير و

,𝟓𝟗]الخطية  10]. 

 

 Charlesكونها كل من  ىتم تكوينها المدرسة العلمية الت ىمن أهم المدارس الت و

and Cooper 𝟓𝟒]، فقد تناولا العديد من المشاكل الصناعية,   ىيمكن صياغتها ف  ىالت  [𝟒𝟖

ستخدام أساليب حل مشاكل البرمجة الخطية ألكن غير قابلة للحل ب  شكل نماذج برمجة خطية و

 .Unsolvable Linear Progأطلقا عليها أسم "مشاكل برمجة خطية غير قابلة للحل و

Problems  المشاكل المشاكل المرتبطه بالمجالات الصناعية، الإقتصادية، من أمثلة هذه  ". و

أحد الاشكال المالية ...... إلخ. حيث تتصف هذه المشاكل بالمرونة حيث يمكن صياغة المشكلة فى 

 : التالية

 

نموذج برمجة خطية يوجد به بعض )أو كل( القيود الهيكلية قيود متعارضة  •

conflicting constraints ف بالمرونة فى نفس الوقت كما سوف لكنها تتص و

 نوضح فيما بعد. 

 . Multi-objectives لكن يوجد أكثر من هدف  نموذج برمجة خطية و •

)أو الأهداف( بمستوى )أو  objectiveلكن يرتبط الهدف  نموذج برمجة خطية و •

 متخذ القرار. يحدده    aspiration levelمستويات( معين مرجو تحقيقه  

 

للمرة الأولى أسلوب برمجة  Charles and Cooperقدما  1961سنة  ىف  و

يمكن بأستخدامه الحصول على أفضل  ى، الذGoal Programming Techniqueالهدف 

أطلقوا عليها أسم مشاكل  ىللمشاكل الت best compromise solutionsحلول توافقية 

تم   أسلوب برمجة الهدف والى    رغير قابلة للحل باستخدام أسلوب البرمجة الخطية. ثم تطو

الاقتصادية من   المحاسبية و حل المشاكل الإدارية و ىتطبيقه على نطاق واسع بصفة خاصة ف 

، 1976سنة  Ignizio، ثم 1972سنة  Lee، ثم 1965سنة  Ijiriقدمها   ىخلال الدراسات الت

,𝟏𝟏𝟎]آخرين  و 𝟏𝟎𝟕]. 

 

 

 حالة وجود واحد على الأقل   ىأسلوب برمجة الهدف ف بصفة عامة فإنه يمكن أستخدام  و

ى ستخدام أسلوب برمجة الهدف نحصل على أفضل حل توافق أبحل المشكلة ب من الحالات التالية. و

[𝟏𝟎𝟗, 10.] 
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 الحالة الأولي

 

نفس الوقت تتصف   ى لكن ف  عند وجود بعض )أو كل( القيود الهيكلية المتعارضة، و

لكن   الحل النهائي و ى، بمعنى أمكانية عدم تحقق القيد فelastic constraintsبالمرونة 

المثال  ىالوصول إلى أفضل حل توافقى يجعلنا أقرب ما يمكن لتحقيق القيد كما سوف نوضح ذلك ف 

 .ىالتال 

 

 ( 1-9مثال )

 

، بحيث يتطلب إنتاج   A,Bتقوم أحدى الشركات بإنتاج نوعين من المنتجات البديلة 

زمن التشغيل  تستغرق ثلاثون دقيقة و Bالوحدة من  أربعون دقيقة و Aالوحدة الواحدة من 

 𝟓𝟎معا  لا يقل عن  A,Bالسوق على المنتجين  ىساعة، فإذا كان الطلب ف  𝟐𝟎اليوم   ىالمتاح ف 

يرغب   جنيه. و 𝟒𝟎يساوى   Bمن   جنيه و 𝟑𝟓يساوي   Aإذا كان ربح الوحدة من  وحدة يوميا . و

بحيث يكون الربح أكبر ما  A,Bيجب إنتاجها يوميا  من  ىتحديد عدد الوحدات الت ىمتخذ القرار ف

 يمكن.

 

 المطلوب

 صياغة المشكلة كنموذج برمجة خطية. -1

 وضح بيانيا  أن القيود الهيكلية متعارضة. -2

 

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا ان  -1 𝐗𝟐 يتم إنتاجها من  ىتشير إلى عدد الوحدات التA,B   على الترتيب

 :  ىيمثل المشكلة على النحو التال  ىالبرمجة الخطية الذ  فإن نموذج

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

 

(𝟏)                                𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟑𝟓𝐗𝟏 + 𝟒𝟎𝐗𝟐 

(𝟐)                                   S.T.     40𝐗𝟏 + 𝟑𝟎𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟐𝟎𝟎 

 (𝟑)                                   𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟓𝟎 

(𝟒)                                     𝐗𝟏 , 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

 قيود متعارضة و  (𝟑),(𝟐)نجد أن القيدين   (𝟒)-(𝟏)برسم قيود النموذج السابق   و -2

لا يمكن أستخدام أسلوب البرمجة  ىبالتال  و ]6[منطقة الحلول الممكنة فئة خالية  ىبالتال

 الحل. ىالخطية ف 



 
 
 برمجة الهدف الخطية: التاسعالباب                                  مقدمة                       ( 9-1)
 

 
 

280 

 

 

 المتعارضة : يوضح القيود (1-9شكل )

 

 

لهذا النوع   ىلكن أسلوب برمجة الهدف الخطية يمكن استخدامه للحصول على أفضل حل توافق و

 ى من الرسم نجد أن أفضل حل توافق  . والفصول التالية ىمن المشاكل كما سوف نوضح ذلك ف 

 

(𝐗∗𝟏 = 𝟎   ,   𝐗∗𝟐 = 𝟒𝟎   ,   𝐙∗ = 𝟏𝟔𝟎𝟎) 

 

,𝐁(𝟎هذا عند النقطة  و لا يحقق القيد   و (𝟐)حيث نجد أن هذا الحل يحقق القيد الهيكلي  (𝟒𝟎

,𝐁(𝟎حيث نجد أن النقطة  (𝟑)لكن يكون أقرب ما يمكن من تحقيق القيد   و (𝟑)الهيكلي  𝟒𝟎) 

 .(𝟑)تمثل أقرب نقطة لتحقيق القيد 

 

 الحالة الثانية

 

 ىيرغب متخذ القرار ف و  multi-objectivesهذه الحالة يوجد أكثر من هدف  ىف  و

 تحقيقها وفقا  لأولوياته.

 

    𝟑𝟎              C(𝟓𝟎, 𝟎)            𝐗𝟏 

 

    𝐗𝟐 

 

 

 

A(𝟎, 𝟓𝟎) 

 
B(𝟎, 𝟒𝟎) 

 

𝟑 

𝟐
2 
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 competitive andمتنافسة    كثير من المشاكل تكون هذه الأهداف متعارضة و  ىف   و

conflecting objectives ىهذا بالإضافة لوجود مستوى لكل هدف يأمل متخذ القرار ف 

 aspirationبالمستوى المرجو تحقيقه  ىعادة يسم الوصول إليه )أو اقرب ما يمكن له( و

Level- ىسوف نوضح ذلك من خلال المثال التال  عادة يحدد هذا المستوى متخذ القرار. و و : 

 

 ( 2-9مثال )

 

  A,Bيتطلب الإنتاج من  و A,Bتقوم إحدى الشركات بإنتاج نوعين من المنظفات 

من  A,Bيوضح متطلبات الوحدة الواحدة من  ىالجدول التال  و I,IIنوعين من مستلزمات الأنتاج 

، كذلك الوقت   A,Bربح الوحدة الواحدة من  و I,IIكل مستلزم، كذلك المتاح من المستلزمين 

 . A,Bحدة الواحدة من المطلوب لإنتاج الو

 
 ( 1-9جدول )

الكمية المتاحة من  

 مستلزمات الإنتاج

متطلبات الوحدة الواحدة من 

 مستلزمات الإنتاج
 مستلزمات الإنتاج

B A 

𝟏𝟐𝟎𝟎 𝟒𝟎 𝟑𝟎 I 

𝟓𝟎 𝟏 𝟐 II 

 ربح الوحدة الواحدة  𝟑𝟎 𝟓𝟎 

 زمن إنتاج الوحدة بالدقائق  𝟏𝟓 𝟐𝟎 

 

بحيث تحقق الأهداف   A,Bيجب أنتاجها من  ىتحديد عدد الوحدات الت ىمتخذ القرار فيرغب  و

 التالية: 

 .A,Bتعظيم الربح من  .1

 تصغير الزمن المطلوب للإنتاج. .2

 

 الحل

 : ى يمكن صياغة المشكلة كنموذج برمجة خطية متعددة الأهداف على النحو التال
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,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐 يجب إنتاجها من  ىتشير إلى عدد الوحدات التA,B  ىعلى الترتيب بالتال  

 : ىيصبح النموذج على النحو التال 

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

(𝟏)                            𝐌𝐚𝐱. 𝐙𝟏 = 𝟑𝟎𝐗𝟏 + 𝟓𝟎𝐗𝟐 

(𝟐)                           𝐌𝐢𝐧. 𝐙𝟐 = 𝟏𝟓𝐗𝟏 + 𝟐𝟎𝐗𝟐     

(𝟑)                           S.T.        30𝐗𝟏 + 𝟒𝟎𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟐𝟎𝟎               

(𝟒)                            𝟐𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟓𝟎                        

(𝟓)                               𝐗𝟏 , 𝐗𝟐 ≥ 𝟎         

 

لكن تواجهنا مشكلة  و (𝟓)-(𝟑)للقيود   ABCDيوضح منطقة الحلول الممكنة  ىالشكل التال و

 متنافسين أيضا .  هما هدفين متعارضين و و (𝟐),(𝟏)وجود هدفين 

 ىف  . و(𝟐)أو بعبارة أخرى أهم من الهدف  (𝟐)تحقيقة عن الهدف  ىله أولوية ف  (𝟏)حيث الهدف 

كما  -  ىهذه الحالة، فإنه يمكن أستخدام أسلوب برمجة الهدف للحصول على أفضل حل توافق

 الفصول التالية. ىسوف نوضح ذلك ف 

 Linear Goalهذا الباب على أسلوب برمجة الهدف الخطية  ىسوف تقتصر دراستنا ف و

Prog. Technique سلوب برمجة سوف نقدم أهم المفاهيم الأساسية لأ ىفي الفصل التال  . و

 الهدف الخطية.

 

 

: يوضح نقطة الحلول الممكنة(2-9شكل )

(𝟏𝟔, 𝟏𝟖) 

𝟎                                   𝟒𝟎               𝐗𝟏 

 

    𝐗𝟐 

 
 

 

 

(𝟎, 𝟓𝟎) 

D 

 

 

 

   
(𝟎, 𝟑𝟎) 

 

𝟑 

𝟒 
A 

C 

(𝟐𝟓, 𝟏𝟎) 
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 مفاهيم أساسية ( 9-2)

Basic Concepts 
 

حلها  صياغة المشكلة و ىيبنى أسلوب برمجة الهدف على بعض المفاهيم الأساسية ف 

الفصول التالية   ىسوف نتناولها ف ىسوف نقدم أهم هذه المفاهيم الت ىفيما يل أيضا . و

[𝟏𝟎𝟗, 𝟏𝟎𝟕, 10] : 

 

 Relatively: الهدف العام هو عبارة عامة نسبيا  Objective الهدف العام ( 1)

General Statement البرمجة الخطية مثلا  تكون   ىتعكس رغبة متخذ القرار. فف

رغبة متخذ القرار تعظيم دالة الربح او تصغير دالة التكاليف حيث تكون دالة الربح أو  

 المتغيرات القرارية. ىدالة التكلفة دوال خطية ف 

 

: هو قيمة معينة مقترنه يرغبه  aspiration Level جو تحقيقهالمستوى المر ( 2)

 acceptable Level ofمتخذ القرار أو هو المستوى المقبول لإنجاز الهدف العام 

achievement of an Objective . 

 
 

لكنها مقترنه بالمستوى   : الهدف هو عبارة عن رغبة متخذ القرار وGoalلهدف ا ( 3)

ا المفهوم للهدف يتطلب أن يكون لمتخذ القرار رؤية بهذ المرجو تحقيقه أيضا . و

بهذا التعريف يصبح الهدف عبارة عن قيد  ليس رغبة فقط و للمستوى المرجو تحقيقه و

 شكل متساوية أو متباينة كما سوف نوضح فيما بعد. ىف 

 

: يرتبط بالطرف الأيسر لكل deviational Variables المتغيرات الانحرافية  ( 4)

𝐝𝐢( متغيرين أنحرافيين يشار إليهما بـ iليكن الهدف ) و Goalهدف 
−, 𝐝𝐢

هما   و +

  ما يتم تحقيقه فعلا . و و (𝐛𝐢)ليكن  عبارة عن الفرق بين المستوى المرجو تحقيقه و

ة هذه الحال ىف 𝐛𝐢للمستوى المرجو  ىمساو 𝐆𝐢عادة قد يكون ما تم تحقيقه للهدف 

𝐝𝐢           يكون
− = 𝐝𝐢

+ = حالة إذا كان ما يتم تحقيقه أقل من المستوى  ى. كذاك ف 𝟎

𝐝𝐢هذه الحالة يكون   ىالمرجو ف 
− > 𝟎   ،𝐝𝐢

+ = حالة إذا كان ما يتم  ى، بالمثل ف  𝟎

𝐝𝐢هذه الحالة يكون   ىتحقيقه أكبر من المستوى المرجو ف 
+ > 𝟎   ،𝐝𝐢

− =   ، و 𝟎

𝐝𝐢الات تكون جميع الح ىفإن ف   ىبالتال
−, 𝐝𝐢

+ ≥ كذلك وجود قيمة موجبة لأحداهما  𝟎

𝐝𝐢سواء  
𝐝𝐢أو  −

 ى يؤد +
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 )أى وجود أحدهما يمنع وجود الأخر(  إلى أن تكون قيمة المتغير الأخرى تساوي صفر

𝐝𝐢أو بعبارة أخرى دائما حاصل ضرب 
𝐝𝐢فى  −

 يساوى صفر، أو بعبارة أخرى:  +

 

(𝟗-𝟏)                              𝐝𝐢
− ∗ 𝐝𝐢

+ = 𝟎 

 

𝐝𝐢حيث يسمى المتغير 
-underيمثل المقدار الأقل من إنجاز الهدف  ىنحراف السالب الذبالأ −

achievement ما يتم تحقيقه( كذلك يسمى المتغير  الفرق بين المستوى المرجو و ى)أ𝐝𝐢
+

 

 ى)أ over-achievementيمثل المقدار الأكبر عن إنجاز الهدف  ىنحراف الموجب الذبالأ

 المستوى المرجو(.  الفرق بين ما يتم تحقيقه و

 

متجه    X، حيث  𝐟𝐢(𝐱): إذا اعتبرنا الدالة Goal Formulation صياغة الهدف  ( 5)

𝐗المتغيرات القرارية  = (𝐗𝟏, 𝐗𝟐, . . . . , 𝐗𝐧)
𝐓 ،𝐛𝐢  تشير إلى المستوى المرجو

 .𝐟𝐢(𝐱)تحقيقه المرتبط بالدالة 

 

 و 𝐆𝐢سوف نشير له بالرمز  و iهذه الحالة يكون لدينا ثلاث أمكانيات لصياغة الهدف رقم  ىف 

 يمكن أن يأخذ الهدف أحد الحالات التالية: 

 

𝐛𝐢                            𝟏)       𝐟𝐢(𝐱)لا تزيد عن  𝐟𝐢(𝐱)القيمة المحققة لـ  ىأ ≤ 𝐛𝐢 

 

𝐛𝐢                               𝟐)       𝐟𝐢(𝐱)تزيد عن  𝐟𝐢(𝐱)القيمة المحققة لـ  ىأ ≥ 𝐛𝐢 

 

𝐛𝐢                                𝟑)       𝐟𝐢(𝐱)تساوي  𝐟𝐢(𝐱)القيمة المحققة لـ  ىأ = 𝐛𝐢 

 ( iيوضح صياغة الهدف رقم ) ىالجدول التال و

 
 : يوضح كيفية صياغة الهدف (2-9جدول )

 ىالمتغيرات الانحرافية الت

 يجب تصغيرها 
 Goal صياغة الهدف في أسلوب برمجة الهدف

(𝟗-𝟐)          𝐝𝐢
+ 𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢

− − 𝐝𝐢
+ = 𝐛𝐢 𝟏)  𝐟𝐢(𝐱) ≤ 𝐛𝐢 

(𝟗-𝟑)          𝐝𝐢
− 𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢

− − 𝐝𝐢
+ = 𝐛𝐢 𝟐)  𝐟𝐢(𝐱) ≥ 𝐛𝐢 

(𝟗-𝟒) 𝐝𝐢
− + 𝐝𝐢

+ 𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢
− − 𝐝𝐢

+ = 𝐛𝐢 𝟑)  𝐟𝐢(𝐱) = 𝐛𝐢 
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شكل نموذج برمجة  ىيتم صياغتها ف  ىالمشاكل الت ىالفصول التالية أنه ف  ىسوف نوضح ف  و

إلى أهداف   Constraintsالقيود    و Objectivesهدف فإنه يتم تحويل الأهداف العامة 

Goals . 

 

بالنسبة للمشاكل متعددة  : وPreemptive Priorities الأولويات المرتبة ( 6)

الأهداف أو المشاكل ذات القيود المتعارضة فأستخدام أسلوب برمجة هدف يتطلب من  

 وفقا  لأولوياتها. goalsمتخذ القرار ضرورة ترتيب أهدافه 

 

 البرمجة الخطية لأبد أن يحقق الحل الأمثل جميع القيود و ى: ف Constraints القيود ( 7)

هذا يعني عدم وجود قيود متعارضة. أما بالنسبة لأسلوب برمجة الهدف نميز بين نوعين 

ما تسمي بالقيود   ىه للمشكلة و  ىالحل النهائ ىمن القيود، قيود لأبد أن تتحقق ف 

الحل   ىود لا تتحقق ف يوجد نوع آخر من القي و rigid constraintsالصارمة 

يمكن تسميت هذا النوع من القيود  لكن يكون عدم تحققها أقل ما يمكن و  و ىالنهائ

أسلوب برمجة الهدف يتم تحويل  ىف  . وelastic constraintsبالقيود المرنة 

 نحرافية. بإضافة المتغيرات الأ goalsالمرنة( إلى أهداف  القيود )الصارمة و

 

العديد من المشاكل يرغب متخذ القرار   ى: ف absolute Priority  المطلقةالأولوية  ( 8)

هذه الحالة يتم تمثيل هذه  ىف  و rigid constraintsتحقيق القيود الصارمة  ىف 

هذه الحالة أولوية مطلقة كما  ىتسمي ف  و first priority ىالأولوية الأول ىالقيود ف

 سوف نوضح فيما يلى. 

 
 

عبارة عن متجه كل عنصر فيه  ى: هAchievement Function دالة الإنجاز ( 9)

,−𝐝المتغيرات الانحرافية   ىيمثل دالة هدف عام ف  𝐝+  فقط تقيس مدى إنجاز الأهداف

𝐆𝐢 ذلك وفقا  لأولويات، فإذا أشرنا لهذا المتجه بالرمز  وa  :فإن 

 

(𝟗-𝟓)                                    𝐚 = [𝐚𝟏, 𝐚𝟐, 𝐚𝟑, . . . . , 𝐚𝐤] 

 

𝐣حيث  𝐚𝐣أهم من الدالة  𝐚𝐣−𝟏حيث تعتبر الدالة   = 𝟐, 𝟑, . . . , 𝐤كل دالة خطية   . و𝐚𝐣  ى دالة ف 

𝐝𝐢المتغيرات الانحرافية  
−, 𝐝𝐢

𝐢، حيث  + = 𝟏, 𝟐, . . . ,𝐦   ،𝐣 = 𝟐, 𝟑, . . . , 𝐤. 

 

 Lexicographic( وفقا  لأولوياتها aأسلوب برمجة الهدف يتم تصغير عناصر المتجه ) ىف  و

Minimum a . 
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: هو الحل الذي يتم  Best Compromise Solution ى أفضل حل توافق ( 10)

كما سوف  ىهو يمثل أفضل حل توافق الحصول عليه باستخدام أسلوب برمجة الهدف و

 (. 6-9(، )5-9) الفصول  ىنوضح ذلك ف
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 صياغة المشكلة ( 9-3)

Formulation Problem 

 

شكل نماذج برمجة   ىهذا الفصل سوف نوضح كيفية صياغة بعض المشاكل الخطية ف  ىف 

 ذلك من خلال الأمثلة التالية:  هدف و

 

 ( 3-9مثال )

 

 ىمن الدهانات معبأة ف  A,Bتقوم أحدى شركات إنتاج دهانات الحوائط بإنتاج نوعين 

 ، ثلاثة أنواع Aأو  Bإنتاج كل وحدة من  ىيدخل ف  من المنتج. و  نالوحدة الواحدة جالو ،وحدات

من كل   Aأو  Bيوضح احتياج الوحدة الواحدة من  ىالجدول التال  و I,II,IIIمن المواد الكيمائية 

دة من كذلك الكميات المتاحة من المواد الكيمائية بالكيلوجرام كذلك ربح الوح I,II,IIIمادة كيمائية 

B  اوA. 

 
 : يوضح متطلبات الانتاج (3-9جدول )

 نربح الجالو

 الواحد بالجنيه 

الكميات المطلوبة من كل مادة كيمائية لإنتاج الوحدة  

 Aأو  Bالواحدة من 
 نوع المنتج

III II I 

𝟖𝟎 𝟏 𝟒 𝟒 A 

𝟏𝟎𝟎 𝟎 𝟐 𝟓 B 

 𝟔 𝟒𝟖 𝟖𝟎 
الكميات المتاحة 

 بالكيلوجراميوميا  

 

تحقق الأهداف  ىالت Aأو  Bتحديد عدد الوحدات المنتجة يوميا  من  ىيرغب متخذ القرار ف و

 التالية وفقا  لترتيبها: 

 

لا يمكن زيادة المواد الكيماوئية المتاحة يوميا ، )أو بعبارة أخرى القيود المرتبطة بالمواد  ( 1)

 (.Rigid Constraintsالكيماوئية المتاحة يوميا  تمثل قيود صارمة 
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 جنيه. 𝟏𝟎𝟎𝟎لا يقل عن  Aأو  Bمن  ىالربح اليوم ( 2)

 بقدر الإمكان.  IIIتقليل استخدام المادة الكيمائية  ( 3)

 معا  لظروف النقل أو مساحات التخزين.  Aأو  Bللجالونات من  ىتقليل العدد الإجمال ( 4)

 

 جالونات يوميا . 𝟏𝟎بحيث يرى متخذ القرار أن المستوى المرجو لتحقيقه يساوي  

 

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐 يجب إنتاجها من  ىعدد الوحدات الت ىهA , B فيما  على الترتيب. و

على النحو   ىشكل نموذج برمجة هدف خط ىيلي سوف نوضح كيفية صياغة هذه المشكلة ف 

 : ىالتال 

 

من الجدول السابق نجد أنه بالنسبة للمواد الكيمائية القيود التالية يمكن تحويلها إلى   (1

 : ىعلى النحو التال  Goalsأهداف 

 

(𝟏)      𝟒𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟐 ≤ 𝟖𝟎   
  
→     𝐆𝟏: 𝟒𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟐 + 𝐝𝟏

− − 𝐝𝟏
+ = 𝟖𝟎 

(𝟐)      𝟒𝐗𝟏 + 𝟐𝐗𝟐 ≤ 𝟒𝟖   
  
→     𝐆𝟐: 𝟒𝐗𝟏 + 𝟐𝐗𝟐 + 𝐝𝟐

− − 𝐝𝟐
+ = 𝟒𝟖 

(𝟑)                  𝐗𝟏 ≤ 𝟔    
  
→     𝐆𝟑: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟑

− − 𝐝𝟑
+ = 𝟔     

 

فإن دالة الهدف العام المرتبطة   ىتحقيق القيود بالتال بما أن الأولوية الأولى لمتخذ القرار هو  و

 : ىبهذه الأولوية يصبح على النحو التال 

 

(𝟒)                            𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟏 = 𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+) = (𝐝𝟏

+ + 𝐝𝟐
+ + 𝐝𝟑

+) 

 

 جنيه: 𝟏𝟎𝟎𝟎تحقيق ربح لا يقل عن   هو ية الأولوية الثان وبما أن الهدف  (2

 

(𝟓) 𝟖𝟎𝐗𝟏 + 𝟏𝟎𝟎𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟎𝟎𝟎 
  
→   𝐆𝟒: 𝟖𝟎𝐗𝟏 + 𝟏𝟎𝟎𝐗𝟐 + 𝐝𝟒

− − 𝐝𝟒
+ = 𝟏𝟎𝟎𝟎 

𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟐 = 𝐠𝟐(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐝𝟒

− 

 

 :IIIبما أن الهدف ذو الأولوية الثالثة هو أستخدام أقل ما يمكن من المادة الكيمائية  و (3

 

(𝟔)                 𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟑 = 𝐠𝟑(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐝𝟑

+ 

 بما أن الهدف ذو الأولوية الرابعة هو تقليل عدد الجالونات، فيصبح الهدف:  و (4
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(𝟕)  𝐆𝟓: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟏𝟎   
  
→  𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟒 = 𝐠𝟒(𝐝

−, 𝐝+) = 𝐝𝟓
+ 

 

 : ىمما سبق نجد ان دالة الإنجاز تصبح على النحو التال 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Minimize a = {𝐚𝟏, 𝐚𝟐, 𝐚𝟑, 𝐚𝟒} 

= {𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+), 𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+), 𝐠𝟑(𝐝
−, 𝐝+), 𝐠𝟒(𝐝

−, 𝐝+)}    (𝟖) 

 متجه المتغيرات الانحرافية الموجبة. +𝐝متجه المتغيرات الانحرافية السالبة،   −𝐝حيث 

 : ىنجد ان نموذج برمجة الهدف تصبح على النحو التال  (𝟖)-(𝟏)من  

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a = {(𝐝𝟏
+ + 𝐝𝟐

+ + 𝐝𝟑
+), (𝐝𝟒

+), (𝐝𝟑
+), (𝐝𝟓

+)} 

S.T.               𝐆𝟏: 𝟒𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟖𝟎                      

𝐆𝟐: 𝟒𝐗𝟏 + 𝟐𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒𝟖                            

𝐆𝟑: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟔                                              

𝐆𝟒: 𝟖𝟎𝐗𝟏 + 𝟏𝟎𝟎𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟏𝟎𝟎𝟎              

𝐆𝟓: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟏𝟎                                

𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,    i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓                     

(𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎    ,        i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓         

 

 ( 4-9مثال )

 

الجدول  و  I,II,IIIمن خلال ثلاثة ماكينات  A,Bتقوم شركة بإنتاج نوعين من المنتجات 

كل ماكينة كذلك الزمن  ىف A,Bيوضح الزمن المطلوب لإنتاج الوحدة الواحدة من  nالتال

 الشهر بالساعات.  ىالمتاح لتشغيل كل ماكينة ف  ىالشهر
 : يوضح متطلبات النتاج (4-9جدول )

الوحدة ثمن بيع 

 بالجنية

الزمن المطلوب بالساعة لإنتاج الوحدة  

 المنتج الواحدة 

III II I 

𝟓𝟎𝟎 𝟖 𝟑 𝟑 A 

𝟕𝟓𝟎 𝟏𝟎 𝟔 𝟒 B 

 الزمن المتاح بالساعة 𝟓𝟎𝟎 𝟔𝟐𝟎 𝟕𝟎𝟎 

 𝟗𝟎 𝟕𝟎 𝟓𝟎 
 ىتكلفة الساعة الواحدة ف

 كل ماكينة بالجنية 
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وحدة.  𝟒𝟎𝟎لا يزيد عن  Bمن  وحدة و 𝟐𝟓𝟎لا يقل عن   Aفإذا كان الطلب الشهري على المنتج 

 تحقيق الأهداف التالية وفقا  لترتيبها:  ىيرغب متخذ القرار ف و

 

 السوق.  ىتحقيق الطلب ف ( 1)

 .𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎بحيث لا تزيد عن  I,II,IIIتصغير تكلفة التشغيل بالنسبة للماكينات  ( 2)

  𝟖𝟎بحيث لا يزيد عن  IIباستخدام الماكينة  Overtime  ىزمن التشغيل الإضاف تصغير  ( 3)

 ساعة.

,𝟏𝟐𝟓بحيث تزيد عن   A,Bتعظيم إيرادات بيع الوحدات من  ( 4)  جنيه. 𝟎𝟎𝟎

 صيغ المشكلة أعلاه كمشكلة برمجة هدف. 

 

 الحل

𝐢حيث   iيتم إنتاجها من المنتج  ىتشير إلى عدد الوحدات الت 𝐗𝐢𝐣إذا فرضنا أن  = 𝟏, 𝟐 

𝐣حيث  jبأستخدام الماكينة  = 𝟏, 𝟐, 𝟑  ،𝐗𝐢𝐣 ≥ 𝟎 . 

 وفقا  للأولويات نجد أن: من الجدول و

 

 السوق ىالأهداف المتعلقة بالطلب ف  (1

 

(𝟏) 𝐗𝟏𝟏 + 𝐗𝟏𝟐 + 𝐗𝟏𝟑 ≥ 𝟐𝟓𝟎 
  
→   𝐆𝟏: 𝐗𝟏𝟏 + 𝐗𝟏𝟐 + 𝐗𝟏𝟑 + 𝐝𝟏

− − 𝐝𝟏
+ = 𝟐𝟓𝟎 

(𝟐) 𝐗𝟐𝟏 + 𝐗𝟐𝟐 + 𝐗𝟐𝟑 ≤ 𝟒𝟎𝟎
  
→  𝐆𝟐: 𝐗𝟐𝟏 + 𝐗𝟐𝟐 + 𝐗𝟐𝟑 + 𝐝𝟐

− − 𝐝𝟐
+ = 𝟒𝟎𝟎 

(𝟑)                         𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟏 = 𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+) = (𝐝𝟏

+ + 𝐝𝟐
+) 

 

 بما أن الهدف ذو الأولوية الثانية هو تصغير تكلفة التشغيل بالنسبة للماكينات الثلاثة:  و (2

 

𝟓𝟎(𝟑𝐗𝟏𝟏 + 𝟒𝐗𝟐𝟏) + 𝟕𝟎(𝟑𝐗𝟏𝟐 + 𝟔𝐗𝟐𝟐) + 𝟗𝟎(𝟖𝐗𝟏𝟑 + 𝟏𝟎𝐗𝟐𝟑) ≤ 𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎 
  
→   

𝐆𝟑: 𝟏𝟓𝟎𝐗𝟏𝟏 + 𝟐𝟎𝟎𝐗𝟐𝟏 + 𝟐𝟏𝟎𝐗𝟏𝟐 + 𝟒𝟐𝟎𝐗𝟐𝟐 + 𝟕𝟐𝟎𝐗𝟏𝟑 + 𝟗𝟎𝟎𝐗𝟐𝟑 

+𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎     (𝟒) 

 

(𝟓)                   𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟐 = 𝐠𝟐(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐝𝟑

+ 

 

بحيث لا يزيد   IIللماكينة  ىالهدف ذو الأولوية الثالثة هو تصغير الزمن الإضاف بما أن  و (3

 ساعة.  𝟖𝟎عن 
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(𝟔)      𝟑𝐗𝟏𝟐 + 𝟔𝐗𝟐𝟐 ≤ 𝟔𝟐𝟎 
  
→   𝐆𝟒: 𝟑𝐗𝟏𝟐 + 𝟔𝐗𝟐𝟐 + 𝐝𝟒

− − 𝐝𝟒
+ = 𝟔𝟐𝟎 

 

𝐝𝟒بما أن   و
 فإن:   ىتشير إلى ساعات التشغيل الإضافية بالتال +

(𝟕)                    𝐝𝟒
+ ≤ 𝟖𝟎 

  
→   𝐆𝟓: 𝐝𝟒

+ + 𝐝𝟒𝟏
− − 𝐝𝟒𝟏

+ = 𝟖𝟎 

 

(𝟖)                              𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟑 = 𝐠𝟑(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐝𝟒𝟏

+ 

 

,𝟏𝟐𝟓بما أن الهدف ذو الأولوية الرابعة هو تعظيم الإيرادات بحيث تزيد عن  و (4 𝟎𝟎𝟎 

 جنية.

𝟓𝟎𝟎(𝐗𝟏𝟏 + 𝐗𝟏𝟐 + 𝐗𝟏𝟑) + 𝟕𝟓𝟎(𝐗𝟐𝟏 + 𝐗𝟐𝟐 + 𝐗𝟐𝟑) ≥ 𝟏𝟐𝟓, 𝟎𝟎𝟎  
  
→   

𝐆𝟔: 𝟓𝟎𝟎(𝐗𝟏𝟏 + 𝐗𝟏𝟐 + 𝐗𝟏𝟑) + 𝟕𝟓𝟎(𝐗𝟐𝟏 + 𝐗𝟐𝟐 + 𝐗𝟐𝟑) 

+𝐝𝟓
− −  𝐝𝟓

+ = 𝟏𝟐𝟓, 𝟎𝟎𝟎             (𝟗) 

 

(𝟏𝟎)                                               
−+− == 544 d)d,d(ga.Min 

 

 : ىنجد أن نموذج برمجة الهدف على النحو التال  (𝟏𝟎)-(𝟏)من   و

𝐢بحيث  𝐗𝐢𝐣أوجد قيم   = 𝟏, 𝟐  ,  𝐣 = 𝟏, 𝟐,  تجعل:  ىالت 𝟑

 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a = {𝐚𝟏, 𝐚𝟐, 𝐚𝟑, 𝐚𝟒} = {(𝐝𝟏
+ + 𝐝𝟐

+ + 𝐝𝟑
+), (𝐝𝟒𝟏

+ ), (𝐝𝟑
+), (𝐝𝟓

+)} 

𝐒.T.        𝐆𝟏: 𝐗𝟏𝟏 + 𝐗𝟏𝟐 + 𝐗𝟏𝟑 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟓𝟎             

𝐆𝟐: 𝐗𝟐𝟏 + 𝐗𝟐𝟐 + 𝐗𝟐𝟑 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒𝟎𝟎                

                 𝐆𝟑: 𝟏𝟓𝟎𝐗𝟏𝟏 + 𝟐𝟎𝟎𝐗𝟐𝟏 + 𝟐𝟏𝟎𝐗𝟏𝟐 + 𝟒𝟐𝟎𝐗𝟐𝟐 +  𝟕𝟐𝟎𝐗𝟏𝟑
+ 𝟗𝟎𝟎𝐗𝟐𝟑 + 𝐝𝟑

− − 𝐝𝟑
+ = 𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

𝐆𝟒: 𝟑𝐗𝟏𝟐 + 𝟔𝐗𝟐𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟔𝟐𝟎                     

𝐆𝟓: 𝐝𝟒
+ + 𝐝𝟒𝟏

− − 𝐝𝟒𝟏
+ = 𝟖𝟎                                        

              𝐆𝟔: 𝟓𝟎𝟎(𝐗𝟏𝟏 + 𝐗𝟏𝟐 + 𝐗𝟏𝟑) + 𝟕𝟓𝟎(𝐗𝟐𝟏 + 𝐗𝟐𝟐 + 𝐗𝟐𝟑) 

+𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟏𝟐𝟓, 𝟎𝟎𝟎 

𝐆𝟕: 𝟑𝐗𝟏𝟏 + 𝟒𝐗𝟐𝟏 + 𝐝𝟔
− − 𝐝𝟔

+ = 𝟓𝟎𝟎                   

𝐆𝟖: 𝟖𝐗𝟏𝟑 + 𝟏𝟎𝐗𝟐𝟑 + 𝐝𝟕
− − 𝐝𝟕

+ = 𝟕𝟎𝟎                

𝐗𝐢𝐣, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+, 𝐝𝟒𝟏
− , 𝐝𝟒𝟏

+ ≥ 𝟎 

(𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎         ,       i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔, 𝟕 

(𝐝𝟒𝟏
− )(𝐝𝟒𝟏

+ ) = 𝟎 
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 النموذج العام ( 9-4)

General Model 
 

من الفصل السابق نخلص إلى أن الصياغة العامة لنموذج برمجة الهدف على النحو  

 : ىالتال 

𝐣بحيث  𝐗𝐣أوجد  = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧 تجعل:  ىالت 

 

(𝟗-𝟔)          𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. 𝐚 = {𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+), 𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+), . . . , 𝐠𝐤(𝐝
−, 𝐝+)} 

𝐒.T.   𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢
− − 𝐝𝐢

+ = 𝐛𝐢       ,    i = 𝟏, 𝟐,...,m                (𝟗-𝟕) 

(𝟗-𝟖)     𝐗𝐣, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎   , i = 𝟏, 𝟐,..,m , j = 𝟏, 𝟐,...,n    

 

 خصائص النموذج: 

 

.  goalsمن الأهداف   kمن الأولويات مرتبطة بعدد أكبر من أو يساوي  kيوجد عدد  -1

𝐠𝐣(𝐝جميع الدوال 
−, 𝐝+) ،t= 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐤 المتغيرات الإنحرافيه   ىوال خطية ف د

𝐝−, 𝐝+. 

𝐢، بحيث  𝐆𝐢القيود يتم تحويلها إلى أهداف   جميع الأهداف العامة، و -2 = 𝟏, 𝟐, . . . ,𝐦 

                 بحيث 𝐗𝐣المتغيرات القرارية   ىالطرف الأيسر من كل منها دالة خطية ف 

𝐣 = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧 المتغيرات الانحرافية  ، و𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

كذلك ممكن أن يكون الهدف دالة   +

 ىف  (𝟕) بـ 𝐆𝟓الأهداف الأخرى أنظر  نحرافية بنفس الهدف والمتغيرات الأ ىخطية ف 

 المثال السابق. 

𝐠𝐭(𝐝نظرا  لأن دوال الإنجاز  -3
−, 𝐝+)  ،𝐭 = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐤 الأهداف   ، و𝐆𝐢 ،             

𝐢 = 𝟏, 𝟐, . . . ,𝐦 فإنه يمكن تطويع طريقة السمبلكس لحل هذا    ىدوال خطية بالتال

يوجد طريقتين لتطويع طريقة السمبلكس لحل نماذج برمجة الهدف الخطية  النموذج. و

 -هما:

 

 Modified Simplex Method ريقة السمبلكس المعدلةط (أ

[𝟏𝟎𝟗, 𝟏𝟎𝟕,10]. 

 

 Sequential (Iterative) Solution Methodى طريقة الحل المتتال (ب

[𝟏𝟗𝟕, 𝟏𝟖𝟗, 𝟏𝟎𝟗,12,10] 
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حالة تضمن المشكلة متغيرين قراريين فقط فإنه يمكن حلها بيانيا  أو بأحد   ىف  و

حل مشكلة برمجة الهدف الخطية    ىالفصل التال ىسوف نتناول ف   الطريقتين المذكورتين أعلاه. و

   .بيانيا  

وفقا  لطريقة السمبلكس. حيث  ى( طريقة الحل المتتال6-9الفصل )  ىكذلك سوف نقدم ف

 : ]10[عن طريقة السمبلكس المعدلة  ىتأنها تتميز بالآ

 

يمكن حلها   ىالت حل المشاكل ذات الحجم الصغير و ىطريقة السمبلكس المعدلة تستخدم ف  -1

 حالة المشاكل ذات الحجم الكبير.  ىتيح أستخدامها ف ى  ييدويا، أما طريقة الحل المتتال

 

يمكن أستخدام برامج الحاسب المتوفرة لحل مشاكل البرمجة الخطية بأستخدام طريقة  -2

 . ىحالة أستخدام طريقة الحل المتتال ىف  Mapleأو  Toraالسمبلكس مثل  

 
أستخدام طريقة الحل المتتالي تتيح لمتخذ القرار أجراء تعديلات أثناء الحل على الأولويات   -3

,−𝐝أو الأوزان الترجيحية لـ  𝐝+ .داخل الأولوية الواحدة 

 

 



 
 
 برمجة الهدف الخطية: التاسعالباب                      ى                    طريقة الحل البيان( 9-5)
 

 
 

294 

 

 

 ىطريقة الحل البيان( 9-5)

Graphical solution Method 

 

تتضمن  ىلمشكلة برمجة الهدف الخطية الت  ىهذا الفصل سوف نقدم الحل البيان ىف 

 ذلك بهدف توضيح المفاهيم الأساسية لبرمجة الهدف مثل: متغيرين قراريين على الأكثر و

 

 المتغيرات الانحرافية.  ( 1)

 . goals ةبالمستويات المرجوالأهداف المرتبطة  ( 2)

 وفقا  للأولويات.  objectivesالأهداف  ( 3)

 . ىأفضل حل توافق  ( 4)

 

 ذلك من خلال الأمثلة التالية: و

 

 ( 4-9مثال )

 

من خلال خط إنتاج واحد بحيث  A,B ىالخشب ىشركة تقوم بإنتاج نوعين من الأثاث المكتب

 ى أربعة ساعات ف  Bالوحدة الواحدة من  خمسة ساعات، و Aتتطلب الوحدة الواحدة من المنتج 

الظروف العادية، كذلك ربح الوحدة من  ىساعة ف  𝟖𝟎خط الإنتاج حيث أن المتاح أسبوعيا  للخط  

A   من  جنيه، و 𝟓𝟎𝟎يساويB جنيه. كذلك إفادة إدارة التسويق أن الطلب  𝟒𝟎𝟎 ىيساو

 ىيرغب متخذ القرار ف وحدة أسبوعيا . و 𝟑𝟎يزيد عن  Bالسوق على المنتج  ىالأسبوعي ف 

 تحقيق الأهداف التالية وفقا  لأولوياتها: 

 

 على خط الإنتاج. ىعدم اللجوء إلى زمن تشغيل أضاف  ( 1)

,𝟏𝟎لا يقل عن  ىتحقيق ربح أسبوع ( 2)  جنيه أسبوعيا . 𝟎𝟎𝟎

 .Bالسوق من المنتج  ىإشباع الطلب ف ( 3)

 الحل

 : ى يمكن صياغة المشكلة على النحو التال

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

 

(𝟏)                                 𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a = {(𝐝𝟏
+), (𝐝𝟐

−), (𝐝𝟑
−)} 

(𝟐)                        S.T.     𝐆𝟏: 𝟓𝐗𝟏 + 𝟒𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟖𝟎 

(𝟑)        𝐆𝟐: 𝟓𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟒𝟎𝟎𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟎, 𝟎𝟎𝟎 
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(𝟒)                                      𝐆𝟑: 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟑𝟎 

(𝟓)         𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎  ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,    i = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

 

 حيث تشير: 

 

𝐝𝟏:  على خط التشغيل ىالتشغيل الفائض )غير المستخدم( الأسبوعزمن 
− 

𝐝𝟏:  على خط التشغيل  ىالأسبوع ىزمن التشغيل الإضاف 
+ 

,𝟏𝟎الربح المحقق عن   ىالنقص ف 𝐝𝟐:  جنيه 𝟎𝟎𝟎
− 

,𝟏𝟎الربح المحقق عن   ىالزيادة ف  𝐝𝟐:  جنيه  𝟎𝟎𝟎
+ 

𝐝𝟑:  عن الطلب  Bالعرض من  ىمقدار النقص ف
− 

𝐝𝟑:  عن الطلب  Bالعرض من  ىمقدار الزيادة ف 
+ 

 

𝐝𝐢المتغيرات الأنحرافية   ، و𝐆𝐢يوضح الأهداف   ىالشكل التال و
−, 𝐝𝐢

. فنجد  (𝟓)-(𝟏)النموذج   ىف  +

 : ى على النحو التال ىأن أفضل حل توافق

 

(𝟔)    

𝐚∗ = {𝟎, 𝟐𝟎𝟎𝟎, 𝟏𝟎}

𝐗𝟏
∗ = 𝟎          ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟐𝟎

𝐝𝟏
− = 𝐝𝟏

+ = 0   ,  𝐝𝟐
− = 𝟐𝟎𝟎𝟎  ,  𝐝𝟐

+ = 𝟎  ,  𝐝𝟑
− = 𝟏𝟎  ,  𝐝𝟑

+ = 𝟎  

} 

 

𝐗𝟐حالة إنتاج عدد  ىيفيد أنه ف  (𝟔)  ىالحل ف  و
∗ =    حيث Aوحدة من  ىعدم إنتاج أ و 𝟐𝟎

𝐗𝟏
∗ =  فإنه:  𝟎

 

𝐝𝟏)يتم تحقيق الهدف الأول بعدم استخدام ساعات تشغيل إضافية  -1
+ = 𝟎). 

هذه الحالة الربح الذي يتم تحقيقه   ىالاعتبار( فإنه ف  ىضوء )أو بأخذ الهدف الأول ف  ىف  -2

𝐝𝟓جنيه عن المستوى المرجو   𝟐𝟎𝟎𝟎  ىبنقص يساو ىأ 𝟖𝟎𝟎𝟎  ىيساو
− = 𝟐𝟎𝟎𝟎. 

𝐗𝟐 ىأ Bيتم عرضها من  ىالكمية الت -3
∗ =  𝟏𝟎تقل عن الطلب المتوقع في السوق بـ  𝟐𝟎

𝐝𝟑وحدات 
− = 𝟏𝟎. 
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 : يوضح أتجاهات الأنحرافات الموجبة و السالبة (3-9شكل )

 

 ( 5-9مثال )

 

 : ىبرمجة الهدف التال أعتبر نموذج 

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

(𝟏)                      𝐋𝐞𝐱𝐢. Min. a = {(𝐝𝟑
+ + 𝐝𝟒

+), (𝐝𝟏
+), (𝐝𝟑

− + 𝐝𝟒
−)} 

(𝟐)                  S.T.           𝐆𝟏: 𝟒𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟐𝟎 

(𝟑)                       𝐆𝟐: 𝟐𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟐𝟎 

(𝟒)                            𝐆𝟑: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟓 

(𝟓)                            𝐆𝟒: 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟑𝟎 

(𝟔)             𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎  ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎 

 

 الحل

𝐝𝐢المتغيرات الأنحرافية   ، و𝐆𝐢يوضح الأهداف   ىالشكل التال
−, 𝐝𝐢

+. 

 

 

 

 

             𝟏𝟔            𝟐𝟎                     𝐗𝟏 

 

    𝐗𝟐 

 
𝟑𝟎 

 
𝟐5 

 
𝟐𝟎  
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 (4-9شكل )

 

 : ى للنموذج أعلاه على النحو التال ىمن الشكل نجد أن أفضل حل توافق و

𝐚∗ = {𝟎, 𝟑𝟎, 𝟎} 

𝐗𝟏
∗ = 𝟕. 𝟓          ,        𝐗𝟐

∗ = 𝟑𝟎 

𝐝𝟏
−∗ = 𝟎    ,    𝐝𝟏

+∗ = 𝟑0    ,    𝐝𝟐
−∗ = 𝟎   ,    𝐝𝟐

+∗ = 𝟒0    ,   

𝐝𝟑
−∗ = 𝐝𝟑

+∗ = 𝟎   ,     𝐝𝟒
−∗ = 𝐝𝟒

+∗ = 𝟎 

 

 ( 5-9مثال )

 

، بحيث يدخل A,Bتقوم أحدى الشركات بإنتاج نوعين من الأدوات الكهربائية المنزلية 

 وحدة أسبوعيا ، كذلك ربح الوحدة  𝟏𝟎𝟎مكون متاح منه   Bأو   Aإنتاج الوحدة الواحدة من  ىف 

 

لا   Aالسوق على  ىجنيه، فإذا كان الطلب ف 𝟒𝟓𝟎  ىيساو Bمن  جنيه و 𝟓𝟎𝟎 ىيساو Aمن 

 وحدة. 𝟖𝟎لا يزيد عن  Bمن  وحدة و 𝟗𝟎يزيد عن  

 

بحيث يكون  A,Bيجب إنتاجها من المنتج  ىتحديد عدد الوحدات الت ىيرغب متخذ القرار ف و

 أكبر ما يمكن.  ىربحه الأسبوع

 

      𝟏𝟎           𝟏𝟓                          𝟑𝟎                     𝐗𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝐗𝟐 

 
𝟒𝟎 

 
𝟑𝟎 

 
𝟐𝟎 

  

نقطة أفضل  

 حل توافقى
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 المطلوب

 صياغة المشكلة كنموذج برمجة خطية. -1

 إيجاد الحل الأمثل.  حل النموذج بيانيا  و -2

 المشكلة كنموذج برمجة هدف.صياغة  -3

 حل نموذج برمجة الهدف بيانيا .  -4

 (. 4) ىالحل ف  ( ، و2) ىقارن بين الحل ف -5

 

 الحل

 𝐗𝟐الأسبوع، كذلك  ىف Aيتم إنتاجها من  ىتشير إلى عدد الوحدات الت 𝐗𝟏إذا فرضنا أن 

 الأسبوع. ىف  Bيتم إنتاجها من  ىتشير إلى عدد الوحدات الت

 : ىصياغة المشكلة كنموذج برمجة خطية على النحو التالفإنه يمكن  -1

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

 

(𝟏)                             𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟒𝟓𝟎𝐗𝟐 

(𝟐)                             S.T.       𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟎𝟎 

(𝟑)                                𝐗𝟏 ≤ 𝟗𝟎 

(𝟒)                                𝐗𝟐  ≤ 𝟖𝟎 

(𝟓)                                  𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

 

من الشكل يتضح أن جميع القيود  و (𝟓)-(𝟏)يوضح الحل الأمثل للنموذج  ىالشكل التال -2

 . ]8[منطقة الحلول الممكنة فئة مغلقة محدبة  غير متعارضة و
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 (5-9شكل )

 

 من الرسم يتضح أن الحل الأمثل:

 

𝐙∗ = 𝟒𝟗, 𝟓𝟎𝟎     ,   𝐗𝟏
∗ = 𝟗𝟎     ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟎 

 

 : ى يمكن صياغة المشكلة السابقة كنموذج برمجة هدف على النحو التال و -3

 

,𝟏𝟎𝟎إذا فرضنا أن المستوى المرجو للربح   يمكن تحويل الهدف العام   ىبالتال جنيه مثلا . و 𝟎𝟎𝟎

 : ىإضافة المتغيرات الانحرافية على النحو التال إلى هدف مقترن بالمستوى المرجو و (𝟏)  ىف 

 

𝐆𝟏: 𝟓𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟒𝟓𝟎𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

 

تعتبر قيود صارمة، فأنه يمكن تحويلها  ىشكل قيود أ ىيجب تحقيقها ف (𝟒)-(𝟐)بما أن القيود  و

 : ى إلى أهداف على النحو التال

 

 

𝐆𝟐: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟎𝟎 

𝐆𝟑: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟗𝟎              

𝐆𝟒: 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟖𝟎             

                   𝟗𝟎            𝟏𝟎𝟎          𝑿𝟏 

 

    𝐗𝟐 
 

 

𝟏𝟎𝟎 

 
𝐄(𝟎, 𝟖𝟎) 

 

𝟑 

𝟒 

𝐀(𝟎, 𝟎) 

𝐃(𝟐𝟎, 𝟖𝟎
) 

𝟐 

𝐂(𝟗𝟎, 𝟏𝟎) 
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 : ىعلى النحو التال  ىيصبح الهدف ذو الأولوية الأول و

 

Min. 𝐚𝟏 = {(𝐝𝟐
+ + 𝐝𝟑

+ + 𝐝𝟒
+), (𝐝𝟏

−)} 

 

 : ىيصبح نموذج برمجة الهدف على النحو التال  و

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

 

(𝟔)                         𝐋𝐞𝐱𝐢. Min. a = {(𝐝𝟐
+ + 𝐝𝟑

+ + 𝐝𝟒
+), (𝐝𝟏

−)} 

(𝟕)           S.T.       𝐆𝟏: 𝟓𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟒𝟓𝟎𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

(𝟖)                              𝐆𝟐: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟎𝟎 

(𝟗)                                        𝐆𝟑: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟗𝟎 

(𝟏𝟎)                                      𝐆𝟒: 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟖𝟎 

(𝟏𝟏)        𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎 , i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 

 

 .(𝟏𝟏)-(𝟔)يوضح النموذج  ىالشكل التال و -4

 

 من الرسم يتضح أن أفضل حل توافقي هو:  و

 

𝐚∗ = {𝟎, 𝟓𝟎, 𝟓𝟎𝟎} 

𝐗𝟏
∗ = 𝟗𝟎          ,     𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟎         ,       Z∗ = 𝟒𝟗, 𝟓𝟎𝟎 

  

يتضح أن الحل الأمثل بأستخدام أسلوب البرمجة الخطية هو نفس الحل  (𝟒)،  (𝟐)من   -5

𝐗𝟏)بأستخدام أسلوب برمجة الهدف 
∗ = 𝟗𝟎  ,  𝐗𝟐

∗ = هذا يوضح كفاءة  و (𝟏𝟎

 أسلوب برمجة الهدف. 
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 : يوضح أفضل حل توافقى (6-9شكل )

 

 

                𝟗𝟎      𝟏𝟎𝟎                         𝟐𝟐𝟐. 𝟐          𝐗𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

    

𝐗𝟐 

 
𝟐𝟎𝟎 

 
 

 
𝟏𝟎𝟎 
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 ى طريقة الحل المتتال( 9-6)

Sequential (Iterative) Solution Method 

 

 Iterative  ىالأسلوب التكرار  Dauer and Kruegerقدم كل من    1977سنة    ىف 

Approach هذا الباب سوف   ىف  غير الخطية أيضا . و لحل مشاكل برمجة الهدف الخطية و

 نتناول هذا الأسلوب بالنسبة لمشاكل برمجة الهدف الخطية فقط. 

 

)أنظر   ىمن الأولويات على النحو التال  kفإذا أعتبرنا نموذج برمجة الهدف المكون من  

 ((: 4-9الفصل )

 

 بحيث تجعل:  Xأوجد 

 

(𝟗-𝟗)       𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. 𝐚 = {𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+), 𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+), . . . , 𝐠𝐤(𝐝
−, 𝐝+)} 

(𝟗-𝟏𝟎)          𝐒.T.         𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢
− − 𝐝𝐢

+ = 𝐛𝐢       ,    i = 𝟏, 𝟐,...,m 

(𝟗-𝟏𝟏)                                       𝐗𝐣, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

−𝐝حيث:   = (𝐝𝟏
−, . . , 𝐝𝒏

−)𝐓 , 𝐝+ = (𝐝𝟏
+, . . , 𝐝𝐦

+ )𝐓 , 𝐗 = (𝐗𝟏, . . . , 𝐗𝐧)
𝐓 

  kمكونة من    (𝟏𝟏-𝟗)- (𝟗-𝟗)فى حالة أعتبار المشكلة  ىيمكن تلخيص طريقة الحل المتتال  و

𝐠𝐭(𝐝من المشاكل الجزئية وحيدة الهدف المتداخله، بمعنى إذا اعتبرنا الهدف العام  
−, 𝐝+)   ذو

الاعتبار جميع المشاكل  ىيأخذ ف  tالمرتبط بالأولوية   ىفإن النموذج وحيد الهدف الجزئ tالأولوية 

𝐭)عددها  و tالجزئية السابقة ذات الأولويات الأهم من  − 𝐭بحيث  (𝟏 = 𝟐, . . . , 𝐤  يكون  ، و

 .𝐏𝐤هو الحل للمشكلة الجزئية ذو الأولوية   (𝟏𝟏-𝟗)- (𝟗-𝟗)للمشكلة   ىأفضل حل توافق 

 : ىسوف نوضح الخطوات المتتالية لحل نموذج برمجة الهدف الخطية على النحو التال  ىفيما يل و

 

 ( 1الخطوة )

 

 :ىاعتبر المشكلة الجزئية ذو الأولوية الأول -1

(𝟗-𝟏𝟐)                              𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟏 = 𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+) 

 

(𝟗-𝟏𝟑)           𝐒.T.      𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢
− − 𝐝𝐢

+ = 𝐛𝐢   ,  i ∈ 𝐏𝟏 

(𝟗-𝟏𝟒)                               𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 .tتشير إلى الأولوية  𝐩𝐭حيث 



 
 
 برمجة الهدف الخطية: التاسعالباب ى                                        طريقة الحل المتتال( 9-6)
 

 
 

303 

 

 باستخدام طريقة السمبلكس نحصل على الحل و  (𝟏𝟒-𝟗)- (𝟏𝟐-𝟗)بحل النموذج  و -2

𝐚𝟏ليكن  
∗ . 

 

 ( 2الخطوة )

 

 : ىيمثل الأولوية الثانية على النحو التال  ىأي الذ ىالثان ىأعتبر النموذج الجزئ -1

 

(𝟗-𝟏𝟓)                               𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟐 = 𝐠𝟐(𝐝
−, 𝐝+) 

(𝟗-𝟏𝟔)           𝐒.T.      𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢
− − 𝐝𝐢

+ = 𝐛𝐢   ,  i ∈ 𝐏𝟏, 𝐏𝟐 

(𝟗-𝟏𝟕)                                   𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐚𝟏

∗ 

(𝟗-𝟏𝟖)                                     𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

𝐚𝟐ليكن   بطريقة السمبلكس نحصل على الحل و  (𝟏𝟖-𝟗)- (𝟏𝟓-𝟗)بحل النموذج  و -2
∗. 

 

𝐆𝐢   ،𝐢أعلاه يتضمن أهداف النموذج الأول   ىالثان ىيلاحظ أن النموذج الجزئ و ∈ 𝐩𝟏  كذلك ،

𝐚𝟏الأول  ىيضع حل النموذج الجزئ
 .(𝟏𝟕-𝟗)القيد   ىكما هو واضح ف  ىالنموذج الثان ىكقيد ف  ∗

 

 ( 3الخطوة )

 

 يمثل الأولوية الثالثة على النحو:  ىالذ ىالثالث أ ىالجزئأعتبر النموذج  -1

 

(𝟗-𝟏𝟗)                          𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝟑 = 𝐠𝟑(𝐝
−, 𝐝+) 

(𝟗-𝟐𝟎)      𝐒.T.      𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢
− − 𝐝𝐢

+ = 𝐛𝐢   ,  i ∈ 𝐏𝟏, 𝐏𝟐, 𝐏𝟑 

(𝟗-𝟐𝟏)                                  𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐚𝟏

∗ 

 

 (𝟗-𝟐𝟐)                                𝐠𝟐(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐚𝟐

∗ 

(𝟗-𝟐𝟑)                                    𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

𝐚𝟑نحصل على الحل   (𝟐𝟑-𝟗)- (𝟏𝟗-𝟗)بحل النموذج  و -2
∗. 

 

. كذلك يضع حل ىالثان  الثالث أعلاه يتضمن أهداف النموذج الأول و ىالنموذج الجزئيلاحظ أن  و

 . (𝟐𝟐-𝟗),(𝟐𝟏-𝟗) ىكقيود ف  ىالثان النموذجين الأول و

,𝐏𝟒بالمثل يتم تكوين النماذج الجزئية المرتبطة بالأولويات  𝐏𝟓, . . . , 𝐏𝐤−𝟏. 
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 ( kالخطوة )

 

 على النحو:  𝐏𝐤اعتبر النموذج الذي يمثل الأولوية الأخيرة  -1

 

(𝟗-𝟐𝟒)                       𝐌𝐢𝐧. 𝐚𝐤 = 𝐠𝐤(𝐝
−, 𝐝+) 

(𝟗-𝟐𝟓)     𝐒.T.    𝐆𝐢: 𝐟𝐢(𝐱) + 𝐝𝐢
− − 𝐝𝐢

+ = 𝐛𝐢   ,  i ∈ 𝐏𝟏, 𝐏𝟐, . . . , 𝐏𝐤 

(𝟗-𝟐𝟔)             𝐠𝐣(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐚𝐣

∗     ,   j = 𝟏, 𝟐,...,k-1 

(𝟗-𝟐𝟕)                            𝐗, 𝐝−, 𝐝+ ≥ 𝟎   

𝐚𝐤نحصل على الحل   (𝟐𝟕-𝟗)- (𝟐𝟒-𝟗)بحل النموذج  و -2
∗. 

 

 ملاحظات

  ىللنموذج الأصل  ىيمثل أفضل حل توافق  (𝟐𝟕-𝟗)- (𝟐𝟒-𝟗)حل النموذج الأخير  -1

 .ىلنموذج برمجة الهدف الأصل 𝐆𝐢يتضمن جميع الأهداف   و  (𝟗-𝟏𝟏)- (𝟗-𝟗)

𝐭حيث  t ىحل النموذج الجزئ -2 = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐤  يتضمن أهداف النماذج الجزئية ذو

,𝟏)يأخذ فى الإعتبار النماذج الجزئية السابقة   ىأ tالأولوية الأهم من  𝟐, . . . . , 𝐭 − 𝟏) 

 السمبلكس.ستخدام طريقة أيتم حله ب ىكل نموذج جزئ -3

 متخذ القرار من: ىتمكن طريقة الحل المتتال  -4

 إجراء تعديلات فى الأولويات.  (أ

 إجراء تعديلات فى المستويات المرجوة. (ب

 

 سوف نوضح هذه الخطوات من خلال الأمثلة التالية. و

 

 ( 6-9مثال )

 

 :𝟏𝟎𝟔]،10[ ىالتال ىأعتبر نموذج برمجة الهدف الخط

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  :بحيث 

 

(𝟏)                𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a = {(𝟐d𝟏
+ + 𝟑𝐝𝟐

+), (𝐝𝟑
−), (𝐝𝟒

+)} 

(𝟐)                  S.T.        𝐆𝟏: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎 

(𝟑)                             𝐆𝟐: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒 

(𝟒)             𝐆𝟑: 𝟓𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟓𝟔 

(𝟓)                 𝐆𝟒: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟏𝟐 

(𝟔)                                  𝐗, 𝐝−, 𝐝+ ≥ 𝟎 
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 . ىالمتتالية أوجد أفضل حل توافق ل وبأستخدام طريقة الحل

 

 الحل

 

 ( 1الخطوة )

 

 : ىعلى النحو التال  𝐏𝟏المرتبطة بالأولوية الأولى  ىسوف نعتبر المشكلة الجزئية الأول -1

(𝟕)                     Min. 𝐚 = 𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+) = 𝟐d𝟏

+ + 𝟑𝐝𝟐
+ 

 

(𝟖)               S.T.        𝐆𝟏: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎 

(𝟗)                       𝐆𝟐: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒 

(𝟏𝟎)                                𝐗, 𝐝−, 𝐝+ ≥ 𝟎 

 

 ستخدام طريقة السمبلكس نجد أن الحل: أب (𝟏𝟎)-(𝟕)وبحل النموذج  -2

(𝟏𝟏)    𝐚𝟏
∗ = 𝟎 ,   X𝟏

∗ = 𝟒 ,   X𝟐
∗ = 𝟔 ,   𝐝𝟏

−∗ = 𝐝𝟏
+∗ = 𝟎 ,   𝐝𝟐

−∗ = 𝐝𝟐
+∗ = 𝟎 

 

 

 ( 2الخطوة )

 

 : ىعلى النحو التال   𝐏𝟐سوف نعتبر المشكلة الجزئية الثانية المرتبطة بالأولوية الثانية   -1

 

(𝟏𝟐)                             Min. 𝐚𝟐 = 𝐠𝟐(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐝𝟑

− 

(𝟏𝟑)                 S.T.        𝐆𝟏: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎 

(𝟏𝟒)                             𝐆𝟐: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒 

(𝟏𝟓)            𝐆𝟑: 𝟓𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟓𝟔 

(𝟏𝟔)                           𝟐d𝟏
+ + 𝟑𝐝𝟐

+ = 𝟎 

(𝟏𝟕)                            𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

𝟐d𝟏بما أن   ملحوظة:
+ + 𝟑𝐝𝟐

+ = 𝟎
            
←   𝐠𝟏(𝐝

−, 𝐝+) = 𝐚𝟏
∗   

 

ستخدام طريقة السمبلكس نجد أن الحل الأمثل على النحو  أب (𝟏𝟕)-(𝟏𝟐)بحل النموذج  و -2

 : ىالتال 
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𝐚𝟐
∗ = 𝐝𝟑

− = 𝟏𝟖   ,   X𝟏
∗ = 𝟒     ,   X𝟐

∗ = 𝟔   ,   𝐝𝟏
−∗ = 𝐝𝟏

+∗ = 𝟎                           

𝐝𝟐
−∗ = 𝐝𝟐

+∗ = 𝟎    ,   𝐝𝟑
−∗ = 𝟏𝟖   ,   𝐝𝟑

+∗ = 𝟎                        (𝟏𝟖) 

 

 ( 3الخطوة )

 

 : ى على النحو التال 𝐏𝟑سوف نعتبر المشكلة الثالثة المرتبطة بالأولوية الثالثة  -1

 

(𝟏𝟗)                             Min. 𝐚𝟑 = 𝐠𝟑(𝐝
−, 𝐝+) = 𝐝𝟒

+ 

(𝟐𝟎)               S.T.        𝐆𝟏: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎 

(𝟐𝟏)                           𝐆𝟐: 𝐗𝟏 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒 

(𝟐𝟐)            𝐆𝟑: 𝟓𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟓𝟔 

(𝟐𝟑)                𝐆𝟒: 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟏𝟐 

(𝟐𝟒)                           𝟐d𝟏
+ + 𝟑𝐝𝟐

+ = 𝟎 

 

(𝟐𝟓)                                   𝐝𝟑
− = 𝟏𝟖 

(𝟐𝟔)                              𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

𝐝𝟑بما أن   ملحوظة:
− = 𝟏𝟖

            
←   𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+) = 𝐚𝟐
∗ 

 

 ستخدام طريقة السمبلكس نجد أن الحل الأمثل:أب (𝟐𝟔)-(𝟏𝟗)بحل النموذج  و -2

 

𝐚𝟑
∗ = 𝐝𝟒

+ = 0   ,   X𝟏
∗ = 𝟒    ,   X𝟐

∗ = 𝟔   ,   𝐝𝟏
−∗ = 𝐝𝟏

+∗ = 𝟎                      

𝐝𝟐
−∗ = 𝐝𝟐

+∗ = 𝟎   ,   𝐝𝟑
−∗ = 𝟏𝟖   ,   𝐝𝟑

+∗ = 𝟎   ,   𝐝𝟒
−∗ = 𝐝𝟒

+∗ = 𝟎       (𝟐𝟕) 

 

على النحو  (𝟔)-(𝟏)لنموذج برمجة الهدف   ى نجد أن أفضل حل توافق (𝟐𝟕),(𝟏𝟖),(𝟏𝟏)من   و

 : ىالتال 

𝐚 
∗ = {𝟎, 𝟏𝟖, 𝟎}   ,   X𝟏

∗ = 𝟒    ,   X𝟐
∗ = 𝟔   ,   𝐝𝟏

−∗ = 𝐝𝟏
+∗ = 𝟎 

𝐝𝟐
−∗ = 𝐝𝟐

+∗ = 𝟎     ,   𝐝𝟑
−∗ = 𝟏𝟖   ,   𝐝𝟑

+∗ = 𝟎   ,   𝐝𝟒
−∗ = 𝐝𝟒

+∗ = 𝟎 

 

 ( 7-9مثال )

 

 : ىاعتبر نموذج برمجة الهدف التال 

 بحيث:  Xأوجد 
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(𝟏)                                     𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a = {(𝐝𝟏
−), (𝐝𝟐

+), (𝐝𝟑
−)} 

(𝟐)                          S.T.        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟓𝟎 

(𝟑)                         𝟒𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟐𝟎 

(𝟒)                         𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎 

(𝟓)                     𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎     ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

 

 الحل

 ( 1الخطوة )

 : ىتكون المشكلة الجزئية المرتبطة بالأولوية الأولى على النحو التال -1

 

(𝟔)                                      Min. 𝐚𝟏 = 𝐝𝟏
− 

(𝟕)             S.T.        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟓𝟎 

(𝟖)                      𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

 ستخدام طريقة السمبلكس نجد:أب (𝟖)-(𝟔)بحل النموذج  و -2

 

(𝟗)                    X𝟏
∗ = 𝟓𝟎 ,   X𝟐

∗ = 𝟎 ,   𝐚𝟏
∗ = 𝟎 

 

 ( 2الخطوة )

 

 : ىالثانية المرتبطة بالأولوية الثانية على النحو التال تكون المشكلة الجزئية  -1

(𝟏𝟎)                                      Min. 𝐚𝟐 = 𝐝𝟐
+ 

(𝟏𝟏)             S.T.        𝟒𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟐𝟎 

(𝟏𝟐)               𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟓𝟎 

(𝟏𝟑)                                        𝐝𝟏
− = 𝟎 

(𝟏𝟒)                     𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

 نجد أن الحل  (𝟏𝟒)-(𝟏𝟎)بحل النموذج  و -2

 

(𝟏𝟓)                    X𝟏
∗ = 𝟓𝟎 ,   X𝟐

∗ = 𝟎 ,   X𝟑
∗ = 𝟎 ,   𝐚𝟐

∗ = 𝟎 

 

 ( 3الخطوة )

 : ىالجزئية الثالثة المرتبطة بالأولوية الثالثة على النحو التال تكون المشكلة  -1
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(𝟏𝟔)                                  Min. 𝐚𝟑 = 𝐝𝟑
− 

(𝟏𝟕)            S.T.       𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎 

(𝟏𝟖)              𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟓𝟎 

(𝟏𝟗)            𝟒𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟐𝟎 

 

(𝟐𝟎)                         𝐝𝟐
+ = 𝟎,    𝐝𝟏

− = 𝟎 

(𝟐𝟏)                     𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

 نحصل على الحل على النحو:   (2𝟏)-(𝟏𝟔) بحل النموذج و -2

 

𝐚 
∗ = {𝟎, 𝟎, 𝟎}     ,   X𝟏

∗ = 𝟐𝟑. 𝟑𝟑    ,   X𝟐
∗ = 𝟎   ,   X𝟑

∗ = 𝟐𝟔. 𝟔𝟕 

𝐝𝟏
−∗ = 𝐝𝟏

+∗ = 𝟎  ,   𝐝𝟐
−∗ = 𝐝𝟐

+∗ = 𝟎     ,   𝐝𝟑
−∗ = 𝟎   ,   𝐝𝟑

+∗ = 𝟒𝟎 
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 Exercises                                                 ( تمرينات 9-7)
 

(9-1 ) 

 

 .goalالهدف  و objectiveوضح أهم الاختلافات بين مفهوم الهدف العام 

 

(9-2 ) 

 

,−𝐝ما هي الفروق الأساسية بين المتغيرات الانحرافية  𝐝+  و أسلوب برمجة الهدف ىف  

 أسلوب البرمجة الخطية. ىالمصطنعة ف  المتغيرات المكملة و 

 

(9-3 ) 

 

 , 𝐝𝐢لماذا حاصل ضرب المتغيرات الإنحرافية 
− 𝐝𝐢

+  ،𝐢 = 𝟏, 𝟐, . فى أسلوب برمجة الهدف  ..

𝐝𝐢)      يساوى صفر أى أن:
−) ⋅ (𝐝𝐢

+) = 𝟎 

 

(9-4 ) 

 

 Lexicographicallyلماذا يستخدم مفهوم "التصغير وفقا  للأولويات 

Minimization أسلوب برمجة الهدف بدلا  من استخدام "تعظيم أو تصغير   ى" ف

Maximization   أوMinimization أسلوب البرمجة الخطية. ى" ف 

 

(9-5 ) 

 

يوضح الساعات المطلوبة  ىالجدول التال  و A,Bتقوم أحدى الشركات بإنتاج المنتجين 

كل مرحلة  ىالاختبار( ، كذلك الزمن المتاح ف  التجميع و التصنيع و ىلإنتاج الوحدة الواحدة )ف

 الأسبوع. ىتكلفة الساعة الواحدة ف  للإنتاج و

 بحيث تحقق الأهداف التالية وفقا  لأولوياتها:  A,Bتحديد عدد الوحدات من  ىالشركة ف ترغب  و

 

 التصنيع أو التجميع أو الاختبار عن المتاح. ىتصغير الزمن الفائض ف  (أ

,𝟏𝟎لا يقل عن  ىتحقيق ربح أسبوع (ب  جنيه أسبوعيا . 𝟎𝟎𝟎

 بيع أكبر عدد ممكن من الوحدات المنتجة.  (ج
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 التشغيل )تصنيع، تجميع، اختبار(.  ىف ىالزمن الإضافتصغير ساعات  ( د

 

 ( 5-9جدول )

ثمن بيع الوحدة 

 بالجنية

 زمن الإنتاج بالساعة
 المنتج

 تصنيع تجميع اختبار 

𝟑𝟎𝟎𝟎 𝟑 𝟓 𝟐𝟎 A 

𝟐𝟎𝟎𝟎 𝟏 𝟑 𝟏𝟐 B 

 تكلفة الساعة الواحدة بالجنية  𝟏𝟐𝟎 𝟏𝟎𝟎 𝟐𝟎 

 الساعات المتاحة أسبوعيا  عدد  𝟐𝟒𝟎 𝟏𝟐𝟎 𝟓𝟎 

 

(9-6 ) 

 

وضح  ( أوجد أفضل حل توافقي جبريا  ود) -( أأعتبر نماذج برمجة الهدف التالية من )

 ذلك بيانيا : 

 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a              . أ = {(𝐝𝟏
− + 𝐝𝟏

+), (𝟐𝐝𝟐
+ + 𝐝𝟑

+)} 

                                S.T.        𝐗𝟏 − 𝟏𝟎𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟕𝟎 

                               𝟑𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒𝟎 

                             𝟖𝐗𝟏 + 𝟔𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟐𝟎 

                                         𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a          .ب = {(𝐝𝟏
+), (𝐝𝟐

−), (𝟑𝐝𝟏
− + 𝐝𝟑

+)} 

                             S.T.        − 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = −𝟑𝟎 

                                 𝟓𝐗𝟏 + 𝟔𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟖𝟎 

                                𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟐𝟎 

 

                                             𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a     . ج = {(𝐝𝟏
+ + 𝐝𝟐

+), (𝐝𝟒
−), (𝐝𝟏

− + 𝟏. 𝟓𝐝𝟐
−), (𝐝𝟑

−)} 

                                S.T.        𝐗𝟏 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟑𝟎 

                                𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟓 

                            𝟖𝐗𝟏 + 𝟏𝟐𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎𝟎 

                               𝐗𝟏 + 𝟐𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟒𝟎 
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                                        𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜. Min. a        .د = {(𝐝𝟏
− + 𝐝𝟏

+), (𝐝𝟑
−), (𝐝𝟒

−)} 

                         S.T.        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟒𝟎𝟎 

                         𝟐𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟓𝟎𝟎 

                         𝐗𝟏 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟑𝟎𝟎 

                         𝟎. 𝟒𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟑𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟐𝟒𝟎 

                                 𝐗, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

(9-7 ) 

 

 (: ج)-(أالتالية من )أعتبر مشاكل البرمجة الخطية 

 

 أوجد الحل الأمثل باستخدام البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس. -1

 ى( ثم أوجد أفضل حل توافق أ) ىالمناظر ف  ىأوجد نموذج برمجة الهدف الخط -2

 . ىباستخدام طريقة الحل المتتال 

 (. 2(،)1( في )أقارن بين حل المشكلة ) -3

 

,𝐗𝟏أوجد  . أ 𝐗𝟐  :بحيث 

                                      𝐌𝐢𝐧. 𝐙 = 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 

 S.T.        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟓𝟎 

              3𝐗𝟏 +  8 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟒𝟎 

                𝐗𝟏 , 𝐗𝟐  ≥ 𝟎 

 

 

.𝐌𝐚𝐱                 .ب 𝐙 = 𝟓 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝟑 𝐗𝟑 

S.T.        5 𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟎𝟎 

                         𝐗𝟏 +  2 𝐗𝟐 ≤ 𝟖𝟒 

                           𝐗𝟏 + 𝟓𝐗𝟑 ≤ 𝟒𝟓 

                       𝐗𝟏 , 𝐗𝟐 , 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 

.𝐌𝐚𝐱 . ج 𝐙 = 𝟕 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝟏𝟐 𝐗𝟑 + 𝐗𝟒                    

      S.T.        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐗𝟒  ≥ 𝟐𝟎𝟎 

                                 2𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 − 𝐗𝟑 ≤ 𝟑𝟓𝟎 

                                            𝐗𝟏 + 𝟖𝐗𝟒 ≤ 𝟐𝟎𝟎 
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                             𝐗𝟏 , 𝐗𝟐 , 𝐗𝟑 , 𝐗𝟒 ≥ 𝟎 

 

(9-8 ) 

 

 , 𝟏𝟓 , 𝟏𝟎، ربح الوحدة الواحـدة  A , B , Cينتج مصنع ثلاث أنواع من المنتجات 

 جنيه على الترتيب.  𝟐𝟎

,𝟕  تتطلب A,B,Cفإذا كانت الوحدة الواحدة من  𝟓, المتاح من  ساعات عمل على الترتيب، و 𝟖

ساعة أسبوعيا . كذلك يوجد أمكانية استخدام ساعات عمل   𝟑𝟓𝟎 ىساعات التشغيل أسبوعيا  يساو 

إلى انخفاض   ىاستخدام الزمن الإضاف  ىساعة أسبوعيا ، حيث يؤد 𝟑𝟎إضافية بحيث لا تزيد عن  

من إنتاج الأنواع الثلاثة عن  ىربح الوحدة من كل نوع بجنيه واحد، كذلك لا يقل الطلب الأسبوع

 وحدة أسبوعيا .  𝟓𝟎𝟎

تحديد عدد الوحدات الأسبوعية من كل منتج بحيث يحقق الأهداف التالية   ىذ القرار فيرغب متخ و

 وفقا  لأولوياتها: 

 

 تعظيم الربح.  . أ

 . ىتصغير الزمن الإضاف  .ب

 السوق. ىتغطية الطلب ف . ج

 

(9-9 ) 

 

بحيث يدخل  I,II,IIIتقوم أحدى شركات إنتاج العصائر المحفوظة بإنتاج الأنواع التالية 

نصف كيلو جرام(   ىبحيث سعر بيع الوحدة )الوحدة تساو A,B,Cإنتاج كل نوع المواد  ىف 

 𝟓, 𝟏𝟎,  جنيه على الترتيب. 𝟏𝟓

إنتاج الوحدة الواحدة من  ىف  A,B,Cيوضح الكميات المتاحة بالكيلو جرام من  ىالجدول التال و

I,II,III الكميات المتاحة أيضا . و 
 ( 6-9جدول )

الكميات المتاحة 

 بالكيلوجرام 
 I,II,IIIالوحدة الواحدة من  ىنسب المواد الداخلة ف 

المواد  

 الداخلة

 I Aلـ  %𝟓𝟎، أكثر من  IIللمنتج  %𝟏𝟎أقل من   𝟔𝟎𝟎𝟎

 I Bلـ  %𝟐𝟎، أكثر من  IIIلـ  %𝟔𝟎أقل من   𝟐𝟎𝟎𝟎

 II Cلـ  %𝟏𝟎، أكثر من  Iلـ  %𝟓𝟎أقل من   𝟓𝟎
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 المطلوب

 استغلال كل الكميات المتاحة. و Cأو  Bأو  Aغير ممكن اللجوء إلى كميات إضافية من  -1

 تعظيم الربح.  -2

وحدة.  𝟓𝟎𝟎𝟎يمثل على الأقل   Iأن يكون الإنتاج من  -3
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 Introduction                                             ( مقدمة10-1)
 

 ى( ف LGPالباب السابق تناولنا بشئ من التفصيل أسلوب برمجة الهدف الخطية ) ىف 

𝐢   الحالة اليقينية عندما تكون جميع معلمات النموذج = 𝟏, 𝟐, . . . 𝐦  ,   (𝐚𝐢𝐣, 𝐛𝐢)              

𝐣 = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧  مقادير ثابتةconstants كثير من المشاكل الفعلية تكون بيئة   ىلكن ف  . و

تكون بعض المعلمات عبارة عن متغيرات عشوائية لها  ىبالتال صناعة القرار بيئة عشوائية و

,𝟏𝟎𝟗] توزيعات أحتمالية معلومة أو ممكن تقديرها 𝟏𝟎𝟕,9]. 

 

شكل نماذج برمجة هدف أحتمالية تتضمن   ىيتم صياغتها ف  ىالت المشاكل القرارية و

المتغيرات  ىالمتمثل ف  نوعين من المخاطرة: النوع الأول يرجع إلى التعارض بين القيود و

   .الأنحرافية

 .  مقياس المأمونية ىف  المتمثل و ىيرجع إلى العامل العشوائ ىالنوع الثان و

 

برمجة الهدف المقيدة أحتماليا  للحصول على أفضل حل  من أهم مزايا أستخدام أسلوب  و

الفصل  ىالمخاطرة المذكورة، كما سوف نوضح ذلك بالتفصيل ف  ىأنه يمكنا من قياس نوع  ىتوافق

 التالية. 

 

لنماذج البرمجة الخطية الأحتمالية   7،6،4،2بواب بالأمرتبط أرتباط وثيق هذا الباب  و

,أو𝐚𝐢𝐣عندما تكون المعلمات  𝐛𝐢   متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية معلومة )أو ممكن

هذا الباب سوف نتناول نماذج برمجة الهدف الأحتمالية عندما تكون بعض أو كل  ىتقديرها(. فف 

 معلومة أو ممكن تقديرها. متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية  �̃�𝐢المعلمات 

 

  Continiو كما ذكرنا فى الباب الأول أن أول من قدم أسلوب برمجة الهدف الاحتمالية 

[، و لكن فى  𝟏𝟐𝟔-𝟏𝟐𝟐] Contini[ ثم قدمت العديد من التطبيقات لأسلوب 𝟓𝟕ِ] 1968سنة 

تعريف و تفسير للمتغيرات الأنحرافية الأحتمالية و أسلوب تحويل   El-Dashقدمت ُ 1984سنة 

العشوائية متغيرات  عندما تكون المعلمات  [𝟔𝟒نماذج برمجة الهدف الأحتمالية إلى يقينية مكافئة ] 

مثل النقل،   تلفةفى قطاعات مخموجبة ثم توالت بعد ذلك العديد من التطبيقات لهذا الأسلوب 

,𝟕𝟕] .إلخ  الزراعة، الصناعة،.. 𝟕𝟒, 𝟔𝟖, 𝟔𝟔, 𝟔𝟒.] 

 

( سوف نقدم فئة الأهداف الأحتمالية من خلال تعريف المتغيرات 2-10الفصل ) ىف 

,−random deviational variables  (�̃�الأنحرافية العشوائية  �̃�+)كيفية تحويل  ، و

 تكوين نموذج برمجة  ( وCCPالأهداف الأحتمالية إلى أهداف يقينية مناظرة بأستخدام أسلوب ) 
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 عند مستوى مأمونية معينة.  ىبحله يمكن الحصول على أفضل حل توافق ىهدف يقين

 

  المحول و ىللنموذج اليقين ى( نقدم العلاقة بين أفضل حل توافق 3-10الفصل )  ىف  و

 متغيرات عشوائية.  (�̃�𝐢)أحتمالات المتغيرات الأنحرافية العشوائية عندما تكون المعلمات 

 

كيفية تحويل نموذج  متغيرات عشوائية و (�̃�𝐢𝐣)( نعتبر المعلمات 4-10لفصل ) ا ىف  و

 مناظر عند مستوى مأمونية معين.  ىإلى نموذج يقين ىبرمجة الهدف الأحتمال

 

أن الحالة  أن نموذج البرمجة اليقينية هو الحالة الخاصة و الباب الأول ىكما ذكرنا ف و

هو الحالة الخاصة   ىالأحتمالية، بالمثل فأن نموذج برمجة الهدف اليقينالعامة هو نموذج البرمجة 

 الفصول التالية. ىالأحتمالية، كما سوف نوضح ذلك ف  الهدف أن الحالة العامة هو نموذج برمجة و

 

بعض   ى( نقدم أمثلة تطبيقية لنماذج برمجة الهدف الأحتمالية ف 5-10الفصل )  ىف  و

 القطاعات المختلفة.
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 فئة الأهداف الأحتمالية ( 10-2)

Probabilistic Goal's Set 

 

 

الباب   ىكما ذكرنا ف  كثير من المشاكل القرارية تكون بعض أو كل القيود متعارضة، و ىف 

هذه الحالة )وجود قيود أو أهداف متعارضة( يبحث عن أفضل حل  ىالسابق فإن متخذ القرار ف

 . ىتوافق

 

عندما تكون بعض أو كل القيود أو الأهداف أحتمالية هنا يتم تحويل القيود المتعارضة  و

  هذا الفصل و ىكما سنوضح ذلك ف  probabilistic goalsالأحتمالية إلى أهداف أحتمالية  

 : ىالأحتمالية ف سوف نقدم فئة الأهداف   هذا الفصل ىف  الفصول التالية. و

 

 ىالحالة الأول

 

متغيرات عشوائية مستقلة  �̃�𝐢عندما تكون بعض أو كل معلمات الطرف الأيمن للأهداف  

 بتوزيعات أحتمالية معلومة. 

 و ترتبط هذه الحالة أرتباط وثيق بالبابين الثانى و الثالث.

 

 الحالة الثانية

 

الطرف   ىتمثل معاملات المتغيرات القرارية ف  ىالمعلمات التعندما تكون بعض أو كل 

 متغيرات عشوائية مستقلة بتوزيعات أحتمالية معلومة.  �̃�𝐢𝐣الأيسر من الأهداف  

 و ترتبط هذه الحالة أرتباط وثيق بالأبواب الرابع و السادس و السابع.

 

 الحالة الأولي

 

 على النحو probabilistic constraintsإذا فرضنا أن فئة القيود الأحتمالية 

 : ىالتال 

(𝟏𝟎-𝟏)                      ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢          ,     i = 𝟏, 𝟐,....,m 

 أو

(𝟏𝟎-𝟐)           ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢          ,     i = 𝐦 + 𝟏,m + 𝟐....,M 
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دالة توزيع تراكمية   و 𝐟(�̃�𝐢)متغيرات عشوائية بدالة كثافة أحتمال )أو دالة أحتمال(  �̃�𝐢حيث 

𝐅(𝐛𝐢) ،i = 𝟏, 𝟐,....,M المعلمات   ، و𝐚𝐢𝐣   ،مقادير ثابتة𝐗𝐣   ،تشير إلى المتغيرات القرارية   

𝐣 = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐧 على   (𝟐-𝟏𝟎),(𝟏-𝟏𝟎)  ى. فأن فئة الأهداف الأحتمالية المناظرة لفئة القيود ف

 : ىالنحو التال

 

(𝟏𝟎-𝟑)  𝐆𝐢:     ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = �̃�𝐢          ,     i = 𝟏, 𝟐,....,M 

 

�̃�𝐢حيث 
−, �̃�𝐢

 random deviationalتشير إلى المتغيرات الأنحرافية العشوائية  +

variables الموجبة على الترتيب بحيث:  السالبة و 

 

�̃�𝐢
− = 𝐌𝐚𝐱. {𝟎  ,  �̃�𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 }

�̃�𝐢
+ = 𝐌𝐚𝐱. {𝟎  ,  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 − �̃�𝐢}

 
 

 ,     i = 𝟏, 𝟐,....,M    (𝟏𝟎-𝟒)
 

 

 كذلك: 

(𝟏𝟎-𝟓)      𝐏𝐫(�̃�𝐢
− > 𝟎 ∩ �̃�𝐢

+ > 𝟎) = 𝐏𝐫(𝛗) = 𝟎  ,     i = 𝟏, 𝟐,....,M 

 

 تشير إلى الفئة الحالية  𝛗حيث 

𝛄𝐢   ، i( يساوى  iالمأمونية للقيد رقم )فإذا فرضنا أن مقياس  = 𝟏, 𝟐,....,M   مقياس المأمونية(

إلى قيود يقينية على   (𝟐-𝟏𝟎),(𝟏-𝟏𝟎)هو أحتمال تحقق القيد(، فإنه يمكن أعادة صياغة القيود  

 : ىالنحو التال

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  →  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅-1(𝟏 − 𝛄𝐢)  

 ,  i = 𝟏, 𝟐...,m       (𝟏𝟎-𝟔)  

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢  →  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 = 𝐅-1(𝛄𝐢)  

,  i = 𝐦 + 𝟏,...,M     (𝟏𝟎-𝟕) 

 

    متباينات بدلا  من معادلات تأخذ الشكل (𝟕-𝟏𝟎),(𝟔-𝟏𝟎)ممكن أن تكون القيود في   ملحوظة:

(≥ 𝛄𝐢)   أو(≤ 𝛄𝐢). 

 : ىاليقينين أعلاه ممكن تحويلهما إلى أهداف يقينية على النحو التالالقيدين  و

 

(𝟏𝟎-𝟖)    𝐆𝐢:  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 + 𝐝𝐢

− − 𝐝𝐢
+ = 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)      ,     i = 𝟏, 𝟐,....,m 

  (𝟏𝟎-𝟗)  𝐆𝐢:  ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 + 𝐝𝐢

− − 𝐝𝐢
+ = 𝐅−𝟏(𝛄𝐢)  ,   i = 𝐦+ 𝟏,m + 𝟐,....,M 



 
 
 نماذج برمجة الهدف المقيدة أحتماليا  : العاشرالباب                  فئة الأهداف الأحتمالية(  10-2)
 

 
 

 

320 

 

 حيث: 

𝐝𝐢
− = 𝐌𝐚𝐱. {

𝟎     ,     𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) − ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏   , i = 𝟏, 𝟐,..,m

𝟎     ,     𝐅−𝟏(𝛄𝐢) − ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏    ,  i = 𝐦 + 𝟏,...,M

}        (𝟏𝟎-𝟏𝟎) 

 

𝐝𝐢
+ = 𝐌𝐚𝐱. {

𝟎     ,     ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)  , i = 𝟏, 𝟐,..,m

𝟎     ,     ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 − 𝐅−𝟏(𝛄𝐢)   ,  i = 𝐦 + 𝟏,...,M

}        (𝟏𝟎-𝟏𝟏) 

 

 على الترتيب.  (𝟗-𝟏𝟎),(𝟖-𝟏𝟎)الشكلين التاليين يوضحان العلاقتين   و

 

 :(𝟓-𝟏𝟎)  ىحيث تتحقق الشروط التالية بالإضافة إلى الشروط ف 

 

𝐏𝐫(�̃�𝐢
− ≥ 𝟎 ∪ �̃�𝐢

+ ≥ 𝟎) = 𝐏𝐫(�̃�𝐢
− ≥ 𝟎) + 𝐏𝐫(�̃�𝐢

+ ≥ 𝟎) 

= (𝟏 − 𝛄𝐢) + 𝛄𝐢 = 𝟏  ,     i = 𝟏, 𝟐,…,m            (𝟏𝟎-𝟏𝟐) 

 

= 𝐏𝐫(�̃�𝐢
− ≥ 𝟎) + 𝐏𝐫(�̃�𝐢

+ ≥ 𝟎) 

= 𝛄𝐢 + (𝟏 − 𝛄𝐢) = 𝟏  ,   i = 𝐦 + 𝟏,...,M          (𝟏𝟎-𝟏𝟑) 

 

 أو أقرب ما يمكن منها فأن ذلك يتطلب:  (𝟏-𝟏𝟎)لتحقيق العلاقات  و

 

(𝟏𝟎-𝟏𝟒)                             𝐌𝐢𝐧. (∑ 𝐝𝐢
+𝐦

𝐢=𝟏 ) 

 أو أقرب ما يمكن منها فأن ذلك يتطلب: (𝟐-𝟏𝟎)بالمثل لتحقيق العلاقات   و

(𝟏𝟎-𝟏𝟓)                           𝐌𝐢𝐧. (∑ 𝐝𝐢
−𝐌

𝐢=𝐦+𝟏 ) 

 

يمكن (𝟏𝟓-𝟏𝟎),(𝟏𝟒-𝟏𝟎)  ىالأنجاز ف  ىدالت  و(𝟗-𝟏𝟎),(𝟖-𝟏𝟎) ىمن الأهداف اليقينية ف  و

 : ى على النحو التال (𝟑-𝟏𝟎)  ىالمناظر للأهداف الأحتمالية ف  ىتكوين نموذج برمجة الهدف اليقين
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𝐢(: الأهداف الأحتمالية  1-10شكل ) = 𝟏, 𝟐, . . . , 𝐦 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝟎                    

                            |       |       |       |       |       |       |       |               

 

 

 

  

 

 



 
 
 نماذج برمجة الهدف المقيدة أحتماليا  : العاشرالباب                  فئة الأهداف الأحتمالية(  10-2)
 

 
 

 

322 

 

𝐢(: الأهداف الأحتمالية  2-10شكل ) = 𝐦 + 𝟏,𝐦 + 𝟐, . . . , 𝐌 

 

 

(𝟏𝟎-𝟏𝟔)                      𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {∑ 𝐝𝐢
+𝐦

𝐢=𝟏 + ∑ 𝐝𝐢
−𝐌

𝐢=𝐦+𝟏 } 

S.T. 

(𝟏𝟎-𝟏𝟕) 𝐆𝐢:     ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 + 𝐝𝐢

− − 𝐝𝐢
+ = 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)    ,   i = 𝟏, 𝟐,....,m 

 

(𝟏𝟎-𝟏𝟖) 𝐆𝐢:     ∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
𝐧
𝐣=𝟏 + 𝐝𝐢

− − 𝐝𝐢
+ = 𝐅−𝟏(𝛄𝐢)    ,   i = 𝐦 + 𝟏,....,M   

 

(𝟏𝟎-𝟏𝟗) 𝐗𝐣, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐,...,M  ,   j = 𝟏, 𝟐,...,n 

 

 

 ىيمكن حله بأحد الأساليب المقدمة ف  ىالنموذج أعلاه نموذج برمجة هدف خطى يقينو 

ليكون   بحل النموذج أعلاه نحصل على أفضل حل توافقي للنموذج و الباب السابق. و

(𝐚∗, 𝐗∗, 𝐝−∗, 𝐝+
∗
). 

0                            

                            |       |       |       |       |       |       |       |               
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( يوضحان بيانيا  علاقة قيمة المتغيرات الأنحرافية اليقينية 2-10(،)1-10الشكلين ) و

 (𝐝𝐢
−∗, 𝐝𝐢

,−�̃�بالمتغيرات الأنحرافية العشوائية )الأحتمالية(  ىأفضل حل توافق ىف (∗+ �̃�+ . 

 

,∗𝐗) النظرية التالية تعطى العلاقة بين الحل الأمثل   و 𝐝−∗, 𝐝+
∗
المتغيرات  و(

,−�̃�الأنحرافية العشوائية   �̃�+  الأحتمالات الفعلية  ىتعط ى، أو بعبارة أخر(𝟑-𝟏𝟎)الأهداف  ىف

 )مستويات المأمونية الفعلية( لتحقق )أو عدم تحقق( الأهداف.

 

 ( 1-10نظرية ) 

 

 المناظرة للقيود الأحتمالية  (𝟑-𝟏𝟎) ىإذا فرضنا الأهداف الأحتمالية ف 

  ىلنموذج برمجة الهدف اليقيني المناظر ف  ىكان أفضل حل توافق  و  (𝟏𝟎-𝟐),(𝟏𝟎-𝟏)

,∗𝐗)  ى يساو (𝟏𝟎-𝟏𝟗)-(𝟏𝟎-𝟏𝟔) 𝐝−∗, 𝐝+
∗
 فأن: (

 

𝐝𝐢 إذا كان  (1
+∗ = 𝟎, 𝐝𝐢

−∗ > 𝛄𝐢،( أكبر من iفأن أقل أحتمال يحقق القيد ) 𝟎
m,...,2,1i 𝐏𝐫(𝟎، بمقدار = ≤ �̃�𝐢

− < 𝐝𝐢
 بحيث: (∗−

 

𝐌𝐢𝐧. 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
− < 𝐝𝐢

−) = 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
− < 𝐝𝐢

−∗) 

                               = ∫ 𝐟(�̃�𝐢)    d �̃�𝐢

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)−𝐝𝐢
−∗

> 𝟎 , i = 𝟏, 𝟐,...,m      (𝟏𝟎-𝟐𝟎) 

 أو:

= ∫ 𝐟(�̃�𝐢)    d �̃�𝐢

𝐅−𝟏(𝛄𝐢)

𝐅−𝟏(𝛄𝐢)−𝐝𝐢
−∗

> 𝟎  ,  i = 𝐦 + 𝟏,...,M   (𝟏𝟎-𝟐𝟏) 

 

𝐝𝐢إذا كان  و (2
+∗ > 𝟎, 𝐝𝐢

−∗ = ، بمقدار  𝛄𝐢( أقل من iفأن أقل أحتمال يحقق القيد ) 𝟎

𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
+ < 𝐝𝐢

 بحيث:  (∗+

 

𝐌𝐢𝐧. 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
+ < 𝐝𝐢

+) = 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
+ < 𝐝𝐢

+∗) 

                 = ∫ 𝐟(�̃�𝐢)    d �̃�𝐢

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)+𝐝𝐢
+∗

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)

> 𝟎   ,  i = 𝟏, 𝟐,...,m   (𝟏𝟎-𝟐𝟐) 

 أو:
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= ∫ 𝐟(�̃�𝐢)    d �̃�𝐢

𝐅−𝟏(𝛄𝐢)+𝐝𝐢
+∗

𝐅−𝟏(𝛄𝐢)

> 𝟎  ,  i = 𝐦 + 𝟏,...,M  (𝟏𝟎-𝟐𝟑) 

 

     ]𝟔𝟒أنظر  مرجع [:الإثبات

 

𝐏𝐫(𝟎بما أن كل دالة من الدالتين  ≤ �̃�𝐢
+ ≤ 𝐝𝐢

+)  ،𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
− ≤ 𝐝𝐢

دالة   (−

المتغيرات الانحرافية اليقينية   ىف  monotonic increasing functionمتزايدة بالتواتر 

𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

 فإن:   ىعلى الترتيب، بالتال +

 

𝐝𝐢عندما  (1
−∗ >  فأن:  𝟎

 

(𝟏𝟎-𝟐𝟒)             𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
− < 𝐝𝐢

−∗) = +> 𝟎 

 

 بما أن و

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
∗𝐧

𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢 + 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
− < 𝐝𝐢

−∗)  

= +> 𝛄𝐢 ,  i = 𝟏, 𝟐,...,m               (𝟏𝟎-𝟐𝟓)  

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
∗𝐧

𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢 − 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
− < 𝐝𝐢

−∗)  

= +< 𝛄𝐢,  i = 𝐦+ 𝟏,..,M          (𝟏𝟎-𝟐𝟔)  

 

𝐝𝐢بالمثل عندما   (2
+∗ >  فأن:  𝟎

 

(𝟏𝟎-𝟐𝟕)             𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
+ < 𝐝𝐢

+∗) = +> 𝟎 

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
∗𝐧

𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢 − 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
+ ≤ 𝐝𝐢

+∗)  

= +< 𝛄𝐢  ,  i = 𝟏, 𝟐,...,m              (𝟏𝟎-𝟐𝟖)  

 

𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
∗𝐧

𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢 + 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
+ < 𝐝𝐢

+∗)  

= +> 𝛄𝐢 , i = 𝐦 + 𝟏,..,M          (𝟏𝟎-𝟐𝟗)  
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 ( 1-10نتيجة ) 

 

𝐝𝐢إذا كان 
−∗ = 𝐝𝐢

+∗ =  فإن:  𝟎

 

𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
− < 𝐝𝐢

−∗) = 𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝐢
+ < 𝐝𝐢

+∗) = 𝟎 

 فإن:   ىبالتال و

(𝟏𝟎-𝟑𝟎)                𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
∗𝐧

𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢     ,      i = 𝟏, 𝟐,...,m 

 

(𝟏𝟎-𝟑𝟏)    𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣
∗𝐧

𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝐢) = 𝛄𝐢    ,    i = 𝐦 + 𝟏,m + 𝟐,...,M 

 

 الحالة الثانية

 

 : ى فرضنا أن فئة القيود الأحتمالية على النحو التالإذا 

 

(𝟏𝟎-𝟑𝟐)           ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ≤ 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦 

 أو

(𝟏𝟎-𝟑𝟑)      ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ≥ 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝐦 + 𝟏,𝐦 + 𝟐,… ,𝐌 

 

عبارة عن متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية معلومة. فأن فئة الأهداف الأحتمالية   �̃�𝐢𝐣حيث 

 المناظرة للقيود أعلاه على النحو:

 

(𝟏𝟎-𝟑𝟒)       𝐆𝐢 :  ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐌 

�̃�𝐢حيث 
−, �̃�𝐢

 الموجبة على الترتيب بحيث:  ية العشوائية السالبة وتشير إلى المتغيرات الأنحراف  +

 

�̃�𝐢
− = 𝐌𝐚𝐱. {𝟎  ,  �̃�𝐢 − (∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧\

𝐣=𝟏 +∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 )}

�̃�𝐢
+ = 𝐌𝐚𝐱. {𝟎  ,  (∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧\
𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏

) − �̃�𝐢}

 
 

 , i = 𝟏, 𝟐,....,M   (𝟏𝟎-𝟑𝟓)
 

 

�̃�𝐢حيث تحقق  
−, �̃�𝐢

 .(𝟓-𝟏𝟎)  ىنفس المعادلات ف  +

 

𝐢   ،(𝛄𝐢)  ى( يساوiفإذا فرضنا أن مقياس المأمونية للقيد رقم ) = 𝟏, 𝟐, . . , 𝐦,𝐦 + 𝟏, . . , 𝐌 

 : ىعلى النحو التال   (𝟑𝟎-𝟏𝟎),(𝟐𝟗-𝟏𝟎)فأنه يمكن أعادة صياغة القيود  
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𝐩𝐫 (∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝐢 −∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ) = 𝛄𝐢 

              
→       

 

(𝟏𝟎-𝟑𝟔)            𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 = 𝐅−𝟏(𝛄𝐢)  , 𝐣 = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧\ 

 بالمثل 

(𝟏𝟎-𝟑𝟕)  𝐛𝐢 − ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 = 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢)  , 𝐣 = 𝐧\ + 𝟏, 𝐧\ + 𝟐,… , 𝐧 

,𝐅−𝟏حيث  𝐅 ىالتراكمية للمتغير العشوائ التوزيع تشير إلى دالة (∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 الدالة العكسية   و (

,𝐅−𝟏معظم الحالات تكون كل من الدالة  ىف لها على الترتيب. و 𝐅  المتغيرات   ىدالة غير خطية ف

𝐗𝐣 ، 𝐣القرارية  = 𝟏, 𝟐, … , 𝐧\. 

 

 : ىإلى أهداف يقينية على النحو التال  (𝟑𝟕-𝟏𝟎),(𝟑𝟔-𝟏𝟎)  ىيمكن تحويل القيود ف  و

 

(𝟏𝟎-𝟑𝟖)  𝐆𝐢: 𝐅
−𝟏(𝛄𝐢) + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦   

 يكون المطلوب  و

(𝟏𝟎-𝟑𝟗)                                    𝐌𝐢𝐧. (∑ 𝐝𝐢
+𝐦

𝐢=𝟏 ) 

 بالمثل 

(𝟏𝟎-𝟒𝟎) 𝐆𝐢: 𝐅
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝐦 + 𝟏,… ,𝐌 

 

 يكون المطلوب  و

 

(𝟏𝟎-𝟒𝟏)                         𝐌𝐢𝐧. (∑ 𝐝𝐢
−𝐌

𝐢=𝐦+𝟏 ) 

 : ىالمناظر على النحو التال  ىيكون النموذج اليقين و

 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {∑ 𝐝𝐢
+𝐦

𝐢=𝟏 + ∑ 𝐝𝐢
−𝐌

𝐢=𝐦+𝟏 }  

S.T. 

       𝐆𝐢: 𝐅
−𝟏(𝛄𝐢) + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦       

𝐆𝐢: 𝐅
−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝐦 + 𝟏,… ,𝐌  

𝐗𝐣, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐,...,M  ,   j = 𝟏, 𝟐,...,n 

 ملحوظة 

بالنسبة  7،6،4بواب الأ ىبأستخدام نفس الطرق المقدمة ف  𝐅−𝟏أو  𝐅يتم حساب 

 الأحادية أو الثنائية أو المتعددة.للتوزيعات الأحتمالية 
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 متغيرات عشوائية  �̃�𝐢المعلمات  ( 10-3)

Random Parameters �̃�𝐢  
 

تم تقديم عدة تحويلات أحصائية لبعض القيود الأحتمالية إلى   الثانى و الثالثالباب  ىف 

 تمثل متغيرات عشوائية متقطعة أو متصلة.  �̃�𝐢قيود يقينية عندما تكون بعض أو كل المعلمات 

 

 الثانى الباب  ىهذا الفصل سوف نستخدم نفس التحويلات الإحصائية المقدمة ف  ىف  و

 (𝟑-𝟏𝟎) ىالمناظر لفئة الأهداف الأحتمالية ف  ىلكن بهدف أشتقاق نموذج برمجة الهدف اليقين و 

 ذلك من خلال تقديم عدة أمثلة. ثم حساب أحتمالات حدوث المتغيرات الأنحرافية العشوائية و

 

 ( 1-10مثال )

 

 ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الخطية الأحتمال

 

(𝟏)                               𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 

(𝟐)                            𝐒. 𝐓.       𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟖 

(𝟑)                         𝟓 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≥ 𝟒𝟎 

(𝟒)                     𝐏𝐫(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 

(𝟓)                     𝐏𝐫( 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 

(𝟔)                            𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

�̃�𝟐~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟐بحيث:   = 𝟏, 𝛂𝟐 = 𝟖) �̃�𝟏~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟏 = 𝟐, 𝛂𝟏 = 𝟓), 

 

 المطلوب

         ( عندماCCPبأستخدام أسلوب ) ىإلى نموذج يقين ىتحويل النموذج الأحتمال ( 1)

𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎  ,  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟖𝟎. 

 الأعتبار أن الأولوية  ىمع الأخذ ف  ى( إلى نموذج برمجة هدف يقين1)  ىتحويل النموذج ف  ( 2)

 الأولوية الثانية لتحقيق القيدين   ، و(𝟏)الدالة   ىف  objectiveلتحقيق الهدف ى الأول

 

 بقدر الأمكان. (𝟓),(𝟒)الثالثة لتحقيق القيدين  الأولوية ، و(𝟑),(𝟐)

 

 نموذج برمجة أحتمالية ذو قيود متعارضة. (𝟔)-(𝟏)النموذج    ملحوظة:
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( بأستخدام طريقة الحلول المتتالية مع توضيح 2) ىف  ىحل نموذج برمجة الهدف اليقين ( 3)

 الحل بيانيا . 

 لم يتم تحقيقها مع تحديد المتغيرات الأنحرافية المناظرة لها.  ىالت 𝐆𝐢حدد الأهداف   ( 4)

( أوجد أقل أحتمال لعدم تحقق الأهداف ثم أوجد قيمة مقياس 1-10بأستخدام نظرية ) ( 5)

 الحل. صلاحية

 

 الحل

,𝛌𝐢)بمعلمتين  ىيتبع التوزيع الأس �̃�𝐢بما أن   𝛂𝐢)( نجد  2-2. بالرجوع إلى الفصل )

 : ى الدالة التراكمية على النحو التال ىه �̃�𝐢  ،𝐅(�̃�𝐢)كثافة الأحتمال للمتغير  دالة 𝐟(�̃�𝐢)أن

 

𝐟(�̃�𝐢) = 𝛌𝐢 𝐄𝐱𝐩[ − 𝛌𝐢(�̃�𝐢 − 𝛂𝐢)]     ,  𝛌𝐢 > 𝟎  ,  b̃𝐢 ≥ 𝛂𝐢 ≥ 𝟎 

                𝐅 (𝐛𝐢
  
\

) = 𝟏 − 𝐄𝐱𝐩 [−𝛌𝐢 (𝐛𝐢
  
\

− 𝛂𝐢)]
                 
→      

(𝟕)         𝐅(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐗𝐣) =
𝐧
𝐣=𝟏 𝟏 − 𝐄𝐱𝐩[ − 𝛌𝐢(∑ 𝐚𝐢𝐣𝐗𝐣 − 𝛂𝐢)

𝐧
𝐣=𝟏 ] 

 

 نجد أن: (𝟕)إلى قيود يقينية بأستخدام الدالة التراكمية في  (𝟓),(𝟒)بتحويل القيدين   و

𝐏𝐫(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 
  
→   𝟏 − 𝐅(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→   

𝐅(𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≤ 𝟎. 𝟏𝟎
  
→  𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏)

  
→   

                                             𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟓. 𝟎𝟓𝟑                     (𝟖) 

 بالمثل 

𝐏𝐫( 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎
  
→  𝐅( 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟖𝟎

  
→   

                                                        𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟗. 𝟔𝟎𝟗                 (𝟗) 

 

 : ى على النحو التال(𝟔)-(𝟏) ىالمكافئ للنموذج الأحتمال ىيصبح النموذج اليقين و ( 1)

 

                                    𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 

                                      𝐒. 𝐓.      𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟖 

                                    𝟓 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≥ 𝟒𝟎 

                              𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≤ 𝟓. 𝟎𝟓𝟑 

                              𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 ≥ 𝟗. 𝟔𝟎𝟗 

                                      𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 
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لكن يمكن تحويله إلى نموذج برمجة   أعلاه قيود متعارضة و ىنلاحظ أن قيود النموذج اليقين  و

 .ىعلى النحو التال  ىهدف يقين

 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+), 𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+), 𝐠𝟑(𝐝
−, 𝐝+)} 

                 = {(𝐝𝟏
−), (𝐝𝟐

+ + 𝐝𝟑
−), (𝐝𝟒

+ + 𝐝𝟓
−)}                                                      

S.T.                                                      

(𝟏𝟎)                     𝐆𝟏:     𝟑 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟑𝟎 

                                𝐆𝟐:     𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟖 

                             𝐆𝟑:     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟒𝟎 

                        𝐆𝟒:     𝟐 𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟓. 𝟎𝟓𝟑 

                            G𝟓:     𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟗. 𝟔𝟎𝟗 

              𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓 

 

 يتم أفتراضه عن طريق متخذ القرار  (𝟑𝟎)لـ  ىالمساو 𝐆𝟏الطرف الأيمن للهدف   ملحوظة:

,𝟗𝟗]يمكن بأستخدامها تحديد أفضل قيمة  ىتوجد بعض الأساليب الت  )و 𝟖𝟖,  (، حيث يتم[10

 (. .Maxعملية تعظيم ) (𝟏) ىقيمة كبيرة ممكنة نظرا  لأن العملية ف  أفتراض

 

(( نجد أن 6-9النموذج أعلاه بأستخدام طريقة الحلول المتتالية )أنظر الفصل ) بحل و ( 3)

 : ىعلى النحو التال ىتوافق  أفضل حل
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   (: يوضح الأهداف والمتغيرات الأنحرافية المناظرة لها3-10شكل )

 

 

𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+) = 𝟎   ,    𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+) = 𝟐   ,    𝐠𝟑(𝐝
−, 𝐝+) = 𝟒. 𝟒𝟓 

𝐗𝟏
∗ = 𝟎  ,  𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟎  , 𝐝𝟏
−∗ = 𝟎  , 𝐝𝟏

+∗ = 𝟐𝟎  , 𝐝𝟐
−∗ = 𝟎  , 𝐝𝟐

+∗ = 𝟐 

𝐝𝟑
−∗ = 𝐝𝟑

+∗ = 𝟎 ,  𝐝𝟒
−∗ = 𝟎 ,  𝐝𝟒

+∗ = 𝟒. 𝟒𝟓 ,  𝐝𝟓
−∗ = 𝟎  ,  𝐝𝟓

+∗

= 𝟎. 𝟑𝟗  (𝟏𝟏) 

𝐝𝟐بما أن   ( 4)
+∗ = 𝟐 ≠ 𝟎 , 𝐠𝟐(𝐝

−∗, 𝐝+
∗
) = 𝟐 ≠  لم 𝐆𝟐فأن الهدف   ىبالتال   𝟎

  فإن أقل مخاطرة ترجع لتعارض الأهداف ىهدف يقين 𝐆𝟐بما أن الهدف   يتحقق و

 يتطلب زيادة الطرف ىوحدة، بمعنى أن أفضل حل توافق 𝟐تساوى   𝐆𝟐بالنسبة للهدف 

𝐝𝟒فأن   𝐆𝟒بمقدار وحدتين، أما بالنسبة للهدف   𝐆𝟐الأيمن لـ  
+∗ = 𝟒. 𝟒𝟓  ,  

𝐠𝟑(𝐝
−∗, 𝐝+

∗
) = 𝟒. 𝟒𝟓 ≠ هدف  𝐆𝟒الهدف  لم يتحقق و 𝐆𝟒فإن الهدف   ىبالتال  𝟎

𝐏𝐫(𝟎يمكن تحديد الأحتمال  ىبالتال ، وىمناظر الهدف الأحتمال ىيقين ≤ �̃�𝟒
+ < 𝐝𝟒

+∗)  

𝟏𝟎 
 
𝟗 
 
𝟖 
 
𝟕 
 
𝟔 
 
𝟓 
 
𝟒 
 
𝟑 
 
𝟐 
 
𝟏 

𝟎       𝟏      𝟐      𝟑      𝟒      𝟓      𝟔      𝟕      𝟖      𝟗      𝟏𝟎      𝟏𝟏      𝟏𝟐 
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 ثم تحديد أحتمال تحقق القيد. 

يمكن حسابة على النحو   𝐆𝟒( فأن أقل أحتمال لعدم تحقق القيود  1-10بتطبيق نظرية ) و ( 5)

 : ىالتال 

𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝟒
+ < 𝐝𝟒

+∗) = ∫ 𝐟(�̃�𝟏)   d �̃�𝟏

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)+𝐝𝟒
+∗

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)

 

                                           = ∫ 𝐟(�̃�𝟏)   d �̃�𝟏

𝟗.𝟓𝟎𝟑

𝟓.𝟎𝟓𝟑

= 𝟎. 𝟖𝟗𝟗𝟑 

 

𝛄𝟏الحل سوف نشير له بالرمز  ىف  (𝟒)فأن أحتمال تحقق القيد رقم   ىبالتال و
يكون على النحو   ∗

 : ىالتال 

𝛄𝟏
∗ = 𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

∗𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝟏) = 𝛄𝟏 − 𝟎. 𝟖𝟗𝟗𝟑 = 𝟎. 𝟗𝟎𝟎𝟎 − 𝟎. 𝟖𝟗𝟗𝟑  

= 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟕                     

 بالمثل: 

𝛄𝟐
∗ = 𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

∗𝐧
𝐣=𝟏 ≥ �̃�𝟐) = 𝛄𝟐 + ∫ 𝐟(�̃�𝟐)   d �̃�𝟐

𝐅−𝟏(𝛄𝟐)+𝐝𝟓
+∗

𝐅−𝟏(𝛄𝟐)
  

                                           = 𝟎. 𝟖 + 𝟎. 𝟎𝟔𝟒𝟔 = 𝟎. 𝟖𝟔𝟒𝟔 

 ( أيضا  نجد أن مقياس صلاحية الحل: 6-8من الفصل ) و

 

  (𝟏𝟐)         𝐑 = (𝛄𝟏
∗ )(𝛄𝟐

∗) = (𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟕)(𝟎. 𝟖𝟔𝟒𝟔) = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟔𝟏 

 

 ( 2-10مثال )

 

   لتحقيق القيدين  ىالأولويات بحيث تكون الأولوية الأوللكن تغير  أعتبر المثال السابق و

 الأولوية الثالثة لتحقيق الهدف العام  و (𝟑),(𝟐)الأولوية الثانية لتحقيق القيدين  و(𝟓),(𝟒) 

objective  أحتمال صلاحية  المثال السابق و ى. ثم قارن بين أحتمال صلاحية الحل ف (𝟏) ىف 

 

 . هذا المثال ىالحل ف 

 

 الحل

 : ىهذه الحالة يصبح متجه الإنجاز على النحو التال  ىف 

 

(𝟏𝟑)            𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟒
+ + 𝐝𝟓

−), (𝐝𝟐
+ + 𝐝𝟑

−), (𝐝𝟏
−)} 
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هذه الحالة على النحو  ىف ىهذه الحالة نجد أن أفضل حل توافق ىبحل نموذج برمجة الهدف ف  و

 : ىالتال 

𝐚∗ = {𝟒. 𝟓𝟔  ,  3.17  ,  5}       ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟎    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟗. 𝟔𝟏    ,    

𝐝𝟏
−∗ = 𝟎  ,  𝐝𝟏

+∗ = 𝟏𝟖. 𝟎𝟓  ,  𝐝𝟐
−∗ = 𝟎  ,  𝐝𝟐

+∗ = 𝟏. 𝟔𝟏  ,  𝐝𝟑
−∗ = 𝟏. 𝟓𝟔  , 

𝐝𝟑
+∗ = 𝐝𝟒

−∗ = 𝟎     ,     𝐝𝟒
+∗ = 𝟒. 𝟓𝟔    ,     𝐝𝟓

−∗ = 𝐝𝟓
+∗ = 𝟎             (𝟏𝟒) 

 

  لم يتحقق حيث: 𝐆𝟒من الحل يتضح أن الهدف   و

 

𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝟒
+ < 𝐝𝟒

+∗) = ∫ 𝐟(�̃�𝟏)   d �̃�𝟏

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)+𝐝𝟒
+∗

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝐢)

≈ 𝟎. 𝟖𝟗𝟗𝟑 

 

 هذه الحالة على النحو:  ىالحل ف  ىف  (𝟒)فأن أحتمال تحقق القيد رقم   ىبالتال و

 

𝛄𝟏
∗∗ = 𝐏𝐫(∑ 𝐚𝐢𝐣 𝐗𝐣

∗𝐧
𝐣=𝟏 ≤ �̃�𝟏) = 𝛄𝟏 − 𝟎. 𝟖𝟗𝟗𝟑 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟕  

 

 : ىهذه الحالة تصبح على النحو التال  ىصلاحية الحل ف  و

 

𝐑 = (𝛄𝟏
∗∗)(𝛄𝟐) = (𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟕)(𝟎. 𝟖𝟎) = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟓𝟔 

 

مما سبق يتضح أنه للحصول على مقياس صلاحية ملائم لأبد من حدوث تغير بالنسبة للهدف   و

𝐆𝟒. 

 

 

 ( 3-10مثال )

 

 ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الخطية الأحتمال

 

(𝟏)                        𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓 𝐗𝟐 + 𝟏𝟐 𝐗𝟑 

(𝟐)                       𝐒. 𝐓.       𝟒 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟏 

(𝟑)                       −𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟐 

(𝟒)                            𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

𝛄𝟏حيث:   ≥ 𝟎. 𝟗, 𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗, �̃�𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟓𝟎, 𝛔 = 𝟐), �̃�𝟐~𝛘(𝟏𝟎)
𝟐 
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 المطلوب

 مناظر. ىإلى نموذج يقين ىالنموذج الأحتمالحول  -1

  ىمع الأخذ ف  ىثم أوجد أفضل حل توافق -إلى نموذج برمجة هدف  ىحول النموذج اليقين -2

 .(𝟑),(𝟐)الأعتبار أن الأولوية الأولى لتحقيق القيدين  

 أوجد أحتمال عدم تحقق القيود.  -3

 

 الحل

 ( نجد أن: 5-2متغير يتبع التوزيع المعتاد، من الفصل ) �̃�𝟏بما أن  

𝐏𝐫(𝟒 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟗
  
→   

  

𝐏𝐫(𝐙 ≥ 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 − 𝟐𝟓) ≥ 𝟎. 𝟗
  
→   

 

 ( نجد أن: 2بملحق ) ىمن جدول توزيع الدالة التراكمية للتوزيع المعتاد القياس 

 

(𝟓) 𝟐 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 − 𝟐𝟓 ≤ −𝟏. 𝟐𝟖
 
→𝟐 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ 𝟐𝟑. 𝟕𝟐 

𝛘(𝟏𝟎)متغير يتبع توزيع  �̃�𝟐بما أن   (𝟑)بالنسبة للقيد  
بأستخدام جدول  ( و4-6-2، من الفصل ) 𝟐

𝛘(𝟏𝟎)توزيع الدالة التراكمية لتوزيع 
 ( نجد أن: 3بملحق ) 𝟐

 

𝐏𝐫(−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→   

𝐅(−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→   

−𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≥ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟗)
  
→  − 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≥ 𝟒. 𝟖𝟕  (𝟔) 

 

 : ىالمكافئ على النحو التال  ىيكون النموذج اليقين (𝟔),(𝟓)القيدين   ، و(𝟒)-(𝟏)من النموذج   و

 

                          𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓 𝐗𝟐 + 𝟏𝟐 𝐗𝟑 

                          𝐒. 𝐓.     𝟐 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 ≤ 𝟐𝟑. 𝟕𝟐 

                            −𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≥ 𝟒. 𝟖𝟕 

                                     𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 

 : ىنموذج برمجة الهدف المناظر على النحو التال  -2
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𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+), 𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+)} = {(𝐝𝟏
−), (𝐝𝟐

+ + 𝐝𝟑
−)} 

                                                                                    S.T.                            

𝐆𝟏:     𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓 𝐗𝟐 + 𝟏𝟐 𝐗𝟑 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟎𝟎 

𝐆𝟐:      𝟐 𝐗𝟏 + 𝟏. 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐗𝟑 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟐𝟑. 𝟕𝟐 

𝐆𝟑:     − 𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟒. 𝟖𝟕 

 

 𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

 

 : ى على النحو التال ىأعلاه نجد أن أفضل حل توافق ىبحل النموذج اليقين و

 

𝐗𝟏
∗ = 𝟑. 𝟒𝟒       ,      𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟏. 𝟎𝟒     ,     𝐗𝟑
∗ = 𝟎     ,     𝐠𝟏(𝐝

−∗, 𝐝+
∗
) = 𝟎 

𝐠𝟐(𝐝
−∗, 𝐝+

∗
) = 𝟎      ,    𝐝𝟏

−∗ = 𝐝𝟏
+∗ = 𝟎    ,    𝐝𝟐

−∗ = 𝟎. 𝟐𝟖   ,    𝐝𝟐
+∗ = 𝟎 

𝐝𝟑
−∗ = 𝟎      ,       𝐝𝟑

+∗ = 𝟎. 𝟎𝟏 

 بما أن: و

 

𝐏𝐫(𝟎 ≤ �̃�𝟐
− < 𝐝𝟐

−∗) = ∫ 𝐟(�̃�𝟐)   d �̃�𝟐

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝟐)

𝐅−𝟏(𝟏−𝛄𝟐)−𝐝𝟐
−∗

 

                                      = ∫ 𝐟(�̃�𝟏)   d �̃�𝟏

𝟐𝟑.𝟕𝟐

𝟐𝟑.𝟒𝟒

≈ 𝟎
  
→   

                                  𝛄𝟏
∗ = 𝛄𝟏 +∫ 𝐟(�̃�𝟏)   d �̃�𝟏

𝟐𝟑.𝟕𝟐

𝟐𝟑.𝟒𝟒

= 𝟎. 𝟗𝟎 

 بالمثل: 

𝛄𝟐
∗ = 𝛄𝟐 +∫ 𝐟(�̃�𝟐)   d �̃�𝟐

𝐅−𝟏(𝛄𝟐)+𝐝𝟐
+∗

𝐅−𝟏(𝛄𝟐)

= 𝟎. 𝟗𝟎 + 𝟎 = 𝟎. 𝟗𝟎 

 

 حيث: Rصلاحية الحل  ىبالتال و

 

𝐑 = (𝛄𝟏
∗ )(𝛄𝟐

∗) = (𝟎. 𝟗𝟎)(𝟎. 𝟗𝟎) = 𝟎. 𝟖𝟏 
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 متغيرات عشوائية  �̃�𝐢𝐣المعلمات  ( 10-4)

Random Parameters �̃�𝐢𝐣  

 
تناولنا بالتفصيل تحويل نموذج البرمجة الأحتمالية إلى نموذج برمجة  7،6،4 بوبالأ ىف 

 تمثل متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية �̃�𝐢𝐣يقينية مكافئ عندما تكون بعض أو كل المعلمات  

 معلومة.  أحادية أو ثنائية او متعددة

 

ة الهدف فهو يتناول نفس النماذج برمجلهذه الأبوب يعتبر هذا الفصل أمتداد  و

لكن بهدف  متغيرات عشوائية لها توزيعات أحتمالية معلومة، و  �̃�𝐢𝐣الأحتمالية عندما تكون 

 المناظر.  ىالحصول على نموذج برمجة الهدف اليقين

 

 : ىفإذا فرضنا أن القيود الأحتمالية على النحو التال 

𝟏𝟎-𝟒𝟐)              ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ≤ 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦 

(𝟏𝟎-𝟒𝟑)         ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ≥ 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝐦 + 𝟏,𝐦 + 𝟐,… ,𝐌 

 

∑)  ىالدالة العكسية للمتغير العشوائ فإذا أشرنا إلى الدالة التراكمية و  �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 ,𝐅−𝟏بالرمز  ( 𝐅 

( عند CCPالأحتمالية أعلاه إلى قيود يقينية بأستخدام )يمكن تحويل القيود  على الترتيب. و

 : ى على النحو التال 𝛄𝐢مستوى مأمونية  

(𝟏𝟎-𝟒𝟒)             ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + 𝐅−𝟏(𝛄𝐢) = 𝐛𝐢  , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦 

(𝟏𝟎-𝟒𝟓)       ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) = 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝐦 + 𝟏,𝐦 + 𝟐,… ,𝐌 

 

 على النحو:  (𝟒𝟑-𝟏𝟎),(𝟒𝟐-𝟏𝟎)فإذا عرفنا فئة الأهداف الأحتمالية المناظرة للقيود  

 

(𝟏𝟎-𝟒𝟔)     ∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢 , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐌 

(𝟏𝟎-𝟒𝟕)                           �̃�𝐢
−, �̃�𝐢

+ ≥ 𝟎 

 

(𝟏𝟎-𝟒𝟖)       �̃�𝐢
− = 𝐛𝐢 − (∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ) , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐌 

(𝟏𝟎-𝟒𝟗)        �̃�𝐢
+ = (∑ �̃�𝐢𝐣𝐱𝐣

𝐧\

𝐣=𝟏 + ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 ) − 𝐛𝐢   , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐌 
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(𝟏𝟎-𝟓𝟎)                    𝐏𝐫(�̃�𝐢
− > 𝟎 ∩ �̃�𝐢

+ > 𝟎) = 𝐏𝐫(𝛗) = 𝟎 

(𝟏𝟎-𝟓𝟏)                       𝐏𝐫(�̃�𝐢
− ≥ 𝟎 ∪ �̃�𝐢

+ ≥ 𝟎) = 𝟏 

 

 كذلك يمكن الحصول على الأهداف اليقينية المناظرة من تحويل القيود اليقينية

 : ىعلى النحو التال  (𝟏𝟎-𝟒𝟓),(𝟏𝟎-𝟒𝟒)

 

(𝟏𝟎-𝟓𝟐)         ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + 𝐅−𝟏(𝛄𝐢) + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢  , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦    

 للأهداف أعلاه فإن ذلك يتطلب:  ىلتحديد أفضل حل توافق و

 

(𝟏𝟎-𝟓𝟑)                                  𝐌𝐢𝐧.∑ 𝐝𝐢
+𝐦

𝐢=𝟏 

 بالمثل: 

(𝟏𝟎-𝟓𝟒)     ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢  , 𝐢 = 𝐦 + 𝟏,… ,𝐌 

 للأهداف أعلاه فإن ذلك يتطلب:  ىتوافق كذلك لتحديد أفضل حل 

 

(𝟏𝟎-𝟓𝟓)                              𝐌𝐢𝐧.∑ 𝐝𝐢
−𝐦

𝐢=𝟏 

 : ىالأحتمالية على النحو التال  (𝟒𝟔-𝟏𝟎)المناظر للأهداف  ىيصبح نموذج برمجة الهدف اليقين  و

 

        𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {𝐠𝟏(𝐝
−, 𝐝+), 𝐠𝟐(𝐝

−, 𝐝+), . . . . . , 𝐠𝐤(𝐝
−, 𝐝+)} 

         S.T. 

      𝐆𝐢 :    ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + 𝐅−𝟏(𝛄𝐢) + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢  , 𝐢 = 𝟏, 𝟐, … ,𝐦 

 

𝐆𝐢 :    ∑ 𝐚𝐢𝐣𝐱𝐣
𝐧
𝐣=𝐧\+𝟏 + 𝐅−𝟏(𝟏 − 𝛄𝐢) + �̃�𝐢

− − �̃�𝐢
+ = 𝐛𝐢  , 𝐢 = 𝐦 + 𝟏,… ,𝐌  

𝐗𝐣, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐,...,M  ,   j = 𝟏, 𝟐,...,n 

سوف نقدم بعض الأمثلة توضح تحويل نموذج البرمجة الأحتمالية إلى نموذج برمجة   ىفيما يل و

 . ىيقينية ثم الحصول على أفضل حل توافق

 

 ( 4-10مثال )

 

 : ى التال ىأعتبر نموذج البرمجة الأحتمال

 

                                  𝐌𝐚𝐱. �̃� = 𝟏𝟒 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 

                                     𝐒. 𝐓.     �̃�𝟏𝟏 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≥ 𝟒𝟎 
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                                    �̃�𝟐𝟏 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟐 

                                           𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

�̃�𝟐~𝐍(𝛍:  حيث = 𝟏𝟎, 𝛔 = 𝟐), �̃�𝟏𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟒, 𝛔 = 𝟐), �̃�𝟐𝟏~𝐍(𝛍 = 𝟑, 𝛔 = 𝟏) 

 

 المطلوب

𝛄حول دالة الهدف الأحتمالية إلى قيد أحتمالي بمستوى مأمونية  ( 1) = 𝟎. ثم تحويله إلى   𝟗

 . ىهدف أحتمال

𝛄𝟏حول القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية بمستويات مأمونية  ( 2) = 𝛄𝟐 = 𝟎. ثم   𝟗

 ى أهداف يقينية.تحويلهم إل 

  ىثم أوجد أفضل حل توافق ىمناظر للنموذج الأحتمال ىكون نموذج برمجة هدف يقين ( 3)

 للنموذج ووضح ذلك بيانيا .

 ( ثم أوجد صلاحية الحل.3) ىفسر النتائج ف ( 4)

 

 الحل

 بما أن: ( 1)

                                     �̃� = 𝟏𝟒 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 

عادة  يفترض  و Lليكن  بأفتراض حد أدنى لدالة الهدف و ىالدالة إلى قيد أحتمالفإنه يمكن تحويل 

𝐋هذا المثال نفترض أن  ىف  أن متخذ القرار يحدد هذا الحل، و = يمكن تحويل  ىبالتال ، و 𝟏𝟎𝟎

 : ىعلى النحو التال  ىإلى قيد أحتمال  �̃�الدالة 

𝐏𝐫(𝟏𝟒 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟎𝟎) = 𝟎. 𝟗 → 𝐏𝐫(𝐙 ≥
𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟒𝐗𝟏 − 𝟏𝟎𝐗𝟐

𝟐𝐗𝟐
) = 𝟎. 𝟗 → 

𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟒𝐗𝟏 − 𝟏𝟎𝐗𝟐
𝟐𝐗𝟐

= 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏𝟎)
  
→  𝟏𝟒𝐗𝟏 + 𝟕. 𝟒𝟒𝐗𝟐 = 𝟏𝟎𝟎

  
→   

 

(𝟏)                    𝐆𝟏:     𝟏𝟒 𝐗𝟏 + 𝟕. 𝟒𝟒𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎𝟎 

 

 : ىيقينية على النحو التاليتم تحويل القيود الأحتمالية إلى قيود  ( 2)

�̃�𝟏𝟏 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≥ 𝟒𝟎
  
→  𝐏𝐫(𝐙 ≥

𝟒𝟎 − 𝟓𝐗𝟐 − 𝟒𝐗𝟏
𝟐𝐗𝟏

) = 𝟎. 𝟗
  
→   

(𝟐)     𝟏. 𝟒𝟒 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 = 𝟒𝟎
  
→  𝐆𝟐:     𝟏. 𝟒𝟒 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐

− − 𝐝𝟐
+ = 𝟒𝟎 

 بالمثل: 

�̃�𝟐𝟏 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟐
  
→  𝐏𝐫(𝐙 ≥

𝟏𝟐 − 𝟒𝐗𝟐 − 𝟑𝐗𝟏
𝐗𝟏

) = 𝟎. 𝟗
  
→   
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 (𝟑)     𝟏.72 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 = 𝟏𝟐
  
→  𝐆𝟑:     𝟏.72 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑

− − 𝐝𝟑
+ = 𝟏𝟐 

 

 نموذج برمجة الهدف المناظر على النحو:  ( 3)

 (5-10شكل )

 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟏
−), (𝐝𝟐

− + 𝐝𝟑
+)} 

                                                                S.T. 

                𝐆𝟏:     𝟏𝟒 𝐗𝟏 + 𝟕. 𝟒𝟒 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟎𝟎   

                     𝐆𝟐:     𝟏.44 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒𝟎 

                      𝐆𝟑:    4.38 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟐 

          𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

 

 : ىعلى النحو التال  ىبحل النموذج أعلاه نجد أن أفضل حل توافق  و

 

𝐗𝟏
∗ = 𝟑. 𝟒𝟐    ,      𝐗𝟐

∗ = 𝟕. 𝟎𝟐   ,       𝐝𝟏
− = 𝟎        ,      𝐝𝟏

+∗ = 𝟎 

𝐝𝟐
−∗ = 𝐝𝟐

+∗ = 𝟎      ,       𝐝𝟑
−∗ = 𝟎      ,       𝐝𝟑

+∗ = 𝟑𝟏. 𝟎𝟔 

𝐠𝟏(𝐝
−∗, 𝐝+

∗
) = 𝟎       ,       𝐠𝟐(𝐝

−∗, 𝐝+
∗
) = 𝟑𝟏. 𝟎𝟔 

 

 

 

𝐱𝟐 

𝐱𝟏 
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 ( 5-10مثال )

 

 نموذج البرمجة الأحتمالى التالى:  أعتبر

 

                                         𝐌𝐚𝐱. 𝐳 = 𝟓𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 

                                       𝐒. 𝐓.      𝟓𝐱𝟏 + �̃�𝟏𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟐𝟓 

                                �̃�𝟐𝟏𝐱𝟏 + �̃�𝟐𝟐𝐱𝟐 ≥ 𝟏𝟎 

                                     𝐱𝟏, 𝐱𝟐 ≥ 𝟎 

𝛄𝟏أن   عتبارمع أ  ≥ 𝟎. 𝟗𝟓  ،𝛄𝟐 ≤ 𝟎. 𝟗𝟎 . 

 

 المطلوب

 ىإلى نموذج برمجة هدف يقين ىالأحتمال( حول النموذج CCPبأستخدام أسلوب )

 بقدر الإمكان. (𝟑),(𝟐)لتحقيق القيدين  ىتكون الأولوية الأول مناسب بحيث

 الحل

 : ىإلى هدف على النحو التال  Zيمكن تحويل دالة الهدف 

(𝟏)         𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝐋
  
→  𝐆𝟏:     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏

− − 𝐝𝟏
+ = 𝟓𝟎 

 

 : ى القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية ثم إلى أهداف يقينية على النحو التاليتم تحويل  و

 

       𝐏𝐫(𝟓 𝐗𝟏 + �̃�𝟏𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟓) ≥ 𝟎. 𝟗𝟓
  
→  𝟓𝐗𝟏 + 𝟔. 𝟐𝟖 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟓

  
→   

 

(𝟐)                     𝐆𝟐:     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟔. 𝟐𝟖 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟐𝟓 

 بالمثل: 

𝐏𝐫(�̃�𝟐𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟎) ≤ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→  

𝟏𝟎 − 𝟒𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐

√𝐗𝟏
𝟐 + 𝐗𝟐

𝟐

≥ −𝟏.𝟐𝟖
  
→   

𝐆𝟑:  − 𝟏𝟒. 𝟑𝟔 𝐗𝟏
𝟐 − 𝟐. 𝟑𝟔 𝐗𝟐

𝟐 − 𝟏𝟔 𝐗𝟏 𝐗𝟐 

+𝟖𝟎 𝐗𝟏 + 𝟒𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎                                                          (𝟑) 

 

 :ى التال والمناظر على النح ىيصبح نموذج برمجة الهدف اليقين  و

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟐
+ + 𝐝𝟑

−), (𝐝𝟏
−)} 

S.T. 

𝐆𝟏:     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟓𝟎          
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𝐆𝟐:     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟔. 𝟐𝟖 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟐𝟓   

𝐆𝟑:  − 𝟏𝟒. 𝟑𝟔 𝐗𝟏
𝟐 − 𝟐. 𝟑𝟔 𝐗𝟐

𝟐 − 𝟏𝟔 𝐗𝟏 𝐗𝟐 

         +𝟖𝟎𝐗𝟏 + 𝟒𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎 

𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

 

بأحد طرق حل نموذج برمجة يلاحظ أن النموذج أعلاه نموذج برمجة هدف غير خطى يمكن حله  و

 .𝟖𝟔]،10[ ىل المتتالالهدف غير الخطى بأسلوب الح 

 

 ( 6-10مثال )

 

 : ى أعتبر نموذج البرمجة الأحتمالية التال

                            𝐌𝐢𝐧. �̃� = 𝟑 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐
  
→  𝛄 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 

 

                            𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏
  
→  𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟕𝟓 

                             𝐗𝟏 + �̃�𝟑 𝐗𝟐 ≥ 𝟖
  
→  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 

                                            𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎 

�̃�𝟐~𝐄𝐱𝐩(𝛌     حيث: = 𝟏, 𝛂 = 𝟓),  �̃�𝟏~𝛘(𝟑𝟎)
𝟐 ,  �̃�𝟑~𝐍(𝛍 = 𝟖,𝛔 = 𝟏) 

 

 المطلوب

إلى دالة يقينية، كذلك حول القيود الأحتمالية إلى قيود يقينية   �̃�حول دالة الهدف  -1

 ( عند مستويات المأمونية المناظرة.CCPأسلوب ) بأستخدام

لتحقيق القيود ما   ىمناظر بأفتراض أن الأولوية الأول ىكون نموذج برمجة هدف يقين -2

 أمكن. 

 

 الحل

𝐋إذا فرضنا أن  =  فأن:  ىبالتال  𝟐𝟓

 

 𝐏𝐫(�̃� ≤ 𝐋) = 𝐏𝐫(𝟑 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟓) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→   

(𝟏)                                  𝟑 𝐗𝟏 + 𝟕. 𝟑𝟎𝟑 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟓 

 

𝐏𝐫(𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ �̃�𝟏) ≥ 𝟎. 𝟕𝟓
  
→  𝟏 − 𝐅(𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟕𝟓

  
→    
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.𝐅−𝟏(𝟎( نجد أن  3بأستخدام ملحق ) و 𝟐𝟓) = 𝟐𝟒. 𝟓 

 

(𝟐)                          𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟒. 𝟓    

 

𝐏𝐫( 𝐗𝟏 + �̃�𝟑 𝐗𝟐 ≥ 𝟖) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→  𝐏𝐫 (�̃�𝟑 ≥

𝟖 − 𝐗𝟏
𝐗𝟐

) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→   

 

𝟏 − 𝐅 (
𝟖 − 𝐗𝟏 − 𝟖 𝐗𝟐

 𝐗𝟐
) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→  

𝟖 − 𝐗𝟏 − 𝟖 𝐗𝟐
𝐗𝟐

≤ 𝐅−𝟏(𝟎. 𝟏) 

 

.𝐅−𝟏(𝟎( نجد أن 2من ملحق ) 𝟏) = −𝟏. 𝟐𝟖 

 

(𝟑)                               𝐗𝟏 + 𝟗. 𝟐𝟖 𝐗𝟐 ≥ 𝟖 

 

إلى أهداف، يصبح نموذج برمجة الهدف اليقيني المناظر على النحو   (𝟑)-(𝟏)بتحويل القيود   و

 : ىالتال 

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟐
+ + 𝐝𝟑

−), (𝐝𝟏
+)} 

                                                                            S.T. 

𝐆𝟏:     𝟑 𝐗𝟏 + 𝟕. 𝟑𝟎𝟑 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟓 

𝐆𝟐:     𝟖 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟐𝟒. 𝟓       

𝐆𝟑:      𝐗𝟏 + 𝟗. 𝟐𝟖 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟖          

𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎   ,  (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i=𝟏, 𝟐, 𝟑 

 

 : ىعلى النحو التال  ىبحل النموذج أعلاه نجد أن أفضل حل توافق  و

 

𝐗𝟏
∗ = 𝟏. 𝟐𝟒       ,      𝐗𝟐

∗ = 𝟐. 𝟗𝟏       ,       𝐠𝟏(𝐝
−∗, 𝐝+

∗
) = 𝐝𝟐

+∗ = 𝐝𝟑
−∗ = 𝟎 

𝐠𝟐(𝐝
−∗, 𝐝+

∗
) = 𝐝𝟏

−∗ = 𝟎         ,         𝐝𝟏
+∗ = 𝟐𝟎. 𝟐𝟗 
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 Applied Examples                            أمثلة تطبيقية( 10-5)
 

 ( 1-10تطبيق ) 

 

من   ىالكراس من ضمن إنتاجها الترابيزات و ىتقوم أحدى الشركات لإنتاج الأثاث الخشب

الكميات  يوضح متطلبات الإنتاج و ىالجدول التال على نفس خط الإنتاج. و نفس نوع الخشب و

 مساحة التخزين المتاحة لتخزين المنتجات.  ساعات العمل و المتاحة من الخشب و

 
 ( 1-10جدول )

الكميات 

 المتاحة

 متطلبات الوحدة الواحدة من كل منتج
 المتطلبات 

 ترابيزة  كرسي

 ألواح الخشب )بالمتر المربع(  𝟏𝟎 𝟓 𝟐𝟎𝟎𝟎

 ساعات التشغيل العادية 𝟓 𝟒 𝟏𝟓𝟎𝟎

𝟏𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟓 𝟐.  مساحة التخزين )بالمتر المربع(  𝟎

 

,�̃�𝟏 ىسالكر فإذا كان ربح كل من الترابيزة و  �̃�𝟐  :على الترتيب يمثل متغير معتاد بحيث 

 

�̃�𝟏~𝐍(𝛍𝟏 = 𝟓𝟎𝟎, 𝛔𝟏 = 𝟓), �̃�𝟐~𝐍(𝛍𝟐 = 𝟐𝟎𝟎, 𝛔𝟐 = 𝟐) 

 

,�̃�𝟏  ىالكراس كذلك الطلب على كل من الترابيزات و �̃�𝟐  :بحيث 

 

�̃�𝟏~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟏 = 𝟐, 𝛂𝟏 = 𝟓𝟎), �̃�𝟐~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟐 = 𝟏, 𝛂𝟐 = 𝟐𝟎𝟎)  

 

لكن ممكن زيادة ساعات التشغيل   فإذا كان غير مسموح لزيادة الخشب أو مساحة التخزين و

يمكن إنتاجها من الترابيزات  ىتحديد عدد الوحدات الت ىيرغب متخذ القرار ف  بساعات إضافية. و

𝛄ذلك بمستوى مأمونية  الكراسى بحيث يكون ربحه أكبر ما يمكن و و ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 . 

 

 المطلوب

 القيود اليقينية للإنتاج.  حدد القيود الأحتمالية و -1

مناسب، ثم حول الأهداف الأحتمالية إلى أهداف يقينية  ىكون نموذج برمجة هدف أحتمال  -2

 (.CCPمناظرة بأستخدام أسلوب )

 . ىالنموذج الخطحول الأهداف اليقينية غير الخطية إلى أهداف خطية ثم حل  -3
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 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐  التي يجب إنتاجها على الترتيب.  ىالكراس عدد الترابيزات و 

 

 :ى القيود اليقينية على النحو التال -1

 

𝐗𝟏 𝟏𝟎الخشب                    + 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟎𝟎𝟎
  
←     

𝐗𝟏 𝟓ساعات التشغيل           + 𝟒 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟓𝟎𝟎
  
←   

𝐗𝟏 𝟐مساحة التخزين         + 𝟎. 𝟓 𝐗𝟐 ≤ 𝟏𝟎𝟎𝟎
  
←       

 

 القيود الأحتمالية: 

�̃�𝟏 𝐗𝟏الربح                       + �̃�𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝐂
  
←   

 

,𝟓𝟎)ليكن  الحد الأدنى للربح الذي يفترضه متخذ القرار و Cحيث  𝟎𝟎𝟎). 

𝐗𝟏قيود الطلب               ≥ �̃�𝟏  ,    𝐗𝟐 ≥ �̃�𝟐
  
←   

 

 :ىنموذج برمجة الهدف الأحتمال -2

 

,𝐗𝟏أوجد  𝐗𝟐  بحيث 

 

(𝟏)      𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. �̃� = {(𝐝𝟏
+ + 𝐝𝟑

+), (𝐝𝟒
−), (�̃�𝟓

− + �̃�𝟔
− 

                                                                               S.T 

(𝟐)                     𝐆𝟏:     𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟎𝟎𝟎   

 

(𝟑)                      𝐆𝟐:     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟓𝟎𝟎    

(𝟒)                    𝐆𝟑:     𝟐 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎𝟎  

(𝟓)               𝐆𝟒:     �̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎    

(𝟔)                                    𝐆𝟓:      𝐗𝟏 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = �̃�𝟏          

(𝟕)                                   𝐆𝟔:      𝐗𝟐 + 𝐝𝟔
− − 𝐝𝟔

+ = �̃�𝟐           

(𝟖)  𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔          

(𝟗)          �̃�𝐢
−, �̃�𝐢

+ ≥ 𝟎  ,  (�̃�𝐢
− > 𝟎 ∩ �̃�𝐢

+ > 𝟎) = 𝛗  ,  i = 5,6,7 
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، (2-9)راجع الفصل ) ىعلى النحو التال  ىيتم تحويله إلى هدف يقين 𝐆𝟒بالنسبة للهدف  -3

(9-3 ) :) 

𝐏𝐫(�̃�𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 ≥ 𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎) ≥ 𝟎. 𝟗
  
→   

 

𝐅(𝐙 ≤
𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 − (𝟓𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟐𝟎𝟎𝐗𝟐)

√𝟐𝟓𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒𝐗𝟐

𝟐

) ≤ 𝟎. 𝟏
  
→   

 

(𝟏𝟎)                𝟓00 𝐗𝟏 + 𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟐 − 𝟏. 𝟐𝟖√𝟐𝟓 𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

𝟐 ≥ 𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

 

 .ىمتغير معتاد قياس  Zحيث 

 : ى مناظر على النحو التال ىيتم تحويله إلى هدف يقين  (𝟏𝟎)  ىف ىالقيد اليقين و

 

(𝟏𝟏)  𝟓00 𝐗𝟏 + 𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟐 − 𝟏. 𝟐𝟖√𝟐𝟓 𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟓𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

 

يمكن تحويله إلى هدف خطى بتقريب الدالة  ىنلاحظ أن الهدف أعلاه غير خط و

(√𝟐𝟓 𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

حيث أن التقريب الخطي للدالة . ∘𝐗إلى دالة خطية حول نقطة ممكنة   (𝟐

𝐟(𝐗) 𝟏𝟒𝟑]  ى)دالة قابلة للتفاضل( على النحو التال, 𝟔𝟒]: 

 

(𝟏𝟐)           

 
 

𝐱 = 𝐱∘
    (𝐗𝐣 − 𝐗𝐣

∘) ∑
𝛛𝐟(𝐗)

𝛛𝐗𝐣

𝐧
𝐣=𝟏 |  𝐟(𝐗) ≈ 𝐟(𝐗∘) + 

 

∘𝐗فإذا فرضنا أن النقطة   ىبالتال و = (𝐗𝟏
∘ = 𝟓, 𝐗𝟐

∘ = 𝟏𝟎) 

 

𝟓00 𝐗𝟏 + 𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟐 − 𝟏. 𝟐𝟖√𝟐𝟓 𝐗𝟏
𝟐 + 𝟒 𝐗𝟐

𝟐 

≈ 𝟒𝟒𝟓𝟗. 𝟎𝟐 + 𝟑𝟒𝟎(𝐗𝟏 − 𝟓) + 𝟏𝟒𝟖. 𝟖(𝐗𝟐 − 𝟏𝟎)               

= 𝟏𝟐𝟕𝟏. 𝟎𝟐 + 𝟑𝟒𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟒𝟖. 𝟖 𝐗𝟐                             (𝟏𝟑) 

يصبح هدف   ىنجد أن الهدف غير الخط (𝟏𝟏)الطرف الأيمن للهدف   ىف  (𝟏𝟑)بالتعوبض بـ  و

 : ى بعد التقريب على النحو التال ىخط
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(𝟏𝟒)             𝐆 
  
/

𝟒:    𝟑𝟒𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟒𝟖.𝟖 𝐗𝟐 +𝐝𝟒
− −𝐝𝟒

+ = 𝟒𝟖,𝟕𝟐𝟗 

 

 : ىكذلك يمكن تحويل قيود الطلب الأحتمالية إلى قيود يقينية على النحو التال

𝐏𝐫(�̃�𝟏 ≤ 𝐗𝟏) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→  𝐅𝟏(𝐗𝟏) = 𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝟏(𝐗𝟏 − 𝛂𝟏)} ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→    

 (𝟏𝟓)                                    𝐗𝟏 ≥ 𝟓𝟏 

 بالمثل: 

  𝐏𝐫(�̃�𝟐 ≤ 𝐗𝟐) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎
  
→  𝐅𝟐(𝐗𝟐) = 𝟏 − 𝐄𝐱𝐩{−𝛌𝟐(𝐗𝟐 − 𝛂𝟐)} ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→   

(𝟏𝟔)                                  𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟗𝟖 

 

 : ىإلى أهداف تصبح على النحو التال  (𝟏𝟔),(𝟏𝟓)وبتحويل القيدين  

 

(𝟏𝟕)                             𝐆 
  
/

𝟓:    𝐗𝟏 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟓𝟏 

                            𝐆 
  
/

𝟔:    𝐗𝟐 + 𝐝𝟔
− − 𝐝𝟔

+ = 𝟏𝟗𝟖                                (𝟏𝟖) 
 

 : ىعلى النحو التال ىالمناظر للنموذج الأحتمال  ىيصبح نموذج برمجة الهدف اليقين  و

 

 

                   𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟏
+ + 𝐝𝟑

+), (𝐝−    ), (𝐝𝟓
− + 𝐝𝟔

−)} 

                                                                    S.T 

                        𝐆𝟏:     𝟏𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟎𝟎𝟎 

                           𝐆𝟐:     𝟓 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟓𝟎𝟎 

                       𝐆𝟑:     𝟐 𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟓 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎𝟎 

            𝐆 
  
/

𝟒:    𝟑𝟒𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟒𝟖.𝟖 𝐗𝟐 +𝐝𝟒
− −𝐝𝟒

+ = 𝟒𝟖,𝟕𝟐𝟗 

                                             𝐆 
  
/

𝟓:    𝐗𝟏 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟓𝟏                      

                                           𝐆 
  
/

𝟔:    𝐗𝟐 + 𝐝𝟔
− − 𝐝𝟔

+ = 𝟏𝟗𝟖 

 𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔 

 

 على النحو:  ىبحل النموذج أعلاه بأستخدام طريقة الحلول المتتالية نجد أن أفضل حل توافق و

𝐚∗ = {𝟎, 𝟎  ,  18}    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟓𝟔. 𝟔𝟕    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟗𝟖   ,    𝐝𝟏
−∗

= 𝟒𝟒𝟑. 𝟑𝟒    ,    𝐝𝟏
+∗ = 𝟎    , 

𝐝𝟐
−∗ = 𝟒𝟐𝟒. 𝟐𝟓    ,    𝐝𝟐

+∗ = 𝟎     ,    𝐝𝟑
−∗ = 𝟕𝟖𝟕. 𝟔𝟕    ,    𝐝𝟑

+∗ = 𝟎    ,    𝐝𝟓
−∗    

= 𝟎    ,     

𝐝𝟓
+∗ = 𝟓. 𝟔𝟕  ,    𝐝𝟔

−∗ = 𝟏𝟖    ,    𝐝𝟔
+∗ = 𝟎    ,    𝐝𝟕

−∗ = 𝟎    ,    𝐝𝟕
+∗ = 𝟏𝟑𝟓 
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 ( 2-10تطبيق ) 

 

 تقوم أحدى الشركات العقارية بتسويق منتجاتها عن طريق وسائل الأعلان بالداخل و

 وجدت إدارة التسويق أن زيادة عدد الأعلانات يؤدي إلى زيادة    الخارج: التليفزيون، الجرائد. و

 

  ىزيادة العائد. فإذا كان تكلفة الأعلان الواحد بالتليفزيون يمثل متغير عشوائ ىبالتال  المبيعات و

الجرائد   ىآلاف، كذلك تكلفة الأعلان ف 𝟓  ىأنحراف معيار آلف و𝟓𝟎 يتبع التوزيع المعتاد بتوقع 

𝛌بمعلمات  ىبع التوزيع الأسيمثل متغير يت = 𝟏   ،𝛂 = الفترة   ى. فإذا كان المخصص ف  𝟑𝟎

 آلف جنيه.𝟔𝟎𝟎𝟎 القادمة للأعلانات  

 المطلوب

 كون نموذج برمجة أحتمالية مناسب يمثل المشكلة.  -1

 المناظر. بحيث لا يزيد المخصص للأعلانات عن ىأوجد نموذج برمجة الهدف اليقين -2

 

 

ذلك بمستويات مأمونية   آلف، و 𝟏𝟒لا يقل عدد الأعلانات عن  آلف جنيه و 𝟔𝟎𝟎𝟎 

𝛄𝟏 = 𝟎. 𝟗𝟎 , 𝛄𝟐 = 𝟎. 𝟗𝟎. 

 

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐  الجرائد على   ىف التليفزيون و ىتشير إلى عدد الأعلانات ف

 الترتيب، كذلك  

�̃�𝟏~𝐍(𝟓𝟎, 𝟓),  �̃�𝟐~𝐄𝐱𝐩(𝛌 = 𝟏, 𝛂 = 𝟑𝟎) 

 

(𝟏)                                𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. �̃� = {(𝐝𝟏
−), (𝐝𝟐

+ + 𝐝𝟑
+)} 

                                                                     S.T 

𝐆𝟏:      𝐗𝟏 𝐗𝟐آلف أعلان              (𝟐) + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟒 

𝐆𝟐:     �̃�𝟏 𝐗𝟏آلف جنيه              (𝟑) + �̃�𝟐
− − �̃�𝟐

+ = 𝟒𝟎𝟎 

𝐆𝟑:     �̃�𝟐 𝐗𝟐آلف جنيه              (𝟒) + �̃�𝟑
− − �̃�𝟑

+ = 𝟐𝟎𝟎 

                                     𝐗𝟏, 𝐗𝟐 ≥ 𝟎    

 

,𝐆𝟐من الأهداف   -2 𝐆𝟑   نجد أنه يمكن تحويلها إلى قيود تحت أفتراض أن الحد الأعلى

آلف )قيم أفتراضية يحددها متخذ  𝟐𝟎𝟎الجرائد   آلف، و 𝟒𝟎𝟎التليفزيون   ىللتكلفة ف 

 القرار(: 
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𝐏𝐫(�̃�𝟏 𝐗𝟏 ≤ 𝟒𝟎𝟎) = 𝐏𝐫(𝐙 ≤
𝟒𝟎𝟎 − 𝟓𝟎𝐗𝟏

𝟓𝐗𝟏
) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→   

 

(𝟓)                         𝟓6.4 𝐗𝟏 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒𝟎𝟎 

 

                 𝐏𝐫(�̃�𝟐 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟎𝟎) = 𝐏𝐫(�̃�𝟐 ≤
𝟐𝟎𝟎

𝐗𝟐
) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→   

(𝟔)                    𝟑2.303 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟐𝟎𝟎 

 

 : ىعلى النحو التال ىيصبح النموذج اليقين و

 

                                   𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟏
−), (𝐝𝟐

+ + 𝐝𝟑
+)} 

 

                                                                         S.T 

𝐆𝟏:      𝐗𝟏آلف أعلان                    + 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟏𝟒 

 

𝐆𝟐:     𝟓6.4 𝐗𝟏آلف جنيه                    + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟒𝟎𝟎 

𝐆𝟑:     𝟑2.303 𝐗𝟐آلف جنيه                + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟐𝟎𝟎 

 𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

 بحل النموذج نجد أن:  و

𝐚∗ = {𝟎  ,  40370}    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟕𝟖𝟏𝟎    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟔𝟏𝟗𝟎    ,    𝐝𝟏
−∗ = 𝟎    ,     

𝐝𝟏
+∗ = 𝟎    ,     𝐝𝟐

−∗ = 𝟎    ,    𝐝𝟐
+∗ = 𝟒𝟎𝟑𝟕𝟎     ,    𝐝𝟑

−∗ = 𝐝𝟑
+∗ = 𝟎 

 

 ( 3-10تطبيق ) 

 

أو بعبارة أخرى   ]10[أفضل موازنة تخطيطية  ىأحد البنوك التجارية، ترغب إدارة البنك ف  ىف 

يخصصها البنك، حيث تعتبر الموازنة  ىكل بند من البنود الت ىتحديد حجم المبالغ المخصصة ف

التخطيطية خلال فترة معينة أفضل موازنة من وجهه نظر متخذ القرار عندما تحقق التوازن بين 

 ى النحو التال . علما  بأن المتاح للبنك على balancing return and riskالمخاطر  العائد و

[𝟏𝟔𝟕] : 

 . capitalمليون جنيه رأس المال  𝟓𝟎 •

 . checking accountsمليون جنيه حسابات جارية  𝟓𝟎𝟎 •

 . saving accountsمليون جنيه حسابات أدخارية  𝟐𝟎𝟎 •
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 كل بند من البنود التالية:  ىيجب تخصيصها ف ىتحديد المبالغ الت ىيرغب البنك ف  و

 

 ،𝐗𝟏سوف نرمز لها بالرمز  ، وcashالمبالغ النقدية  -1

 ،𝐗𝟐سوف نرمز لها بالرمز  المبالغ المخصصة للأستثمارات قصيرة الأجل، و -2

سوف نرمز لها بالرمز  سنوات، و )𝟓-𝟏(المبالغ المخصصة للأستثمارات خلال الفترة  -3

𝐗𝟑، 

 

 

سوف نرمز لها بالرمز  سنوات، و )𝟏𝟎-𝟓(المبالغ المخصصة للأستثمارات خلال الفترة  -4

𝐗𝟒، 

سوف نرمز لها  سنوات(، و 𝟏𝟎المبالغ المخصصة للأستثمارات طويلة الأجل )أكبر من  -5

 ،𝐗𝟓  بالرمز

 

 ،𝐗𝟔سوف نرمز لها بالرمز   شكل أقساط، و ىالمبالغ المخصصة للقروض ف -6

 ،𝐗𝟕سوف نرمز لها بالرمز  المخصصة للقروض التجارية، والمبالغ  -7

 

 يوضح النسب المالية لكل مخصص، كذلك وجود أو عدم وجود مخاطرة. ىالجدول التال و

 
 ( 2-10جدول )

وجود أو عدم 

 وجود مخاطرة 

نسبة المشاركة  

 رأس المال% ىف 

نسبة  

 السيولة%

معدل 

 العائد% 
 نوع المخصص ورمزه 

البند 

j 

.𝟎 يوجدلا  𝟎 𝟏𝟎𝟎. 𝟎 𝟎.  𝐗𝟏 𝟏المبالغ النقدية   𝟎

.𝟎 لا يوجد 𝟓 𝟗𝟗. 𝟓 𝟒.  𝐗𝟐 𝟐أستثمار قصير الأجل 𝟎

.𝟒 لا يوجد 𝟎 𝟗𝟔. 𝟎 𝟒.  𝐗𝟑 𝟑 )𝟓-𝟏(أستثمار  𝟓

.𝟓 لا يوجد 𝟎 𝟗𝟎. 𝟎 𝟓.  𝐗𝟒 𝟒 )𝟏𝟎-𝟓(أستثمار  𝟓

.𝟕 لا يوجد 𝟎 𝟖𝟓. 𝟎 𝟕. (أستثمار  𝟎 + 𝟏𝟎( 𝐗𝟓 𝟓 

.𝟏𝟎 يوجد  𝟎 𝟎. 𝟎 𝟏𝟎.  𝐗𝟔 𝟔قروض أقساط  𝟓

.𝟏𝟎 يوجد  𝟎 𝟎. 𝟎 𝟗.  𝐗𝟕 𝟕قروض تجارية   𝟐

 

 تخضع سياسة البنك للقيود التالية:  و

 

 للمبالغ المتاحة للبنك من رأس المال و ىالقيد الأول: أن يكون مجموع المخصصات مساو

 الحسابات الادخارية. الحسابات الجارية و
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من الحسابات الجارية بالإضافة إلى  %𝟏𝟓: يجب أن تزيد المبالغ النقدية عن نسبة ىالقيد الثان

 من الحسابات الجارية. %𝟓نسبة  

من الحسابات   %𝟒𝟎ن نسبة نسبة السيولة من المخصصات يجب أن تزيد ع ىالقيد الثالث: إجمال 

 من الحسابات الادخارية. %𝟑𝟎الجارية بالإضافة إلى نسبة 

 المبالغ المتاحة. ىمن إجمال %𝟑القيد الرابع: يجب أن يزيد المبلغ لكل مخصص عن نسبة 

 

 المبالغ المتاحة. ىمن أجمال %𝟒𝟓القيد الخامس: يجب أن تزيد القروض التجارية عن 

,�̃�𝟑لتكن   طلبات على الأستثمارات )ما عدا قصيرة الأجل( والقيد السادس: ال �̃�𝟒, �̃�𝟓   على الترتيب

 تمثل متغيرات عشوائية بحيث    

�̃�𝟑~𝐍(𝛍𝟑 = 𝟐𝟓,𝛔𝟑 = 𝟐), 

�̃�𝟒~𝐍(𝛍𝟒 = 𝟑𝟎,𝛔𝟒 = 𝟐), 

�̃�𝟓~𝐍(𝛍𝟓 = 𝟒𝟎, 𝛔𝟓 = 𝟏) 

 تحديد المبلغ المخصص لكل بند بحيث تحقق الأهداف التالية:  ىترغب إدارة البنك ف  و

 

 الهدف الأول: تعظيم العائد من المخصصات.

 رأس المال للمخصصات إلى رأس مال البنك.  ى: تصغير مجموع نسب المشاركة ف ى الهدف الثان

 يوجد بها مخاطرة إلى رأس مال البنك. ىالهدف الثالث: تصغير نسبة المخصصات للبنود الت 

 

 المطلوب

 (.CCPتحديد القيود الأحتمالية ثم تحويلها إلى قيود يقينية بأستخدام أسلوب ) . أ

 كون نموذج برمجة هدف يقينية بحيث تحقق الأهداف التالية وفقا  لأولوياتها:  .ب

 

 تحقيق القيود كأولوية مطلقة.  -1

 تعظيم العائد من المخصصات. -2

 رأس المال للمخصصات إلى رأس المال. ىتصغير مجموع نسب المشاركة ف  -3

 يوجد بها مخاطرة إلى رأس مال البنك. ىتصغير نسبة المخصصات للبنود الت -4

  ىتصغير المخاطرة الراجعة لعدم تحقيق الأستثمارات )ما عدا قصيرة الأجل( الت -5

 .ىترجع للعامل العشوائ

 

 الحل

 معرفة بالجدول السابق.  ىكما ه 𝐗𝟏-𝐗𝟕  ىإذا فرضنا أن المتغيرات القرارية ه

𝐗𝟓القيود الأحتمالية:                   ≥ �̃�𝟓 ,  𝐗𝟒 ≥ �̃�𝟒 ,  𝐗𝟑 ≥ �̃�𝟑 
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𝛄يمكن تحويل هذه القيود إلى قيود يقينية عند مستوى مأمونية  و ≥ 𝟎. لتصبح على النحو  𝟗𝟎

 : ىالتال 

 

𝐏𝐫 (𝐙 ≤
𝐗𝟑 − 𝟐𝟓

𝟐
) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→  𝐗𝟑 ≥ 𝟐𝟕. 𝟓𝟔                       (𝟏) 

              

𝐏𝐫 (𝐙 ≤
𝐗𝟒 − 𝟑𝟎

𝟐
) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→  𝐗𝟒 ≥ 𝟑𝟐. 𝟓𝟔                      (𝟐) 

              

𝐏𝐫 (𝐙 ≤
𝐗𝟓 − 𝟒𝟎

𝟏
) ≥ 𝟎. 𝟗𝟎

  
→  𝐗𝟓 ≥ 𝟒𝟏. 𝟐𝟖                    (𝟑) 

 

 : ىإلى أهداف تصبح على النحو التال  (𝟑)-(𝟏)بتحويل القيود   و

 

(𝟒)                        𝐆𝟏:      𝐗𝟑 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟕. 𝟓𝟔 

(𝟓)                        𝐆𝟐:      𝐗𝟒 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟑𝟐. 𝟓𝟔 

(𝟔)                        𝐆𝟑:      𝐗𝟓 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟒𝟏. 𝟐𝟖 

 يكون المطلوب:  و

 

(𝟕)                                    𝐌𝐢𝐧. (∑ 𝐝𝐢
−𝟑

𝐢=𝟏 ) 

 

 : ى تحويلها إلى أهداف على النحو التال تخضع لسياسة البنك و ىالقيود الت 

 

 القيد الأول

∑ 𝐗𝐣
𝟕
𝐣=𝟏 = (𝟓𝟎 + 𝟓𝟎𝟎 + 𝟐𝟎𝟎) = 𝟕𝟓𝟎

  
→    

 

 بتحويله إلى هدف يصبح على النحو:  و

 

(𝟖)                        𝐆𝟒:      ∑ 𝐗𝐣
𝟕
𝐣=𝟏 + 𝐝𝟒

− − 𝐝𝟒
+ = 𝟕𝟓𝟎 

 يكون المطلوب:  و

 

(𝟗)                               𝐌𝐢𝐧. (𝐝𝟒
− + 𝐝𝟒

+) 

 

 

 القيد الثاني
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𝐗𝟏 ≥ 𝟎. 𝟏𝟓(𝟓𝟎𝟎) + 𝟎. 𝟎𝟓(𝟐𝟎𝟎)
  
→  𝐗𝟏 ≥ 𝟖𝟓. 𝟎𝟎

  
→   

 

(𝟏𝟎)                        𝐆𝟓:      𝐗𝟏 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟖𝟓. 𝟎𝟎 

 

(𝟏𝟏)                                      𝐌𝐢𝐧. (𝐝𝟓
−) 

 

 القيد الثالث 

𝟏. 𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟗𝟔𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟗𝐗𝟒 + 𝟎. 𝟖𝟓𝐗𝟓 ≥ 𝟎. 𝟒𝟎(𝟓𝟎𝟎) 

+𝟎. 𝟑(𝟐𝟎𝟎)
             
→   𝟏. 𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟗𝟔𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟗𝟎𝐗𝟒 

        +𝟎. 𝟖𝟓𝐗𝟓 ≥ 𝟖𝟎. 𝟎𝟎
               
→     

 

𝐆𝟔:        𝟏. 𝟎𝟎𝐗𝟏 + 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟗𝟔𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟗𝟎𝐗𝟒 

+𝟎. 𝟖𝟓𝐗𝟓 + 𝐝𝟔
− − 𝐝𝟔

+ = 𝟖𝟎                                         (𝟏𝟐) 

 

(𝟏𝟑)                               𝐌𝐢𝐧. (𝐝𝟔
−) 

 

 القيد الرابع 

(𝟏𝟒)  𝐆𝟕 − 𝐆𝟏𝟑:      𝐗𝐣 + 𝐝𝐣+𝟔
− − 𝐝𝐣+𝟔

+ = 𝟐𝟐. 𝟓     ,  j=1,2,…,7        

 

(𝟏𝟓)                               𝐌𝐢𝐧. (∑ 𝐝𝐣+𝟔
−𝟕

𝐣=𝟏 ) 

 

 القيد الخامس

 

𝐗𝟕 ≥ 𝟎. 𝟒𝟓(𝟓𝟎 + 𝟓𝟎𝟎 + 𝟐𝟎𝟎)
  
→  𝐗𝟕 ≥ 𝟑𝟑𝟕. 𝟓

  
→   

(𝟏𝟔)                        𝐆𝟏𝟒:      𝐗𝟕 + 𝐝𝟏𝟒
− − 𝐝𝟏𝟒

+ = 𝟑𝟑𝟕. 𝟓 

 

(𝟏𝟕)                                      𝐌𝐢𝐧. (𝐝𝟏𝟒
− ) 

 

 تحويل الأهداف المطلقة إلى أهداف نسبية 

,𝐂𝟏إذا فرضنا أن  𝐭𝟏, 𝐭𝟐 كل من  قيمة أعلى عائد يحدده متخذ القرار، و ىه𝐭𝟏, 𝐭𝟐 ىه 

أقل قيمة   رأس المال للمخصصات إلى رأس مال البنك، و ىقيمة أقل مجموع نسب المشاركة ف 

 لمال على الترتيب. يوجد بها مخاطرة إلى رأس ا ىلنسبة المخصصات للبنود الت

 

 فإن:   ىبالتال
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𝐆𝟏𝟓:      𝟎.04𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟒𝟓𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟎𝟓𝟓𝐗𝟒 + 𝟎. 𝟎𝟕𝐗𝟓 + 𝟎. 𝟏𝟎𝟓𝐗𝟔 

               + 𝟎. 𝟎𝟗𝟐𝐗𝟕 + 𝐝𝟏𝟓
− − 𝐝𝟏𝟓

+ = 𝐂𝟏                                        (𝟏𝟖) 

 

(𝟏𝟗)                                      𝐌𝐢𝐧. (𝐝𝟏𝟓
− ) 

 

𝐆𝟏𝟔:     
𝟏

𝟓𝟎
 {𝟎.005𝐗𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝐗𝟑 + 𝟎. 𝟎𝐗𝟒 + 𝟎. 𝟎𝟕𝟓𝐗𝟓 + 𝟎. 𝟏𝟎𝐗𝟔 

               + 𝟎. 𝟏𝟎𝐗𝟕 + 𝐝𝟏𝟔
− − 𝐝𝟏𝟔

+ = 𝐭𝟏                                          (𝟐𝟎) 

 

(𝟐𝟏)                                    𝐌𝐢𝐧. (𝐝𝟏𝟔
+ ) 

                            

𝐆𝟏𝟕:     
𝟏

𝟓𝟎
 {𝐗𝟔 + 𝐗𝟕} + 𝐝𝟏𝟕

− − 𝐝𝟏𝟕
+ = 𝐭𝟐                         (𝟐𝟐) 

 

(𝟐𝟑)                                      𝐌𝐢𝐧. (𝐝𝟏𝟕
+ ) 

 

 : ىالمناظر وفقا  للأولويات على النحو التال  ىفإن نموذج برمجة الهدف اليقين  (𝟐𝟑)-(𝟒)من  

𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟒
− + 𝐝𝟒

+ + 𝐝𝟓
− + 𝐝𝟔

− + ∑ 𝐝𝐣+𝟔
−𝟕

𝐣=𝟏 + 𝐝𝟏𝟒
− )  ,  (𝐝𝟏𝟓

− )  ,    

(𝐝𝟏𝟔
+ )  ,  (𝐝𝟏𝟕

+ )  ,  (∑ 𝐝𝐢
−𝟑

𝐢=𝟏 )} 

                                                                     S.T 

                                                     𝐆𝟏 − 𝐆𝟏𝟕 

 𝐗𝐣, , 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, … , 𝟏𝟕 

 

 ( 4-10تطبيق ) 

 

تقوم أحدى أعادة دوران المخلفات الصلبة )مثل الورق، القمامة، قش الأرز، ... الخ( 

بإعادة تدوير الورق السابق أستخدامه، حيث عملية أعادة تدوير الورق تؤول إلى إنتاج نوعين 

يوضح متطلبات الطن   ىوالجدول التال  )أعلى جودة(.  Bالنوع  )أقل جودة(، و Aمن الورق 

من مخلفات الورق بالطن كذلك  بالكيلوجرام و I,IIمن الورق من المواد المعالجة  A,Bالواحد من 

 تكلفة الوحدة الواحدة من كل مادة من المواد المعالجة.  ، وA,Bسعر بيع الطن الواحد من 

سوف نرمز له بالرمز  وفرز مخلفات الورق يمثل متغير يتبع التوزيع المعتاد،  فإذا كان تجميع و

�̃�  حيث�̃�~𝐍(𝛍 = 𝟏𝟎𝟎, 𝛔 = 𝟓). 
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 ( 3-10جدول )

ربح الوحدة  

 بالجنيه

مخلفات  

 الورق 

متطلبات الطن الواحد من المنتجات من المواد المعالجة،  

أنواع  ساعات التشغيل مخلفات الورق، و و

ساعات   المنتجات 

 التشغيل

المادة المعالجة  

 )بالكيلوجرام( الثانية 

المادة المعالجة  

 الأولى )بالكيلوجرام( 

𝟏𝟐𝟎𝟎 𝟐 𝟐𝟎 𝟎 𝟐𝟎 A 

𝟓𝟎𝟎𝟎 𝟑 𝟑𝟎 𝟐𝟎 𝟓𝟎 B 

 �̃� 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝟏𝟐𝟎𝟎 𝟐𝟎𝟎𝟎 المتاح 

   𝟖𝟎 𝟓𝟎 
التكلفة 

 بالجنيه

 

بحيث تحقق الأهداف   A,Bيتم إنتاجها من  ىتحديد الكميات الت   ىفإذا كان متخذ القرار يرغب ف

 التالية وفقا  لأولوياتها: 

 تعظيم الربح من عملية أعادة دوران المخلفات.  -1

 أن تكون المخلفات المتبقية بدون أجراء عملية أعادة الدوران أقل ما يمكن. -2

عدم زيادة المواد المعالجة عن الكميات المتاحة، كذلك عدم زيادة عدد ساعات التشغيل  -3

 المتاحة.

 مناسب. ىكون نموذج برمجة هدف يقين -4

 

 الحل

,𝐗𝟏إذا فرضنا أن  𝐗𝟐 يجب إنتاجها من  ىهما الكميات )بالطن( التA,B .على الترتيب 

 

 القيود 

𝐗𝟏 𝟐𝟎  ىالمادة المعالجة الأول + 𝟓𝟎 𝐗𝟐 ≤ 𝟐𝟎𝟎𝟎
  
←   

 

(𝟏)                    𝐆𝟏:     𝟐𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟎𝟎𝟎 

 بالمثل: 

𝐆𝟐:    𝟐𝟎 𝐗𝟐         المادة المعالجة الثانية  (𝟐) + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟐𝟎𝟎
            
←    

 
𝐆𝟑:   𝟐𝟎 𝐗𝟏ساعات التشغيل   (𝟑) + 𝟑𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑

− − 𝐝𝟑
+ = 𝟏𝟎𝟎𝟎

                
←     

 

 𝐆                    المخلفات (𝟒)
  
/

𝟒:   𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + �̃�𝟒
− − �̃�𝟒

+ = �̃�
                
←     
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 الأهداف 

 بالنسبة للربح  -1

𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟗𝟓𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝐑 

 

,𝟒𝟎𝟎ليكن  تحقيقه و ىيرغب متخذ القرار ف  ىقيمة الربح الذ ىه R ملحوظة: جنيه،  𝟎𝟎𝟎

 فإن:   ىبالتال

 

(𝟓)                   𝐆𝟓:     𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟗𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟒𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

 

𝛄عند مستوى مأمونية   ىإلى هدف يقين (𝟒)  ىف   ىبتحويل الهدف الأحتمال و ≥ 𝟎. 𝟗 

 

(𝟒)                            𝐆𝟒:     𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟗𝟑. 𝟔 

 

 : ىعلى النحو التال ىيصبح النموذج اليقين و

 

 

                      𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. 𝐚 = {(𝐝𝟓
−), (𝐝𝟒

−), (𝐝𝟏
+ + 𝐝𝟐

+ + 𝐝𝟑
+)} 

                                                                 S.T 

                𝐆𝟏:     𝟐𝟎 𝐗𝟏 + 𝟓𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟏
− − 𝐝𝟏

+ = 𝟐𝟎𝟎𝟎 

                               𝐆𝟐:     𝟐𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟐
− − 𝐝𝟐

+ = 𝟏𝟐𝟎𝟎 

                 𝐆𝟑:     𝟐𝟎 𝐗𝟏 + 𝟑𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟏𝟎𝟎𝟎 

                     𝐆𝟒:     𝟐 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝐝𝟒
− − 𝐝𝟒

+ = 𝟗𝟑. 𝟔 

                    𝐆𝟓:     𝟐𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟗𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝐝𝟓
− − 𝐝𝟓

+ = 𝟒𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎 

 𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐝𝐢
−, 𝐝𝐢

+ ≥ 𝟎    ,   (𝐝𝐢
−)(𝐝𝐢

+) = 𝟎  ,  i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓 

 

 يمكن حله بيانيا  أو بطريقة الحلول المتتالية.  ىالنموذج أعلاه نموذج برمجة هدف يقين و
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 Exercises                                               ( تمرينات10-6)
 

(10-1 ) 

 

 العبارات خاطئة )×( مع ذكر السبب.  ىأ ( والعبارات التالية صحيحة ) ىحدد أ

 

المتغيرات الأنحرافية العشوائية دائما  متغيرات عشوائية سواء كانت المعلمات العشوائية  -1

 موجبة أو سالبة. 

 ىللمتغيرات الأنحرافية العشوائية يكون معلومة التوزيع الأحتمال ىدائما  التوزيع الأحتمال -2

 لها. 

المتغيرات الأنحرافية اليقينية   عدم وجود علاقة بين المتغيرات الانحرافية العشوائية و -3

 المناظرة لها. 

 للمعلمات العشوائية.  ى( يتطلب معلومية التوزيع الأحتمالCCGPأسلوب ) -4

نماذج برمجة هدف أحتمالية يكون متجه  ىتصاغ ف  ى لتبالنسبة للمشاكل الأحتمالية ا -5

 .ىالأنجاز متجه أحتمال

بالنسبة للمشاكل الأحتمالية لبرمجة الهدف، وجود قيم موجبة للمتغيرات الأنحرافية   -6

 .ىالمناظرة للمتغيرات الأنحرافية العشوائية يرجع إلى العامل العشوائ

 

(10-2 ) 

كل حالة من الحالات التالية، حول النموذج  ىالأحتمالية ف أعتبر نماذج برمجة الهدف 

 مناظر عند مستوى المأمونية المناظر. ىإلى نموذج يقين  ىالأحتمال

                    (𝟏)     𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. �̃� = {(�̃�𝟏
+), (�̃�𝟐

−)}  

                                                                                 S.T. 

𝟐 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 − 𝐗𝟑 + �̃�𝟏
− − �̃�𝟏

+ = �̃�𝟏
  
→  𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 

𝟓 𝐗𝟏 + 𝟐 𝐗𝟑 + �̃�𝟐
− − �̃�𝟐

+ = �̃�𝟐
  
→  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 

𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 , 𝐗𝟑 ≥ 𝟎   ,    (�̃�𝐢
− ∩ �̃�𝐢

+) = 𝛗  ,    i = 1,2 

�̃�𝟏~𝐍(𝛍𝟏 = 𝟐𝟎, 𝛔𝟏 = 𝟐), �̃�𝟐~𝐍(𝛍𝟐 = 𝟓𝟎, 𝛔𝟐 = 𝟓) 

 

                          (𝟐)      𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. �̃� = {(𝐝𝟑
−), (�̃�𝟏

−), (�̃�𝟐
+)}   

                                                                                  S.T. 

�̃�𝟏𝟏 𝐗𝟏 + �̃�𝟏𝟐 𝐗𝟐 −  3 𝐗𝟑 + �̃�𝟏
− − �̃�𝟏

+ = 𝟏𝟐𝟎
  
→  𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 
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�̃�𝟐𝟏 𝐗𝟏 + 𝟕 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 + �̃�𝟐
− − �̃�𝟐

+ = 𝟖𝟎
  
→  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 

                               𝐗𝟏 − 𝟐 𝐗𝟐 + 𝟗 𝐗𝟑 + 𝐝𝟑
− − 𝐝𝟑

+ = 𝟓𝟎 

 𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 , 𝐗𝟑, �̃�𝐢
−, �̃�𝐢

+ ≥ 𝟎   ,    (�̃�𝐢
− ∩ �̃�𝐢

+) = 𝛗  ,    i = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

�̃�𝟏𝟏~𝐍(𝟐𝟎, 𝟐), �̃�𝟏𝟐~𝐍(𝟓, 𝟏), �̃�𝟐𝟏~𝐍(𝟏𝟎, 𝟐), 𝐂𝐨𝐯(�̃�𝟏𝟏, �̃�𝟏𝟐) = −𝟐 

 

                   (𝟑)     𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. �̃� = {(�̃�𝟒
+ + �̃�𝟑

+), (�̃�𝟐
− + �̃�𝟐

+), (�̃�𝟏
−)}  

                                                                               S.T. 

�̃�𝟏 𝐗𝟏 + 𝟓 𝐗𝟐 + �̃�𝟏
− − �̃�𝟏

+ = 𝟏𝟎𝟎
  
→  𝛄𝟏 ≥ 𝟎. 𝟓𝟎 

𝟖𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 + �̃�𝟐
− − �̃�𝟐

+ = 𝟏𝟐𝟎
  
→  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 

𝟐𝐗𝟏 + �̃�𝟑
− − �̃�𝟑

+ = �̃�𝟏
  
→  𝛄𝟑 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎 

                        𝟓𝐗𝟐 + �̃�𝟒
− − �̃�𝟒

+ = �̃�𝟐
  
→  𝛄𝟒 ≥ 𝟎. 𝟖𝟎 

𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 , �̃�𝐢
−, �̃�𝐢

+ ≥ 𝟎   ,    (�̃�𝐢
− ∩ �̃�𝐢

+) = 𝛗  ,    i = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 

�̃�𝟏~𝐄𝐱𝐩(𝛌𝟏 = 𝟐, 𝛂𝟏 = 𝟏𝟓), �̃�𝟐~𝐍(𝟓𝟎, 𝟐), �̃�𝟏~𝛘(𝟖𝟎)
𝟐 , �̃�𝟐~𝛘(𝟏𝟎𝟎)

𝟐  

                  

  (𝟒)     𝐋𝐞𝐱𝐢𝐜.𝐌𝐢𝐧. �̃� = {(�̃�𝟏
−), (�̃�𝟐

−)}   

                                                                                S.T. 

                                �̃�𝟏 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + �̃�𝟏
− − �̃�𝟏

+ = �̃�𝟏 

                                     𝐗𝟏 + �̃�𝟐 𝐗𝟐 + �̃�𝟐
− − �̃�𝟐

+ = 

𝐗𝟏 ,  𝐗𝟐 , �̃�𝐢
−, �̃�𝐢

+ ≥ 𝟎   ,    (�̃�𝐢
− ∩ �̃�𝐢

+) = 𝛗  ,    i = 𝟏, 𝟐 

�̃�𝟏~𝛘(𝟓)
𝟐 , �̃�𝟐~𝛘(𝟐𝟎)

𝟐 , �̃�𝟏~𝛘(𝟏𝟎)
𝟐  

 

   حيث  𝐅(𝟓,𝟏𝟎)المتغير   ملحوظة:
�̃�𝟏/𝟓

�̃�𝟐/𝟏𝟎
 𝐅(𝟓,𝟏𝟎) ,𝟓)بدرجات حرية  Fيتبع توزيع   = 𝟏𝟎) 

 



 
 
 
 

 

 ملاحق ال
 
 

 الأحتمالات التراكمية للمتغير الآسى  (: 1ملحق ) 
 

 ( Zالأحتمالات التراكمية للمتغير المعتاد القياسى )  (: 2ملحق ) 
 

𝛘𝐧)  2الأحتمالات التراكمية لمتغير كا (: 3ملحق ) 
𝟐) 

 

𝛘(𝐧,𝛌))  2جزء من جداول توزيع كا (: 4ملحق ) 
𝟐  ىغير المركز  (

 
 الأحتمالات التراكمية لمتغير ذات الحدين بمعلمتين  (: 5ملحق ) 

 
 الأحتمالات التراكمية لمتغير بواسون  (: 6ملحق ) 

 
 ( 1-2لتطبيق )  ى الحل التفصيل (: 7ملحق ) 

 
 ( 3-3لتطبيق )  ى الحل التفصيل (: 8ملحق ) 

 
 المعدلة دالة بازل  (: 9ملحق ) 

 
ئية رسم الدوال الثنا  (:10)  ملحق
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 (: الأحتمالات التراكمية للمتغير الآسى 1ملحق ) 

 
𝐗)، العمود الأول  Xإلى  𝟎لإحتمالات داخل الجدول تساوى المساحة من  ا الصف الأول   و  (

𝛌يعطى الرقم العشرى الثانى فمثلا عند  = 𝟒. 𝟐  ،𝐗 = 𝟎. 𝛌𝐗فإن  𝟗 = 𝟑. بالتالى   و 𝟕𝟖

.𝟎أسفل المنحنى تساوى   Xإلى  𝟎فالمساحة من  𝟗𝟕𝟕𝟐 . 

 

x  . 𝟎𝟎 . 𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟑 𝟎. 𝟎𝟒 𝟎. 𝟎𝟓 𝟎. 𝟎𝟔 𝟎. 𝟎𝟕 𝟎. 𝟎𝟖 𝟎. 𝟎𝟗 

𝟎. 𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟏𝟗𝟖 𝟎. 𝟎𝟐𝟗𝟔 𝟎. 𝟎𝟑𝟗𝟐 𝟎. 𝟎𝟒𝟖𝟖 𝟎. 𝟎𝟓𝟖𝟐 𝟎. 𝟎𝟔𝟕𝟔 𝟎. 𝟎𝟕𝟔𝟗 𝟎. 𝟎𝟖𝟔𝟏 

𝟎. 𝟏 𝟎. 𝟎𝟗𝟓𝟐 𝟎. 𝟏𝟎𝟒𝟐 𝟎. 𝟏𝟏𝟑𝟏 𝟎. 𝟏𝟐𝟏𝟗 𝟎. 𝟏𝟑𝟎𝟔 𝟎. 𝟏𝟑𝟗𝟑 𝟎. 𝟏𝟒𝟕𝟗 𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟑 𝟎. 𝟏𝟔𝟒𝟕 𝟎. 𝟏𝟕𝟑𝟎 

𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟏𝟖𝟏𝟑 𝟎. 𝟏𝟖𝟗𝟒 𝟎. 𝟏𝟗𝟕𝟓 𝟎. 𝟐𝟎𝟓𝟓 𝟎. 𝟐𝟏𝟑𝟒 𝟎. 𝟐𝟐𝟏𝟐 𝟎. 𝟐𝟐𝟖𝟗 𝟎. 𝟑𝟐𝟔𝟔 𝟎. 𝟐𝟒𝟒𝟐 𝟎. 𝟐𝟓𝟏𝟕 

𝟎. 𝟑 𝟎. 𝟐𝟓𝟗𝟐 𝟎. 𝟐𝟔𝟔𝟔 𝟎. 𝟐𝟕𝟑𝟗 𝟎. 𝟐𝟖𝟏𝟏 𝟎. 𝟐𝟖𝟖𝟐 𝟎. 𝟐𝟗𝟓𝟑 𝟎. 𝟑𝟎𝟐𝟑 𝟎. 𝟑𝟎𝟗𝟑 𝟎. 𝟑𝟏𝟔𝟏 𝟎. 𝟑𝟐𝟐𝟗 

𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟑𝟐𝟗𝟕 𝟎. 𝟑𝟑𝟔𝟑 𝟎. 𝟑𝟒𝟑𝟎 𝟎. 𝟑𝟒𝟗𝟓 𝟎. 𝟑𝟓𝟔𝟎 𝟎. 𝟑𝟔𝟐𝟒 𝟎. 𝟑𝟔𝟖𝟕 𝟎. 𝟑𝟕𝟓𝟎 𝟎. 𝟑𝟖𝟏𝟐 𝟎. 𝟑𝟖𝟕𝟒 

𝟎. 𝟓 𝟎. 𝟑𝟗𝟑𝟓 𝟎. 𝟑𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟒𝟎𝟓𝟓 𝟎. 𝟒𝟏𝟏𝟒 𝟎. 𝟒𝟏𝟕𝟑 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟏 𝟎. 𝟒𝟐𝟖𝟖 𝟎. 𝟒𝟑𝟒𝟓 𝟎. 𝟒𝟒𝟎𝟏 𝟎. 𝟒𝟒𝟓𝟕 

𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟒𝟓𝟏𝟐 𝟎. 𝟒𝟓𝟔𝟔 𝟎. 𝟒𝟔𝟐𝟏 𝟎. 𝟒𝟔𝟕𝟒 𝟎. 𝟒𝟕𝟐𝟕 𝟎. 𝟒𝟕𝟖𝟎 𝟎. 𝟒𝟖𝟑𝟏 𝟎. 𝟒𝟖𝟖𝟑 𝟎. 𝟒𝟗𝟑𝟒 𝟎. 𝟒𝟗𝟖𝟒 

𝟎. 𝟕 𝟎. 𝟓𝟎𝟑𝟒 𝟎. 𝟓𝟎𝟖𝟒 𝟎. 𝟓𝟏𝟑𝟐 𝟎. 𝟓𝟏𝟖𝟏 𝟎. 𝟓𝟐𝟐𝟗 𝟎. 𝟓𝟐𝟕𝟔 𝟎. 𝟓𝟑𝟐𝟑 𝟎. 𝟓𝟑𝟕𝟎 𝟎. 𝟓𝟒𝟏𝟔 𝟎. 𝟓𝟒𝟔𝟐 

𝟎. 𝟖 𝟎. 𝟓𝟓𝟎𝟕 𝟎. 𝟓𝟓𝟓𝟏 𝟎. 𝟓𝟓𝟗𝟔 𝟎. 𝟓𝟔𝟒𝟎 𝟎. 𝟓𝟔𝟖𝟑 𝟎. 𝟓𝟕𝟐𝟔 𝟎. 𝟓𝟕𝟔𝟖 𝟎. 𝟓𝟖𝟏𝟎 𝟎. 𝟓𝟖𝟓𝟐 𝟎. 𝟓𝟖𝟗𝟑 

𝟎. 𝟗 𝟎. 𝟓𝟗𝟑𝟒 𝟎. 𝟓𝟗𝟕𝟓 𝟎. 𝟔𝟎𝟏𝟓 𝟎. 𝟔𝟎𝟓𝟒 𝟎. 𝟔𝟎𝟗𝟒 𝟎. 𝟔𝟏𝟑𝟑 𝟎. 𝟔𝟏𝟕𝟏 𝟎. 𝟔𝟐𝟎𝟗 𝟎. 𝟔𝟐𝟒𝟕 𝟎. 𝟔𝟐𝟖𝟒 

𝟏. 𝟎 𝟎. 𝟔𝟑𝟐𝟏 𝟎. 𝟔𝟑𝟓𝟖 𝟎. 𝟔𝟑𝟗𝟒 𝟎. 𝟔𝟒𝟑𝟎 𝟎. 𝟔𝟒𝟔𝟓 𝟎. 𝟔𝟓𝟎𝟏 𝟎. 𝟔𝟓𝟑𝟓 𝟎. 𝟔𝟓𝟕𝟎 𝟎. 𝟔𝟔𝟎𝟒 𝟎. 𝟔𝟔𝟑𝟖 

𝟏. 𝟏 𝟎. 𝟔𝟔𝟕𝟏 𝟎. 𝟔𝟕𝟎𝟒 𝟎. 𝟔𝟕𝟑𝟕 𝟎. 𝟔𝟕𝟕𝟎 𝟎. 𝟔𝟖𝟎𝟐 𝟎. 𝟔𝟖𝟑𝟒 𝟎. 𝟔𝟖𝟔𝟓 𝟎. 𝟔𝟖𝟗𝟔 𝟎. 𝟔𝟗𝟐𝟕 𝟎. 𝟔𝟗𝟓𝟖 

𝟏. 𝟐 𝟎. 𝟔𝟗𝟖𝟖 𝟎. 𝟕𝟎𝟏𝟖 𝟎. 𝟕𝟎𝟒𝟖 𝟎. 𝟕𝟎𝟕𝟕 𝟎. 𝟕𝟏𝟎𝟔 𝟎. 𝟕𝟏𝟑𝟓 𝟎. 𝟕𝟏𝟔𝟑 𝟎. 𝟕𝟏𝟗𝟐 𝟎. 𝟕𝟐𝟐𝟎 𝟎. 𝟕𝟐𝟒𝟕 

𝟏. 𝟑 𝟎. 𝟕𝟐𝟕𝟓 𝟎. 𝟕𝟑𝟎𝟐 𝟎. 𝟕𝟑𝟐𝟗 𝟎. 𝟕𝟑𝟓𝟓 𝟎. 𝟕𝟑𝟖𝟐 𝟎. 𝟕𝟒𝟎𝟖 𝟎. 𝟕𝟒𝟑𝟑 𝟎. 𝟕𝟒𝟓𝟗 𝟎. 𝟕𝟒𝟖𝟒 𝟎. 𝟕𝟓𝟎𝟗 

𝟏. 𝟒 𝟎. 𝟕𝟓𝟑𝟒 𝟎. 𝟕𝟓𝟓𝟗 𝟎. 𝟕𝟓𝟖𝟑 𝟎. 𝟕𝟔𝟎𝟕 𝟎. 𝟕𝟔𝟑𝟏 𝟎. 𝟕𝟔𝟓𝟒 𝟎. 𝟕𝟔𝟕𝟖 𝟎. 𝟕𝟕𝟎𝟏 𝟎. 𝟕𝟕𝟐𝟒 𝟎. 𝟕𝟕𝟒𝟔 

𝟏. 𝟓 𝟎. 𝟕𝟕𝟔𝟗 𝟎. 𝟕𝟕𝟗𝟏 𝟎. 𝟕𝟖𝟏𝟑 𝟎. 𝟕𝟖𝟑𝟓 𝟎. 𝟕𝟖𝟓𝟔 𝟎. 𝟕𝟖𝟕𝟖 𝟎. 𝟕𝟖𝟗𝟗 𝟎. 𝟕𝟗𝟐𝟎 𝟎. 𝟕𝟗𝟒𝟎 𝟎. 𝟕𝟗𝟔𝟏 

𝟏. 𝟔 𝟎. 𝟕𝟗𝟖𝟏 𝟎. 𝟖𝟎𝟎𝟏 𝟎. 𝟖𝟎𝟐𝟏 𝟎. 𝟖𝟎𝟒𝟏 𝟎. 𝟖𝟎𝟔𝟎 𝟎. 𝟖𝟎𝟖𝟎 𝟎. 𝟖𝟎𝟗𝟗 𝟎. 𝟖𝟏𝟏𝟖 𝟎. 𝟖𝟏𝟑𝟔 𝟎. 𝟖𝟏𝟓𝟓 

𝟏. 𝟕 𝟎. 𝟖𝟏𝟕𝟑 𝟎. 𝟖𝟏𝟗𝟏 𝟎. 𝟖𝟐𝟎𝟗 𝟎. 𝟖𝟐𝟐𝟕 𝟎. 𝟖𝟐𝟒𝟓 𝟎. 𝟖𝟐𝟔𝟐 𝟎. 𝟖𝟐𝟖𝟎 𝟎. 𝟖𝟐𝟗𝟕 𝟎. 𝟖𝟑𝟏𝟒 𝟎. 𝟖𝟑𝟑𝟔 

𝟏. 𝟖 𝟎. 𝟖𝟑𝟒𝟕 𝟎. 𝟖𝟑𝟔𝟑 𝟎. 𝟖𝟑𝟖𝟎 𝟎. 𝟖𝟑𝟗𝟔 𝟎. 𝟖𝟒𝟏𝟐 𝟎. 𝟖𝟒𝟐𝟖 𝟎. 𝟖𝟒𝟒𝟑 𝟎. 𝟖𝟒𝟓𝟗 𝟎. 𝟖𝟒𝟕𝟒 𝟎. 𝟖𝟒𝟖𝟗 

𝟏. 𝟗 𝟎. 𝟖𝟓𝟎𝟒 𝟎. 𝟖𝟓𝟏𝟗 𝟎. 𝟖𝟓𝟑𝟒 𝟎. 𝟖𝟓𝟒𝟗 𝟎. 𝟖𝟓𝟔𝟑 𝟎. 𝟖𝟓𝟕𝟕 𝟎. 𝟖𝟓𝟗𝟏 𝟎. 𝟖𝟔𝟎𝟓 𝟎. 𝟖𝟔𝟏𝟗 𝟎. 𝟖𝟔𝟑𝟑 

𝟐. 𝟎 𝟎𝟖𝟔𝟒𝟕 𝟎. 𝟖𝟔𝟔𝟎 𝟎. 𝟖𝟔𝟕𝟑 𝟎. 𝟖𝟔𝟖𝟕 𝟎. 𝟖𝟕𝟎𝟎 𝟎. 𝟖𝟕𝟏𝟑 𝟎. 𝟖𝟕𝟐𝟓 𝟎. 𝟖𝟕𝟑𝟖 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟏 𝟎. 𝟖𝟕𝟔𝟑 

𝟐. 𝟏 𝟎. 𝟖𝟕𝟕𝟓 𝟎. 𝟖𝟕𝟖𝟖 𝟎. 𝟖𝟖𝟎𝟎 𝟎. 𝟖𝟖𝟏𝟐 𝟎. 𝟖𝟖𝟐𝟑 𝟎. 𝟖𝟖𝟑𝟓 𝟎. 𝟖𝟖𝟒𝟕 𝟎. 𝟖𝟖𝟓𝟖 𝟎. 𝟖𝟖𝟕𝟎 𝟎. 𝟖𝟖𝟖𝟏 
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x  . 𝟎𝟎 . 𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟑 𝟎. 𝟎𝟒 𝟎. 𝟎𝟓 𝟎. 𝟎𝟔 𝟎. 𝟎𝟕 𝟎. 𝟎𝟖 𝟎. 𝟎𝟗 

𝟐. 𝟐 𝟎. 𝟖𝟖𝟗𝟐 𝟎. 𝟖𝟗𝟎𝟑 𝟎. 𝟖𝟗𝟏𝟒 𝟎. 𝟖𝟗𝟐𝟓 𝟎. 𝟖𝟗𝟑𝟓 𝟎. 𝟖𝟗𝟒𝟔 𝟎. 𝟖𝟗𝟓𝟔 𝟎. 𝟖𝟗𝟔𝟕 𝟎. 𝟖𝟗𝟕𝟕 𝟎. 𝟖𝟗𝟖𝟕 

𝟐. 𝟑 𝟎. 𝟖𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟎𝟎𝟕 𝟎. 𝟗𝟎𝟏𝟕 𝟎. 𝟗𝟎𝟐𝟕 𝟎. 𝟗𝟎𝟑𝟕 𝟎. 𝟗𝟎𝟒𝟔 𝟎. 𝟗𝟎𝟓𝟔 𝟎. 𝟗𝟎𝟔𝟓 𝟎. 𝟗𝟎𝟕𝟒 𝟎. 𝟗𝟎𝟖𝟒 

𝟐. 𝟒 𝟎. 𝟗𝟎𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟏𝟎𝟐 𝟎. 𝟗𝟏𝟏𝟏 𝟎. 𝟗𝟏𝟐𝟎 𝟎. 𝟗𝟏𝟐𝟖 𝟎. 𝟗𝟏𝟑𝟕 𝟎. 𝟗𝟏𝟒𝟔 𝟎. 𝟗𝟏𝟓𝟒 𝟎. 𝟗𝟏𝟔𝟑 𝟎. 𝟗𝟏𝟕𝟏 

𝟐. 𝟓 𝟎. 𝟗𝟏𝟕𝟗 𝟎. 𝟗𝟏𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟏𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟐𝟎𝟑 𝟎. 𝟗𝟐𝟏𝟏 𝟎. 𝟗𝟐𝟏𝟗 𝟎. 𝟗𝟐𝟐𝟕 𝟎. 𝟗𝟐𝟑𝟓 𝟎. 𝟗𝟐𝟒𝟐 𝟎. 𝟗𝟐𝟓𝟎 

𝟐. 𝟔 𝟎. 𝟗𝟐𝟓𝟕 𝟎. 𝟗𝟐𝟔𝟓 𝟎. 𝟗𝟐𝟕𝟐 𝟎. 𝟗𝟐𝟕𝟗 𝟎. 𝟗𝟐𝟖𝟔 𝟎. 𝟗𝟐𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟑𝟎𝟏 𝟎. 𝟗𝟑𝟎𝟕 𝟎. 𝟗𝟑𝟏𝟒 𝟎. 𝟗𝟑𝟐𝟏 

𝟐. 𝟕 𝟎. 𝟗𝟑𝟐𝟖 𝟎. 𝟗𝟑𝟑𝟓 𝟎. 𝟗𝟑𝟒𝟏 𝟎. 𝟗𝟑𝟒𝟖 𝟎. 𝟗𝟑𝟓𝟒 𝟎. 𝟗𝟑𝟔𝟏 𝟎. 𝟗𝟑𝟔𝟕 𝟎. 𝟗𝟑𝟕𝟑 𝟎. 𝟗𝟑𝟖𝟎 𝟎. 𝟗𝟑𝟖𝟔 

𝟐. 𝟖 𝟎. 𝟗𝟑𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟑𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟒𝟎𝟒 𝟎. 𝟗𝟒𝟏𝟎 𝟎. 𝟗𝟒𝟏𝟔 𝟎. 𝟗𝟒𝟐𝟐 𝟎. 𝟗𝟒𝟐𝟕 𝟎. 𝟗𝟒𝟑𝟑 𝟎. 𝟗𝟒𝟑𝟗 𝟎. 𝟗𝟒𝟒𝟒 

𝟐. 𝟗 𝟎. 𝟗𝟒𝟓𝟎 𝟎𝟗𝟒𝟓𝟓 𝟎. 𝟗𝟒𝟔𝟏 𝟎. 𝟗𝟒𝟔𝟔 𝟎. 𝟗𝟒𝟕𝟏 𝟎. 𝟗𝟒𝟕𝟕 𝟎. 𝟗𝟒𝟖𝟐 𝟎. 𝟗𝟒𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟒𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟒𝟗𝟕 

𝟑. 𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟐 𝟎. 𝟗𝟓𝟎𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟏𝟐 𝟎. 𝟗𝟓𝟏𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟐𝟐 𝟎. 𝟗𝟓𝟐𝟔 𝟎. 𝟗𝟓𝟑𝟏 𝟎. 𝟗𝟓𝟑𝟔 𝟎. 𝟗𝟓𝟒𝟎 𝟎. 𝟗𝟓𝟒𝟓 

𝟑. 𝟏 𝟎. 𝟗𝟓𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟓𝟓𝟒 𝟎. 𝟗𝟓𝟓𝟖 𝟎. 𝟗𝟓𝟔𝟑 𝟎. 𝟗𝟓𝟔𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟕𝟏 𝟎. 𝟗𝟓𝟕𝟔 𝟎. 𝟗𝟓𝟖𝟎 𝟎. 𝟗𝟓𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟓𝟖𝟖 

𝟑. 𝟐 𝟎. 𝟗𝟓𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟓𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟔𝟎𝟒 𝟎. 𝟗𝟔𝟎𝟖 𝟎. 𝟗𝟔𝟏𝟐 𝟎. 𝟗𝟔𝟏𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟐𝟎 𝟎. 𝟗𝟔𝟐𝟒 𝟎. 𝟗𝟔𝟐𝟕 

𝟑. 𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟑𝟏 𝟎. 𝟗𝟔𝟑𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟑𝟖 𝟎. 𝟗𝟔𝟒𝟐 𝟎. 𝟗𝟔𝟒𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟒𝟗 𝟎. 𝟗𝟔𝟓𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟓𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟔𝟎 𝟎. 𝟗𝟔𝟔𝟑 

𝟑. 𝟒 𝟎. 𝟗𝟔𝟔𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟎 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟗 𝟎. 𝟗𝟔𝟖𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟖𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟖𝟗 𝟎. 𝟗𝟔𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟔𝟗𝟓 

𝟑. 𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟎𝟏 𝟎. 𝟗𝟕𝟎𝟒 𝟎. 𝟗𝟕𝟎𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟏𝟎 𝟎. 𝟗𝟕𝟑𝟏 𝟎. 𝟗𝟕𝟏𝟔 𝟎. 𝟗𝟕𝟏𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟐𝟏 𝟎. 𝟗𝟕𝟐𝟒 

𝟑. 𝟔 𝟎. 𝟗𝟕𝟐𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟐𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟑𝟐 𝟎. 𝟗𝟕𝟑𝟓 𝟎. 𝟗𝟕𝟑𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟎 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟑 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟓 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝟎 

𝟑. 𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝟑 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝟓 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟔𝟎 𝟎. 𝟗𝟕𝟔𝟐 𝟎. 𝟗𝟕𝟔𝟐 𝟎. 𝟗𝟕𝟔𝟓 𝟎. 𝟗𝟕𝟔𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟕𝟐 𝟎. 𝟗𝟕𝟕𝟒 

𝟑. 𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟕𝟔 𝟎. 𝟗𝟕𝟕𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟏 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟑 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟓 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟕𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟕𝟗𝟔 

𝟑. 𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟐 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟒 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟔 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟕 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟗 𝟎. 𝟗𝟖𝟏𝟏 𝟎. 𝟗𝟖𝟏𝟑 𝟎. 𝟗𝟖𝟏𝟓 

𝟒. 𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟏𝟕 𝟎. 𝟗𝟖𝟑𝟒 𝟎. 𝟗𝟖𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟔𝟒 𝟎. 𝟗𝟖𝟕𝟕 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟗 𝟎. 𝟗𝟖𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟎𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟔 

𝟓. 𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟒𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟑 

𝟔. 𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 

𝟕. 𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 

𝟖. 𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 

𝟗. 𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 
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 ( Z(: الأحتمالات التراكميةللمتغير المعتاد القياسى ) 2حق ) مل

𝐅(𝐙) = ∫
𝟏

√𝟐𝛑

𝐳

−∞

 𝐄𝐱𝐩 (
−𝐭𝟐

𝟐
)𝐝𝐭 

    

Z . 𝟎𝟎 . 𝟎𝟏 . 𝟎𝟐 . 𝟎𝟑 . 𝟎𝟒 . 𝟎𝟓 . 𝟎𝟔 . 𝟎𝟕 . 𝟎𝟖 . 𝟎𝟗 

. 𝟎 . 𝟓𝟎𝟎𝟎 . 𝟓𝟎𝟒𝟎 . 𝟓𝟎𝟖𝟎 . 𝟓𝟏𝟐𝟎 . 𝟓𝟏𝟔𝟎 . 𝟓𝟏𝟗𝟗 . 𝟓𝟐𝟑𝟗 . 𝟓𝟐𝟕𝟗 . 𝟓𝟑𝟏𝟗 . 𝟓𝟑𝟓𝟗 

. 𝟏 . 𝟓𝟑𝟗𝟖 .𝟓𝟒𝟑𝟖 . 𝟓𝟒𝟕𝟖 . 𝟓𝟓𝟏𝟕 . 𝟓𝟓𝟓𝟕 . 𝟓𝟓𝟗𝟔 . 𝟓𝟔𝟑𝟔 . 𝟓𝟔𝟕𝟓 . 𝟓𝟕𝟏𝟒 . 𝟓𝟕𝟓𝟑 

. 𝟐 . 𝟓𝟕𝟗𝟑 . 𝟓𝟖𝟑𝟐 . 𝟓𝟖𝟕𝟏 . 𝟓𝟗𝟏𝟎 . 𝟓𝟗𝟒𝟖 . 𝟓𝟗𝟖𝟕 . 𝟔𝟎𝟐𝟔 . 𝟔𝟎𝟔𝟒 . 𝟔𝟏𝟎𝟑 . 𝟔𝟏𝟒𝟏 

. 𝟑 . 𝟔𝟏𝟕𝟗 . 𝟔𝟐𝟏𝟕 . 𝟔𝟐𝟓𝟓 . 𝟔𝟐𝟗𝟑 . 𝟔𝟑𝟑𝟏 . 𝟔𝟑𝟔𝟖 . 𝟔𝟒𝟎𝟔 . 𝟔𝟒𝟒𝟑 . 𝟔𝟒𝟖𝟎 . 𝟔𝟓𝟏𝟕 

. 𝟒 . 𝟔𝟓𝟓𝟒 . 𝟔𝟓𝟗𝟏 . 𝟔𝟔𝟐𝟖 𝟔𝟔𝟔𝟒 . 𝟔𝟕𝟎𝟎 . 𝟔𝟕𝟑𝟔 . 𝟔𝟕𝟕𝟐 . 𝟔𝟖𝟎𝟖 . 𝟔𝟖𝟒𝟒 . 𝟔𝟖𝟕𝟗 

           

. 𝟓 . 𝟔𝟗𝟏𝟓 . 𝟔𝟗𝟓𝟎 . 𝟔𝟗𝟖𝟓 . 𝟕𝟎𝟏𝟗 . 𝟕𝟎𝟓𝟒 . 𝟕𝟎𝟖𝟖 . 𝟕𝟏𝟐𝟑 . 𝟕𝟏𝟓𝟕 . 𝟕𝟏𝟗𝟎 . 𝟕𝟐𝟐𝟒 

. 𝟔 . 𝟕𝟐𝟓𝟕 . 𝟕𝟐𝟗𝟏 . 𝟕𝟑𝟐𝟒 . 𝟕𝟑𝟓𝟕 . 𝟕𝟑𝟖𝟗 . 𝟕𝟒𝟐𝟐 . 𝟕𝟒𝟓𝟒 . 𝟕𝟒𝟖𝟔 . 𝟕𝟓𝟏𝟕 . 𝟕𝟓𝟒𝟗 

. 𝟕 . 𝟕𝟓𝟖𝟎 . 𝟕𝟔𝟏𝟏 . 𝟕𝟔𝟒𝟐 . 𝟕𝟔𝟕𝟑 . 𝟕𝟕𝟎𝟏 . 𝟕𝟕𝟑𝟒 𝟕𝟕𝟔𝟒 . 𝟕𝟕𝟗𝟒 . 𝟕𝟖𝟐𝟑 . 𝟕𝟖𝟓𝟐 

. 𝟖 . 𝟕𝟖𝟖𝟏 . 𝟕𝟗𝟏𝟎 . 𝟕𝟗𝟑𝟗 . 𝟕𝟗𝟔𝟕 . 𝟕𝟗𝟗𝟓 . 𝟖𝟎𝟐𝟑 . 𝟖𝟎𝟓𝟏 . 𝟖𝟎𝟕𝟖 . 𝟖𝟏𝟎𝟔 . 𝟖𝟏𝟑𝟑 

. 𝟗 . 𝟖𝟏𝟓𝟗 . 𝟖𝟏𝟖𝟔 . 𝟖𝟐𝟏𝟐 . 𝟖𝟐𝟑𝟖 . 𝟖𝟐𝟔𝟒 . 𝟖𝟐𝟖𝟒 . 𝟖𝟑𝟏𝟓 . 𝟖𝟑𝟒𝟎 . 𝟖𝟑𝟔𝟓 . 𝟖𝟑𝟖𝟗 

           

𝟏. 𝟎 . 𝟖𝟒𝟏𝟑 . 𝟖𝟒𝟑𝟖 . 𝟖𝟒𝟔𝟏 . 𝟖𝟒𝟖𝟓 . 𝟖𝟓𝟎𝟖 . 𝟖𝟓𝟑𝟏 . 𝟖𝟓𝟓𝟒 . 𝟖𝟓𝟕𝟕 . 𝟖𝟓𝟗𝟗 . 𝟖𝟔𝟐𝟏 

𝟏. 𝟏 . 𝟖𝟔𝟒𝟑 . 𝟖𝟔𝟔𝟓 . 𝟖𝟔𝟖𝟔 . 𝟖𝟕𝟎𝟖 . 𝟖𝟕𝟐𝟗 . 𝟖𝟕𝟒𝟗 . 𝟖𝟕𝟕𝟎 . 𝟖𝟕𝟗𝟎 . 𝟖𝟖𝟏𝟎 . 𝟖𝟖𝟑𝟎 

𝟏. 𝟐 . 𝟖𝟖𝟒𝟗 . 𝟖𝟖𝟔𝟗 . 𝟖𝟖𝟖𝟖 . 𝟖𝟗𝟎𝟕 . 𝟖𝟗𝟐𝟓 . 𝟖𝟗𝟒𝟒 . 𝟖𝟗𝟔𝟐 . 𝟖𝟗𝟖𝟎 . 𝟖𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟎𝟏𝟓 

𝟏. 𝟑 . 𝟗𝟎𝟑𝟐 . 𝟗𝟎𝟒𝟗 . 𝟗𝟎𝟔𝟔 . 𝟗𝟎𝟖𝟐 . 𝟗𝟎𝟗𝟗 . 𝟗𝟏𝟏𝟓 . 𝟗𝟏𝟑𝟏 . 𝟗𝟏𝟒𝟕 . 𝟗𝟏𝟔𝟐 . 𝟗𝟏𝟕𝟕 

𝟏. 𝟒 . 𝟗𝟏𝟗𝟐 . 𝟗𝟐𝟎𝟕 . 𝟗𝟐𝟐𝟐 . 𝟗𝟐𝟑𝟔 . 𝟗𝟐𝟓𝟏 . 𝟗𝟐𝟔𝟓 . 𝟗𝟐𝟕𝟗 . 𝟗𝟐𝟗𝟐 . 𝟗𝟑𝟎𝟔 . 𝟗𝟑𝟏𝟗 

           

𝟏. 𝟓 . 𝟗𝟑𝟑𝟐 . 𝟗𝟑𝟒𝟓 . 𝟗𝟑𝟓𝟕 . 𝟗𝟑𝟕𝟎 . 𝟗𝟑𝟖𝟐 . 𝟗𝟑𝟗𝟒 . 𝟗𝟒𝟎𝟔 . 𝟗𝟒𝟏𝟖 . 𝟗𝟒𝟐𝟗 . 𝟗𝟒𝟒𝟏 

𝟏. 𝟔 . 𝟗𝟒𝟓𝟐 . 𝟗𝟒𝟔𝟑 . 𝟗𝟒𝟕𝟒 . 𝟗𝟒𝟖𝟒 . 𝟗𝟒𝟗𝟓 . 𝟗𝟓𝟎𝟓 . 𝟗𝟓𝟏𝟓 . 𝟗𝟓𝟐𝟓 . 𝟗𝟓𝟑𝟓 . 𝟗𝟓𝟒𝟓 

𝟏. 𝟕 . 𝟗𝟓𝟓𝟒 . 𝟗𝟓𝟔𝟒 . 𝟗𝟓𝟕𝟑 . 𝟗𝟓𝟖𝟐 . 𝟗𝟓𝟗𝟏 . 𝟗𝟓𝟗𝟗 . 𝟗𝟔𝟎𝟖 . 𝟗𝟔𝟏𝟔 . 𝟗𝟔𝟐𝟓 . 𝟗𝟔𝟑𝟑 

𝒁 𝐭 

∞− 
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𝟐. 𝟎 . 𝟗𝟕𝟕𝟐 . 𝟗𝟕𝟕𝟖 . 𝟗𝟕𝟖𝟑 . 𝟗𝟕𝟖𝟖 . 𝟗𝟕𝟗𝟑 . 𝟗𝟒𝟗𝟖 . 𝟗𝟖𝟎𝟑 . 𝟗𝟖𝟎𝟖 . 𝟗𝟖𝟏𝟐 . 𝟗𝟖𝟏𝟕 

𝟐. 𝟏 . 𝟗𝟖𝟐𝟏 . 𝟗𝟖𝟐𝟔 . 𝟗𝟖𝟑𝟎 . 𝟗𝟖𝟑𝟒 . 𝟗𝟖𝟖𝟖 . 𝟗𝟖𝟒𝟐 . 𝟗𝟖𝟒𝟔 . 𝟗𝟖𝟓𝟔 . 𝟗𝟖𝟓𝟒 . 𝟗𝟖𝟓𝟕 

𝟐. 𝟐 . 𝟗𝟖𝟔𝟏 . 𝟗𝟖𝟔𝟒 . 𝟗𝟖𝟔𝟖 . 𝟗𝟖𝟕𝟏 . 𝟗𝟖𝟕𝟓 . 𝟗𝟖𝟕𝟖 . 𝟗𝟖𝟖𝟏 . 𝟗𝟖𝟖𝟒 . 𝟗𝟖𝟖𝟕 . 𝟗𝟖𝟗𝟎 

𝟐. 𝟑 . 𝟗𝟖𝟗𝟑 . 𝟗𝟖𝟗𝟔 . 𝟗𝟖𝟗 . 𝟗𝟗𝟎𝟏 . 𝟗𝟗𝟎𝟒 . 𝟗𝟗𝟎𝟔 . 𝟗𝟗𝟎𝟗 . 𝟗𝟗𝟏𝟏 . 𝟗𝟗𝟏𝟑 . 𝟗𝟗𝟏𝟔 

𝟐. 𝟒 . 𝟗𝟗𝟏𝟖 . 𝟗𝟗𝟐𝟎 . 𝟗𝟗𝟐𝟐 . 𝟗𝟗𝟐𝟓 . 𝟗𝟗𝟐𝟕 . 𝟗𝟗𝟐𝟗 . 𝟗𝟗𝟑𝟏 . 𝟗𝟗𝟑𝟐 . 𝟗𝟗𝟑𝟒 . 𝟗𝟗𝟑𝟔 

           

𝟐. 𝟓 . 𝟗𝟗𝟑𝟖 . 𝟗𝟗𝟒𝟎 . 𝟗𝟗𝟒𝟏 . 𝟗𝟗𝟒𝟑 . 𝟗𝟗𝟒𝟓 . 𝟗𝟗𝟒𝟔 . 𝟗𝟗𝟒𝟖 . 𝟗𝟗𝟒𝟗 . 𝟗𝟗𝟓𝟏 . 𝟗𝟗𝟓𝟐 

𝟐. 𝟔 . 𝟗𝟗𝟓𝟑 . 𝟗𝟗𝟓𝟓 . 𝟗𝟗𝟓𝟔 . 𝟗𝟗𝟓𝟕 . 𝟗𝟗𝟓𝟗 . 𝟗𝟗𝟔𝟎 . 𝟗𝟗𝟔𝟏 . 𝟗𝟗𝟔𝟐 . 𝟗𝟗𝟔𝟑 . 𝟗𝟗𝟔𝟒 

𝟐. 𝟕 . 𝟗𝟗𝟔𝟓 . 𝟗𝟗𝟔𝟔 . 𝟗𝟗𝟔𝟕 . 𝟗𝟗𝟔𝟖 . 𝟗𝟗𝟔𝟗 . 𝟗𝟗𝟕𝟎 . 𝟗𝟗𝟕𝟏 . 𝟗𝟗𝟕𝟐 . 𝟗𝟗𝟕𝟑 . 𝟗𝟗𝟕𝟒 

𝟐. 𝟖 . 𝟗𝟗𝟕𝟒 . 𝟗𝟗𝟕𝟓 . 𝟗𝟗𝟕𝟔 . 𝟗𝟗𝟕𝟕 . 𝟗𝟗𝟕𝟕 . 𝟗𝟗𝟕𝟖 . 𝟗𝟗𝟕𝟗 . 𝟗𝟗𝟕𝟗 . 𝟗𝟗𝟖𝟎 . 𝟗𝟗𝟖𝟏 

𝟐. 𝟗 . 𝟗𝟗𝟖𝟏 . 𝟗𝟗𝟖𝟐 . 𝟗𝟗𝟖𝟐 . 𝟗𝟗𝟖𝟑 . 𝟗𝟗𝟖𝟒 . 𝟗𝟗𝟖𝟒 . 𝟗𝟗𝟖𝟓 . 𝟗𝟗𝟖𝟓 . 𝟗𝟗𝟖𝟔 . 𝟗𝟗𝟖𝟔 

           

𝟑. 𝟎 . 𝟗𝟗𝟖𝟕 . 𝟗𝟗𝟖𝟕 . 𝟗𝟗𝟖𝟕 . 𝟗𝟗𝟖𝟖 . 𝟗𝟗𝟖𝟖 𝟗𝟗𝟖𝟗 . 𝟗𝟗𝟖𝟗 . 𝟗𝟗𝟖𝟗 . 𝟗𝟗𝟗𝟎 . 𝟗𝟗𝟗𝟎 

𝟑. 𝟏 . 𝟗𝟗𝟗𝟎 . 𝟗𝟗𝟗𝟏 . 𝟗𝟗𝟗𝟏 . 𝟗𝟗𝟗𝟏 . 𝟗𝟗𝟗𝟐 . 𝟗𝟗𝟗𝟐 . 𝟗𝟗𝟗𝟐 . 𝟗𝟗𝟗𝟐 . 𝟗𝟗𝟗𝟑 . 𝟗𝟗𝟗𝟑 

𝟑. 𝟐 . 𝟗𝟗𝟗𝟑 . 𝟗𝟗𝟗𝟑 . 𝟗𝟗𝟗𝟒 . 𝟗𝟗𝟗𝟒 . 𝟗𝟗𝟗𝟒 . 𝟗𝟗𝟗𝟒 . 𝟗𝟗𝟗𝟒 . 𝟗𝟗𝟗𝟓 . 𝟗𝟗𝟗𝟓 . 𝟗𝟗𝟗𝟓 

𝟑. 𝟑 . 𝟗𝟗𝟗𝟓 . 𝟗𝟗𝟗𝟓 . 𝟗𝟗𝟗𝟓 . 𝟗𝟗𝟗𝟔 . 𝟗𝟗𝟗𝟔 . 𝟗𝟗𝟗𝟔 . 𝟗𝟗𝟗𝟔 . 𝟗𝟗𝟗𝟔 . 𝟗𝟗𝟗𝟔 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 

𝟑. 𝟒 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟕 . 𝟗𝟗𝟗𝟖 

 

 F(Z)( والقيم المناظرة لها لـ Zملخص لبعض القيم الحرجة لـ)
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𝛘(𝐧,𝛌))  2(: جزء من جداول توزيع كا4ملحق ) 
𝟐  غير المركزى (

05.0 d   )(f

c

.min

22 =
\\         

 
القيم داخل الجدول عبارة عن  المعلمة غير المركزية. و 𝛌عدد درجات الحرية،   n: ( 1جدول )

C
2 =\

C(F(05.0عند   =. 

√𝛌 

n 
𝟎. 𝟎 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟖 𝟏. 𝟎 𝟏. 𝟐 𝟏. 𝟒 𝟏. 𝟔 

𝟏 𝟎. 𝟎𝟔𝟐𝟕 𝟎. 𝟎𝟔𝟑𝟗𝟕 𝟎. 𝟎𝟔𝟕𝟎𝟑 𝟎. 𝟎𝟕𝟓𝟎𝟕 𝟎. 𝟎𝟖𝟔𝟑 𝟎. 𝟏𝟎𝟑𝟑 𝟎. 𝟏𝟐𝟖𝟔 𝟎. 𝟏𝟔𝟔𝟐 𝟎. 𝟐𝟐𝟐𝟔 

𝟐 𝟎. 𝟑𝟐𝟎𝟑 𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟓 𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎. 𝟑𝟓𝟎𝟒 𝟎. 𝟑𝟕𝟓𝟔 𝟎. 𝟒𝟏𝟎𝟒 𝟎. 𝟒𝟓𝟔𝟕 𝟎. 𝟓𝟏𝟔𝟗 𝟎. 𝟓𝟗𝟑𝟓 

𝟑 𝟎. 𝟓𝟗𝟑𝟐 𝟎. 𝟓𝟎𝟕𝟏 𝟎. 𝟔𝟎𝟗𝟐 𝟎. 𝟔𝟐𝟗𝟕 𝟎. 𝟔𝟐𝟗𝟕 𝟎. 𝟔𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟕𝟓𝟎𝟏 𝟎. 𝟖𝟏𝟑𝟓 𝟎. 𝟖𝟗𝟎𝟔 

: : : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟑. 𝟐𝟗𝟒 𝟑. 𝟐𝟗𝟕 𝟑. 𝟑𝟎𝟕 𝟑. 𝟑𝟐𝟒 𝟑. 𝟑𝟒𝟕 𝟑. 𝟑𝟕𝟔 𝟑. 𝟒𝟏𝟑 𝟑. 𝟒𝟓𝟓 𝟑. 𝟓𝟎𝟓 

√𝛌 

n 
𝟐. 𝟎 𝟐. 𝟐 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟖 𝟑. 𝟎 𝟑. 𝟐 𝟑. 𝟒 𝟑. 𝟔 

𝟏 𝟎. 𝟒𝟐𝟓𝟐 𝟎. 𝟓𝟖𝟎𝟗 𝟎. 𝟕𝟔𝟐𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟕𝟎 𝟏. 𝟏𝟓𝟔 𝟏. 𝟑𝟓𝟓 𝟏. 𝟓𝟓𝟓 𝟏. 𝟕𝟓𝟓 𝟏. 𝟗𝟓𝟓 

𝟐 𝟎. 𝟖𝟎𝟑𝟓 𝟎. 𝟗𝟑𝟔𝟕 𝟏. 𝟎𝟖𝟓 𝟏. 𝟐𝟒𝟔 𝟏. 𝟒𝟏𝟓 𝟏. 𝟓𝟗𝟎 𝟏. 𝟕𝟔𝟗 𝟏. 𝟗𝟓𝟐 𝟐. 𝟏𝟑𝟖 

𝟑 𝟏. 𝟎𝟖𝟖 𝟏. 𝟐𝟎𝟖 𝟏. 𝟑𝟒𝟏 𝟏. 𝟒𝟖𝟓 𝟏. 𝟔𝟑𝟕 𝟏. 𝟕𝟔𝟕 𝟏. 𝟗𝟔𝟑 𝟐. 𝟏𝟑𝟑 𝟐. 𝟑𝟎𝟕 

: : : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟑. 𝟔𝟐𝟑 𝟑. 𝟔𝟗𝟏 𝟑. 𝟕𝟔𝟔 𝟑. 𝟖𝟒𝟔 𝟑. 𝟗𝟑𝟑 𝟒. 𝟎𝟐𝟓 𝟒. 𝟏𝟐𝟑 𝟒. 𝟐𝟐𝟔 𝟒. 𝟑𝟑𝟓 

√𝛌 

n 
𝟒. 𝟎 𝟒. 𝟐 𝟒. 𝟒 𝟒. 𝟔 𝟒. 𝟖 𝟓. 𝟎 𝟓. 𝟐 𝟓. 𝟒 𝟓. 𝟔 

𝟏 𝟐. 𝟑𝟓𝟓 𝟐. 𝟓𝟓𝟓 𝟐. 𝟕𝟓𝟓 𝟐. 𝟗𝟓𝟓 𝟑. 𝟏𝟓𝟓 𝟑. 𝟑𝟓𝟓 𝟑. 𝟓𝟓𝟓 𝟑. 𝟕𝟓𝟓 𝟑. 𝟗𝟓𝟓 

𝟐 𝟐. 𝟓𝟏𝟒 𝟐. 𝟕𝟎𝟓 𝟐. 𝟖𝟗𝟔 𝟑. 𝟎𝟖𝟗 𝟑. 𝟐𝟖𝟐 𝟑. 𝟒𝟕𝟎 𝟑. 𝟔𝟕𝟎 𝟑. 𝟖𝟔𝟓 𝟒. 𝟎𝟔𝟎 

𝟑 𝟐. 𝟔𝟔𝟓 𝟐. 𝟖𝟒𝟕 𝟑. 𝟎𝟑𝟏 𝟑. 𝟐𝟏𝟕 𝟑. 𝟒𝟎𝟒 𝟑. 𝟓𝟗𝟐 𝟑. 𝟕𝟖𝟐 𝟑. 𝟗𝟕𝟐 𝟒. 𝟏𝟔𝟑 

: : : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟒. 𝟓𝟔𝟔 𝟒. 𝟔𝟖𝟖 𝟒. 𝟖𝟏𝟒 𝟒. 𝟗𝟒𝟒 𝟓. 𝟎𝟕𝟖 𝟓. 𝟐𝟏𝟔 𝟓. 𝟑𝟓𝟔 𝟓. 𝟓𝟎𝟎 𝟓. 𝟔𝟒𝟕 



 
 

𝛘(𝐧,𝛌)) 2جزء من جداول توزيع كا  (:4ملحق )
𝟐  ى                            الملاحق غير المركز (

 

 
 

365 

01.0d   )(f

C

.min

22 =
\\ 

𝐅(𝐂)عند  C(: يعطى قيم 2جدول ) = 𝟎. 𝟎𝟏 
√𝛌 

n 
𝟎. 𝟎 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟖 𝟏. 𝟎 𝟏. 𝟐 𝟏. 𝟒 𝟏. 𝟔 

𝟏 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟓 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟕 𝟎. 𝟎𝟏𝟑𝟔 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝟎 𝟎. 𝟎𝟏𝟕𝟑 𝟎. 𝟎𝟐𝟎𝟕 𝟎. 𝟎𝟐𝟓𝟖 𝟎. 𝟎𝟑𝟑𝟒 𝟎. 𝟎𝟒𝟓𝟏 

𝟐 𝟎. 𝟏𝟒𝟏𝟖 𝟎. 𝟏𝟒𝟑𝟐 𝟎. 𝟏𝟒𝟕𝟔 𝟎. 𝟏𝟓𝟓𝟏 𝟎. 𝟏𝟔𝟔𝟒 𝟎. 𝟏𝟖𝟐𝟎 𝟎. 𝟐𝟎𝟑𝟎 𝟎. 𝟐𝟑𝟎𝟗 𝟎. 𝟐𝟔𝟕𝟔 

𝟑 𝟎. 𝟑𝟑𝟖𝟗 𝟎. 𝟑𝟒𝟏𝟏 𝟎. 𝟑𝟒𝟖𝟎 𝟎. 𝟑𝟓𝟗𝟖 𝟎. 𝟑𝟕𝟔𝟗 𝟎. 𝟒𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟒𝟑𝟎𝟎 𝟎. 𝟒𝟔𝟖𝟏 𝟎. 𝟓𝟏𝟓𝟓 

: : : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟐. 𝟖𝟕𝟒 𝟐. 𝟖𝟕𝟕 𝟐. 𝟖𝟖𝟔 𝟐. 𝟗𝟎𝟎 𝟐. 𝟗𝟐𝟎 𝟐. 𝟗𝟒𝟔 𝟐. 𝟗𝟕𝟖 𝟑. 𝟎𝟏𝟔 𝟑. 𝟎𝟓𝟗 

√𝛌 

 

n 

𝟐. 𝟎 𝟐. 𝟐 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟖 𝟑. 𝟎 𝟑. 𝟐 𝟑. 𝟒 𝟑. 𝟔 

𝟏 𝟎. 𝟎𝟗𝟐𝟐 𝟎. 𝟏𝟑𝟗𝟐 𝟎. 𝟐𝟏𝟓𝟑 𝟎. 𝟑𝟑𝟐𝟓 𝟎. 𝟒𝟗𝟏𝟗 𝟎. 𝟔𝟕𝟖𝟎 𝟎. 𝟖𝟕𝟒𝟓 𝟏. 𝟎𝟕𝟒 𝟏. 𝟐𝟕𝟒 

𝟐 𝟎. 𝟑𝟕𝟕𝟗 𝟎. 𝟒𝟓𝟕𝟗 𝟎. 𝟓𝟓𝟖𝟏 𝟎. 𝟔𝟕𝟗𝟐 𝟎. 𝟖𝟏𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟎 𝟏. 𝟏𝟑𝟗 𝟏. 𝟑𝟏𝟐 𝟏. 𝟒𝟗𝟏 

𝟑 𝟎. 𝟔𝟒𝟒𝟖 𝟎. 𝟕𝟐𝟗𝟕 𝟎. 𝟖𝟐𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟒𝟑𝟖 𝟏. 𝟎𝟕𝟐 𝟏. 𝟐𝟏𝟐 𝟏. 𝟑𝟔𝟐 𝟏. 𝟓𝟐𝟎 𝟏. 𝟔𝟖𝟒 

: : : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟑. 𝟏𝟔𝟒 𝟑. 𝟐𝟐𝟓 𝟑. 𝟐𝟗𝟐 𝟑. 𝟑𝟔𝟓 𝟑. 𝟒𝟒𝟒 𝟑. 𝟓𝟐𝟖 𝟑. 𝟔𝟏𝟖 𝟑. 𝟕𝟏𝟒 𝟑. 𝟖𝟏𝟒 

√𝛌 

 

n 

𝟒. 𝟎 𝟒. 𝟐 𝟒. 𝟒 𝟒. 𝟔 𝟒. 𝟖 𝟓. 𝟎 𝟓. 𝟐 𝟓. 𝟒 𝟓. 𝟔 

𝟏 𝟏. 𝟔𝟕𝟒 𝟏. 𝟖𝟕𝟒 𝟐. 𝟎𝟕𝟒 𝟐. 𝟒𝟕𝟒 𝟐. 𝟒𝟕𝟒 𝟐. 𝟔𝟕𝟒 𝟐. 𝟖𝟕𝟒 𝟑. 𝟎𝟕𝟒 𝟑. 𝟐𝟕𝟒 

𝟐 𝟏. 𝟖𝟓𝟕 𝟐. 𝟎𝟒𝟒 𝟐. 𝟐𝟑𝟑 𝟐. 𝟒𝟐𝟑 𝟐. 𝟔𝟏𝟓 𝟐. 𝟖𝟎𝟕 𝟑. 𝟎𝟎𝟎 𝟑. 𝟏𝟗𝟒 𝟑. 𝟑𝟖𝟖 

𝟑 𝟐. 𝟎𝟐𝟕 𝟐. 𝟐𝟎𝟒 𝟐. 𝟑𝟖𝟑 𝟐. 𝟓𝟔𝟓 𝟐. 𝟕𝟒𝟗 𝟐. 𝟗𝟑𝟓 𝟑. 𝟏𝟐𝟐 𝟑. 𝟑𝟏𝟎 𝟑. 𝟓𝟎𝟎 

: : : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟒. 𝟎𝟑𝟎 𝟒. 𝟏𝟒𝟓 𝟒. 𝟐𝟔𝟒 𝟒. 𝟑𝟖𝟖 𝟒. 𝟓𝟏𝟓 𝟒. 𝟔𝟒𝟕 𝟒. 𝟕𝟖𝟐 𝟒. 𝟗𝟐𝟎 𝟓. 𝟎𝟔𝟐 

 

 

 

 

 

 



 
 

𝛘(𝐧,𝛌)) 2جزء من جداول توزيع كا  (:4ملحق )
𝟐  ى                            الملاحق غير المركز (

 

 
 

366 

f)( 05.0عندما:  C(: يعطى قيم 3جدول )

C

2 =


\ 

√𝛌 

n 
𝟎. 𝟎 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟖 𝟏. 𝟎 𝟏. 𝟐 𝟏. 𝟒 

𝟏 𝟏. 𝟗𝟔𝟎 𝟏. 𝟗𝟗𝟗 𝟐. 𝟏𝟎𝟕 𝟐. 𝟐𝟔𝟓 𝟐. 𝟒𝟓𝟎 𝟐. 𝟔𝟒𝟔 𝟐. 𝟖𝟒𝟓 𝟑. 𝟎𝟒𝟓 

𝟐 𝟐. 𝟒𝟒𝟖 𝟐. 𝟒𝟕𝟐 𝟐. 𝟓𝟒𝟐 𝟐. 𝟔𝟓𝟎 𝟐. 𝟕𝟖𝟓 𝟐. 𝟗𝟒𝟎 𝟑. 𝟏𝟎𝟔 𝟑. 𝟐𝟖𝟎 

𝟑 𝟐. 𝟕𝟗𝟓 𝟐. 𝟖𝟏𝟒 𝟐. 𝟖𝟔𝟖 𝟐. 𝟗𝟓𝟑 𝟑. 𝟎𝟔𝟒 𝟑. 𝟏𝟗𝟒 𝟑. 𝟑𝟑𝟗 𝟑. 𝟒𝟗𝟑 

: : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟓. 𝟔𝟎𝟒 𝟓. 𝟔𝟏𝟎 𝟓. 𝟔𝟐𝟕 𝟓. 𝟔𝟓𝟓 𝟓. 𝟔𝟗𝟑 𝟓. 𝟕𝟒𝟐 𝟓. 𝟖𝟎𝟎 𝟓. 𝟖𝟔𝟖 

√𝛌 

n 
𝟐. 𝟎 𝟐. 𝟐 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟖 𝟑. 𝟎 𝟑. 𝟐 𝟑. 𝟒 

𝟏 𝟑. 𝟔𝟒𝟓 𝟑. 𝟖𝟒𝟓 𝟒. 𝟎𝟒𝟓 𝟒. 𝟐𝟒𝟓 𝟒. 𝟒𝟒𝟓 𝟒. 𝟔𝟒𝟓 𝟒. 𝟖𝟒𝟓 𝟓. 𝟎𝟒𝟓 

𝟐 𝟑. 𝟖𝟐𝟔 𝟒. 𝟎𝟏𝟒 𝟒. 𝟐𝟎𝟑 𝟒. 𝟑𝟗𝟑 𝟒. 𝟓𝟖𝟓 𝟒. 𝟕𝟕𝟕 𝟒. 𝟗𝟕𝟎 𝟓. 𝟏𝟔𝟒 

𝟑 𝟑. 𝟗𝟗𝟖 𝟒. 𝟏𝟕𝟒 𝟒. 𝟑𝟓𝟒 𝟒. 𝟓𝟑𝟔 𝟒. 𝟕𝟐𝟎 𝟓. 𝟎𝟗𝟑 𝟓. 𝟐𝟖𝟏 𝟓. 𝟒𝟕𝟎 

: : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟔. 𝟏𝟐𝟏 𝟔. 𝟐𝟐𝟏 𝟔. 𝟑𝟐𝟕 𝟔. 𝟒𝟑𝟗 𝟔. 𝟓𝟓𝟔 𝟔. 𝟔𝟕𝟗 𝟔. 𝟖𝟎𝟕 𝟔. 𝟗𝟑𝟗 

√𝛌 

n 
𝟒. 𝟎 𝟒. 𝟐 𝟒. 𝟒 𝟒. 𝟔 𝟒. 𝟖 𝟓. 𝟎 𝟓. 𝟐 𝟓. 𝟒 

𝟏 𝟓. 𝟔𝟒𝟓 𝟓. 𝟖𝟒𝟓 𝟔. 𝟎𝟒𝟓 𝟔. 𝟐𝟒𝟓 𝟔. 𝟒𝟒𝟓 𝟔. 𝟔𝟒𝟓 𝟔. 𝟖𝟒𝟓 𝟕. 𝟎𝟒𝟓 

𝟐 𝟓. 𝟕𝟒𝟗 𝟓. 𝟗𝟒𝟓 𝟔. 𝟏𝟒𝟏 𝟔. 𝟑𝟑𝟖 𝟔. 𝟓𝟑𝟒 𝟔. 𝟕𝟑𝟏 𝟔. 𝟗𝟐𝟖 𝟕. 𝟏𝟐𝟔 

𝟑 𝟓. 𝟖𝟓𝟐 𝟔. 𝟎𝟒𝟑 𝟔. 𝟐𝟑𝟔 𝟔. 𝟒𝟐𝟗 𝟔. 𝟔𝟐𝟐 𝟔. 𝟖𝟏𝟔 𝟕. 𝟎𝟏𝟏 𝟕. 𝟐𝟎𝟓 

: : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟕. 𝟑𝟓𝟖 𝟕. 𝟓𝟎𝟕 𝟕. 𝟔𝟓𝟒 𝟕. 𝟖𝟎𝟔 𝟕. 𝟗𝟔𝟎 𝟖. 𝟏𝟏𝟕 𝟖. 𝟐𝟕𝟕 𝟖. 𝟒𝟑𝟖 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

𝛘(𝐧,𝛌)) 2جزء من جداول توزيع كا  (:4ملحق )
𝟐  ى                            الملاحق غير المركز (

 

 
 

367 

f)( 01.0حيث  C(: يعطى قيم 4جدول )

C

2 =


\ 

√𝛌 

n 
𝟎. 𝟎 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟖 𝟏. 𝟎 𝟏. 𝟐 𝟏. 𝟒 

𝟏 𝟐. 𝟓𝟕𝟔 𝟐. 𝟔𝟐𝟔 𝟐. 𝟕𝟓𝟕 𝟐. 𝟗𝟑𝟒 𝟑. 𝟏𝟐𝟖 𝟑. 𝟑𝟐𝟕 𝟑. 𝟓𝟐𝟔 𝟑. 𝟕𝟐𝟔 

𝟐 𝟑. 𝟎𝟑𝟓 𝟑. 𝟎𝟔𝟓 𝟑. 𝟏𝟒𝟖 𝟑. 𝟐𝟕𝟐 𝟑. 𝟒𝟐𝟏 𝟑. 𝟓𝟖𝟒 𝟑. 𝟕𝟓𝟕 𝟑. 𝟗𝟑𝟔 

𝟑 𝟑. 𝟑𝟔𝟖 𝟑. 𝟑𝟗𝟎 𝟑. 𝟒𝟓𝟒 𝟑. 𝟓𝟓𝟐 𝟑. 𝟔𝟕𝟓 𝟑. 𝟖𝟏𝟔 𝟑. 𝟗𝟔𝟗 𝟒. 𝟏𝟑𝟏 

: : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟔. 𝟏𝟐𝟗 𝟔. 𝟏𝟑𝟓 𝟔. 𝟏𝟓𝟒 𝟔. 𝟏𝟖𝟒 𝟔. 𝟐𝟐𝟓 𝟔. 𝟐𝟕𝟖 𝟔. 𝟑𝟒𝟏 𝟔. 𝟒𝟏𝟒 

√𝛌 

n 
𝟐. 𝟎 𝟐. 𝟐 𝟐. 𝟒 𝟐. 𝟔 𝟐. 𝟖 𝟑. 𝟎 𝟑. 𝟐 𝟑. 𝟒 

𝟏 𝟒. 𝟑𝟐𝟔 𝟒. 𝟓𝟐𝟔 𝟒. 𝟕𝟐𝟔 𝟒. 𝟗𝟐𝟔 𝟓. 𝟏𝟐𝟔 𝟓. 𝟑𝟐𝟔 𝟓. 𝟓𝟐𝟔 𝟓. 𝟕𝟐𝟔 

𝟐 𝟒. 𝟒𝟗𝟐 𝟒. 𝟔𝟖𝟏 𝟒. 𝟖𝟕𝟏 𝟓. 𝟎𝟔𝟑 𝟓. 𝟐𝟓𝟔 𝟓. 𝟒𝟒𝟗 𝟓. 𝟔𝟒𝟑 𝟓. 𝟖𝟑𝟖 

𝟑 𝟒. 𝟔𝟒𝟗 𝟒. 𝟖𝟐𝟗 𝟓. 𝟎𝟏𝟏 𝟓. 𝟏𝟗𝟔 𝟓. 𝟑𝟖𝟐 𝟓. 𝟓𝟖𝟗 𝟓. 𝟕𝟔𝟖 𝟓. 𝟗𝟒𝟕 

: : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟔. 𝟔𝟖𝟑 𝟔. 𝟕𝟖𝟖 𝟔. 𝟖𝟗𝟗 𝟕. 𝟎𝟏𝟔 𝟕. 𝟏𝟑𝟗 𝟕. 𝟐𝟔𝟔 𝟕. 𝟑𝟗𝟗 𝟕. 𝟓𝟑𝟓 

√𝛌 

n 
𝟒. 𝟎 𝟒. 𝟐 𝟒. 𝟒 𝟒. 𝟔 𝟒. 𝟖 𝟓. 𝟎 𝟓. 𝟐 𝟓. 𝟒 

𝟏 𝟔. 𝟑𝟐𝟔 𝟔. 𝟓𝟐𝟔 𝟔. 𝟕𝟐𝟔 𝟔. 𝟗𝟐𝟔 𝟕. 𝟏𝟐𝟔 𝟕. 𝟑𝟐𝟔 𝟕. 𝟓𝟐𝟔 𝟕. 𝟕𝟐𝟔 

𝟐 𝟔. 𝟒𝟐𝟔 𝟔. 𝟔𝟐𝟏 𝟔. 𝟖𝟏𝟕 𝟕. 𝟎𝟏𝟒 𝟕. 𝟐𝟏𝟏 𝟕. 𝟒𝟎𝟖 𝟕. 𝟖𝟎𝟑 𝟕. 𝟖𝟎𝟑 

𝟑 𝟔. 𝟓𝟐𝟏 𝟔. 𝟕𝟏𝟒 𝟔. 𝟗𝟎𝟕 𝟕. 𝟏𝟎𝟏 𝟕. 𝟐𝟗𝟓 𝟕. 𝟒𝟖𝟗 𝟕. 𝟔𝟖𝟒 𝟕. 𝟖𝟕𝟗 

: : : : : : : : : 

𝟐𝟎 𝟕. 𝟗𝟔𝟓 𝟖. 𝟏𝟏𝟓 𝟖. 𝟐𝟔𝟖 𝟖. 𝟒𝟐𝟑 𝟖. 𝟓𝟖𝟏 𝟖. 𝟕𝟒𝟎 𝟖. 𝟗𝟎𝟐 𝟗. 𝟎𝟔𝟔 
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 ( n,p)   (: الأحتمالات التراكمية لمتغير ذات الحدين بمعلمتين 5ملحق ) 
 

𝐅(𝐮) = 𝐏𝐫(𝐗 ≤ 𝐮) = ∑ 𝐂𝐱
𝐧𝐮

𝐱=𝟎 (𝐩)𝐱(𝟏 − 𝐩)𝐧−𝐱  

 

n           u 
𝟎. 𝟎𝟓 𝟎. 𝟏𝟎 𝟎. 𝟐𝟎 𝟎. 𝟑𝟎 𝟎. 𝟒𝟎 𝟎. 𝟓 

𝟏 𝟎 𝟎. 𝟗𝟓𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟖𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟕𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟔𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟓𝟎𝟎𝟎 
 𝟏 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
𝟐 𝟎 𝟎. 𝟗𝟎𝟐𝟓 𝟎. 𝟖𝟏𝟎𝟎 𝟎. 𝟔𝟒𝟎𝟎 𝟎. 𝟒𝟗𝟎𝟎 𝟎. 𝟑𝟔𝟎𝟎 𝟎. 𝟐𝟓𝟎𝟎 
 𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟔𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟏𝟎𝟎 𝟎. 𝟖𝟒𝟎𝟎 𝟎. 𝟕𝟓𝟎𝟎 
 𝟐 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
𝟑 𝟎 𝟎. 𝟖𝟓𝟕𝟒 𝟎. 𝟕𝟐𝟗𝟎 𝟎. 𝟓𝟏𝟐𝟎 𝟎. 𝟑𝟒𝟑𝟎 𝟎. 𝟐𝟏𝟔𝟎 𝟎. 𝟏𝟐𝟓𝟎 
 𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟐𝟎 𝟎. 𝟖𝟗𝟔𝟎 𝟎. 𝟕𝟖𝟒𝟎 𝟎. 𝟔𝟒𝟖𝟎 𝟎. 𝟓𝟎𝟎𝟎 
 𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟎 𝟎. 𝟗𝟕𝟑𝟎 𝟎. 𝟗𝟑𝟔𝟎 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟎 
 𝟑 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
𝟒 𝟎 𝟎. 𝟖𝟏𝟒𝟓 𝟎. 𝟔𝟓𝟔𝟏 𝟎. 𝟒𝟎𝟗𝟔 𝟎. 𝟐𝟒𝟎𝟏 𝟎. 𝟏𝟐𝟗𝟔 𝟎. 𝟎𝟔𝟐𝟓 
 𝟏 𝟎. 𝟗𝟖𝟔𝟎 𝟎. 𝟗𝟒𝟕𝟕 𝟎. 𝟖𝟏𝟗𝟐 𝟎. 𝟔𝟓𝟏𝟕 𝟎. 𝟒𝟕𝟓𝟐 𝟎. 𝟑𝟏𝟐𝟓 
 𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟑 𝟎. 𝟗𝟕𝟐𝟖 𝟎. 𝟗𝟏𝟔𝟑 𝟎. 𝟖𝟐𝟎𝟖 𝟎. 𝟔𝟖𝟕𝟓 
 𝟑 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟒 𝟎. 𝟗𝟑𝟕𝟓 
 𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
𝟓 𝟎 𝟎. 𝟕𝟕𝟑𝟖 𝟎. 𝟓𝟗𝟎𝟓 𝟎. 𝟑𝟐𝟕𝟕 𝟎. 𝟏𝟔𝟖𝟏 𝟎. 𝟎𝟕𝟕𝟖 𝟎. 𝟎𝟑𝟏𝟑 
 𝟏 𝟎. 𝟗𝟕𝟕𝟒 𝟎. 𝟗𝟏𝟖𝟓 𝟎. 𝟕𝟑𝟕𝟑 𝟎. 𝟓𝟐𝟖𝟐 𝟎. 𝟑𝟐𝟕𝟎 𝟎. 𝟏𝟖𝟕𝟓 
 𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟒 𝟎. 𝟗𝟒𝟒 𝟎. 𝟖𝟑𝟔𝟗 𝟎. 𝟔𝟖𝟐𝟔 𝟎. 𝟓𝟎𝟎𝟎 
 𝟑 𝟏. 𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟏𝟑𝟎 𝟎. 𝟖𝟏𝟐𝟓 
 𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟔 𝟎. 𝟗𝟖𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟔𝟖𝟖 
 𝟓 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
𝟔 𝟎 𝟎. 𝟕𝟑𝟓𝟏 𝟎. 𝟓𝟑𝟏𝟒 𝟎. 𝟐𝟔𝟐𝟏 𝟎. 𝟏𝟏𝟕𝟔 𝟎. 𝟎𝟒𝟔𝟕 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝟔 
 𝟏 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟐 𝟎. 𝟖𝟖𝟓𝟕 𝟎. 𝟔𝟓𝟓𝟒 𝟎. 𝟒𝟐𝟎𝟐 𝟎. 𝟐𝟑𝟑𝟑 𝟎. 𝟏𝟎𝟗𝟒 
 𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟖 𝟎. 𝟗𝟖𝟒𝟏 𝟎. 𝟗𝟎𝟏𝟏 𝟎. 𝟕𝟒𝟒𝟑 𝟎. 𝟓𝟒𝟒𝟑 𝟎. 𝟑𝟒𝟑𝟖 
 𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟖𝟑𝟎 𝟎. 𝟗𝟐𝟗𝟓 𝟎. 𝟖𝟐𝟎𝟖 𝟎. 𝟔𝟓𝟔𝟑 
 𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟖𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟓𝟗𝟎 𝟎. 𝟖𝟗𝟎𝟔 
 𝟓 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟗 𝟎. 𝟗𝟖𝟒𝟒 
 𝟔 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
𝟕 𝟎 𝟎. 𝟔𝟗𝟖𝟑 𝟎. 𝟒𝟕𝟖𝟑 𝟎. 𝟐𝟎𝟗𝟕 𝟎. 𝟎𝟖𝟐𝟒 𝟎. 𝟎𝟐𝟖𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟖 

𝟎    𝟏 
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n           u 
𝟎. 𝟎𝟓 𝟎. 𝟏𝟎 𝟎. 𝟐𝟎 𝟎. 𝟑𝟎 𝟎. 𝟒𝟎 𝟎. 𝟓 

 𝟏 𝟎. 𝟗𝟓𝟓𝟔 𝟎. 𝟖𝟓𝟎𝟑 𝟎. 𝟓𝟕𝟔𝟕 𝟎. 𝟑𝟐𝟗𝟒 𝟎. 𝟏𝟓𝟖𝟔 𝟎. 𝟎𝟔𝟐𝟓 
 𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟐 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟑 𝟎. 𝟖𝟓𝟐𝟎 𝟎. 𝟔𝟒𝟕𝟏 𝟎. 𝟒𝟏𝟗𝟗 𝟎. 𝟐𝟐𝟔𝟔 

 𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟔𝟕 𝟎. 𝟖𝟕𝟒𝟎 𝟎. 𝟕𝟏𝟎𝟐 𝟎. 𝟓𝟎𝟎𝟎 
 𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟑 𝟎. 𝟗𝟕𝟏𝟐 𝟎. 𝟗𝟎𝟑𝟕 𝟎. 𝟕𝟕𝟑𝟒 
 𝟓 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟐 𝟎. 𝟗𝟖𝟏𝟐 𝟎. 𝟗𝟑𝟕𝟓 

 𝟔 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟐 

 𝟕 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟖 𝟎 𝟎. 𝟔𝟔𝟑𝟒 𝟎. 𝟒𝟑𝟎𝟓 𝟎. 𝟏𝟔𝟕𝟖 𝟎. 𝟎𝟓𝟕𝟔 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟖 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟗 

 𝟏 𝟎. 𝟗𝟒𝟐𝟖 𝟎. 𝟖𝟏𝟑𝟏 𝟎. 𝟓𝟎𝟑𝟑 𝟎. 𝟐𝟓𝟓𝟑 𝟎. 𝟏𝟎𝟔𝟒 𝟎. 𝟎𝟑𝟓𝟐 

 𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟒𝟐 𝟎. 𝟗𝟔𝟏𝟗 𝟎. 𝟕𝟗𝟔𝟗 𝟎. 𝟓𝟓𝟏𝟖 𝟎. 𝟑𝟏𝟓𝟒 𝟎. 𝟏𝟒𝟒𝟓 

 𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟒𝟑𝟕 𝟎. 𝟖𝟎𝟓𝟗 𝟎. 𝟓𝟗𝟒𝟏 𝟎. 𝟑𝟔𝟑𝟑 

 𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟖𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟒𝟐𝟎 𝟎. 𝟖𝟐𝟔𝟑 𝟎. 𝟔𝟑𝟔𝟕 

 𝟓 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟖 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟎𝟐 𝟎. 𝟖𝟓𝟓𝟓 

 𝟔 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟒𝟖 

 𝟕 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟏 

 𝟖 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟗 𝟎 𝟎. 𝟔𝟑𝟎𝟐 𝟎. 𝟑𝟖𝟕𝟒 𝟎. 𝟏𝟑𝟒𝟐 𝟎. 𝟎𝟒𝟎𝟒 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟎 

 𝟏 𝟎. 𝟗𝟐𝟖𝟖 𝟎. 𝟕𝟕𝟒𝟖 𝟎. 𝟒𝟑𝟔𝟐 𝟎. 𝟏𝟗𝟔𝟎 𝟎. 𝟎𝟕𝟎𝟓 𝟎. 𝟎𝟏𝟗𝟓 

 𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟔 𝟎. 𝟗𝟒𝟕𝟎 𝟎. 𝟕𝟑𝟖𝟐 𝟎. 𝟒𝟔𝟐𝟖 𝟎. 𝟐𝟑𝟏𝟖 𝟎. 𝟎𝟖𝟗𝟖 

 𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟕 𝟎. 𝟗𝟏𝟒𝟒 𝟎. 𝟕𝟐𝟗𝟕 𝟎. 𝟒𝟖𝟐𝟔 𝟎. 𝟐𝟓𝟑𝟗 

 𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟒 𝟎. 𝟗𝟎𝟏𝟐 𝟎. 𝟕𝟑𝟑𝟒 𝟎. 𝟓𝟎𝟎𝟎 

 𝟓 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟕 𝟎. 𝟗𝟎𝟎𝟔 𝟎. 𝟕𝟒𝟔𝟏 

 𝟔 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟏𝟎𝟐 

 𝟕 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟐 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟓 

 𝟖 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟎 

 𝟗 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟏𝟎 𝟎 𝟎. 𝟓𝟗𝟖𝟕 𝟎. 𝟑𝟒𝟖𝟕 𝟎. 𝟏𝟎𝟕𝟒 𝟎. 𝟎𝟐𝟖𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟎 

 𝟏 𝟎. 𝟗𝟏𝟑𝟗 𝟎. 𝟕𝟑𝟔𝟏 𝟎. 𝟑𝟕𝟓𝟖 𝟎. 𝟏𝟒𝟗𝟑 𝟎. 𝟎𝟒𝟔𝟒 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟕 

 𝟐 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟓 𝟎. 𝟗𝟐𝟗𝟖 𝟎. 𝟔𝟕𝟕𝟖 𝟎. 𝟑𝟖𝟐𝟖 𝟎. 𝟏𝟔𝟕𝟑 𝟎. 𝟎𝟓𝟒𝟕 

 𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟕𝟐 𝟎. 𝟖𝟕𝟗𝟏 𝟎. 𝟔𝟒𝟗𝟔 𝟎. 𝟑𝟖𝟐𝟑 𝟎. 𝟏𝟕𝟏𝟗 

 𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟐 𝟎. 𝟖𝟒𝟗𝟕 𝟎. 𝟔𝟑𝟑𝟏 𝟎. 𝟑𝟕𝟕𝟎 

 𝟓 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟔 𝟎. 𝟗𝟓𝟐𝟔 𝟎. 𝟖𝟑𝟑𝟖 𝟎. 𝟔𝟐𝟑𝟎 

 𝟔 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟖𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟒𝟓𝟐 𝟎. 𝟖𝟐𝟖𝟏 

 𝟕 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟖𝟕𝟕 𝟎. 𝟗𝟒𝟓𝟑 

 𝟖 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟑 𝟎. 𝟗𝟖𝟗𝟑 

 𝟗 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 

 𝟏𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
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𝟓𝟎 𝟎 𝟎. 𝟎𝟕𝟔𝟗 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
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n           u 
𝟎. 𝟎𝟓 𝟎. 𝟏𝟎 𝟎. 𝟐𝟎 𝟎. 𝟑𝟎 𝟎. 𝟒𝟎 𝟎. 𝟓 

 𝟏 𝟎. 𝟐𝟕𝟗𝟒 𝟎. 𝟎𝟑𝟑𝟖 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟐 𝟎. 𝟓𝟒𝟎𝟓 𝟎. 𝟏𝟏𝟏𝟕 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟑 𝟎. 𝟕𝟔𝟎𝟒 𝟎. 𝟐𝟓𝟎𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟕 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟒 𝟎. 𝟖𝟗𝟔𝟒 𝟎. 𝟒𝟑𝟏𝟐 𝟎. 𝟎𝟏𝟖𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟐𝟐 𝟎. 𝟔𝟏𝟔𝟏 𝟎. 𝟎𝟒𝟖𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟕 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟔 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟐 𝟎. 𝟕𝟕𝟎𝟐 𝟎. 𝟏𝟎𝟑𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟖 𝟎. 𝟖𝟕𝟕𝟗 𝟎. 𝟏𝟗𝟎𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟒𝟐𝟏 𝟎. 𝟑𝟎𝟕𝟑 𝟎. 𝟎𝟏𝟖𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝟓 𝟎. 𝟒𝟒𝟑𝟕 𝟎. 𝟎𝟒𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟖 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟏𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟎𝟔 𝟎. 𝟓𝟖𝟑𝟔 𝟎. 𝟎𝟕𝟖𝟗 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟏𝟏  𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟖 𝟎. 𝟕𝟏𝟎𝟕 𝟎. 𝟏𝟑𝟗𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟕 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
 𝟏𝟐  𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 𝟎. 𝟖𝟏𝟑𝟗 𝟎. 𝟐𝟐𝟐𝟗 𝟎. 𝟎𝟏𝟑𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 
 𝟏𝟑  𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟖𝟖𝟗𝟒 𝟎. 𝟑𝟐𝟕𝟗 𝟎. 𝟎𝟐𝟖𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓 
 𝟏𝟒  𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟑𝟗𝟑 𝟎. 𝟒𝟒𝟔𝟖 𝟎. 𝟎𝟓𝟒𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟑 
 𝟏𝟓  𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟔𝟗𝟐 𝟎. 𝟓𝟔𝟗𝟐 𝟎. 𝟎𝟗𝟓𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟑 
 𝟏𝟔   𝟎. 𝟗𝟖𝟓𝟔 𝟎. 𝟔𝟖𝟑𝟗 𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟕 
 𝟏𝟕   𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟕 𝟎. 𝟕𝟖𝟐𝟐 𝟎. 𝟐𝟑𝟔𝟗 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟒 
 𝟏𝟖   𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟓 𝟎. 𝟖𝟓𝟗𝟒 𝟎. 𝟑𝟑𝟓𝟔 𝟎. 𝟎𝟑𝟐𝟓 
 𝟏𝟗   𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟏𝟓𝟐 𝟎. 𝟒𝟒𝟔𝟓 𝟎. 𝟎𝟓𝟗𝟓 
 𝟐𝟎   𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟐𝟐 𝟎. 𝟓𝟔𝟏𝟎 𝟎. 𝟏𝟎𝟏𝟑 
 𝟐𝟏   𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟗 𝟎. 𝟔𝟕𝟎𝟏 𝟎. 𝟏𝟔𝟏𝟏 
 𝟐𝟐   𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟕𝟕 𝟎. 𝟕𝟔𝟔𝟎 𝟎. 𝟐𝟑𝟗𝟗 
 𝟐𝟑    𝟎. 𝟗𝟗𝟒𝟒 𝟎. 𝟖𝟒𝟑𝟖 𝟎. 𝟑𝟑𝟓𝟗 
 𝟐𝟒    𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟔 𝟎. 𝟗𝟎𝟐𝟐 𝟎. 𝟒𝟒𝟑𝟗 
 𝟐𝟓    𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟒𝟐𝟕 𝟎. 𝟓𝟓𝟔𝟏 

 𝟐𝟔    𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟔𝟖𝟔 𝟎. 𝟔𝟔𝟒𝟏 

 𝟐𝟕    𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟖𝟒𝟎 𝟎. 𝟕𝟔𝟎𝟏 
 𝟐𝟖    𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟒 𝟎. 𝟖𝟑𝟖𝟗 
 𝟐𝟗     𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟔 𝟎. 𝟖𝟗𝟖𝟕 
 𝟑𝟎     𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟔 𝟎. 𝟗𝟒𝟎𝟓 
 𝟑𝟏     𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟓 
 𝟑𝟐     𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟖𝟑𝟔 
 𝟑𝟑     𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟑 
 𝟑𝟒     𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟕 
 𝟑𝟓      𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟕 

 𝟑𝟔      𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 
 𝟑𝟕      𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 
 𝟑𝟖      𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
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 (: الأحتمالات التراكمية لمتغير بواسون 6ملحق ) 
 

𝐅(𝐮) = ∑
𝐞−𝛌 𝛌𝐱

𝐱 !

𝐮
𝐱=𝟎                  

 
 
 
 
 
 

  

U 
𝟎. 𝟏 𝟎. 𝟐 𝟎. 𝟑 𝟎. 𝟒 𝟎. 𝟓 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟕 𝟎. 𝟖 𝟎. 𝟗 𝟏. 𝟎 

𝟎 𝟎. 𝟗𝟎𝟒𝟖 𝟎. 𝟖𝟏𝟖𝟕 𝟎. 𝟕𝟒𝟎𝟖 𝟎. 𝟔𝟕𝟎𝟑 𝟎. 𝟔𝟎𝟔𝟓 𝟎. 𝟓𝟒𝟖𝟖 𝟎. 𝟒𝟗𝟔𝟔 𝟎. 𝟒𝟒𝟗𝟑 𝟎. 𝟒𝟒𝟗𝟑 𝟎. 𝟑𝟔𝟕𝟗 

𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟑 𝟎. 𝟗𝟖𝟐𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟑𝟏 𝟎. 𝟗𝟑𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟎𝟗𝟖 𝟎. 𝟖𝟕𝟖𝟏 𝟎. 𝟖𝟒𝟒𝟐 𝟎. 𝟖𝟎𝟖𝟖 𝟎. 𝟕𝟕𝟐𝟓 𝟎. 𝟕𝟑𝟓𝟖 

𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟏 𝟎. 𝟗𝟖𝟓𝟔 𝟎. 𝟗𝟕𝟔𝟗 𝟎. 𝟗𝟔𝟓𝟗 𝟎. 𝟗𝟓𝟐𝟔 𝟎. 𝟗𝟑𝟕𝟏 𝟎. 𝟗𝟏𝟗𝟕 
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𝟒 𝟎. 𝟕𝟗𝟖𝟐 𝟎. 𝟕𝟖𝟎𝟔 𝟎. 𝟕𝟔𝟐𝟔 𝟎. 𝟕𝟒𝟒𝟐 𝟎. 𝟕𝟐𝟓𝟒 𝟎. 𝟕𝟎𝟔𝟒 𝟎. 𝟔𝟖𝟕𝟐 𝟎. 𝟔𝟔𝟕𝟖 𝟎. 𝟔𝟒𝟖𝟒 𝟎. 𝟔𝟐𝟖𝟖 

𝟓 𝟎. 𝟗𝟎𝟓𝟕 𝟎. 𝟖𝟗𝟒𝟎 𝟎. 𝟖𝟖𝟐𝟗 𝟎. 𝟖𝟕𝟎𝟓 𝟎. 𝟖𝟓𝟕𝟔 𝟎. 𝟖𝟒𝟒𝟏 𝟎. 𝟖𝟑𝟎𝟏 𝟎. 𝟖𝟏𝟓𝟔 𝟎. 𝟖𝟎𝟎𝟔 𝟎. 𝟕𝟖𝟓𝟏 

𝟔 𝟎. 𝟗𝟔𝟏𝟐 𝟎. 𝟗𝟓𝟓𝟒 𝟎. 𝟗𝟒𝟗𝟎 𝟎. 𝟗𝟒𝟐𝟏 𝟎. 𝟗𝟑𝟒𝟕 𝟎. 𝟗𝟐𝟔𝟕 𝟎. 𝟗𝟏𝟖𝟐 𝟎. 𝟗𝟎𝟗𝟏 𝟎. 𝟖𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟖𝟖𝟗𝟑 

𝟕 𝟎. 𝟗𝟖𝟓𝟖 𝟎. 𝟗𝟖𝟑𝟐 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟐 𝟎. 𝟗𝟕𝟔𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟑𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟔𝟒𝟖 𝟎. 𝟗𝟓𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟓𝟒𝟔 𝟎. 𝟗𝟒𝟖𝟗 

𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟒𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟎𝟏 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟑 𝟎. 𝟗𝟖𝟔𝟑 𝟎. 𝟗𝟖𝟒𝟎 𝟎. 𝟒𝟖𝟏𝟓 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟔 

𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟒𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟗 

𝟏𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟐 

𝟏𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟏 

𝟏𝟐 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 

𝟏𝟑 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 

𝟏𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
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U 
𝟏𝟏. 𝟎 𝟏𝟐. 𝟎 𝟏𝟑. 𝟎 𝟏𝟒. 𝟎 𝟏𝟓. 𝟎 𝟏𝟔. 𝟎 𝟏𝟕. 𝟎 𝟏𝟖. 𝟎 𝟏𝟗. 𝟎 𝟐𝟎. 𝟎 

𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟗 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟒 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟔 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟕 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟖 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟗 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝟓 𝟎. 𝟎𝟑𝟕𝟓 𝟎. 𝟎𝟐𝟎𝟑 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟕 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟖 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟕 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 

𝟔 𝟎. 𝟎𝟕𝟖𝟔 𝟎. 𝟎𝟒𝟓𝟖 𝟎. 𝟎𝟐𝟓𝟗 𝟎. 𝟎𝟏𝟒𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟔 𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑 

𝟕 𝟎. 𝟏𝟒𝟑𝟐 𝟎. 𝟎𝟖𝟗𝟓 𝟎. 𝟎𝟓𝟒𝟎 𝟎. 𝟎𝟑𝟏𝟔 𝟎. 𝟎𝟏𝟖𝟎 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟎 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟗 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟖 

𝟖 𝟎. 𝟐𝟑𝟐𝟎 𝟎. 𝟏𝟓𝟓𝟎 𝟎. 𝟎𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟎𝟔𝟐𝟏 𝟎. 𝟎𝟑𝟕𝟒 𝟎. 𝟎𝟐𝟐𝟎 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟔 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟏 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟗 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟏 

𝟗 𝟎. 𝟑𝟒𝟎𝟓 𝟎. 𝟎𝟐𝟒𝟐𝟒 𝟎. 𝟏𝟔𝟓𝟖 𝟎. 𝟏𝟎𝟗𝟒 𝟎. 𝟎𝟔𝟗𝟗 𝟎. 𝟎𝟒𝟑𝟑 𝟎. 𝟎𝟐𝟔𝟏 𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟖𝟗 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟎 

𝟏𝟎 𝟎. 𝟒𝟓𝟗𝟗 𝟎. 𝟑𝟒𝟕𝟐 𝟎. 𝟐𝟓𝟏𝟕 𝟎. 𝟏𝟕𝟓𝟕 𝟎. 𝟏𝟏𝟖𝟓 𝟎. 𝟎𝟕𝟕𝟒 𝟎. 𝟎𝟒𝟗𝟏 𝟎. 𝟎𝟑𝟎𝟒 𝟎. 𝟎𝟏𝟖𝟑 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟖 

𝟏𝟏 𝟎. 𝟓𝟕𝟗𝟑 𝟎. 𝟒𝟔𝟏𝟔 𝟎. 𝟑𝟓𝟑𝟐 𝟎. 𝟐𝟔𝟎𝟎 𝟎. 𝟏𝟖𝟒𝟕 𝟎. 𝟏𝟐𝟕𝟎 𝟎. 𝟎𝟖𝟒𝟕 𝟎. 𝟎𝟓𝟒𝟗 𝟎. 𝟎𝟑𝟒𝟕 𝟎. 𝟎𝟐𝟏𝟒 

𝟏𝟐 𝟎. 𝟔𝟖𝟖𝟕 𝟎. 𝟓𝟕𝟔𝟎 𝟎. 𝟒𝟔𝟑𝟏 𝟎. 𝟑𝟓𝟖𝟓 𝟎. 𝟐𝟔𝟕𝟎 𝟎. 𝟏𝟗𝟑𝟏 𝟎. 𝟏𝟑𝟓𝟎 𝟎. 𝟎𝟗𝟏𝟕 𝟎. 𝟎𝟔𝟎𝟔 𝟎. 𝟎𝟑𝟗𝟎 

𝟏𝟑 𝟎. 𝟕𝟖𝟏𝟑 𝟎. 𝟔𝟖𝟏𝟓 𝟎. 𝟓𝟕𝟑𝟎 𝟎. 𝟒𝟔𝟒𝟒 𝟎. 𝟑𝟔𝟑𝟐 𝟎. 𝟐𝟕𝟒𝟓 𝟎. 𝟐𝟎𝟎𝟗 𝟎. 𝟏𝟒𝟐𝟔 𝟎. 𝟎𝟗𝟖𝟒 𝟎. 𝟎𝟔𝟔𝟏 

𝟏𝟒 𝟎. 𝟖𝟓𝟒𝟎 𝟎. 𝟕𝟕𝟐𝟎 𝟎. 𝟔𝟕𝟓𝟏 𝟎. 𝟓𝟕𝟎𝟒 𝟎. 𝟒𝟔𝟓𝟔 𝟎. 𝟑𝟔𝟕𝟓 𝟎. 𝟐𝟖𝟎𝟖 𝟎. 𝟐𝟎𝟖𝟏 𝟎. 𝟏𝟒𝟗𝟕 𝟎. 𝟏𝟎𝟒𝟗 

𝟏𝟓 𝟎. 𝟗𝟎𝟕𝟒 𝟎. 𝟖𝟒𝟒𝟒 𝟎. 𝟕𝟔𝟑𝟔 𝟎. 𝟔𝟔𝟗𝟒 𝟎. 𝟓𝟔𝟖𝟏 𝟎. 𝟒𝟔𝟔𝟕 𝟎. 𝟑𝟕𝟏𝟒 𝟎. 𝟐𝟖𝟔𝟔 𝟎. 𝟐𝟏𝟒𝟖 𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟓 

𝟏𝟔 𝟎. 𝟗𝟒𝟒𝟏 𝟎. 𝟖𝟗𝟖𝟕 𝟎. 𝟖𝟑𝟓𝟓 𝟎. 𝟕𝟓𝟓𝟗 𝟎. 𝟔𝟔𝟒𝟏 𝟎. 𝟓𝟔𝟔𝟎 𝟎. 𝟒𝟔𝟕𝟕 𝟎. 𝟑𝟕𝟓𝟎 𝟎. 𝟐𝟗𝟐𝟔 𝟎. 𝟐𝟐𝟏𝟏 

𝟏𝟕 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟖 𝟎. 𝟗𝟑𝟕𝟎 𝟎. 𝟖𝟗𝟎𝟓 𝟎. 𝟖𝟐𝟕𝟐 𝟎. 𝟕𝟒𝟖𝟗 𝟎. 𝟔𝟓𝟗𝟑 𝟎. 𝟓𝟔𝟒𝟎 𝟎. 𝟒𝟔𝟖𝟔 𝟎. 𝟑𝟕𝟖𝟒 𝟎. 𝟐𝟗𝟕𝟎 

𝟏𝟖 𝟎. 𝟗𝟖𝟐𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟐𝟔 𝟎. 𝟗𝟑𝟎𝟐 𝟎. 𝟖𝟖𝟐𝟔 𝟎. 𝟖𝟏𝟗𝟓 𝟎. 𝟕𝟒𝟐𝟑 𝟎. 𝟔𝟓𝟒𝟗 𝟎. 𝟓𝟔𝟐𝟐 𝟎. 𝟒𝟔𝟗𝟓 𝟎. 𝟑𝟖𝟏𝟒 

𝟏𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟎𝟕 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟕𝟑 𝟎. 𝟗𝟐𝟑𝟓 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐 𝟎. 𝟖𝟏𝟐𝟐 𝟎. 𝟕𝟑𝟔𝟑 𝟎. 𝟔𝟓𝟎𝟗 𝟎. 𝟓𝟔𝟎𝟔 𝟎. 𝟒𝟕𝟎𝟑 

𝟐𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟑 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟒 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟓𝟐𝟏 𝟎. 𝟗𝟏𝟕𝟔 𝟎. 𝟖𝟔𝟖𝟐 𝟎. 𝟖𝟎𝟓𝟓 𝟎. 𝟕𝟑𝟎𝟕 𝟎. 𝟔𝟒𝟕𝟐 𝟎. 𝟓𝟓𝟗𝟏 

𝟐𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟗 𝟎. 𝟗𝟖𝟓𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟏𝟏 𝟎. 𝟗𝟒𝟔𝟗 𝟎. 𝟗𝟏𝟎𝟖 𝟎. 𝟖𝟔𝟏𝟓 𝟎. 𝟕𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟕𝟑𝟓𝟓 𝟎. 𝟔𝟒𝟑𝟕 

𝟐𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟒 𝟎. 𝟗𝟖𝟑𝟑 𝟎. 𝟗𝟔𝟕𝟐 𝟎. 𝟗𝟒𝟏𝟖 𝟎. 𝟗𝟎𝟒𝟕 𝟎. 𝟖𝟓𝟓𝟏 𝟎. 𝟕𝟗𝟑𝟏 𝟎. 𝟕𝟐𝟎𝟔 

𝟐𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟎𝟕 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟑𝟑 𝟎. 𝟗𝟑𝟔𝟕 𝟎. 𝟖𝟗𝟖𝟗 𝟎. 𝟖𝟒𝟗𝟎 𝟎. 𝟕𝟖𝟕𝟓 

𝟐𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟕𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟗𝟑 𝟎. 𝟗𝟑𝟏𝟕 𝟎. 𝟖𝟗𝟑𝟑 𝟎. 𝟖𝟒𝟑𝟐 

𝟐𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟖 𝟎. 𝟗𝟖𝟔𝟗 𝟎. 𝟗𝟕𝟒𝟕 𝟎. 𝟗𝟓𝟓𝟒 𝟎. 𝟗𝟐𝟔𝟗 𝟎. 𝟖𝟖𝟕𝟖 

𝟐𝟔 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟐𝟓 𝟎. 𝟗𝟖𝟒𝟖 𝟎. 𝟗𝟕𝟏𝟖 𝟎. 𝟗𝟓𝟏𝟒 𝟎. 𝟗𝟐𝟐𝟏 

𝟐𝟕 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟐 𝟎. 𝟗𝟖𝟐𝟕 𝟎. 𝟗𝟔𝟖𝟕 𝟎. 𝟗𝟒𝟕𝟓 

𝟐𝟖 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟏 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟖𝟎𝟓 𝟎. 𝟗𝟔𝟓𝟕 

𝟐𝟗 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟑 𝟎. 𝟗𝟗𝟒𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟖𝟏 𝟎. 𝟗𝟕𝟖𝟐 

𝟑𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟑𝟎 𝟎. 𝟗𝟖𝟔𝟓 

𝟑𝟏 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟐 𝟎. 𝟗𝟗𝟔𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟏𝟗 

𝟑𝟐 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟓𝟑 

𝟑𝟑 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟓 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟕𝟑 
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U 
𝟏𝟏. 𝟎 𝟏𝟐. 𝟎 𝟏𝟑. 𝟎 𝟏𝟒. 𝟎 𝟏𝟓. 𝟎 𝟏𝟔. 𝟎 𝟏𝟕. 𝟎 𝟏𝟖. 𝟎 𝟏𝟗. 𝟎 𝟐𝟎. 𝟎 

𝟑𝟒 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟒 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟓 

𝟑𝟓 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟕 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟐 

𝟑𝟔 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟔 

𝟑𝟕 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 

𝟑𝟖 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 

𝟑𝟗 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟗 

𝟒𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 
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 ( 1-2(: الحل التفصيلى لتطبيق )7ملحق ) 
 
 ( عندما يكون النموذج اليقيني المكافئ على النحو التالي:1)

 

                  𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑 

                       𝐒. 𝐓.        𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≤ 𝟔𝟎𝟎  

                           𝟑 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 ≤ 𝟓𝟔𝟏 

                        𝐗𝟑 ≥ 𝟐𝟎 ,   𝐗𝟐 ≥ 𝟏𝟖,  𝐗𝟏 ≥ 𝟏𝟓 

                                   𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

، فــإن الخطــوات التفصــيلية two-phase technique [11]بأســتخدام أســلوب المــرحلتين  و

ويكــون الحــل الأمثــل علــى   )𝟏(-)𝟑(شــكل    ىالجــداول المتابعــة التاليــة ف ــ  ىللحل كما هو موضح ف ــ

 النحو:

𝐙∗ = 𝟕𝟕, 𝟎𝟎𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟏𝟓    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟖    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟐𝟎 

 

 
 ( 1شكل )
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 ( 2شكل )

 
 ( 3شكل )

 
 ( عندما يكون النموذج اليقيني المكافئ على النحو التالي:2)

 
                               𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟐𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟏 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 𝐗𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝐗𝟑 
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                                 𝐒. 𝐓.       𝟓 𝐗𝟏 + 𝟑 𝐗𝟐 + 𝟐 𝐗𝟑 ≤ 𝟔𝟎𝟎 

                                      𝟑 𝐗𝟏 + 𝟒 𝐗𝟐 + 𝟓 𝐗𝟑 ≤ 𝟓𝟔𝟏 

                                 𝐗𝟑 ≥ 𝟐𝟗 ,  𝐗𝟐 ≥ 𝟐𝟒 , 𝐗𝟏 ≥ 𝟏𝟗 

                                         𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 

𝛄𝟏عندما تكون مستويات المأمونية  ≥ 𝟎. 𝟖𝟕𝟓𝟐  ,  𝛄𝟐 ≥ 𝟎. 𝟗𝟎  ,  𝛄𝟑 ≥ 𝟎. 𝟗𝟖. 

الجــداول  ىبأستخدام أسلوب المرحلتين أيضا  فإن الخطــوات التفصــيلية للحــل كمــا هــو موضــح ف ــ  و

 :ى( على النحو التال6)-(4شكل )  ىالمتتالية التالية ف 

𝐙∗ = 𝟏𝟔𝟕, 𝟒𝟐𝟓   ,   𝐗𝟏
∗ = 𝟏𝟗   ,   𝐗𝟐

∗ = 𝟖𝟗. 𝟕𝟓   ,   𝐗𝟑
∗ = 𝟐𝟗 

 
 ( 4شكل )
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 ( 5شكل )

 
 ( 6شكل )
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 ( 3-3(: الحل التفصيلى لتطبيق )8ملحق ) 
 

 :ىإذا أعتبرنا النموذج اليقين :أولا  

 

                       𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓𝟎 𝐗𝟏 + 𝟕𝟎 𝐗𝟐 + 𝟖𝟎 𝐗𝟑 

             𝐒. 𝐓.    𝟐𝟎 𝐗𝟏 + 𝟐𝟓 𝐗𝟐 + 𝟑𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟓𝟎𝟎 

             𝟑𝟎 𝐗𝟏 + 𝟒𝟎 𝐗𝟐 + 𝟓𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟎𝟖𝟎 

             𝟓𝟎 𝐗𝟏 + 𝟔𝟎 𝐗𝟐 + 𝟖𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟐𝟎𝟎 

               𝐗𝟑 ≥ 𝟔,  𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 < 𝟐𝟎 

                             𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 فإن الحل الأمثل:

𝐙∗ = 𝟏𝟑𝟐𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟎    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟏𝟐    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟔 

 

 (.2(،)1شكل ) ىكما هو موضح ف  Mالخطوات التفصيلية للحل بأستخدام أسلوب   ىفيما يل و

 

 
 ( 1شكل )
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 ( 2شكل )

 

 :ىإذا أعتبرنا النموذج اليقين :ثانيا  

 
             𝐌𝐚𝐱. 𝐙 = 𝟓𝟎 𝐗𝟏 + 𝟕𝟎 𝐗𝟐 + 𝟖𝟎 𝐗𝟑 

             𝐒. 𝐓.   𝟐𝟎 𝐗𝟏 + 𝟐𝟓 𝐗𝟐 + 𝟑𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟓𝟎𝟎 

             𝟑𝟎 𝐗𝟏 + 𝟒𝟎 𝐗𝟐 + 𝟓𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟎𝟖𝟎 

             𝟓𝟎 𝐗𝟏 + 𝟔𝟎 𝐗𝟐 + 𝟖𝟎 𝐗𝟑 ≤ 𝟏𝟐𝟎𝟎 

               𝐗𝟑 ≥ 𝟗,  𝐗𝟏 + 𝐗𝟐 < 𝟏𝟓 

                             𝐗𝟏, 𝐗𝟐, 𝐗𝟑 ≥ 𝟎 

 فإن الحل الأمثل:

𝐙∗ = 𝟏𝟐𝟖𝟎    ,    𝐗𝟏
∗ = 𝟎    ,    𝐗𝟐

∗ = 𝟖    ,    𝐗𝟑
∗ = 𝟗 

 
 (.4(،)3شكل ) ىكما هو موضح ف  Mالخطوات التفصيلية للحل بأستخدام أسلوب   ىفيما يل و
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 ( 3شكل )

 
 ( 4شكل )
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                             المعدلة (: دالة بازل 9ملحق ) 
 

Modified Bessel Functions 

 
 

 أول من عرف المعادلة التفاضلية  Bernoulliيعتبر عالم الرياضيات برنولى              
differention equation   .التى يمثل حلها دالة بازل 

 
حلول للمعادلات و لكن يعتبر بازل هو من قام بتعميم هذه المعادلة و الحصول على           

,𝟐𝟎𝟕التفاضلية التى قدمها من ترتيبات مختلفة ] 𝟏𝟖𝟕.] 
 

فى شكلها العام تعرف على النحو    𝛂و دالة بازل المعدلة من النوع الأول من الترتيب          
 التالى: 

 

𝐈𝛂(𝐳) = ∑
(−𝟏)𝐣(𝐳 𝟐⁄ )

𝟐𝐣−𝛂

𝐣!

∞
𝐣=𝟎    ,    𝐳 > 𝟎                            (𝟏)  

 
 الترتيب صفر و من 

 

𝐈∘(𝐳) = ∑
(−𝟏)𝐣(𝐳 𝟐⁄ )

𝟐𝐣

𝐣!

∞
𝐣=𝟎    ,    𝐳 > 𝟎                            (𝟐)  

 
 

 (.5المستخدمة فى الباب السادس لنموذج التوزيع الأسى فى نموذج ) الدالةهى و هذه 
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 (: رسم الدوال الثنائية 10ملحق ) 
 

Graphical Representation of Bivariate Functions   
 

 أو بعبارة أخرى:  X,Yدالة في المتغيران  Zإذا فرضنا أن الدالة 

𝐙 = 𝐟(𝐗, 𝐘)                                                               (𝟏) 

  ، وX)محور يمثل المتغير  dimensionsيتطلب وجود ثلاثة محاور  Zلرسم الدالة  و

 (.Zمحور يمثل المتغير  ، وYمحور يمثل المتغير 

 

رسم   أكثر من متغيران( و ى حالة وجود دوال ف ىثلاثة محاور أو أكثر )ف  ىعادة  الرسم ف و

حيث تمثل الدالة  [𝟏𝟖𝟕]ثلاثة محاور يكون فيه صعوبة لغير المتخصصين  ىالدالة الثنائية ف 

لكن يمكن أستخدام محورين فقط لرسم الدالة الثنائية بإتباع   ، وSurfaceالثنائية بسطح 

 الخطوات التالية:

 

 .Z ىبالتال  و X,Yيقع فيها كل من المتغيرين  ىتحديد الفترة الت  -1

𝐘ليكن  المتغيرات وبأفتراض قيمة معينة لأحد  -2 =  فتصبح:  𝟎

𝐙 = 𝐟(𝐗|𝐘 = 𝟎)                                                  (𝟐) 

𝐘عند  Zيتم حساب القيم المناظرة لها لـ  Xأفتراض قيم معينة لـ  ىبالتال و = ، ورسم 𝟎

𝐟(𝐗|𝐘المنحنى  = 𝟎). 

𝐗بأفتراض قيمة معينة للمتغير الآخر  -3 =  فتصبح الدالة:  𝟎

𝐙 = 𝐟(𝐘|𝐗 = 𝟎)                                                  (𝟑) 

𝐗عندما  Zيتم حساب القيم المناظرة لها لـ  Yأفتراض قيم معينة لـ  ىبالتال و = ، ورسم   𝟎

𝐟(𝐘|𝐗المنحنى  = 𝟎). 

هذه الحالات فنحصل على   ىف  Zورسم الدالة  Y( عند قيم مختلفة لـ 2تكرار الخطوة )  -4

 . 𝐟(𝐗|𝐘)منحنيات متوازية لـ 

هذه الحالات فنحصل على   ىف  Zورسم الدالة  X( عند قيم مختلفة لـ 3تكرار الخطوة )  -5

 . 𝐟(𝐘|𝐗)منحنيات متوازية لـ 

 

 . ىالتالسوف نوضح هذه الخطوات من خلال المثال  و

 

 

   : (1مثال )

 أعتبر الدالة الثنائية التالية: 

𝐙 = 𝐟(𝐗, 𝐘) = 𝟏𝟔 − 𝐗𝟐 − 𝐘𝟐     ,     0 ≤ 𝐗 ≤ 𝟓    ,     0 ≤ 𝐘 ≤ 𝟓 
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0Yإذا فرضنا أن   -1  فأن:  =

𝐙 = 𝐟(𝐗|𝐘 = 𝟎) = 𝟏𝟔 − 𝐗𝟐 

 

 . ىالجدول التال  ىالمناظرة لها كما هو ف  Zحساب القيم  و Xبأفتراض قيم معينة لـ  و -2

 
 (1جدول )

𝟒 𝟑 𝟐 𝟏 𝟎 X 

𝟎 𝟕 𝟏𝟐 𝟏𝟓 𝟏𝟔 Z 

 

 : ىالشكل التال  ىكما هو موضح ف  Xالمناظرة لقيم  Zبتحديد قيم  و

 

𝐗كذلك بأفتراض أن   -3 =  فتكون:  𝟎

𝐙 = 𝐟(𝐘|𝐗 = 𝟎) = 𝟏𝟔 − 𝐘𝟐                                     (𝟒) 

 

 . ىالجدول التال ىكما هو ف  (𝟒)  ىالمناظرة لها ف Zحساب قيم  و Yبأفتراض قيم معينة لـ  و

 
 (2جدول )

𝟒 𝟑 𝟐 𝟏 𝟎 Y 

𝟎 𝟕 𝟏𝟐 𝟏𝟓 𝟏𝟔 Z 

 

 (.1كما هو موضح بشكل ) Y,Zعلى المحورين  – Yالمناظرة لقيم  Zبتحديد قيم  و
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𝐙(: الشكل الجزئي لمنحنى الدالة  1شكل ) = 𝐟(𝐗, 𝐘) = 𝟏𝟔 − 𝐗𝟐 − 𝐘𝟐 

𝐙ورسم  Yبأفتراض قيم مختلفة لـ  و -4 = 𝐟(𝐗|𝐘) تكون جميع هذه المنحنيات موازية 

𝐙لـ    = 𝐟(𝐗|𝐘 = 𝐙رســم  و Xبالمثل بالنسبة للقيم المختلفة لـ   (𝟎 = 𝐟(𝐘|𝐗)  تكــون جميعهــا

𝐙موازية لـ  = 𝐟(𝐘|𝐗 =  المنحنيات المتوازية. يوضح ىوالشكل التال،  (𝟎

 

فى رسم الدوال من الدرجات   Mapleحيث يمكن أستخدام حزمة البرامج الجاهزة  ملحوظة:

أعلى من الدرجة الأولى.
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 المصطلحات 

 

 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

A 

 absolute priority 303 الأولوية المطلقة

المستوى المقبول لإنجاز  

 الهدف العام 

301 acceptable level of 

achievement of an objective 

 achievement function 304 دالة الانجاز

الأسلوب   و ىالأسلوب الإيجاب

 السلبي

17 negative and positive 

approaches 

 adaptive programming 26 أسلوب البرمجة التوائمية 

approach 

 approximate techniques 37 أساليب التقريب 

  aspiration level 295,298,301 المستوى المرجو تحقيقه

B 

 balancing return and risk 370 التوازن بين العائد والمخاطر 

 basic concepts 294,301 مفاهيم اساسية

 best alternative 19 أفضل بديل 

 best compromise solution 295,304 أفضل حل توافقى 

 Bivariate exponential 173,174,182,189 الثنائى  الأسىالتوزيع 

distribution 

 Binomial distribution 102 توزيع ذات الحدين 

 Bivariate normal distribution 173,174,175,178 التوزيع المعتاد الثنائى 

 Box’s theorem 241 نظرية بوكس

C 

 capital 370 رأس المال

 certain limit 268 حد معين

 certainty decision problems 23 المشاكل القرارية المعينة

أسلوب البرمجة المقيدة 

 أحتماليا  

28 chance- constrained 

programming (ccp) 

technique 

 chance-constraint 28,33,35,36,39 القيد الإحتمالى 

 checking accounts 370 حسابات جارية 

 chi-square distribution 33,43,85 توزيع مربع كا
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 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

 competitive and conflecting 298 متنافسة  أهداف متعارضة و

objectives 

 concave 123,264 مقعرة 

 conclusion of process 19 النتيجة النهائية لعملية 

 conflicting constraints 295 قيود متعارضة 

 constants 19,335 قيم )مقادير( ثابته

 constraints 33,35,36 القيود 

 continuous random 149 متغيرات عشوائية متصلة

variables 

 continuous variables 150,159 متغيرات متصلة 

 control variables 19 المتغيرات التحكمية 

 convert 82,123,127 تحويل 

 convex 264,276 محدبة

 convex sets 37 الفئات المحدبة 

 cumulative distributed 28 دالة التوزيع التراكمية

function 

D 

 decision making process 19 عملية صناعة القرار

 decision's rules 27,33,256 القواعد القرارية 

المشاكل القرارية فى ظل  

 المخاطرة 

23 decision problems under 

risk 

 density function 28,175,256 دالة كثافة الإحتمال

 dependent random 174 المعلمات العشوائية المرتبطة 

parameter 

 determinant 160 محدد

 deterministic LP model 21 برمجة خطية يقينى نموذج 

 deterministic model 19,26 نموذج يقينى 

 deterministic problems 19 المشاكل اليقينية 

 deviational variables 34,301,336,338 المتغيرات الانحرافية

 differention equation 407 المعادلة التفاضلية 

المتقطع المتغير العشوائي 

 )المنفصل( 

149,151,156 discrete random variable 

E 

 efficient solution 282 الحل الكفأ 
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 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

قيود تتصف بالمرونة )القيود 

 المرنة(

296,303 elastic constraints 

 empty set 158 الفئة الخالية 

 environment decision 19 بيئة صناعة القرار 

making 

 equivalent deterministic 29,42 مكافئ قيد يقينى 

constraint 

 equivalent deterministic 44,47 مكافئ ىنموذج برمجة يقين

programming model 

 expectation 258 القيمة المتوقعة )التوقع( 

 expected value criterion 256,258 معيار القيمة المتوقعة

 Exponential distribution 36,43,56 ىالتوزيع الأس

F 

 financial risk management 35 إدارة المخاطر المالية 

الترتيب الأول فى معامل 

 الأرتباط 

177 first order approximation 

 first partial derivatives 160 المشتقات الجزئية الأولى 

 first priority 303 ىالأولوية الأول

 formulation problem 294,305 صياغة المشكلة

 functions and inverse 37 الدوال والدوال العكسية

functions 

G 

 Gamma distribution 36,74,86 توزيع جاما 

 Gaussian distribution 35 توزيع جاوس 

 general model 294,311 النموذج العام

 Geometric distribution 96 ى التوزيع الهندس

 Geometric programming 38 البرمجة الهندسية

 goal formulation 302 صياغة الهدف

 goal programming (GP) 38 برمجة الهدف

 goal programming 295 أسلوب برمجة الهدف

technique 

 graphical solution method 294,313 طريقة الحل البيانى 

I 

 individual constraints 210 قيود منفصلة 
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 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

 insurance 182 التأمين

 integer programming 78,121 البرمجة الصحيحة

 iterative approach 321 ىالأسلوب التكرار

J 

 joint chance-constraints 36 القيود الأحتمالية المشتركة

 joint constraints 174,230 القيود المشتركة

المشتركة )أو القيود 

 المرتبطة(

210,230 joint (dividual) constraints 

 joint density function 175,232 دالة كثافة الأحتمال المشتركة 

K 

 known probability 23 توزيعات إحتمالية معلومة 

distributions 

L 

 lexicographically 329 التصغير وفقا  للأولويات 

minimization 

 limited possibilities 19 أمكانيات محددة 

 linear combination 177 التوليفة الخطية

 linear programming (LP) 38 البرمجة الخطية

 location parameter 74,141 معلمة الموضع

M 

 marginal function 159 الدالة الهامشية

 mathematical induction 241 الأستنتاج الرياضى 

 mathematical form 29 الصياغة الرياضية

 mathematical programming 25 نموذج البرمجة الرياضية

model 

الصغرى   النقط العظمى و

 للدوال متعددة المتغيرات 

37 maximum and minimum 

points 

 maximum likelihood 256,268 معيار تعظيم دالة الأمكان

criterion 

 minimum variance criterion 256,263 معيار تصغير التباين 

 modified simplex method 311 طريقة السمبلكس المعدلة

 monotonic increasing 343 دالة متزايدة بالتواتر 

function 

 multi-objective 38 برمجة تعدد الأهداف 
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 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

programming 

 multi-objectives 295,298 أكثر من هدف 

أسلوب البرمجة متعددة 

 المراحل

26 multi-stage programming 

approach 

 multi-variate Gauss 231 توزيع جاوس المتعدد 

distribution 

N 

 Non-linear programming 46 البرمجة غير الخطية

(Non-LP) 

 Non-singular matrix 231 مصفوفة غير شاذة 

 Normal distribution 34,43,62 التوزيع المعتاد )الطبيعى( 

O 

 objective 295,301 الهدف العام 

 one-to-one 153,159 لواحد –واحد 

 optimal decision's rules 33 القواعد القرارية المثلى 

 optimum limits criterion 255,270 معيار الحدود المثلى 

لدالة  معيار الحدود المثلى 

 الهدف

257 optimum limits objective 

function criterion 

 ordered 185 الترتيب 

المقدار الأكبر عن إنجاز 

 الهدف

302 over-achievement 

 overtime 308 ى زمن التشغيل الإضاف 

P 

 parameter 9,16,17 معلمة 

 penalty functions 35 دوال المخاطرة 

 Poisson distribution 107 توزيع بواسون

 positive relation 190 علاقة موجبة )طردية( 

 preemptive priorities 303 الأولويات المرتبة

التوزيعات الأحتمالية القبلية 

 للمعلمات 

17 priori probability 

distributions of the 

parameters 

 probabilistic constraints 42,337 القيود الأحتمالية 

 probabilistic decision 23 مشاكل قرارية إحتمالية

problems 
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 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

المتغيرات الأنحرافية  

 الأحتمالية

34 probabilistic deviational 

variables 

 probabilistic goals 337 الأهداف الأحتمالية

 probabilistic goal's set 334,337 فئة الأهداف الأحتمالية

 probabilistic model 10,26 النموذج الإحتمالى

نموذج البرمجة الأحتمالية  

 ى غير الخط 

46 probabilistic non-linear 

programming model 

 probabilistic problems 24 المشاكل الأحتمالية

 probabilistic programming 25 أساليب البرمجة الأحتمالية

(PP) techniques 

 probabilistic sensitivity 26,27 ى الحساسية الأحتمالتحليل 

analysis 

 probabilistic systems 278 الأنظمة الأحتمالية 

 probability distributions 10,17,23 التوزيعات الأحتمالية 

 problems under uncertainty 24 ظروف عدم التأكد  ىمشاكل ف 

 production systems 278 أنظمة الإنتاج

Q 

 quadratic function 264 دالة تربيعية

 queue systems 278 أنظمة الصفوف

R 

المتغيرات الأنحرافية  

 العشوائية

336,338 random deviational 

variables 

 random samples 37 العينات العشوائية

 random variables 10,16,17,20 متغيرات عشوائية 

 relatively general statement 301 عبارة عامة نسبيا  

 reliability analysis 33 تحليل الصلاحية

 reliability measures 95,257 مقاييس )مؤشرات( الصلاحية 

 reliability programming 17,255,257 برمجة الصلاحية

 reliability theory 278 نظرية الصلاحية 

 rigid constraints 303,306 الصارمةالقيود 

 risk 10,16,23 المخاطرة 

 risk programming 25 أساليب برمجة المخاطرة 

approaches 

S 
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 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

 sample 37 العينة

 saving accounts 370 حسابات أدخار 

 scale parameter 74,141 معلمة التدرج

 sensitivity analysis 20,27 تحليل الحساسية

 sequential (iterative) 294,312 ى طريقة الحل المتتال

solution method 

 set of decision's rules 27 فئة القواعد القرارية 

 simulation techniques 23 أساليب المحاكاة 

 shape parameter 74 معلمة الشكل

 some optimality properties 27 بعض خصائص الأمثلية 

 space 22 فراغ 

 special case 22 حالة خاصة 

 statistical estimation 37 ى التقدير الإحصائ

 statistical transformations 27 التحويلات الأحصائية 

نموذج برمجة خطية  

 عشوائية

 stochastic LP model 

 stochastic model 16,20 ىنموذج عشوائ

 stochastic problems 16,20 المشاكل العشوائية 

 stochastic process 37 العملية العشوائية 

 stochastic programming 10,16,20 البرمجة العشوائية 

 stochastic variations 25 الأختلافات العشوائية

 strictly concave 123 شديدة التقعر 

 social application 182 التطبيقات الأجتماعية

 subjective risk 17 الذاتية المخاطرة 

 subjective uncertainty 17 ى عدم التأكد الذات 

 symetric matrix 231 مصفوفة متماثلة

T 

 testing of hypothesis 38 أختبارات الفروض 

 the age distribution 278 ى التوزيع العمر

 tolerance measure 29,34,45 مستوى المأمونية 

 transformations 27 التحويلات 

  transformation technique 198 أسلوب التحويلات 

أسلوب البرمجة الأحتمالية  

 الانتقالية 

26 transition probability 

programming approach 
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 المصطلح باللغة الانجليزية  الصفحة رقم  المصطلح باللغة العربية 

 transition programming 26 نتقاليةأسلوب البرمجة الأ

approach 

U 

 uncertainty decision 23 المعينةالمشاكل القرارية غير 

problems 

 under-achievement 302 المقدار الأقل من إنجاز الهدف

 unknown decisions 279 متغيرات قرارية غير معلومة 

variables 

توزيعات إحتمالية غير 

 معلومة 

23 unknown probability 

distributions 

مشاكل برمجة خطية غير 

 قابلة للحل 

295 unsolvable linear prog. 

Problems 

V 

 variable 10,16,19 المتغير

 variance 255,256 تباين 

مقياس عدم تحقق القيد )أو  

 الهدف( 

29 violation measure 
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 المراجع العربية 

 

صــيانة وأصــلاح أنظمــة الطيــاران"  ىالهدف الاحتماليــة ف ــبرمجة  "(:1991سيد احمد ) [ 1]

الإحصــائية،  علــوم الحاســب، معهــد الدراســات و قســم بحــوث العمليــات ماجستير، رسالة

 .جامعة القاهرة

 

 "برمجة تعدد الأهداف الأحتمالية لتطوير بعض أنظمة الصــفوف (:2001سيد رمضان ) [ 2]

 قســم الإحصــاء، كليــة التجــارة، قطاع التعليم" رسالة دكتوراه، ىتطبيقاتها ف  و لبواسون

 جامعة بنها.

 

التطبيــق" الجــزئين  فنــون التنبــؤ بــين النظريــة و "أســاليب و: (2013) عبدالفتاح قنديل [ 3]

 ، مكتبة عبدالله الديب، القاهرة.ىالثان الأول و

 

      الأول" جهــاز نشــرالجــزء  - نظريــة الإحصــاء ى"مقدمــة ف ــ (:2002عبــدالله الهلبــاوي ) [ 4]

 .توزيع الكتاب الجامعي، جامعة حلوان، القاهرة و

 

، ى"نمــاذج الأنحــدار" مكتبــة عــين شــمس، شــارع القصــر العين ــ (:1999عفاف الــدش ) [ 5]

 القاهرة.

 

" الطبعــة ىالإحصــاء الوصــف الجزء الأول:  -ى"الإحصاء التطبيق (:2009عفاف الدش ) [ 6]

 .جامعي، جامعة حلوان، القاهرةتوزيع الكتاب ال السابعة، جهاز نشر و

 

  المكتبة " الاجتماعية الإحصائية و "الرياضيات التطبيقية للعلوم (:2009عفاف الدش ) [ 7]

 

 .الأكاديمية بالدقي، القاهرة

 

البرمجــة  الجــزء الأول:  -أتخــاذ القــرارات "بحــوث العمليــات و (:2012عفــاف الــدش ) [ 8]

 .الدقي، القاهرةوحيدة الهدف" المكتبة الأكاديمية، 

 

" ى: الإســتدلال الإحصــائىالجــزء الثــان  -"الإحصــاء التطبيقــي (:2013عفــاف الــدش ) [ 9]

 .توزيع الكتاب الجامعي، جامعة حلوان، القاهرة الطبعة الخامسة، جهاز نشر و
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: البرمجــة ىالجــزء الثــان  -أتخــاذ القــرارات "بحوث العمليات و (:2013عفاف الدش ) [ 10]

 .الأهداف" المكتبة الأكاديمية، الدقي، القاهرةمتعددة 

 

-SPSS-Maple(: "أســـتخدام الحـــزم الجـــاهزة2008آخـــرون ) عفـــاف الـــدش و [ 11]

Tora"القاهرة. –جامعة حلوان  –توزيع الكتاب الجامعي  " جهاز نشر و 

 

: البرمجــة لــثالجــزء الثا  -أتخــاذ القــرارات "بحوث العمليات و (:2015عفاف الدش ) [ 12]

 ." المكتبة الأكاديمية، الدقي، القاهرةالأحتمالية

 

الأحتماليــة" رســالة  (: "طرق التجزئ لبرمجة الهدف اليقينية و1991على الحفناوي ) [ 13]

 العلوم السياسية، جامعة القاهرة. ماجستير، قسم الإحصاء، كلية الاقتصاد و

 

النقــل" رســالة (: "نموذج أحتمالي متعدد الأهداف لحل مشــكلة  2004فاطمة الزهراء ) [ 14]

علــوم الحاســب، معهــد الدراســات الإحصــائية، جامعــة  ماجستير، قسم بحــوث العمليــات و

 القاهرة.

 

مؤشــراته" رســالة  (: "البرمجة الاحتمالية لتقدير خــط الفقــر و2003نجوى البحيري ) [ 15]

 العلوم السياسية، جامعة القاهرة. ماجستير ، قسم الإحصاء، كلية الاقتصاد و
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