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 �	���� ��	���� optimal solutions �	�
�
��� ��� 	��� decision's 

problems '(	) *	+ ,�	����� �	�-�� .
	�/�� ������ ����0��� ��1��-2� 3�4�5��� 6��1 *+ 

3�4�5���.  

 �	���� ��	���� �	�4 ��8	��� �	9��� �9�:��	8 ;	��� �	�
�
��� ��� 	��� ;	� 
���

��� <���=> ,��0�=?� ��@��
�� �1�
mathematical programming approaches 

��=�-��� . 
�
��� �4�-8 �C�� 3-�� �(D ���� *+ E�(�decision's environment �C�� 

 3����� ;��� G�� ��C�� 4 
�:parameters H��C�� 	4 
	�: 3�
	�I�� �	1�
��� J(�	�- 

����� �		1�
��� J(�		�-� �		����� '(		) *		+ �		1�
��� J(�		�- ��=		�� �		�-deterministic 

programming model . �		C�� 
�
		��� �4�-		8 �		C�� ;�		�� ;�		��2� ;		� 
		�� *		+ ;		���

 ��C�� 		4stochastic environment HK
		�I��  �		� �> L		�� ;�		�� �		����� '(		) *		+

 ��C�� 	4 3�
	�I�� �	1�
��� J(��- 3�����random variables)  
	�: �> �	����� N��	=

�����2� 3���O���� ��������C�� ��� 3�
�I���� '(9� ��.(  

 ��=�� ��C�� 	��� �	1�
��� J(�	�-� ������ '() *+ �1�
��� J(��-stochastic 

programming model . *��				���2� 6				�O���� ;�				�� ���				-4�probability 

distribution �						������> �						1�
� J(�						�- ��=						� R						-?+ ,�						��� ��C�� 						��� �						������ 

probabilistic programming model J(�		�-�� ;		� �		8�0 �		��� �		9+ *��		����� 

*C�� ��� . K
5�	0� S��=	�� *C�� ��� J(��-�� 5��
��risk �	1�
��� J(�	�-� �	�2� �	���� 

 �			����� ��			1�� 6			1
� *			���� �			9� U��=			��� K
5�			0��� S��=			�� 5�
 			� ;�			�� �			������2�

*C�� ���.  

����2� �		1�
��� J(�		�- �		�� �:��8		� �		/��0� <���		=> �		1����		� �		�� : <��			=>

 �������> K������ �1�
���WchanceXconstrained programming �	1�
��� <��	=>� H

 ���
��� K�����multiXstage programming H .....Y��.  
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		�����Tintner �-		= [\][ ,�		^ ;		� ��>  ;�		� O		��� ��C�� 		��� J(�		�-�� �		=�
�


��� J(��- ��� ����8��� K
5�0��� �/��0��� _��-2���C�� ��� �1�.  

  �̀=� �	������2� �	1�
��� <���	=> ��4 <����� ;� NO1�� �() *+ �-�=�
� 
8���

 �	������2� �	�50�� �	1�
��� J(��-� ��=-��� �������> K������ �1�
��� <��=> �8�0 �/8��W
probabilistic linear programming �		������2� �		�50�� `�		9�� �		1�
� J(�		�-� 

probabilistic linear goal programming.  

 ;	� �	� �	������> K�	����� �	1�
��� <��	=> ,�	^ ;	� ��> 
	�����WCharnes and 

Cooper �-		= [\bb �		��)2 �
		c- <��		=2� �(		9� �		����5���� �		�
c-�� G�		��2� 3		���� ,		 W
<��	=2� �(	) ,��0�	=?� �	9�� ,�� *��� ��� ��� . 
	���� E�(	��Contini �-	= [\de ��> 

> ,�		^ ;		� �		������> K�		����� `�		9�� �		1�
� <��		=WchanceXconstrained goal 

programming �	���0��� �	�1��-2� 3�	4�5��� *	+ �	����5���� ��
c-�� G���2� 3���� , 

 *+� H�/��0��� �8/��)[\Xb ( *	��� 3�	=�
��� ,	)2 *0�
���� 
�5��� ;4 K(�- ,��- `�=

���� �		�50�� �		1�
��� <��		=2 ��=		-��� 3��		^ K�		� �		�50�� `�		9�� �		1�
� <��		=>� �		������>W
�������> K������W .�/��0��� 3�4�5��� *+ <���=2� '(9� 3��^ *��� 3����5��� ,)> 
�( 6�.  

 �9����	=> *	+ 
��=	��� 
�	5���� �	��4 �/8	� 3������� G��� <���=> ���)2 �
c-�W

�
	��� �4�-	8 �	C��� �	5��
��� <���=2� �8�0 �/8�� H�/��0��� �	�4 �	9�����5�� K
	�I���� 

 �/8	�� �	������ <���� ��=-��� ���
��� ������� *+ ��� �� O1��� ��D �+�@f�� H6=�� g�5-

 3������� G��� �8�0�95���
hS
02� ,������ g����  . G�	��� ��8	�� �	����� ,����� ;��

 <�			�� ;		� G		���� NO			1�� �		����� *		-�+� �			�� N�8		�2� 3�		������"��� G�		�� (�			0��� 3�		���

3�
�
��� ."������� �j�� N�O12� ;� <����� ;���� G��:X  

• ;��-4 3�� ��2� NO1��" :`�9�� K���� �1�
���"  

• ;��-4 3�� *-��� NO1��" :`��)2� K����� �1�
���" 

• ;��-4 3�� G���� NO1��" :�������h� �1�
���"  
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� NO	1�� ���	-� ;> �	-��� ���4�8	� �	j�� N�O12�� ;��CO1��	� ,�	��f� K
�
	@ <	�5�� G	���

 *-��� NO1�� ���-� E�(� H*-���� ��2� <�5����2� NO1��� ,���f� K
�
@.  

��� *	+ �	����� 3�	=�
���� k��
���	���� *	���
� <j	5 ,	) NO1�� �() ;� ;�+�9�=�

 �		/��0��� 3�8		80���) N�8		�f�– ��8		�^f� – ��		=����� – K
��f� X ...... Y		��( E�(		� H

�/��0��� 3h�1��� *+ 3�
�
��� .(0��.  ��4 NO1�� �() S��������=<���> :  

 <����
 4 6=����;��-4 3��  :��C�� ��� �1�
��� ��� �  
� <���� �() ���-�� �	1�
��� <���	=> ,	)2 L
	4 ,	 H�	�
�
��� ��� 	��� `�-8	�

H�	������> K�	����� �	1�
��� <��	=> �8�0 �/8�� �������2�W ;	4 K(	�- ,�	�- ,	 

 �		�50�� �		1�
��� <��		=2 *0�
�		��� 
�		5��� `�		9�� �		1�
�� �		������> K�		�����W
�		������> K�		����� �		�50��W . ��		=�=2� 3�		��5���� ,		)> 
		�( �		�D �+�		@f�� �(		)

NO1�� �() 3�4�@�� ���-��.  

 <����;�
 ���;��-4 3��  :��C�8�D 3���5��  
<���� �() ���-��� `�
���� 
�8�0?� 3��
c-���  �	/��0��� ��C�8	�f� <���=2��

 �		�5����� �		������2� 3�		��O���� �		�D �+�		@f�� 
		���� *		��� �		/��0��� ��8		�����

�		������> K�		����� �		1�
��� <��		=> ,��0�		=>� ,��		��� ��
�
		@W . �		�D �+�		@f��

3�-�
���� ;� �4�-�� �4��1�.  

 <�		���;�
 		���� .��		���;��		-4 3		��  : �		1�
��� J(�		�- 3�		����� �		������> K�		�����W

 ��C�� 4)ib
~
(  

,�		��� <�		��� �(		) �		1�
��� J(�		�- �		���� �		�/��  �		�D �		������2� �		�-��� J(�		�-

 3�			������ ;�			�� ���			-4 �			������> K�			����� �			1�
��� <��			=> ,��0�			=?� �			C+���W
 ��C�� 			���)ib

~ ( ��C�� 			4 3�
			�I�� �			��( �> �			�5��� �			/��0� 3�			��O�� 3�

��8		�� . �		�D �+�		@f�� �		����� '(		) *		+ �		����5� �		��> ,��		�� �		�D �+�		@f��

3�-�
���� ;� �4�-�� �4��1�.  
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 <�		���;�
 		���� *-�		�� ;��			-4 3		�� : 3�			����� �		������> K�		����� �		1�
��� J(�		�-W
 ��C�� 4)ija~(  

,����<���� �()  ,)> �
c-�� ,	 H��C�� 	��� 3�
	�I���� �	�50�� 3j��	���� *	+ 3�
 �	���� ��/�� ,������ ;�	�� ���	-4 �	C+��� �	�-��� J(�	�- �	�D �	������2� J(�	�-

 3�������)ija~(  ��C�� 4 3�
�I���9�3���O�� �������> �/��0�  . ��D �+�@f��
;� �4��1� 2� ����� �����5��� �4�-�� �4��1�3�-�
���� ;.  

 <����;�
 	���� G���� ;��	-4 3	�� : ;�	�� ���	-4 �	������> K�	����� �	1�
��� J(�	�-W
*C�� 4 
�I�� `�9�� ����  

,�		��� <�		��� �(		)  �		�+� �		�-��� �		��� �		�D �		������2� `�		9�� �		��� �		���� �		�/��W
 ;��	���� 
�I8	� 
�	��� �> �	�^����� ������ 
���� �� ��
�
��� �4����� L��� �>

 �	1�
� <��	=> ,�	�� E�(	� H;�	��2� �	��� ,�	c�� 
�	��� �> *���� ������ 
����
 �			��� ���j			8 k�			��� ���j8			���			��� �			�4 �			��
���� K
5�			0��� k�			��� �>. 

3�-�
���� ;� �4��1�� �����5��� ���2� ;� �4��1� ��D �+�@f��.  

 <����6��
�� ;�
 ����;��-4 3��  :��50�� `�9�� �1�
�  
���,�<���� �() �	�-����� J(�	�-�� ��=	-��� ��50�� `�9�� �1�
� <��=>  . G	��

 J(�	�- K
�	8 *	+ �	�
�
��� ��� ��� �:��8 ��/��� ��=�=2� ,�)�/��� ,)> ,���
�	�
�1��� �	�-����� �	��� <���	=> ,	)> ,���� E�(� H��50 `�) �1�
� . ,��	�� ,	

3�-�
���� ;� �4�-�� �4��1�.  

 <����k��0��  ����;�
 ;��-4 3�� :�������> K������ `�9�� �1�
� J(��-W  

,�		���<�		��� �(		)  `��		)2� �		C+ goals J(�		�- �		���� �		�/�� ,		 H�		������2� 
 �	1�
��� <��	=> ,��0�	=?� 
c�	-� *	-��� J(�	�- �	�D �	������2� `�	9�� �	1�
�

 3�	������ ;�	�� ���	-4 �������> K������W)ib
~ ( �>)ija~ ( �	9� ��C�� 	4 3�
	�I��

�		����� �		������> 3�		��O�� . �		����5��� �		��2� ;		� �		4�-�� �		4��1� ,�		�- ,		
�4�-���� 3�-�
���� ;� �4��1� ��D �+�@f��.  
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 ���				-�� ��=				�C
�� 3�				��5���� L				�� ;�@				�� g				�j� K
 				4 NO				1�� �(				) ;�@				�� E�(				�

 �	������ 3�4�@���� �	�D �+�	@f��C�^� �	�� 3���58	��� �	�O��1-f�� �	��
��� �	I���� �	�C�^

���-12�� ���
��� 61�
��� ;� �4�-��.  

 ;> �1� O4 m� ;� �1
> �
�0>�W 3������� G��� <��� ;� NO1�� �() ��1�
 3�
�
��� (�0�>�HN�-��� 3�-�� ;� R-��- ;> �=4  ,��� ;� <
��� ;�880���� ;� �1

R����9=D() *+ '���� �,.  

m��g�+���� ���   

  

   /�n���    �  
        > .o��� ;=� ��4 `�/4 �  

3������� G��� (��=>                                                         N�8�f��   

           K
�1��� ����–;���� ����1   



  
  
  

  
  
  
  
 

  

 ��������	��
��   

�������� ��
��� ����� 

Stochastic Programming Problems  
  

)�� ��( ����                                    Introduction  

)�� ��( �
�
��� ������� ��� 	  
Classification Decision's Problems 

)�� �!( "� ��
��� �����#����	$ 

Probabilistic Programming (PP) Techniques 

)�� �%( �����	$# &������ ��
��� ��'�#(  
Chance-Constrained Programming (CCP) 

Technique 

)�� �) (�*�
�	 �+
             A Historical Perspective   

)�� �,( ����# -��'.	�                 Basic Prerequisites   

)�� �/ (                                      -���
�	Exercises 



  

  
  

  مشاكل البرمجة العشوائية:  عشرالتاسع          الباب مقدمة                                     ) ١-١٩(

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٩ -  

)�� �� (��	
�                                      Introduction  
 ������� ���
�� ���� �� �� ��
��� ��  �� ����!"�� ��
�� �#� ���	$�� ��

 �%��&�� �� ��'�(�� ...*�� . �� !+��� ,-$� ���� �./��� 0� !�#. !�!
�� 1$�� 2����

 �3!�4���� !+���� 0� !#.�� 516 ��� ��7��/� �7�& !�!
�� ���+ �7�& 0� �
� ��'�

 ��7��/��� �./��& �./��� 516 8�(�� �3!�4��stochastic problems . 9+� 3	��

 :1���& 8�(�� ���7��/��� !+���� !&��;� �� 1$<� :1�� �./ �� �./��� 516

 ��7��/���stochastic models [133,149,51,53,42].  

�� ���� ���!& :1�� �./ �� =�>�+ 0.�� ���� ��?�@�� �./�� ��) �� ���$

���$ !�> (&�>A �?�� 	��� �parameter �#�� ���!&�� :1��� ��?�� 0� !#.� �� 

 ��7��/� ��!�4��random variables 3!�$��� B.�� %�1.� 3!�4���� �7�&�� B.�� 

51$�� ��� C1�� !�!
�� 0� �7/����'�� 516 ��� � 8�(� ��� ���!& :1��� :1���� ��7��/

stochastic programming model [107,141].  

:1���� 0� ����� �16 �'� �@?�$� D��(� 	���� .%!�/� 0.��,���  D��(;� 

�� ��7��/��� ���!&�� :1�� �'� �@?�$��������� E7+$�� :  

��  :1����� ���'� 8��
� :1��� 8�G �7��/���)3	� ��1�� ������ ����
� : ( 
��A
 H�&& I+�� J�'& ���'��� =((� 8?� ��� ���� ��!�!
�� 	���
�� 0� �7@�

��?#�;� E7+$ [141,135,136].  

K� L� �������?���� H�&� ��7��/��� ��M�$) ��?���� �. ��( 8�G C	N� %�1 0O� 

!�$� 	���3 risk C1�� �'�& ��&�!� ?� ��+'�� ���2� ��'� 	�& :1����� �

���
� :1��� 8�G �7��/��� . P!��� I?�$����3!�$��� 516 B�   
�� A
�'�� �� ,&���� D�?(L� [141,54,114]. 

Q�  8?#� ��?' 	��� 0.�� ��7��/��� ���!&�� :1���� P?�� �#�� �' 	��� R

 ����� �R��'<& ���!/�) �R��';� 516 ��  H�!��� 0.�� ��  �-�� 	��G ��
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�SS=SS';� 51SSSS& �R��SSSSSSS(<SSSSS(� ��	$�SSSSSS��SSS& DSSSS��!SSSSSS+�� �SSSSSS�'MSS �reliability 

programming [134,54](  

 !&����Tintner ��( ��T� 0�& "�� J�' ��7��/��� ���!&�� :1�� ���� 0� ��� 

�6 3!�$��� 0� 0����:  

�  �   ����1�� 3!�$���subjective risk 

	���7��/� !�4�� �#�� ���� ��?��?� ��?�� 8���'� ,�"�� 	��� � 0.�� 2�O� 

3!�$��� B�  .<&� ��	$�(H�& ��(� D �����';� ���!&�� ,�"���� 	�	'� 0.��

 �#�;� �'?� ����';�)�-!�@��� ��!�!
�� 	���
�� �7@� 
��A6	�	'� P&( 8��� ( 

[133,141,149].  

D  �   ���1�� 	.<��� �	�bjective uncertaintysu 

��?��?� �����'R� ���"���� ��!�� �	� H!�@� J�' ��!�4�� �#�� 8��� 

���7��/� ��?&
�� �����';� ���"���� ��!�� H!�@� 0.�� =� priori 

probability distributions of the parameters [149,141].  

 ��( �����UU "�� Tintner �6 ��7��/��� ���!&?� 0�&�?(� 0�& -�� A
� �&���� D�?(;� D�?(;� �&?(��active and positive approaches [149].  

 ���!&?� �@?�$� D��(� ��	  ���� ���?��� B!�	��� 0� 	�	��� ���.� �#

 ��7��/���=�� ��&�4��� D��(;� 0� 0���� 0�& "��:  

)�( ?���� 0�.� J�' ��;� ��������?�� �����'� ���"�� =� ��7��/��� ��)  ��

 �����';� ���"���� 516 !�	
� ���.��[66,114,150]( � �6� =���(� 0.�� 

 �����';� ���!&�� D��(<&probabilistic programming . �6 ����� �16�

������ D��&;� �� ��+@��& 2�����( �.  

)K(  0�.� �	�� ��#�� ����� �� ���"���� ���?�� !�> ��7��/��� ��?����

�����';� [135,141,155]. 
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� I�(�
� ��;� ����� 8?� D�.�� �16 �� ��(�!	 !+�
�.  0� �. !&����

Charnes and Cooper ��( ��UU ����'� 3	�
��� ���!&�� D�?(� �	  0� ��� A
Chance-Constrained Programming (CCP) :1���� ���'�� 8�G ��7��/��� 

 �7�.� ����
� :1�����?�� ��7��/��� ��?��?� �����';� ���"���� 0�.� �	��. !&���� 

 ���!&?� D��(;� �6� 0� D�?(;� �16������';� � ���� E7+$�� H�&� �!��A=& "���� 

-�� ��?'���� P�&���� �� 2���!� 8�G ��-�&A ��+@��& %�1 V-�� I�( �.  ��

������ D��&;� . D�?(;� �1=� �
�&���� 0� 	�	��� �	  �#[35-44].  

�!&��� 0.� ��( 0� ��WX D�?(� ���� !���� �� )CCP (��	$�(<& �(�!	�� 

=�	  ���� Sengupta  0�!$Y� ���'��� P!� 0� 	�	��� �	  J�'D�?(� ��	$�(<& 

CCP [133-141].(; �(�!	�� 0� 	�	��� �	  %�1.  Z!$;� ��7��/��� ���!&�� D��

 ,� %�!�/;&Tintner �#� 0�!$Y� Fox [133-142].  

� �!��A���6L� ��!���� �
�&������ D�?(; CCP 0� ��$�!� 31&� �	
� I�( 

 �$�!��� !�����D�?(L�2
�&�� �R�� �6� %�1. Z!$;� ���!&�� D��(<& 2� M��  �� 

 �+@��)���U.(  

 D&�� �16 ��� ��7��/��� ���!&?� ��!�!
�� �./��� I��+� ��+@��& ����� I�(

 �+@�� ��)���K(��	
� �#   !+�$&H�&  �6��� �����'R� ���!&�� D��(��+@��  

)���Q(.  

 ���� I�!��& D�?(<)CCP ( �	
� I�( 2+7+$ �6�� �+@�� ��)���T ( �#

 D�?(; �$�!��� !����� 0� ��$�!� 31&� �	
�CCP ����
��� ���!&�� D��(<& 2�&�!�� 

 �+@�� �� �
�&���� �6�� I	=�� ���!&� ���$�� ���!&�� �#�)���U .( �6� �	
� �#

 D�?(�� ��� �@+& ��7��/��� ���!&�� D��(� �(�!	� ��((;� �&?�����)CCP (

 �+@�� �� �S+$ �@+&)���[(�& %�1 ������ ���!���� 0� ������ 8�G ��-�� �� 

 �+@��)���W(.  
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)�� �� (�	
�
�� ������ �	���  
Classification Decision's Problems 

�	���� �� ����� ��� �� ��� �! �!"� ]#$�%[ 
�
�� �& ��
�� decision !� 

 �	'�( �	��)�� ��	���conclusion of process 
�
�� �*��� �	'�* +�,� 

decision making process$* !& �-� .	�/� 0�	 1	/  �� --(2 ��	(� ��-�& 3-

���-2�������  3--/� 4�	����& �5 �� limited possibilities.  
�
�� �7�� 
��7	!

 �	-2 �8�&best alternative 
�
�� �*��� ��	2 �5 �� ���-2� 9�� �� 

environment decision making.  

:�� 4�;<(�! 
���(� =	�� 
�
�� �*��� ��	22 ��� -!����! �*��� �� 3
 

> 4�	?(� 
2�(�! 
�
�� �7�� �)	� 0�/�	 @ ���! 
�
��.  

 �	�A��2 ��!��� B�� ���
2� � � �A'�7�� �	8�	
� ���
2� �	�,& 0�& C(2

$�	?7� 
	D! �	?7�$�-)� ���
2 .. ...... $ �� 
	 � �/ �� ���� �	�,E� F�

�	
�
�� ������.  �	�,"� =	�� ��! ��	2 �& C�
��& 4/� 4��� �)�	-�� 0� ���

 4��'(� �D�	� �� �' ��� 
�
�� �*���parameters G�!��� )�� �8	& +�,�!H 4��'(

 �	��/�� 4�
	I���2control variables (�7E��2�D H >�2�  0	; constants �� ��! 

�	'(A� ������ 05(� ��� �!�	 C
A�1	/ .�/�� 
	D  �!��  C(2 �� !& 4��'(��


	I��4�	��!�* � random variables [132,134].  

2 �)'/! �)�D�	� ���	 ��� �	
�
�� ������ 0	,�� ���	 ���* �A�2!E 0�-7�,

���� !/�� +'* �	�,; +J �	8�	
� ���
2� �	�,&:  

�!"� 0,�� : �	�	�	� ������deterministic problems �*��� ��	2 �!�� 1	/ 

 0	; �7E� �'���� � �	 L�� G�!��� 4��'(� �& +�(�2 �	�	�	 ��	2 
�
����2�  +�,	! 

 +�	�	 G�!�� ��/� 9�� �� G�!���deterministic model.  
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	 ��/� 9�� �A� M
7& >�2�  0	; +J 4��'(�� C(2 >�2� � 0	�� �� 
	I� 1-/ ���!ٕ ���

&-7�,� �	,�,/� �	'/� �!',& 0sensitivity analysis +'* &
?� ��� 4�
	I�� -	-/� 

 ��� 4�
	I�� ��	�� � �"� �/�1-/�4��'(�� �� .  

��� � 0,�� : �	��!�(� ������stochastic problems 1	/  �*��� ��	2 �!��

 � �	 L�� G�!��� 4��'(� �& +�(�2 �	��!�* ��	2 
�
���'����  �	��!�* 4�
	I�� � ��

random variables  ���!�* G�!�� ��/� 9�� �� G�!��� +�,	!stochastic 

model.  

 �	��!�(� ���
2' �A'�7� �	�,& -�!�!stochastic programming �!���� 

������ �� O!�� ���$ !�	��� �!�A� �� �	�A��2 �)!���� �!,.  

 �	�	�	� �'���� �	2 .
A� P8!� �!, ���� �� �� ��!�	��!�(� �'����!.  

 �� �)�� ��( : 0!�	 4������ �� �	*!� G���Q2 =����� -/&B,A G���J �'?�	 1	/ 

 O!�� �� 3-/�!� 3-/!�A4�-/! � <   0�7� 3-��� �� O!�� �� 3-/�!� 3-/!�! $B 

4�-/! �,�7 0�7� 3-��� �� O!2,"� �� 0�7� 3-��� �� R���� �& 1	/ $15003-/! . 

 �� �)����J ��	 ��� 4�-/!� --* -	-/� �� 
�
�� �7�� �D
	!A,B 1	/2 O!2,S� �� 

���� P2
 
2�& .�/	$ 1	/ 21 C,C
	�� �� �� 3-/!� P2
 +J A,B �� �	�
�� +'* 

�	��� 4@�/�:  

��  4��� ��J15C , 10C 21 ======== ��J 0   1-/
	I���  21 C,C 1	/2  P2��

13C , 11C 21 ========  

��  �� 3-/!� P2
 ��� ��JA,B T���� 21 C
~

C
~

,�	�
�� +'*  $1	/21 C
~

C
~

, 

2 �		��!�* �	
	I�� ��� � ��-����/"� )(f , )(f 2211 C
~

C
~ �	�
�� +'*  1	/2

0, 21 C
~

C
~

>>>>.  
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�/�: 8
� ��J �& ��21 X,X �� �)����J ��	 ��� 4�-/!� --* +J 
	�� A,B +'* 

�	�
���E� :  

�� ��-�* 15C , 10C 21 ======== +'* �	?7 ���
2 G�!��� �'���� �D�	� ���	 >�Q� 

���� !/��:  -�!&21 X,X�(�� ��� :  

)1            (         








≥≥≥≥

≤≤≤≤++++

++++====

0X,X               

     1500X5X3   S.T.    

X15X10Z.Max

21

21

21

  

 G�!���! +�	�	 �	?7 ���
2 G�!�� 9<*&deterministic LP model >'/2! 

E2 !& �	��	2H��/� 9�� �� � �"� �/� �& -�� U�'2�,� ��	
? 0�-7�,:  

7500Z   ,   0X   ,   500X **
2

*
1 ============  

 4�
	I� ��J ��&21 C,C P2�� 13C , 11C 21 ========E2�  0�-7�, �	'/�

 � �"� �/� �& -�� �	,�,/�*
2

*
1 X,X
	I�	 0 $ ��	;! *

Z +'* ?�� 
	I�� ��� +� 

���� !/��:  

6500Z   ,   0X   ,   500X **
2

*
1 ============  

��  �� 3-/�!� 3-/!� P2
 �!�	 ��-�* ��&A,B +'* G�!��� P2�	� ���!�* 
	I�� 

���� !/��:  -�!&21 X,X�(�� ��� :  

)2        (                   








≥≥≥≥

≤≤≤≤++++

++++====

0X,X               

     1500X5X3   S.T.    

XC
~

XC
~

Z
~

.Max

21

21

2211

  

 G�!���!)2 (
2 G�!�� �	��!�* �	?7 ���stochastic LP model >'/ ���	 

�	��� �!�A� �� �)!���� �!, ��� �A'�7�� �	��!�(� ���
2� �	�,& 0�-7�,E2. 
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� G�!�� �!�	 ���* �A�2!�	��!�(� ���
2) �	?7
	D !& �	?7( ���� !/�� +'* 

[141]:  

  )19.1           (                  )C|X(Z.)Min or.(Max f====  

  )19.2        (m1,2,...,i  ,   b)|X(    .T.S iiig ====≤≤≤≤θθθθ  

[[[[ ]]]]



















θθθθθθθθθθθθ

θθθθθθθθθθθθ

θθθθθθθθθθθθ

======== θθθθ

mn2m1m

n22221

n11211

n1

...

::::

...

...

     ,     X.....,,XX \\\\  

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]n21m21 C...,,C,C     ,     b...,,b,b Cb ========
\\\\  

 1	/X  �!-2� �������� �� ��! �	
�
�� 4�
	I���)� 4\\\\b,,C iθθθθ $ m,..,2,1i ==== 

 4��'(�� ��� �� �;"� +'* -/�! 
��* -!�! ��/ ��! $4��'(�� 4�)��� +J 
	��

)\\\\b,,C θθθθ (� �	 G�!��� +�,	 ��/� 9�� �� ���!�* 
	I�� )19.2(,)19.1 ( G�!��

�	��!�* ���
2 $ ��!-� �!�� ��-�* �	��!�* �	?7 ���
2 G�!��� �!�	!ig,f ��!- 

�	?7�	
�
�� 4�
	I��� �� ��� ��J ��& $ ��!-� �� 3-/�! �;"� +'* ig,f �	?7 
	D 

�	��!�* �	?7 
	D ���
2 G�!��� �!�	.  

��	�	� G�!��� 
2�(	!���7 ��/  special case���!�(� G�!��� ��  �A� 

 ��� �!�� �	�	�	� ��/�) V�
�space ( 4��'(��)\\\\b,,C θθθθ ( -/�! 
��* �� ��!��

 4��'(�� ��� �Q� �	��!�(� ��/� �� ��& $3-/�! ��	�2 ��'(� �� � �� 1	/ ��
�

)\\\\b,,C θθθθ (�
� 
��* �� 
 �& �� ��!�� �!�� � �� �) �2/��� M
7& ��� ��
5��� �

 ���@���/"� ��� �� �/��� 
��* 4��'(�� ��� �� 
��* �� 
5��	 1	/ 4

@���/"� 4[149,150].  
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 0*& ��/ �� �	��!�(� ��/� �Q� ����2!�� ���7 �A�2! �	�	�	� ��/� 

�	��� �	
�
�� ������:  

• ������ ?	?7��2 �?2�
�� +'* �/�
��	����   4�
�� ���	'2��,�. 

�	*�
�� =',� �� �8!
(�� 4�	��� 
�(,&! 0�/ -	-/� B� �� �!< � H 4�
�� �� 

�	'2��,� [141] B�� $ $�A'�7�� 0,�!�� �� �	/�	,� G�!�"� 0�/ ...F�.  

•  �?2�
�� ���������� ���2 3
�!�� 
	D 4��!'(�2 0!'(� ��! 
�
�� �7�� 

����/"� �)�!', ]W [102,. 

 0�/ B� �� �!�(', +'* 
/� .!,� �� C
(�! �'?� 4��
�' �2,��2 ��	(� 

,������ $�(',� 9�� �� 3-/!� 
(, ��
� �� -	-/�! �(',� 9�) ������ �

��
� ��2 ���7� 4��!'(�� �!�� 3-�(�H�,������ 4��
�� �� �2 ��!'(� 
	D  ��

����� M
7"� 4��
�' ����,� �]�[ . �	
�
�� ��
�� �'��� P2�� ����2!�� 

 .!,� �� �)/
?! �)����Q2 0!�� ��� 4�-/!� --* -	-/� 
	D 4��!'(� �5 ��

 .!,� �� �'?�! C
(� �* �'���–  �)� !& $-�E�� 0-* ��/ �� �	
�
; �'���

�	��!�* �'��� M
7& 3
�2(2.  

���� !/�� +'* �	*!� +J �	��!�(� �	
�
�� ������ �	��� ���	 ���* �A�2!:  

�!"� O!�� :	 ��-�* �!� �� !& C(2 �	���/& 4�(	�!� �) �	��!�* 4�
	I�� 4��'(��

 ��!'(�known probability distributions ��
	-�� ���� !& ) 
	-��� �	�,E2

 �A'�7�� �	���/"�]�$Y[( � 9�� ��& �	
�
; ����� ������ +�,� ��/ �	���/

probabilistic decision problems .!�� ���! >'/! >�D�	� ���	 ������ �� O

E2 ���
2� �	�,& 0�-7�,���/"� �	probabilistic programming techniques 
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 1	/ ���
2� �	�,& �������/"� 
?�7�� U�	;! 
	-�� �� �	risk �?2�
��  
�
; ��2

�	' �Z ��	(� �	
�
; 3-*�; �5 �� 
�
�� �7�� 9�7�	 .� 9�� +�,� ���	/&!H �8	& �����H

 ��	(�� �	
�
�� ������2certainty decision problems �� �	
�
�� ������ !& 

 3
?�7�� �5decision problems under risk [88].  

 O!�� ��� �� 
	 �!E2 �)'/! �)�D�	� ���	 ������ �� �� 
 �& !& �!',& 0�-7�,

 ���
2� �	�,&���/"� �)!���� �!, ���! �	 �� �	�A��2���� ��A�.  

��� � O!�� : �)��(	�!� ��! �	��!�* 4�
	I�� 4��'(�� �� !& C(2 �!�� ��-�*

���/"� ��!'(� 
	D �	unknown probability distributions . �� O!�� ���!

 ��	(�� 
	D �	
�
�� ������2 +�,	 ������uncertainty decision problems .

O!�� ���!2 >'/! >�,�
- ���	 ������ �� E���
2� 
	D M
7& �	�,& 0�-7�,�	���/"�  

 3���/�� �	�,& � �simulation techniques.  

 �	��!�* 4�
	I�� 
2�(� ��� 4��'(�� �* 4���	2 
��!�� ��� ������ C(2 ��!

����/"� =	�!�� ��!'(� 
	D�	���/"� 4�(	�!�� 
	-�� ���	 >�Q�  probability 

distributions ][[53,90,91,9�)  $4��'(�� ���
2� �	�,& .	2?� ���	 ����2! 

�)'/ �� �	���/"�. ! P	8!� ���	 ����	����) 0	,���(���� ���� �� 9<*& .  

 ������ �	�A��2 �!���� �!, ����� ��� ��! �)'/ �	�,&! �	���/"�

 �!',& 0�-7�,E2)CCP (� ��� .	2?�' �2�; >'(�� >��� \���7 �� >2 =���	 �

 ��A� �� �	�A��2 B� P8!�)���].(  
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���) �� �� :(�'���� 4��'(� �(	2? ���! �	
�
�� ������ �	���H  

  

)١-٢(  )٢-٢(  

 المشاكل القرارية

 deterministicمشاكل يقينية 

problems 

  جميع المعلمات قيم محددة -

ستخدام أيمكن صياغتھا وحلھا ب -
  اليقينيةأساليب البرمجة 

 stochasticمشاكل عشوائية 

problems  

يوجد واحدة على اAقل من حيث 
  متغير عشوائيالمعلمات تمثل 

حتمالية أمشاكل 
probabilistic problems 

 حيث تكون التوزيعات -
ية للمعلمات اHحتمال

 أو يمكن العشوائية معلومة
  .تقديرھا

ستخدام أساليب أ يمكن حلھا ب-
  : مثليةاHحتمالالبرمجة 

 ،)CCP(أسلوب  •

أسلوب البرمجة متعددة  •
 المراحل،

أسلوب البرمجة  •
  .اAنتقالية

)١(  )٢(  

مشاكل في ظروف عدم التأكد 
problems under uncertainty

ية اHحتمال حيث تكون التوزيعات -
  .للمعلمات العشوائية غير معلومة

ستخدام حلھا بأدراستھا و يمكن -
 أو أساليب عددية أساليب المحاكاه

  .أخرى

نات عن حالة توافر بيا وفي -
ستخدام المعلمات العشوائية يمكن أ

 كتقدير التقديريةالتوزيعات 
 وتحويلھا زيعات غير المعلومةللتو

أمكانية  ثم ،إلى مشاكل أحتمالية
  يةاHحتمال البرمجةستخدام أساليب أ
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)�� �� (�	 
����	 �����������
� 

Probabilistic Programming (PP) Techniques 

�	 
����	����� ������	 �� ���� �� 
�theories ������	� techniques 
�	  �!� 
"#�$��	 
�%	�&'�	 ��()�$stochastic variations *+��� �( ���#'�#� 
 
�,���	 
����	mathematical programming model -��	 .#� -�/��	� 

�	 ��'�0����� 
1����	 
�!$����	 
�	2�	 �!��2#� �2(� -3��	4����� ���#'��	 5+6� 
�
[141,149,150]. � 8�� !9�	.�: ���#'��	 �( 
�%	�&'�	 ��()�$ �� -9�	 .#� !�	� 
�������	 ��!���	 [134,141]:  

�� 
�	!�	 -�� 
#<&��	 
'��1:�+ -�3�� &��	 
=��/ !�� >-<�� 
1����	  ?��

��	0�	 -�/����	 @'�A�� ��( �( 
��#1��	  ���#'� !�B< C21�	 +$B� D�� 

�%	�&� �E�� C21�	 ��'� D�� 
#<&��	 �,�� 
���'�	� F���	 G�� >�+< 4
[135].  

H� 
'��1�6��: -�/��	 ��#1��	 �		2�	 :� ���	 �		2�	 
'��1 >�+ -�3�� I+$B �( 
	�� 
��#�-��1�	 J!��	 �� 1�����	 J!��	 �� �/2�	 J!��	 �(  !'��	 �� D�� A

��()�$�	 �( ?�� -��� -3�� ���<��	 �� ���0�	.  

������ 
"#�$� ��"��/� !����-<�&� -� �	 
����	 �����  �! ��#�� �2(� 
�4
 �2(� �� *+����	 �( 
�%	�&'�	 �	�E��	4
'��1���	 ?�� K+�	 -��	 L��: -�/.  �<���

 ������	 G��/�
"#�$��	-<�&� -��  	�	 
��������� 
� ������� D)3 .�:A,B,C 
 �����	 ����	 .#�[142,133,141]:  

�1�$��	 
��� ������                   A) Risk Programming Approaches  
������	 5+� ���:  

1- Chance-Constrained Programming (CCP) Approach  
�	 !��2�	 �	+ 
����	 ��#�������
�  
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2- Nonparametric Programming Approach  

��#'� )�	 
����	 ��#��  

3- Multi-Stage Programming Approach  
!!'�� 
����	 ��#���-�	��	   

4- Transition Probability Programming Approach  
�	 
����	 ��#�������
���2��M	 
�  

��
��%	���	 
����	 ��#               B) Adaptive Programming Approach  

�	 
������	 -�#�� ��#�� ������       C) Probabilistic Sensitivity Analysis  

 8��� �� <+��� �!��	�� 
"#�$��	 ������		 -<�&� -��	 
��������� >�&� 
�
 N%�/$�	 @'� �( �6���[141,149,151]:  

�� �#'��	 8���OO�%	�&� �	�E�� -3�� .��	 ��OOO'�0�� �6� 
OOOOO ���������OO'� 
OO(�OO 

���!2� �<�� ��
"#�$��	 
�%�/��	 �������� .  

H� �	 ��'�0���	����� 
�,���	 
����	 *+��� �( �6��! ?�� 
�%	�&'�	 ���#'�#� 
�
�	 *+����	 -���� ?��� J$� �� 
2�1������ �probabilistic model .�: 

 ���2� *+���deterministic model ��#�� ?	!$��� 
��� �( ��< )CCP( 
) �� .�: �!!'�� 
����	 ��#�� ?	!$��� 
��� �( ��< 
������ 
���2� *+��� �!�

-�	��	(>�+�  �2(�  �!#� 
"#�$� F1 ?	!$��B� 4�
�%	�&'�	 
'��1#� ���#'�# 
[51,141]. !9� !��	 ?�����  ��'�0���	  �! ?3 ����� �%!�� .��2� *+��

�	������	 8�0���	 .#� -�/�#� ���#'�#� 
������
�	!� � E���	� G!6�	 �	�

�	2�	�'� 4 �( ��<
��� ?	!O$��� #�� O ��transition programming 

approach�� ?	!O$��� �	 
������	 -�#�� ��#�� ����� �probabilistic 

sensitivity analysis .#� -�/��	 ?3  �!�	 �� *+��� .��2� P(�<� 
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 �1�$� J�����risk �( ��< 
��'�  
��� ��#�� ?	!$���)CCP(  ���
� ���<�	 	+� �( 
�	!�	 -�� ��#��	 �	���	 �( -�/"���� ?!2� G�� K+�	


�����	.  

�� ���	 *+����	 -��������� .��2��	 *+����	 -���� �� A.��2� *+��� .�: � �%!���	
 ?�� 
������ J$� 
���2� *+��� .�: 
�	2�	 !�	�2�	 
%( G�'�� �2(�4set of 

decision's rules -�����	 �6���� .#� ?�� ���	  @'�� G/�� D��
 
�#3��	 N%�/$some optimality properties [47].  

5+� Q,�� G�� 
�����	 �	���	 �(���#�� 
������ -�/"���� N	�$�	 )CCP.(  

 -� ������ ��� F�3��	 1����	 Q,�� F�� ���� 
�������	 
����	 -<�&�

����	�������	�  
�������	 ��'�0���	 
/�$ 
"/�� 
�%�/��	 )
#/���	� 
'12���	 (

�)�����	�
�%�/��	  statistical transformations . G�� �����	 ����	 �( >�+�
�����	� ��"�'��	 ?�� ?!2�
�%�/��	 ����	 �)�����	�  �( 
����� ���#1�� ��'� 


�������	 
����	 -<�&� -�� 
�	!5)�� ��<+ F����	 ������	 ?	!$��B� .  
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)�� �� ( �	
��� ������ �����������
�   Chance- Constrained 

Programming (CCP) Technique 

�� 	
�� �
��� ���� !� "��#�# ��� "�$� �%& '('���� chance-

constraint)������ �%& �
��� * +��
 ,%�  ������ -. �
 
��� �%�# /	�# /0 

1��2��3�	4 '�� 3��
�2�� /&�� ������ 3��#�� "5   '��� "�$� '( )���6(.  

�� 	
�� �
�������'  

'��� �
2 � ������ 8%��# �#���.� �%9:  

    )19.3           (                            ∑∑∑∑
====

====
n

1j

jjXCZ.Max  

    )19.4(













++++++++====≤≤≤≤

====<<<<

∑∑∑∑

∑∑∑∑

====

====

    m2,...,t1,ti  ,   bX a          

t1,2,...,i  ,   b
~

X a    .T.S

i

n

1j

jij

i

n

1j

jij

  

    )19.5     (            n1,2,...,j   ,    0X j ====≥≥≥≥  

 ;
�jX �
<� )�
����� 3��
=��� >9 ib�  jC � ija "0�� '�� 3������ >9 �
<� 

 3������ ��� )����0 �
	���ib
~ )i=1,2,..,t �
?��<. 3��
=�� "0��  3��
@�� �A����� �


�(�����
?��<�� 	�
��� ���� 1%& '( 	�
�� 1%& >����  . 3#�B �%C()b
~

( if) )b
~

(F i 

�� �(�0B ��	 >9 �
<�"���� density function �
�B���� +
@��� ��	� 

cumulative distributed function �
=��� ib
~ )�
���� >�.  �	�.9 -B�
 *#C(

 '( 	�
�� ����B)19.4 (�� +
@��� D�	 	������ �
=��� ')3��
=��� �� ()ib
~( >�. 

'��� ��#�:  
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)     19.6              (t1,2,...,i  ,   b
~

Xa ii

n

1j

jijr }{P ====γγγγ====<<<<∑∑∑∑
====

  

 �	���� �����)19.6 ( ��#� >�.""������ F��� 	
�/4� ) i( )t,...,2,1i ==== '(  	�
��

)19.4 ( ,���
iγγγγ" ;
� )10 i <<<<γγγγ<<<< >��
� )iγγγγ F��� G�
��� tolerance 

measure 	
�� )i( 	
�� �
#��!�� H���� �I
� >��
� �)i.( J��
 '����� )i1 γγγγ−−−− (

 �&"����� /	. F��� violation measure  	
��)i()�� ����
� "����) i1 γγγγ−−−− ( �&

G�
��  ��2� ��risk 	
�� F��� /	. -. D��#� )i(.  	�
�� �K�
��)19.4 ( "B< '(

����� '( ')19.6 ( L% 	�� �##B�
 -� M(�B� >#
�
 	
4 >9 "
����equivalent 

deterministic constraint '��� ��#� >�.:  

)19.7     (i

n

1j

jiji

n

1j

jij 1Xa    Xa1 )(F)(F ii γγγγ−−−−====→→→→γγγγ====−−−− ∑∑∑∑∑∑∑∑
========

  

-�� �
�B���� ��	� �
��� )"�$�� L% JI�# ��� ��B )NO �N((-� 	�# :  

)(P)(F
n

1j

jiji

n

1j

jij Xab
~

Xa ri ∑∑∑∑∑∑∑∑
========

≤≤≤≤====  

�� +
@��� -� �������� �
=��� 'ib
~� �K�
�� -C( '���� ����� �
I�
� 

mathematical form ��	� iF 	
�� "
��� -B�
 '����� )�I
� �(���� -�B� �
������ ')i ('#
�
 	
4 >9M(�B� 	�� ��
( "
�$��� L% JI�# ��� ��B .  

-��<��� ,	��� ����� "
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    )19.11        (                     (((( )))) γγγγ====−−−−
*UF1  

-C( �B% ��B� *
U �� *� "��
 -� -B��� �	A� ��	 ��
� >#	�� 	�� >9 �
<� % 

����� .�"B /
4 Q���(� -� γγγγ)  *
U  )iγγγγ ;
� m,..,2,1i ==== >9 +��
 ����� % �� 

�
��� ������ '( "
�$��� L% JI�# ����.  

 8%��# �	A� ��	 �K�
� /�
 ����� % �� �&��
 '�� �
����� �	.��� ��(���
 �	
��� ������������
�� 1%& "��#�# ���� )-��<��� ;�0� ����� "
�$��� ���.  

�� 8%��#� /�� -� JI�
 F�� �������� ')mn ×××× ( 3��
=��� 		. ;
�

� ,���
 �
����n ,���
 	�
�� 		.� m� ) -�B
( )>#
�
 M(�B� 8%��# >9 *�
��� 	#.

-�B� ��	#. >#
�
� 8%��#� /��"B �� Q��  ija~ ) ib
~ ) jC

~
( �
?��<. 3��
=�� R "

3��
=��� 		.�
�����  H���
 n 	�
�� 		. J���� )1m ++++ (/�� J��
� 8%��#� 

 '#
�
�))1m(n ++++×××× (-�B� ��	#.�� ��	 '( �
����� 3��
=��� 35���� �	A jC 

 *���0 �
	��� 8%��#� /�� -�B
)mn ××××()  ����
 ���. �$��� >#
�
� 8%��#� /��

 ,���
 M(�B�� /�� 8%��#�'��������
��� � .L% ����
� ����� �
�@� -� )CCP (

�� ������ �
��� ���#������/�� 	
�@�
 ;
� H� �� �
 -. >#
�
� 8%��#� 

���������� ����� '( ��B �
�B 	
�@� '"����� 		�� � [141,55].  

 JI�
 F�� ���� ����� �2���CCP "
��� 	#. '?��<�� "���� "��#� '( 

 *
��( 3�#�
� >�. *�
�2� '( L%B )�
#
�
 ����� 8%��# >9 '������ ������ 8%��#

 -�� ����� *#� >9 �(�IT�� "
���� '( *��	 ��� �
#�B�9 >#��� ������ 8%��# +�

 �
������ �
2 � �
K ������� �
������ �
2 � ������ "0� �$�� �� �
������

�
������ �	A� ������ . ����� /�	 ��� "��#�# ��� ���B� �%& '(�CCP '( 

� ����� 8%��#� �
������ �
2 � ������ 8%��# "
��� 8%��# >9 �
������ �	A

�
#
�
.  
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)�� �� (�	
	�� �	��             A Historical Perspective   

 �� ���� ��� ����� �	����� ��	���� ���� �� ����� �� �!��" �� ���� #�$%��&
 #'� (�
)� ���� �� �	���*  +��� ���� � ,�	-
�� �	.� ,�	-
�� ���� �� �����

 ,/�0�� ...2��.� ��$
*  #��!! /�� #$%�� �"3 ���  4������� 53) �
	���� ��-�
 �	����� ��	���� ���� �� ����)&)CCP( �	����� ��	���� /�0�� ����  ������ ,&

)CCGP(0!� 6	� ,������ �� 78��� �"3 �� �!���3� 9:�� �.  

� ����� 9��	)CCP ( �� #� ;�<Charnes and Cooper �� #�� ��0� 
 ����� ���=)CCP ( �� �	���� 53� ��*�)� ����������	 -��� >�?!�� �	 !���� �� �	 .

 5��! /�� ��	 ��	�� ��$
* �0�	�� 5 ��� 4������� 53� @A :  

 �!� ��)���C(5�= �� #�  Charnes, Cooper and Symonds ����� 
 ��� 4���A��� @A  ;�D (�� ;�� ��	��� @A  #	�� ;��)� �	E��FD 4��	G� #'�

 4�A	8� �0������� �E���� �	!	�	 ��	= ;�< ����A� �	 5 H	 - #�$��� ���F� �� I�"
 4�	8�� �	
� 5�?!� ;�'��� /	����� ;�D[42].  

 ��� �!�)����( �� #� 5�= Charnes and Cooper ����� ;��)� ����� 
 ��	���� ���� ������� �	&chance-constrained prog. ���� �� �	���� �� ����*� 

)�����  ��� 4�	�?!�� 53� ����= 6	� �	J ����)� �"3 �0���� ;�D ;![39].  

 �!� ���)��KL( ��� /��3)� #���� 4M	���� @A  �:	� ���= & ;�D (��
 4�A	8� 4�" �	E��FD 4��	G� #'� ��� 4���A��� @A ����� ��	= ;�< ����A� �	

����� �	chance-constraints��= ��D�= 9:��  5	 �0���� ;�D ��� � ��!� �	�
)� ���F��� #	������ 5	�� #M
 �� �	!	�	 ���F� ;�< �	P-model N:�! /��� 
 �� #	$%��  I�" ���FA��� 6��'�� �� ��[38].  
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 �!� ��)��KK(#� 5�=  �� Charnes and Kirly �	������ �D����� @A  
 ;�'���optimal decision's rules ����) )CCP( O"��!�� @A  5	�� #M
 �� 

 #'�E-model [40].  

 �!� ��)��KC( 5�= Contini)� �����  ����� �	  P���� ;��)CCP (
 /�0�� ����  ������)GP (goal programming ]�Q[ +	�� ;�D H�-� �� 

 �	����� ��	���� /�0�� ����  �����&)CCGP(��� 4���A��� @A  ���� ���� ��  
��	G� #'��	E��FD 4 � ��A��� 9	8��� 9 [45] �� R������ �!	�	�� O"��!�� 5�= 5' 
������ S"3.  

�!� �� )��K�( ���= Charnes and Cooper ����� 5��
�� )CCP ( ��
 �-�
��� �	��� �	��$=T� O"��!�� @A  #�� 7�! risk #	�� �	��D ;�D ����-�� 

)� O"��!������ /�0  �	!	�	 ;�< �	 �-�
��� ����  5�� ;�'��� �-�
��� �	��risk 

programming [39].  

 �!� �� �:	��&)��K�( �� #� 5�
�� Sengupta and Gruver ����� 
)CCP ( �	�M$�� #	�� 5	�� ��reliability analysis)� O"��!�� @A � ���� �	

�A	 -�� 9	8��� 9  �	E��FD 4��	G� 4���A��� @A  ��� ���!D M'� ��)� 9	8��� �� 
[136].  

 �!� ��)��UQ( 5�= Sengupta #��� VE�$
 @A � 5	�A  P���� ������
 4�	�?!�� @A  #M
 �� � �!��  ��	���� �	-
�� ���� �� O"��!������ �	&[137].  

 �!� ���)��UW( 5�= Sengupta ����� �:	� &)CCP ( @A  ��� ���!D
��� 4���A��� 4��	G� #'� 9	8� 9  �	E��FD�� W Chi-square dist. [140].  

 ��%�� #M
 ���)��UU���CQ ( 5�=Keown �� �D���� �� ����) 4��	 -
 ��	���� /�0�� ���� ����� �	�! ��� �	����� 4�D�-��� �� �	&[93-97].  
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� �!� ����CX 4��= El-Dash)� �	����!)� 4��	G��� �	�%� /	�A ���� �	
probabilistic deviational variables)� /�0�� ����  O"��!� � �!��  �����	 ,

 I�"� 4��= �	  - � ��� �	�?!�� �	����!)� 4��	G���� �	E��FA�� �	����!)� 4��	G���
 �0� ��?�!��� �	!	�	��[51], � ��� �	E��FD 4��	G� #'� 4���A��� @A  ���� ���� �� 

) ��� 4��	G��� #'� 9	8� �� ��)� 9	8��� 9 2χχχχ.( I�"�  4��= ���� � 4��	 - ��D
)� /�0������ #�!�� �� �	]�L[51,61, ,� �D��8��[53] (���� Y������ ,[63,64] ,

� �	�M$�� ������ 4��!��� �	8
��[55] (�
� 4�D�-=� ,[62,65].  

 �!� ���)��C� ( �� #� 5�=Lee and Olson ����  #��F� #�� 58���
 
 �	����� ��	���� �	-
�� �	. /�0��&[103].  

 5�A�� Z%! ���)��C� ( �� #� �:	� 5�=&Rakes and Reeves �	��� ����� 
 �	!��*��� 4��F�� �� 
��tolerance measures �	����)� ��	��� [121].  

 �!� ��)��CU(�� #� 5�= Olson and Swenseth
 � 	�� & � ��!� �	-& &
 ���A��� 4�A	8��� 9  4���A��� @A  ��� ���!D �	-
�� �	. �E������ �	!	�	�� O"��!��

Normal distributions [116].  

 �!� ��)���L ( 4��=Girgis /�0�� ����  #��F�� ���A� #	�� �	�
[� 
 �	����)�[73].  

 �!� ��)WQQU ( 5�=Yadavalli  �	�
[�D #�$��� ����� ;�'��� 5	��� ;�
 ����� 5��
�*  ��?!)� @A  �	�M$�)CCP ( � D� 6	� �� #� 4�" ��?!)�

��	�$ 4��	G� �	������ 4��	G���� �	����� #������ [157].  

 �!� ��)WQQC ( �� #� 5�=Ahmed and Shapiro O"��! @A  )CCP (
 ��	�$�� �	������ 4��	G��� 4�" 6	�(��A�� ����)� 5��
�� ��	�-� �������� 

Monte-Cario �	��D #��� ;�D #�$��� [16].  
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 ��� �!�)WQQC ( �� #� �:	� 5�=&Henriorn and Strugarek ����� 
 � ����� ��	��� ���� �� �	����� ��	���� ���� �� O"��!�&[78].  

 5�= �� "!��Contini �!� )��KC ( �����)CCGP( �"0� 4��	 -�� 4���� 
 �� ����)�� �$�� 4�%�
��� ���D�� ,I�! ��� ,-	-
�� Y�-=ٕ.  

 �!� ��)WQQ� ( 5�=Bhatta Charya �	�� ������ /�3 ����  O"��! 
 5MD)� -	-
 #��F� #��[28].  

��� �!� )WQ�� ( 5�=Branda ��-�
��� #��� �� ��'�� �	������ �D����� @A  
penalty functions  6	��0�	�� 5 ��	= ;�< ������= 5' �	/�0�� ���� �� �0���  5, 

�E������ �	!	�	�� O"��!�� #��� VE�$
  �- ���� 4�	�?!�� 5�= I�"�, �� I�" H - 5' 
 �	����� �-�
��� ����<financial risk management [32].  

 �!� ��)WQ�W ( /�DGeleu  ���
[�)� ��	������� ���F��� �	joint 

chance-constraintsA  �� � D� 6	� �	E��FA�� 4���A��� @������� �	.   9 
Z��� 9	8� Gaussian dist.(�
)� 4�A	8��� @A  I�"� , �� #	���� 5�= 5' 

 O"��!����� ����< ;�D I�" H - 5' R���� ;!	�	 �	-
 �	. ����  O"��! ;�< �
 ��	��� ��8�� �-�	��[69,70].  
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)�� �� (     �	
�
� ������               Basic Prerequisites  

�� ������� ����������������� �	�� ������ �	��������  statistics and 

probabilities��  !��"�� #	��� �	��$ %& ����� ����'�� �	
(� �� �	"	)	  !��" *�+ �	

#��� ,-��") ������� �.	/���� �	0)� ���1	� �	2(.  

 ���4�� �$�1���� 5.� ����'6� 70)" 8�
 %�	 ��	&�important topics 

������� �	1�	��� 9� #: %&�	��.�� ;����  #��"� 0"$ �4� 0	��� 7����� <�	 %��� 

�� ������� <	��
� �	������������$ �(�� �	-��=.�� ������� �� �	.  

���2 :�	1�	��� %& �$�1���� 5.�  

• � �	
:.�� #��0��� #��0�Functions and Inverse Functions?  

•  ��0���� �-(��Convex Sets? 

•  <	�)��� <	��
�Approximate Techniques? 

• #��0�� @�A���� *�B.�� �)"����	A���� C00.��  Maximum and 

Minimum Points.  

�	"��2 :�	-����� �$�1���� 5.�  

•  �	-��=.�� ��	A����Random Variables?  

•  �	-��=.�� �	��.��Stochastic Process? 

• ���DD.	/�DD�� ������	D	��.��� �D �Parametric Probability 

Distributions? 

•     �	�	�)��� �.	/����Approximate Probability Distributions? 
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• �� �D.	/�D�������� �D	 �	��.�E��Nonparametric Probability 

Distributions?  

•  �	-��=.�� �"	.��Random Samples? 

•  %-����� �	0)���Statistical Estimation? 

•  5��(�� �����'�Testing of Hypothesis? 

•  �	-����� E	�����Statistical Transformation.  

�����2 :�	��.�� ;��� %& �$�1���� 5.�  

•  �	�'�� �������Linear Programming (LP)? 

•  �	F ������� �	�'��Nonlinear Programming (Non-LP)? 

•  �	
0"4�� �������Geometric Programming? 

•  8�0G�� 00.� �����Multi-objective Programming? 

•  804�� �����Goal Programming (GP). 

�.���2 :C/G���� ,������ 7/�  

•  ��/�Maple?  

•  ��/�Tora? 

•  ��/�Mathematica? 

•  ��/�R.  
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)�� �� (     �	
���                                   Exercises 

)�� ��( �� �	����� ����:  

��������� �������	� 	��� �! ���"�� ��	
� �#�� .  

%���
�"��� �&����! ��#�!'(�� �&���� .  

)����	��*� �&����! ��#�!'(�� �&���� .  

)�� �%(�� +��	,*� �� �	����� ����  -#	���� ./ 	! ���	��*� �&���� �0���

	�
�� ����'��.  

)�� �) (�1�"�� 2�1�	��*� 31 4Chance-constraint.  

)�� �5(� 1��1����� �16��� �� �	1���	��� �!1�,* .1&���� +!1�"�� �1 	��	��7 839
)CCP.(  

)�� �: (�	����� ��;73�"�� �&���� +!�,�� �6����� �	�!<!�� �/7 	��	��7 89 

)CCP(.  

)�� �= ( � � ><)√(	7 � � �! ������� 8�	�(�� )× (	7��#6	��� 8�	�(�� :  

��  ���(�Sengupta +!�,7 �3� � @!7 )CCP.(  

%� � ��,
�	���#�!'� ������ �	�(�� >�& �!�� �7 +&� ��#�!'(�� @�	'�.  

)�+!�,7 AB ��#�!'(�� @�	'�� @�� +��	,7 3&!� A ) CCP.(  

5�  �	�(�� ���	��*� �	(�C!��� �!�� �7 �� ��#�!'(�� �&���� ��,
�	�

�!�( ��D ��#�!'(��.  
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:� �	�(�� ���	��*� �	(�C!��� �!�� �7 �� ���	��*� �&���� ��,
�	� 

�!�( ��D ��#�!'(��.  

=�"� ��  ���	��*� �	(�C!��� �!�( ��D �	�(�� ���	��*� �	(�C!��� ��3

�	
	���� �E�!� ��	� .E +!�,7 ��3��,7 �F )CCP(.  

�� +!�,7 +�6�� )CCP ( ��(�� �������� ���3�� ��,�(�� ���3�� 3!&!) !7

��	�(� (��#�!'� ������ @F� .���.  

G� +!�,7 ��3��,7 +�6�� )CCP (�	�H� ���	��*� �	(�C!��	� 3�&��.  

�� +!�,7 ��3��,7 +�6�� )CCP (��#	��H� � �!���	� 3�&�� �	�H�.  

�I� +!�,7 �3��,� )CCP ( �����"�� �������� �
	� �;B ��	� .E ������

��#�!'�.  

��� ���(� Contini �
, )��=G ( +!�,7 �3� � @!7)CCP.(  

�%� @�	'�� �*���	'�� � ��	� ��	� ./ ���	��#�!'(�� @.  

�)�  +!�,7 ��3��,7 +�6�� A)CCP( �	�(�� .�	��*� >�C!��� �E�( 

��#�!'(��.  

�5� +!�,7 ��3��,7 +�6�� A )CCP( �������� ���3�� ��,�(�� ���3�� ��!�( 

��#�!'(�� ��(��.  

�:� +��	,7 3&!�  +!�,7 ��D ��#�!'(�� @�	'�� @��)CCP.(  
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)�� �� (�	
�	                                      Introduction  

 ��� ���� ���	���� ��	����� �	� ���� ��������� ��	���� ����
 � !��

���� "�
������ �#��	��������� ����$�� ���%&�� 
.  

(� "
�& )�� ���� �*+ ,# -�*�"�+�	��� .��%&��� .������� "+/ ���� 

/ �!���	�� ����$� ������� ��������� ��	�� � �� ��	�� ����$� ���	 !��� ����

 �	��� ��	�������� ���� ���	��.  

���� "+/ 0�/ 1�&�& )�� -�*�,���� 1���� ,# ������� .��� ,# 1�&�& "2 3

 1�����)���4(�)���5:( •••• � .��7���� 8��3��!��	� 

• 3� ��	�� .��7���� 8�� 

•  8��3��������� .��7���� "+/ 

•  8���9���	�� .��7���� "+/. 

• ��!��� .:������ "+/ 8��. 

 1�&� � !�� ;������$� ������ .��7���� <
���� �#��	�� <���=  ���	����

>:�/ <��9*	��?���� "+/� .  

 � !�� -�*9������ ����$� 1�&�  ��!��� .:���� � "�
������ �#��	�� <���=

 1���� ,# "
�& )�� -�*�)���5 (
	��� ,��� ��!��� .:������ 8��  .��7���� , �

 ,# �	
�	�� 1�����)���4( �)�� �@.(  
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)�� �� ( ��	
����
����   Definitions and Theorems                

 ��
 ��� �
������� �
������ ��	
���� ��� �� � !�" #�	�� �$% �&

 �
������ ������� ���' �	��� �
���(��� ������� #��� ��) �*� �
��� ������

,91,90]+,,,-[  

!.
��) ���/(:  ����.��� 1.����� populationatisticalSt �.������ 1.
�� �.% 

elements(items)�2   ���..........����units2 ��..........34���  �*�..........���' �.........."��� 5��..........�

characteristic��67����  relationships8���'�� 9$% :
� .  

!
�� )�� ��(: ��
��� Sample �
�<� ��& �% subset !3'� 1����� :� 

�*���	� ��" � 
�4� � &� ��
��� 8���'1����� :� .  

!
��) �� �+(:�
=���  Variable �& �	3'� �
6 $'>
 :2 :?�
 @$�� A(�� �% 

 �	3'��� !�����)�
"�
" B�
��?� B �
��<B..... C�D.(  @2 $'>
 :2 :?�
 @$�� �
=����

#�� �
=� ��"
 :
�
6 :
� ��
6   continuous variable!7' �
=� ��"
 E�$ 

 14 �discrete variable.  

!
��)�� �F(:  �
���(��� ������Random experiment !��
 ��� ������ �% 

��� �GB�*� ��?���� H����� 1
��  �
 :2 :?�
 I :?��H����� 9$% J��� �
� ��� � !�B 

 H��� #K��outcomes ����(��� �
=���� ��"
 �
=� �
���(��� ������ random 

variableB �� :2 J
� �&��) �&���� �?��� :?�
 I ��� #������ :� �)���� :) L���)

�*
&( ������ H��� ��� ��� �%.   

 !
��)�� �M(:  ��
����� N��&Space sampling 1
�� :� :�? ��� ��	�� �% 

�
���(��� ����3� ��?���� H����� . H��� :� ��
� ��	�� 9$% �& ���) #? #K�
 J
�

�� ������H����� N��	� ��	�� 9$% ��" ���
�2� B �
���(� outcomes space  N��& �2 

O� #���probability space.  
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!
��)�� �-(:  ����(��� J����Random event�
�<� ��& �%  Subset  N��& :�

��
�����.  

 !
��)���P(:  :
�& ��
�� :�? �$DΒΒΒΒΑΑΑΑ,  J
��ΒΒΒΒ∈∈∈∈ΑΑΑΑ∈∈∈∈ yx  ,  � �
�� ���


��	�� ����) B ��	�� ����) �3) A  B�67) ���
 @2 relationship ����) :
� 

��	��ΑΑΑΑ����)� ��	�� ΒΒΒΒ�67��� 9$% $'>� B ������ �*
3) Q34
 �
R�
� �S�
�  

function. T������ �
R�
� L�)�6 �% ������ :U& mathematical Rule>� ���'"�* 

���) #?� �
�� �
 x ����)G�
�� � V� ������ y <����� L�)� �� 9$*� <��
� )f(�  �?

����� ����� �3):  

     )20.1                (   ΒΒΒΒ→→→→ΑΑΑΑ→→→→
f

or        ΒΑ:f  

 ��	�� ��"�A Q�4�� domain ������ f ��	��� B B ������� Q�4���� Co-domain 

2 @���� �range����3� B ������� �
�� �
 @�'2 L����� �2 Y �����3� L������� X 

>� ������ ���'"f ����� �3) �R
2 �?�   

     )20.2                                              ()X(f====ΥΥΥΥ  

 J
�X������� V�� xBY������� V�� y .���� �
=��� :2 #� 
�1 )Y( dependent 

variable# "��� �
=��� �& ���� ) X( independent variable ]P[.  

 !
��)�� �W(: :�? �$D�
=���  y �
=��� �& ���� x ����� ����� �3) :  

)(xfy ====  

 ������ �&����&f ��
6 �
�� :?�
 yL���� ��
6 ��) .�  x ��34��� :�? �$D :?�� 

@2 X?��� ��
6 �
�� x.� L���� ��
6 ��)  y ��" @�'2 ���� ���'"U� E�$ �
 V�U& 

 ����3� �
"?��� �������)x(f ) ������ X�?�� �2)f(x(  <����� �*� <��
�)(f y1−−−−  J
�

]P B[144  

     )20.3        (                            )(yfx 1−−−−====  
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�$D 7K�& ������ ��
�� :�? )(xf ����� �3) :  

(((( ))))yyfx

xxfy

100
2

1
)(

   2100)(

1
−−−−========

→→→→−−−−========

−−−−
  

 !
��)���,(:  :2 ��& �$D)m ( J���� Y�6� ���� ��) ��D �
()A( ��) �&  

)n(  �I������ :�)������3K����� �( ������ ��&�)�)A(PrJ
� )A(Pr �D �
( �

 J���� Y�6� #���D(A)  J���� Y�6� #���2 !
�� :?�
 V�>&AT���� ����� �3) :   

     )20.4          (                   
n

m
lim)A(P
n

r
∞∞∞∞→→→→

====  

��3?� ��� ���� 
∞∞∞∞→→→→n

lim :2 �% ��� ��� :?�� !������ �R�
��� ������ X
� 

 ��  !�" #����� �$% ��
6� B��� L�
�? �I������ ��) :�? �$D ����� :� ��"


����� #����� �& !)20.4 ( ��
���� #���I��Experimental Probability 

]-[113,.  

2 �$D E�$?�) :�?� �
���() ���� �
��
 ������ 9$*� ��?���� H����� � @��"n 

) J
�n��
����� N��& T& ������� ��)  (
� #?� :�?
 J
�� T& ���	�� X	� ����3� ��

��*���.  ��) :�? �$U&m )nm( ≤≤≤≤ J���� Y�6� ��D Z�[ H����� 9$% :� AB V�U& 

 J���� Y�6� #���2 ��"� :?�
A T���� ����� �3)  :  

     )20.5             (                     
n

m
)A(Pr ====  

��2 :>& Z�'2 L������ J���� Y�6� #�A �% )A(Pr  J
�:  

�
����� �I���� ��)  
     )20.6(  

��?���� �I���� ��)  
 =)A(Pr  
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 !
��)���/�(:  �
=��� :�? �$DX ��) ��D �
(
 )n (B����3� ��?���� H����� :� 

 :U.&X.
  1.4 ��� T���(.��� �
=���.� T�")#�.	����( discrete random variable 

�J
:  

n21 xxx ,......,,X ==== 

 ����3� ���(2 �$U&)(xf J
�:   

     )20.7         (  






 ========

====

0

n1,2,...,j  ,    if          )(P

)(

jjr xxx

xf    

   ������ :>&)(xf O� �.���� T�".#�.�� Probability function  �.
=�3� X .

 �...67��� T�"...�)20.7 ( �...
=�3� T��...��I� 1
<���...�X T��...��I� 1
<���...& T��...���� B 

 �
=�3�X �%  �
=�3� �	3'��� �
 �� :) L���)X �I���I�� ��*� L������ .  

:�? �$��ٕ X L�	�� T& !��� #�� �
=� ]a ,b  [ #���O� �&�K? ���� V�� B)(xf :�& 


 :2 #���2 1 X T&  L�	��]21 xx ,[ ����� �3):  

      )20.8                   (∫∫∫∫====≤≤≤≤≤≤≤≤
2

1

x

x

21r dX  )X()X(P fxx  

 #���� �
=�3� T����O� 1
<��� `��
 T������XT���� ����� �3) :  

     )20.9                  (bXa      ,       (X)f ≤≤≤≤≤≤≤≤  

 !
��)�� �//(:  ������ :2 #� 
)(xF  �
�?���� 1
<��� ����Cumulative 

Distribution Function  �
=�3�X  BbXa ≤≤≤≤≤≤≤≤ J
�:  

)X(P)( iri xxF ≤≤≤≤====  

E�$ ��) ��
& 
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 :�? �$U&X:U& 14 � �
=� :  

     )20.10       (      ba X ≤≤≤≤≤≤≤≤  ,   )(P)(
i

j

x

ax

jri XxF ∑∑∑∑
====

====  

:�? �$D E�$? X:U& #�� �
=� :  

     )20.11           (  ba X ≤≤≤≤≤≤≤≤  ,   ∫∫∫∫====
ix

a

i XX d  )()( fxF  

:2 J
�:  

     )20.12   (             















========

========

∫∫∫∫

∑∑∑∑
====

             1d  )()b(

or

1)(P)b(

b

a

b

ax

jr

XX

X

fF

F
j

  

 !..
��)���/�(: �..����� :..� ����(..��� �..
=��� 1..6� !�..�
 j ..�<..?���� �..
S �<���Z 

non-central moments :..� �..����� j <����..� V..� <..��� !�.."� jµµµµ � V..�2 �..3) !�..�


 �
=��� 16�)j
X ( ����� ����� �3):[113]  

)(
j

j XE====µµµµ  

 �
=��� :�? �$U&X:U& 14 � �
=� :  

     )20.13(                            ∑∑∑∑========µµµµ
x

jj
j )( )( XXX fE  

 :�? �$��ٕX:U& #�� �
=� :  

     )20.14(                        ∫∫∫∫========µµµµ

x

jj
j XXXX d  )( )( fE  
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�....���3� : ���....�)1j ====  :.....� �<....��� :U....&�....�����....��O� T �.....�6���� �....�
 �� @��"....
 

Expectation �
=�3� XJ
� :  

     )20.15(                                        )(XE1 ====µµµµ====µµµµ  

 !
��)��/+(:  @<?���� �<��� !��
central moment :� �.����� j1.6��� #�.�  

(((( ))))µµµµ  �
=�3�X<����� V� <��� !�"�  \\\\
jµµµµ����� ����� �3) :  

     )20.16       (           (((( )))) n1,2,..,j    ,      
j  

j XE ====µµµµ−−−−====µµµµ
\\\\  

? �$U& :�X:U& 14 � �
=� :  

     )20.17(                 (((( )))) (((( ))))∑∑∑∑ µµµµ−−−−====µµµµ−−−−====µµµµ
X

j j 
j )( XXX fE\\\\  

 :�? �$��ٕX:U& #�� �
=� :  

     )20.18(             (((( )))) (((( ))))∫∫∫∫ µµµµ−−−−====µµµµ−−−−====µµµµ

X

j j 
j XXXX d  )( fE\\\\  

����3�: /�  ����)1j ====:U& :   

     )20.19   (                                           01 ====µµµµ====µµµµ
\\\\\\\\  

��  �.
=�3� ���.K�� �.
��� :� 16��� #�� @<?���� �<���X:
�.��� #.K�
  variance 

 �...
=�3�X <����...� V...� <...��� !�..."� )(Var X �2 2
σσσσ �...& ���...�� �...���� �...3) 

)20.20.(  

) 20.20             (           (((( )))) 22
2 )(Var XXE σσσσ========µµµµ−−−−====µµµµ
\\\\  

+� �
<?���� �
S ��<��� ���'"U� �
<?���� ��<��� �3) #����� :?�
[90].  
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 !
��)���/F(:  :�? �$DX#�.��I� �.��� V.� ����(.) �
=�  )(Xf)  �.&�K? �.��� �2

 :�...? �$D #�...��I�X#�...� �...
=�  ( �...
=��� 1...6� :U...&xte B hth <<<<<<<<−−−− B 0h >>>> 

 �<�3� L������ ������� ��"
moment generation function  �
=�3�X  �
(� !�"�

 <����� �*�m(t) J
� [90,113]:  

     

(20.21)                                                  t  
j!

1

.......t 
3!

1
t 

2!

1
t 1

........)t x(
3!

1
)t x(

2!

1
t x1 

)t(m

0j

j
j

3
3

2
21

32

xt

}{E

)e(E

∑∑∑∑
∞∞∞∞

====

µµµµ====

++++µµµµ++++µµµµ++++µµµµ++++====

++++++++++++++++====

====

  

 ������ ��"�m(t)<�3� L������ ������� ��
 V�O �>� :? ��<.��� Q� .(2 �*���'."

?���� �
S �
<)T����� �*����R.
2 �
<?���� ��<��� G(.�<.��� �.3) #��.��� :.?�
 J.
�  jµµµµ 

 �
��� :� � (��� ���
D #7' :�j �.���3� m(t)  ..� ��".����t  ���.�)0t →→→→ L��.��� �2 

@�'2:  

     )20.22             (                    j
j

0t

j

j

)(
t d

)t(m d
XE µµµµ========

====

  

 �.
���)���/(:  :�.? �$Db,a �.��?� B�.��K �
��. � )t(mx L�.����� �.����� �.�D �
(. 

 T���(��� �
=�3� ��<�3�X:U&  [109]:  

     )20.23(                                  )t(m)t(m x
at

ax e====++++) i(  

     )20.24        (                             )at(m)t(m xax ====) ii(  

     )20.25            (             )b/t(m)t(m x
b/at

b

ax e====++++) iii(  
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���K�� ::2 ���:  

)t(m 

 .)t(m )i

x
attxat

attx)ax(t
ax

e)e(Ee

)ee(E)e(E

========

========
++++

++++  

E�$?:  

)at(m

)t(m )ii

x

)x(ta)ax(t
ax )e(E)e(E

====

========  

E�$?:  

)b/t(m)(E

)(E)(E)t(m )iii

x
b/at)b/t(xb/at

b/at)b/t(x)b/ax(t

b

ax

eee

eee

========

−−−−========
++++

++++

  

 �..
���)����(::�..? �$D  n21 XXX ,.....,, ��..) n�
���(..��� ���..
=��� :..�  .E�$..? 

)( iXE 1..6� �..�D �
(.. expectation �..
=��� iX � B )(Var iX :
�..� �..�D �
(.. 

Variance �...
=��� iX E�$...? B),(Cov ji XX :��...
=��� �
�...= �...�D �
(... ji XX , B

ji ≠≠≠≠:U& :  

   )20.26       (                                  ∑∑∑∑∑∑∑∑
========

====
n

1i

i

n

1i

i )(E XX )(E) i(  
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9�:# 2��
	
:  

     )20.134                  (),......,,(H n21 XXXY ====  

%��� "�%��� $%� "/%<�� �=%6 () ����� >�%�# ���%�*���� �%�� ���%��n21 XXX ,......,, 

 �%	!'�� ���%�*��discrete variables � /%�� ���%�*�� # continuous variables 

(����� ���� ? �.  

(��� ������ :)@ (�	!'���� ����*����  
 �%%%��
��# �=5X 1�%%%'�� =%%%:A� 8%%%!'�� (,�-%%%� �%%%�*�� n21 x,......,x,x��
  �B�%%%��

)x(P ir C�=� )(Xg ��*���� () ���� X) . �=D�# ��3�):  

                     )(XY g====  

 ��*���� 1�E �D) (�����
Y(����� ���� ? � F
/� :  

)x(y ......., , )x(y , )x(y nn2211 ggg ============  
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 ��*�� � "������ ���� F
/�Y��� ���� ? � (��:  

)20.135        ((((( )))) (((( )))) n1,2,...,i    ,        xPyP irir XY ================  

 "�%%7�)���G(:  �# ��%%3�) �=5X(��%%����� 8%%�+��� H%%� (,�-%%� �%%�*�� F%%3��� (%%)  

(����� "����.  

 "��)���@(  

ΣΣΣΣ  6 5 4 3 2 1 X 

1.0 0.1 0.1 0.3 0.2 0.2 0.1 Pr(x) 

 ������ ���� �=D)YI��
 :  

10XXY )(g ++++========  

 ��*���� �D)Y������� 1�'�� =:A� :  

(((( )))) (((( )))) 0.11P11P  1110 XYXY rr11 ================→→→→====++++====  

(((( )))) (((( )))) 0.22P12P  1210 XYXY rr22 ================→→→→====++++====  

(((( )))) (((( )))) 0.23P13P  1310 XYXY rr33 ================→→→→====++++====  

(((( )))) (((( )))) 0.34P14P  1410 XYXY rr44 ================→→→→====++++====  

(((( )))) (((( )))) 0.15P15P  1510 XYXY rr55 ================→→→→====++++====  

(((( )))) (((( )))) 0.16P16P  1610 XYXY rr66 ================→→→→====++++====  

 "�%%7�)����(: �# ��%%3�) �=5 X 1�%%'�� =%%:A� 8%%!'�� �%%�*�� 0,1,2,3,4,5��
  �B�%%���

�������:  
(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( )))) (((( )))) 10.05P  ,  20.04P  ,  20.03P

25.02P  ,  13.01P  ,  12.00P

XXX

XXX

rrr

rrr

========================

========================
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���� �=D):        2)1(XY −−−−====  

 ��*���� �D)Y ������� 1�'�� =:A� 0,1,4,9,16C�=� :  

(((( )))) (((( )))) 0.131P0P XY rr ================  

(((( )))) (((( )))) (((( )))) 0.370.250.122P0P1P XXY rrr ====++++========++++============  

(((( )))) (((( )))) 0.203P4P XY rr ================  

(((( )))) (((( )))) 0.204P9P XY rr ================  

(((( )))) (((( )))) 0.105P61P XY rr ================  

)�(�� �� /���� ����*�  
 ��%%%%%� �=5 �%%%%%�#X "�%%%%%���# �%%%%%)�7� �%%%%%���
 "/%%%%%�� (,�-%%%%%� �%%%%%�*�� )(Xf C�=%%%%%� 

)(XY g==== �%%�*�� � "�%����� �%%)�7� �%%��� ?% � "/%%��� �%%��� H%�D) Y �%%��J��� 1��:�%%��
 

�������.  

 ���J�)����K(:  ��� �=5X����# �)�7� ����
 "/�� (,�-� ��*��  ")(Xf C�=� Y 

 () ����XI��
 )(XY g====�# ����)�
 :  

# �   �E�	��)(XY g==== ��� �E�� – ���� one-to-one.  

� �   ���� � ����	�� ������)(Xg (6 )(Y
1g−−−− 1�E 8��� ��� YX)(g ====.  

"����B� �)�7� ���� �D) ��*�� � Y +����
 �&� ��-� $� )(Yf////  

)20.136  (                     (((( )))))(  )(
 d

d
)( YY

Y
Y

11 gg ff −−−−−−−−====////  

��
70� : 8��� �J�#[103 page 200].  
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 "�7�)���M(: �# ��3�) �=5 X "������ �)�7� ���� H� (,�-� ��*�� )(f XI��
 :  

0   ,                 )(f XX
Xe >>>>==== −−−−  

�# ��3�) �=D):     XY  C==== .  I��C .�
�7 ���'� 0C >>>>  

 %� "������ �)�7� ���� ��#Y.  

"���: �# ��
 XY  C==== �D) (�����
 ∞∞∞∞<<<<<<<< Y0  

 →→→→====→→→→======== −−−−  
C

)(  C)(
Y

YXXY
1ggQ  

)C/Y(1
-1

e)g (f
g

)(  ,   
C

1

 d

)( d
 Y

Y

Y −−−−−−−− ========  

���J� N�
!�
) ����K (I��:  

)()( )C/Y(11 e)g (fg  
C

1
)(  )(

 d

d
)( YY

Y
Yf −−−−−−−−−−−− ========////  

 "�7�)���O(: �# ��3�) �=5 X ���� 	�
 ���
 8�+� 8
�� ��*�� )b,a (I��:  

0ba,   ,   10    ,     )1(
)b,a( B

1
)( XXXX

1b1af >>>><<<<<<<<−−−−==== −−−−−−−−  

 �# ��3�) �=D))ln(XY −−−−====.  ��*�� � "������ �)�7� ���� ��#Y.  

"���:   
          -Y1-Y egeg )(      )ln()( YXXXY ====→→→→====→→→→−−−−======== −−−−  

(((( )))) (((( )))) 1b Y1a Y1Y
1

ee)g (fe
g

1
)b,a( B

1
)(  ,   

 d

)( d
Y

Y

Y −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−

−−−−====−−−−====  

�D) (�����
:  
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(((( )))) (((( ))))

(((( ))))

(((( )))) ∞∞∞∞<<<<<<<<−−−−====









−−−−====









−−−−−−−−====

====

−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−++++−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−

Y

YY
Y

Y

0   ,                 1
)b,a( B

1

1  
)b,a( B

1

1
)b,a( B

1
 

)(  )(
 d

d
)(

1b YaY

1b YYYaY

1b Y1a YY

11

ee

eee

eee

gg )(ff////

  

����7�� ������ :)@(�	!'���� ����*����   

 ���� �=5n21 XXX ,......,, ��� "7�� n �%��� �	!'���� ��,�-	�� ����*���� �� 

 ���%%%%%%%%�*�� � ����-%%%%%%%%��� "�%%%%%%%%�����n21 XXX ,......,,%%%%%%%%�  +����%%%%%%%%
 �%%%%%%%%&� ��-%%%%%%%%� $

),......,,( n21 XXXf . ����*���� �� ��3�) �=D)k21 YYY ,......,,I��
 :  

                   k1,2,...,i   ,      ),......,,( n21ii XXXY g ========  

 ����*�� � ����-��� "������ ���� �D)k21 YYY ,......,,���� ? � ��� :  

[[[[ ]]]] (((( ))))

(20.137)       ),......,,(                                              

,....,,y,......,y,yP

n21

k21kk2211r

XXX

YYYYYY

f

f

∑∑∑∑====

================ ////

  

%%����� �%%� �� PΣΣΣΣ 1�%%' � �
�%%���
 n21 XXX ,......,, 1�%%' � 2�J�%%���� k21 YYY ,......,, 

������� � 7��� () C�= F3� $� ���.  

 "�7�)���@�(: �# ��3�) �=5 (((( ))))321 XXX ,, 1�%'�� =%:A� 1&�� "� ����*�� I�7 0,1 

 ����-��� "����B� ����(((( ))))321 XXX ,,f(����� "���� () F3��� ���� ? �   
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 "��)����(  

(((( ))))321 x,x,xf  (((( ))))321 x,x,x  

12/1  (0,0,0) 

12/1  (0,0,1) 

12/1  (0,1,0) 

12/3  (1,0,0) 

12/3  (1,1,0) 

12/1  (1,0,1) 

12/1  (0,1,1) 

12/1  (1,1,1) 

1
12

12
====  ∑∑∑∑  

 ����*�� � ����-��� "������ ���� ��#21 YY ,I�� :  

(((( )))) 32132111 XXXXXXY ,,g ++++++++========  

     (((( )))) 32132122 XXXXXXY   ,,g ========  

"��� : �# ��
         3211 XXXY ++++++++====  

C�=�                    3,2,1,01Y ====  

                       1,02Y ====  

 %%� C��-%��� "�%����� 8%�+��� �D) (�����
21 YY , +����%
 H%� ��-%� $%� (((( ))))212 YY ,f 

(����� ���� ? �:  
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 "��)���Q(  

(3,0) (2,1) (1,1) (0,1) (3,1) (2,0) (1,0) (0,0) (((( ))))21 y,y  

0 0 0 0 
12

1  
12

5  
12

5  
12

1  (((( ))))212 y,yf  

I��:  

(((( )))) (((( ))))
12

1
0 , 0 , 0P0 , 0 321r212 XXXYYf ============================////  

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))
(((( ))))

12

5

12

1

12

1

12

3

1 , 0 , 0P

0 , 1 , 0P

0 , 0 , 1P0 , 1

321r

321r

321r212

XXX

XXX

XXXYYf

====++++++++====

============++++

============++++

========================////

  

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))
(((( ))))

12

5

12

1

12

1

12

3

1 , 0 , 1P

1 , 1 , 0P

0 , 1 , 1P0 , 2

321r

321r

321r212

XXX

XXX

XXXYYf

====++++++++====

============++++

============++++

========================////

  

(((( )))) (((( )))) 0P1 , 0 r212 YYf ====φφφφ============//// , (((( )))) (((( )))) 0P0 , 3 r212 YYf ====φφφφ============////  

(((( )))) (((( )))) 0P1 , 2 r212 YYf ====φφφφ============//// , (((( )))) (((( )))) 0P1 , 1 r212 YYf ====φφφφ============////  

(((( )))) (((( ))))
12

1
1 , 1 , 1P1 , 3 321r212 XXXYYf ============================////  

�J� � :φφφφ ����:�� �,<�� ?�5 ��-� empty set.  
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)�(� /���� ����*����   
 ��%%%%%%� �=5 �%%%%%%�#n21 XXX ,......,, ��%%%%%%� "%%%%%%7�� n � /%%%%%%%���� ���%%%%%%�*���� �%%%%%%� 

continuous variables (%%%) �%%%)�	� n ��%%%���� �%%%� n-dimensions �%%%)�7� �%%%���
 

 +����%%%%%
 �%%%%%&� ��-%%%%%� $%%%%%� ����-%%%%%� "�%%%%%���#),......,,( n21 XXXf. C�=%%%%%�  ��%%%%%� �=5

k21 YYY ,......,, ��� k ��,�-%	�� ���%�*���� (%) "�� "7�� (��� ��,�-	�� ����*���� �� 

n21 XXX ,......,,���� ? � :  

               k1,2,...,i   ,      ),......,,( n21ii XXXY g ========  

 I%��nk1 ≤≤≤≤≤≤≤≤ . ��%%� �%� "%%����� �%� �� 1�%%�n (%%) ��%���� �%%� X ��%%� ?%�5 n �%%� 

 (%%) ��%%����Y.  ���%%��nk <<<< ���%%�*�� � ��)�%%35 ���%%�*�� 1�%%<� �%%����� >=%%6 (%%<) iY 

������� "���� () � 7���:  

  )20.138   (n2,...,k 1,kj   ,      ),......,,( n21jj XXXY g ++++++++========  

 ���%�*�� � ����-%� "�%���# �%)�7� ���� ? � "/���k21 YYY ,......,, ?% � "/%��� 1%7 

����� �)�7� ���� ���%�*�� � ����-%��� "�k21 YYY ,......,, ���%�*�� � ����-%��� �%����� �%� 

k21 YYY ,......,, ��-%%%%%��&�� �%%%%%����� "%%%%%7�� (%%%%%&) marginal function ���%%%%%�*�� � 

k21 YYY ,......,,.  ���,�-%%� ���%%�*��
 B# #�%%
� $%%� "%%����� �%%� �� R��%%�5 F�%%3��S

21 XX , 9�:# 2��
	
 # 2n ==== ������ ����� C�=� 21 YY ,  9�:# 2��
	
 #2k ==== I��:  

   )20.139     (        ),(    ,         ),( 21222111 XXYXXY gg ========  

 �%%� "%%� �%%E�� I%%��21 YY , %%%
 ),( , ),( 212211 XXXX gg�%%�� �%%E�� � �%%���one-

to-one ������%%%%%%%%% � ���%%%%%%%%%�	�� "��%%%%%%%%%�� ?%%%%%%%%% � "/%%%%%%%%%��� �%%%%%%%%%��� H%%%%%%%%%�D) (��%%%%%%%%%���
 

),( , ),( 212211 XXXX gg ?%%% � "/%%%��� 9�%%%:# 2��%%%
	
 # 1
2

1
1 gg  , −−−−−−−− %%%%���� ?%%% � 

(�����:  

   )20.140               (),(    ,  ),( 21
1

2221
1

11 YYXYYX gg −−−−−−−− ========  
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 ���J�)���T�(: �# ��3�) �=5 21 XX , �%)�7� �%��� ��&� �� /�� ���,�-� ����*�� 

 ����-��� "������),( 21 XXf�# ����)�
 :  

 ),(  ,  ),( 21222111 XXYXXY gg ======== I��
 ������ ��
 �E�	��21 YY ,(i) 

 �� "�),( , ),( 212211 XXXX gg ��� �E�������.  

 ?��� ��,+��� ��'�-���first partial derivatives   �� "��           (ii)  

),(  , ),( 21
1

2221
1

11 YYXYYX gg −−−−−−−− ======== � /�� "��.  

  ����determinant %� ��,+��� ��'�-��� 21 XX ,�
����
  %� 21 YY ,     (iii)  

 ?�����   %
Jacobian  +����
 H� ��-� $�J�</ 9��� B   .I��:  

   )20.141                 (  0

 

 

 

 

 

 

 

 

J

2

2

1

2

2

1

1

1

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X

≠≠≠≠

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

====  

A) %� ����-��� "������ �)�7� ���� �21 YY ,���� ? � :  

   )20.142   (    )],(  , ),([ J),( 21
1

221
1

121 YYYYYY ggf f −−−−−−−−====////  

��
70� :  8��� �J�#[113, 95].  

������� � 7��� "�: �� ���J��� N�
!� F3� $�.  

 "�%%%7�)���@@(: �# ��%%%3�) �=5 21 XX , �%%%)�7� �%%%���
 �� '��%%%� ���,�-%%%� ���%%%�*�� 

 ����-� "����#),( 21 XXfI��
 :  

∞∞∞∞<<<<<<<<==== ++++−−−−
21

)XX(
21 XXXX ,0                e),( 21f  
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�# ����)�
:  

eg

g

212122

1212111

YXXXY

YXXXXY

1      ,                2),(

0      ,         ),(

<<<<<<<<====

∞∞∞∞<<<<<<<<++++====

====

====
  

 %� ����-��� "������ �)�7� ���� ��#21 YY ,.  

"���:  

)ln(            ,        )ln(-                   

                 

1  , 0   ,       ,      )1

22211

21
X

2211

YXYYX

YYYXXY ee 2

========

→→→→

<<<<<<<<∞∞∞∞<<<<<<<<++++ ========Q

  

2

2

2

2

2

1

2

2

1

1

1

Y

Y

Y

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X

1
 

1
0

1
1

  

 

 

 

 

 

 

 

 J)2

====

−−−−

====

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂====Q

  

)YlnYlnY(

2

21
1

221
1

121

221e

ggff

Y

YYYYYY

1

)],(  , ),([  J),( )3

++++−−−−−−−−

−−−−−−−−

====

====////

  

(((( )))) eef 21
Y1

221 YYYYY 1    ,   0      , ),( 1 <<<<<<<<∞∞∞∞<<<<<<<<==== −−−−−−−−////  

�D) (�����
:  

(((( ))))

[[[[ ]]]]

[[[[ ]]]]

∞∞∞∞<<<<<<<<====−−−−====

−−−−====

====

====

−−−−−−−−

−−−−

−−−−

−−−−−−−−

∫∫∫∫

1
YY

Y

e

12
Y

e

1

2
Y1

21

Y0       ,     )01(

)1ln()eln(

ln

 d   )(

11

1

1

1

ee

e

e

ef

Y

YYY
////
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(((( ))))

(((( ))))

(((( )))) e1       ,     
1

(1)

d   

d   )(

2
2

1
2

0

1
Y1

2

0

1
Y1

22

Y
Y

Y

YY

YYY

1

1

e

ef

<<<<<<<<========

====

====

−−−−

∞∞∞∞
−−−−−−−−

∞∞∞∞
−−−−−−−−

∫∫∫∫

∫∫∫∫
////

  

 "�%7�)����@(:  �# ��%3�) �=521 XX ,8%%
�� �%�&�� "%� �� '��%� ���,�-%� ���%�*��  

1J����� 8�+��� 2��<�� () )0,1 ( "����# �)�7� ����
),( 21 XXfI��
 :  

1),( 21 XXf ====  

�# ����)�
:       122211 XXYXXY           ,         −−−−====++++====  

 %� ����-��� "������ �)�7� ���� ��#21 YY , %� ��-��&�� "���� C�=� 21 YY ,.  

"���:  

     
→→→→

<<<<<<<<−−−−<<<<<<<<−−−−====++++====

                  

11  ,  20   ,        ,   21122211 YYXXYXXYQ
  

→→→→

++++========−−−−======== −−−−−−−−

                  

)(
2

1
),(  ,   )(

2

1
),( 2121

1
222121

1
11 YYYYXYYYYX gg

  

2

1
 

2

1

2

1

2

1

2

1

 J ====

−−−−

====  

→→→→======== −−−−−−−−   )1(
2

1
)],(  , ),([  J),( 21

1
221

1
121 YYYYYY ggffQ  
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2d   1d   ),(f)(

1

1

2

1

1

2211 YYYYYf ============ ∫∫∫∫∫∫∫∫
−−−−−−−−

////  

1d   1)(

1

0
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 �%%��J�)���G�( : �# ��%%3�) �=5n21 XXX ,......,, ��%%� n ��,�-%%	�� ���%%�*���� �%%� 

���-%%%� "�%%%���# �%%%)�7� �%%%���
 � /%%%���� �),......,,( n21 XXXf �%%%,<�� �# ��%%%3�) �=� .ٕχχχχ 

I��
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         {{{{ }}}}),....,,(f:),....,,( n21n21 XXXXXX====χχχχ  
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χχχχ ?%%%%�5 �%%%%&�,+�� �%%%%��� n�%%%%�,+��� ��%%%%,<�� �%%%%� m21 ,....,, χχχχχχχχχχχχ .

 "���� �# ����)�
jYI��
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1
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1
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 ����*�� � ����-��� "������ �)�7� ���� �D)n21 YYY ,......,,(����� ���� ? � F
/� :  
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1
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1
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YYYYYY

YYYYYY
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gff
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�%%J� � :��� (%%) ���%%�� �%%/�:�� �%%��1m ==== �%%,<�� 9�%%:# 2��%%
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 "�%%7�)���Q@(: �# ��%%3�) �=5 321 XXX ,,  "%%� � '��%%� � /%%�� ��,�-%%� ���%%�*��

�%%%%%&�� ��%%%%%� 	�
 ?%%%%%��� 8%%%%%�+��� 8%%%%%
�� 321 ,, λλλλλλλλλλλλ ����-%%%%%� "�%%%%%���# �%%%%%)�7� �%%%%%���
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 "�7�)���K@(:   �# ��3�) �=521 XX , �%���
 ���	��� 8�+��� 8
�� ��&�� "� ����*�� 

 ����-� "����# �)�7�),( 21 XXfI��
 :  
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 !�
���� "��	� 21 XX ,.  
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 ��
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 �����)T(  

@�  �# ��%%3�) �=5X  8%%E�
 ��%%�	��� 8%%�+��� 8%%
�� �%%�*��µµµµ ���%%
� 2σσσσ C�=%%� XY k==== 

 I��k�
�7 ���'� .  

#� ��*�� � "������ �)�7� ���� ��# Y.  

�� �# �
7# 22k)(Var  ,  k)(E YY σσσσ====µµµµ====.  
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�� �# ����)A%%%%%%
 21 XX , ��%%%%%%
 !�%%%%%%
��B� "%%%%%%��	� �%%%%%%�# .��!
��%%%%%%� �%%%%%%�V ���%%%%%%�*�� 

)21 XX ++++(.)21 XX −−−− ( ��B�
)(Vax),(Vax 21 XX.  

Q�  �# ����)�%%%%
321 XXX ,, �%%%%!
��� �%%%%�V ��,�-%%%%� ���%%%%�*�� uncorrelated 

random variables ���
��� X<� 1&�� "�� 2σσσσ [95].  

       ��
 !�
��B� "��	� ��#21 YY ,I��
 :  

322211 XXYXXY    ,   ++++====++++====  

K� �# ����)A
 21 XX ,(���'�� ���	��� 8�+��� 8
�� ��&�� "� �� '��� ����*�� .  

@� ����*�� � C��-��� 8�+��� ��# 21 YY ,I�� :  

2
   ,   

2

)( 12
2

21
1

XX
Y

XX
Y

−−−−
====

++++
====  

�� ����� 8�+��� �# �
7# ��*�� � (��1Y ��*�� � 8�+��� X<� 6 2YI�� :  

2
1

2
22211 XXYXXY      ,      2 −−−−========  

�J� � :
2

  
2

2 12212
1

2
2

XXXX
XX

−−−−++++
====−−−−  

T�  ����*���� �# ��3�) �=5iX . n,...,2,1i ====8�+��� 8
�� �&�� "� � '��� ����*��  

 �� 	�
 (���iλλλλ . �# ����)�
∑∑∑∑
====

====
n

1i

iXY.  

      ��*���� �# �
7#Y ��# 17 ���� 8�+� 8
�� ������ ����� ���.  

G�  �# ����)A
X������� 8�+� ����
 (,�-� ��*�� :  

[[[[ ]]]]ββββαααα−−−−−−−−−−−−==== /)x(eexp)(F X  
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       �# ����)�
YI��
 ��*�� :  

[[[[ ]]]]ββββαααα−−−−−−−−==== /)(exp XY  

      ��*�� � (������� 8�+��� ��#Y.  

��  �# ��3�) �=5X  "������ �)�7� ����
 (,�-� ��*��)(Xf.  

∞∞∞∞<<<<<<<<>>>>====
++++

X
X

X
X 0   ,   0ba,   ,       

) (H)b,a(B

1
)( ))((

ba

1-a

f  

     ��*�� � "������ �)�7� ���� ��#YI�� :  

X
Y

1

1

++++
====  

M�  �# ����)A
),( YX(,��7�� ���	��� 8�+��� ��&� ����*�� .  

     ��# :#� ����*�� � ����-��� "������ ���� )d,c( YX, )b,a( YX  

      ��
�7�� ����'��� N'�� I��
a,b,c,d������� �E�	�� :  

0bcad ≠≠≠≠−−−−  

O� ��� �=5 n21 XXX ,......,,�  ��%�	��� 8%�+��� 8%
�� �%&�� "%� � '��%� ��,�-%� ����*�

 ���
� 8E�
2
ii ,σσσσµµµµ .n,...,2,1i ====.  

 �# ����)�%%%
∑∑∑∑
====

====
n

1i

iXY . �%%%�*���� �# �%%%
7#Y ��%%%�	��� 8%%%�+��� 8%%%
��  8%%%E�
 �3%%%�#S

����*���� ��	E� P��� 9��� .����
� P��� 9��� ���
��3�# ����*���� �S.  
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)�� �� (                                      �	
���Exercises  

)�� ��( ���	��� ��	�� ���� ��� ���	��� ������ � ���� �� �� ���� :  

∞∞∞∞<<<<<<<<==== −−−−
XX 0    ,         3)( X3

1 ef a)  

∞∞∞∞<<<<<<<<==== −−−−
XX 0    ,         4)( X4

2 ef b)  

∞∞∞∞<<<<<<<<<<<<θθθθ<<<<θθθθ−−−−++++θθθθ==== XXXX 0  ,   10 ,       )( )( )1()( 213 fff c) 

���� ���� � ���� ��� �������� ������ ���� � !� �	��"� �	�	.  

$�� !� �	��"� �	�	�� ���� � ���� ��� %�&'(� )����� ������ ���� .  

)�� ��( �� ��*�(� �	��� ��	�� ���� ���	��� ������ �� ���� X:  

0 ,           ,     
)(

)2(

)(

)2(
)( X

X

XX

XX

X
X

222

2

f >>>>αααα
++++αααααααα

++++αααα
++++

++++αααα

++++αααααααα
====  

��+�,��� ���� .        $����
�� ���� .  

)�� �$( �
	� �-. k�� /����0� 1��	� ���2 )(Xf ��*�(� �	��� ��	�� ���� X3�� :  

kk      ,           k)( XXX
2f <<<<<<<<−−−−====  

�� ��*�(� �������� ������ ���� X.  

�� ��*�(� %�&'(� )����� ������ ���� X.  

)�� �4( �� 	
5�� �-. )(Xf ��*�(� �	��� ��	�� ���� X3��� :  

(((( )))){{{{ }}}} 0  ,   --     ,     ]/)[(1 /1k)( XXXf >>>>ββββββββ++++αααα<<<<<<<<ββββααααββββαααα−−−−−−−−ββββ====  

�� ��6 ���� k ���� %� (((( ))))|x| E αααα−−−−.  

�� ��*�(� ��	���� 1+�,��� 1+,���� � �� ���� X.  
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)�� �7( ��*�(� �	��"� ��	�� ���� �� 	
5�� �-. X3�� :  

20         ,            |1|)( XXXf ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−====  

 � �� ����)var(X , )(E X.  

)�� �8( �
	� �-. )(Xf ��*�(� �	��� ��	�� ���� X3���   

∞∞∞∞<<<<<<<<====
αααα−−−−−−−−αααα−−−−

XX 0    ,         k)( )e1(X
x

ef  

��  ��6 ����k.      �� 9� �������� ������ ���� X.  

$� ��	��� :6�� ���� X.  

)�� �;( �	� �-. X3��� ������ ��- :�&�� :��� ��*� :  

3.0p        ,       30n ========  

�� ���	��� �<	��"� ����: 

)3(P Xr σσσσ−−−−µµµµ<<<< ii)            )(P Xr σσσσ−−−−µµµµ<<<< i) 

��  ��*�(� %�&'(� )����� ������ ����X. 

$�  ��*�(� %�&'(� )����� ������ �X 9� ��	����� :6���� ���� X.  

)�� ��( �	� �-. X���	��� �6 '�� =2��� 3��� ��,��� :�&�� :��� ��*� :  

)1(P)0(P XX rr ============  

 :6�� ����X.  

)�� �>( �	� �-. X )��?�� @� %A�
�� :�&���� :��� ��*� )1,2 ( ��6 ����Z3��� :  

30.0)Z(P Xr ====µµµµ++++>>>>  

)�� ���( �	� �-. X :6��� �	�'�� :�&���� :��� ��*� 3====µµµµ ��	��� 4
2 ====σσσσ.  
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�� ���� )1|3(|P Xr <<<<−−−−.  

�� ��*�(� %�&'(� )����� ������ ���� X ��	��� :6�� ���� 	B
� X.  

)�� ���( �	� �-. X3��� ��,��� :�&�� :��� ��*� :  

2

1
)0(P Xr ========  

 ����)(E X  

)�� ���( �	� �-. X ���('� ������ ��- :�&�� :��� )n,p ( �	� �-C�9
2 ====σσσσ , 

6====µµµµ  

�� ���� n 1 p.  

�� ��*�(� %�&'(� )����� ������ ���� X.  

$��	�'�� :�&���� D�. ������ ��- :�&�� E�6 .  

4� � )$ ( E,��)5(P Xr ====.  

)�� ��$( �	� �-. X �('� D,"� :�&���� :��� ��*� λλλλ   

�� ����: )3|1(P XXr ≤≤≤≤<<<<  

���	�'�� :�&���� D�. D,"� :�&���� E�6 .  

)�� ��4( �	� �-. X ���('� ������ ��- :�&�� :��� ��*� n,p.  ��6 ���p @��� 

 ��	�� �'��X �� /����0� ��� 	 ���� n��	� .  

)�� ��7(  �	� �-.X �('� @,"� :�&���� :��� @F��G! ��*� λλλλ3��� :  

)1(P)1(P XX rr >>>>====≤≤≤≤  

��  ����)var(X  1    ��  ��*�(� �������� ������ ����X. 
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)�� ��8(  �	� �-.X %�&'(� )����� ������ @F��G! ��*� )t(mx3��� :  

)1(Exp)t(m t
x e −−−−====  

��  ����)(E X  1  �� +�,��� ����. 

)�� ��;(� ��� +�,���� ���
�� ���� :  

��	��� :�&�� :��� ��*� .  

��		� :�&�� :��� ��*� .  

)�� ���( �	� �-. X :6��� %A�
�� :�&���� :��� ��*� )1 ( ��	���)3/4(.  

�� ���� )0(P Xr <<<<.  

���(� %�&'(� )����� ������ ����  ��*X.  

)�� ��>(6  1�	�'�� :�&���� D�. 		� :�&��� D,"� :�&����� ��,��� :�&�� � �� E�

@���2��� :�&���� :��� H-�� ��*�(� ��	����� :6���� ���� %�.  

)�� ���(  9� ����G�� �	��"� ��	�� ���� �
	� �-.X,Y@�	��� ��
�� D(! :  

30    , 20    ,         k),( YXYX
)YX(ef <<<<<<<<<<<<<<<<==== ++++−−−−  

E�(+�� :�����  ��	��� ���2�� ��6 �k.  

�����	��� �<	��<�� ������ ���� :  

)(      ,     )( YX ff) i(  

)2(P      ,     )1(P YX rr <<<<>>>>) ii(  

)2|(P YXYXr <<<<<<<<) iii(  

)21(P YXr <<<<++++<<<<) iv(  
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$����	��� �	'6���� ���� :  

)7|(E XY ====) i(  

)y|(E YX ====) ii(  

)(E YX ++++) iii(  

)�� ���( �	� �-. X,Y����G �	��� ��	�� ����� ���F��G! ����*� ),( YXf3��� :  

10    ,  0    ,      0),( YYXYXf <<<<<<<<<<<<<<<<====  

 E�(+�� :�� ���� ),(Cov YX , )(E Y , )(E X.  

����� ����  9� @+�G�� :�&�Y 	�
! xX ====.  

)�� ���(�� ���� :  

)(F )(F),(F1)(F)(F YXYXYX ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−++++  

 %�6 :���X , Y.  

)�� ��$(  �� 	
5�� �-.X  )��?�� @� %A�
�� :�&���� I� @F��G! ��*�)0,1 ( �����

 �	��� ��	��1)(Xf ==== . ��*�(� @+�G�� :�&���� �� /����	��Y +�G� λλλλ====X :��� 

 ���('�	� ����� ��- :�&��n,p��
�� D(! :  

[[[[ ]]]] n0,1,...,    ,     )1( C|yP YXY
ynyn

yr ====χχχχ−−−−χχχχ====χχχχ======== −−−−  

)�� ��4( ����*�(� J��G�� �	��"� ��	�� ���� �
	� �-. X,Y@�	��� ��
�� D(! :  

∞∞∞∞<<<<<<<<∞∞∞∞<<<<<<<<==== ++++−−−−
YXYX 0    , 0    ,         ),(f

)yx(e  

@(� 	 ����:  

)3)(1(P YXr <<<<++++<<<< (i)  
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)2(P Xr >>>> (ii)  

)2|10(P YXr ====<<<<<<<< (iii)  

),(Cov YX (iv)  

)�� ��7( �� 	
5�� �-. 21 XX , �	�'�� :�&���� :��� 	B
 �� ��(2�, ����*� 

@,	�2�� .�� 	
5�� �-C�:  

2
2

2
12 XXY ++++====    ,     211 XXY ++++====  

E�(+��: �� 9� ����G�� %�&'(� )����� ������ �� ���� 21 YY ,@�	��� ��
�� D(! :  

2

1
t-  ,  t-    ,             

)t21(

)]t21/(texp[
21

2

2
2
1 <<<<<<<<∞∞∞∞∞∞∞∞<<<<<<<<∞∞∞∞
−−−−

−−−−
  

�� ��� +	���"� �	' ���� 21 YY ,.  

)�� ��8( ���� ���!� )����4 (@(� 	 ����:  

)3(P YXr >>>>++++)iii    ,   )(E XY)ii      ,   )t,t(m 21y,x)i  

)(Cov Y,X)vi     ,    )X|Y(E)v    ,      )Y|X(E)iv 
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)�� �� (��	
�                                        Introduction  

�� ������ ����� ������� �� ���� ������ ��  !���� ��" �#����$ ��

probabilistic programming models��	�% ��&�  '(� )�& �) ( *��+(���ib
~ 

��,���% *���-���+
� � � .�	/� )!�+ ) ) CCP ( ����� 0�1 �2+��$�� ��������
� 

�,#�&� equivalent deterministic programming models3 ������� �$ .4 

 �#��(��� ��5����� ������ !��� ) 	$6� 0��
���[135,46].  

 !+8���.�	/� ) !�+ ) )CCP ( ����� �# ���&� ��&)�9�: ( ���	 ��&� �)

���&����� ;�<���� iF ��-��+� ib
~ �2� �� &(�� ���	�� =��& 1

iF −−−− >#��(� *��+(�+� �� ���� 

��,���% *���-�� �4�� ���� ]?[141,.  

������ ��  !���� ��" �#�����& �� ������� ���$� ����$����
� ����� 0�1 �� 

�,#�&� �#  �$��� 0+% *@�$ AB4������:  

0���� ���$�� : ��&� ��	�% '(�)�& �) ( *���-����)ib
~ ( A�$�m,...,2,1i ====*���-��  

 ��,���%�+���.  ��-���� 3������ .D����� ��-���� *���-���� E�" �+4�) ���

 3	��(��� ��-���� 3!�� �� � �� 3� ��
�� 	��(��� ��-���� ��-��;����&  3

 ....F��.  

����4�� ���$�� : ��&� ��	�% '(�)�& �) ( *���-����)ib
~ ( A�$�m,...,2,1i ==== *���-�� 

 ��,���%�(8
��. ��� .D����� ��-���� *���-���� E�" �+4�) ��� ��-��� 3;8
�

��	$�� *�� 3�� ��� ��-��� 3 3� 	�2�� ��-�����.....F��.  

�� ���$�4��4�� : '(� ��&� ��	�%)�& �) ( *���-����)ib
~( *���-�� �) �+��� ��,���% 

 �&�� �(8
���2� �����$�� ;�<���� .�+(� ��G ;�<���� !��
� ����&�1 �&�� 3

 �����$��)ib
~ ( ���	+� �� &(�� ���	�� .�+(� �/H �����$) ;�<�� 0�1

 �&��� ���&�����1
iF −−−−
)

 .;�<�� !��
� �4� =����� ��� �) ��	$�� *��  0�1 

 � ��
�� 	��(��� ;�<����) ����� �D�))�I�J((  
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 ������ ����� �# ������ ��  =���)���� (0���� ���$��3������ .4  ����� �# 

)���K (�$ �# >�L# �4��4�� ���$�� ��) 3����4�� ���$�� �&�� >�L# !��
��� 8��� �#��� ��

 ��-��+� ;�<���� !��
�ib
~ .�+(� �/H ;�<�� 0�1  M���) .4����� !�+ �� N�� �# ;

����4�� �) 0���� �����$��. ����� �# ��
��8��� �+4��� �� �%��� .	
� .4 )���: (

�������� �� �%��� 0�1 �#�5O���%������ ��� �#  ��)���J.(  

������ �$��� 0+% �����$�� ��8/�� ������ ����� �����%) ��L#:  

   )21.1                                                 (∑∑∑∑
====

====
n

1j

jj X CZ.Max  

   )21.2                   (I1,2,....,i     ,       bX i

n

1j

jija ====≤≤≤≤∑∑∑∑
====

     S.T.  

   )21.3      (  m,...., 2I , 1Ii     ,       b
~

X i

n

1j

jija ++++++++====<<<<∑∑∑∑
====

  

   )13.4                                             (0X j ≥≥≥≥  

 ������� .$ �) D$B��)mn ×××× ( A�$n 3�����
�� *���-���� 		% 0�1 ���� m 

	��
�� 		% 0�1 ������+&�2��  A�$ 3jX *��+(���� �����
�� *���-���� iijj b ,  , C a 

 ����4 ��	�
�n,...,2,1j ====3I,...,2,1i ==== *��+(��� =��& ib
~ �2� ��,���% *���-�� 

 A�$ ���+(� ������$) *�(�<��m,...., 2I , 1Ii ++++++++====.  

 �# �����$�� 	�
�� ���$� ����& P5�� ��  �+� ���#�)21.3 ( 0�1 Q#�&� ���
� 	�R 	�%

�����6� S�� �) 	�
�� T
$� ����$) (tolerance measure ��(� iγγγγ �$��� 0+% 

������:  

 U	�%1 �&�� .R� 	�
�� �G���)i ( 	��
�� �%��� �#)21.3 (�$��� 0+%:  

  )21.5(→→→→−−−−==== γγγγ∑∑∑∑
====

  1X i

n

1j

jiji )( aF→→→→====<<<< γγγγ∑∑∑∑
====

  b
~

X ii

n

1j

jijr )( aP  



  

  

  نماذج البرمجة المقيدة:مقدمة                                             الباب الحادي والعشرون) ١-٢١(

ibًيا بمعلمات عشوائيةأحتمال                                                                                      
~

  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٤٥ -  

)  21.6      (            )1(FX i
1

i

n

1j

jija γγγγ−−−−====
−−−−

====

∑∑∑∑  

 	�
�� ���(��)21.6 (���
� 	�R. �$��� 0+% �����$�� 	�
�� �) '���#1 �&�� =��&:  

  )21.7 ()1(FX i
1

i

n

1j

jija γγγγ−−−−≤≤≤≤
−−−−

====

∑∑∑∑→→→→≥≥≥≥<<<< γγγγ∑∑∑∑
====

  b
~

X ii

n

1j

jijr )( aP  

�4����  

  )21.8   ()1(FX i
1

i

n

1j

jija γγγγ−−−−≥≥≥≥
−−−−

====

∑∑∑∑→→→→≤≤≤≤<<<< γγγγ∑∑∑∑
====

  b
~

X ii

n

1j

jijr )( aP  

�% ������ ��  �+� ���#� ������$�� 	��
�� ���$� ��+m,...., 2I , 1Ii ++++++++==== 0�1 

*���-��+� �� ���� ����
� 	��R ib
~���(� ������$) *�(�<�� ;��� ���� .  

 �����+� �� ����� ����� 0�1 >+��$� 	(� �����$�� ���
����$�� E�" �# Q#�&� �� D$B� 

�+�:  

�� ���
��� ������� .$ )mn ×××× ( V	W� .�� �����$@� ������� .$ > �� �"�

 �$����� 		(� !�+ ) .�	/� ) ���$ �# �" ��& ������� .$ 	��<� 0�1 ���$���

[141,155,156,109] !�+ ) ���<� �� ���(� ��"� )CCP.(  

��� Q#�&��� ���
��� ������� �L# �8/ ����� �����$@� ������� ��& ��1  ��&

 �5�) �8/ �����X�+$ �&����8/�� ������ !�+ ) .�	/� 6� >. ��& ���� ٕ
 �8/ ��G ��&� Q#�&��� ���
��� ������� �L# �8/ ��G �����$�� �������

��8/�� ��G ������ !��� ) .�	/� 6� >+$ �&��� �5�)X [112,124,128].  

K� !�+ ) .�	/� ) )CCP (�� ���	� �� &% ���	 	�� !+8�� ���&����� ;�<��

 ��-��+�)ib
~( 	�� V) 3)b

~
(F i

1
i
−−−− �) 3�2� ��5����� �G����� ���+(�� 

 �� T$B���� ���	�� �# ��& ��,��$) ���	 �� �2��R !� $)6(�)1.(  
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 �8/ ��G ����� �����$@� ������� ��& ��1 ��)probabilistic non-linear 

programming model ���	�� �� �R�� 0+% 	$�� A�$ )C,X(f �) ),X(ig θθθθ 

 ��&�A�$� ��8/ ��G ���	:  

)    21.9                                              ()C,X(Z.Max f====  

)    21.10             (I1,2,....,i     ,       b),X( iig ====≤≤≤≤θθθθ   S.T.  

)    21.11  (m,...., 2I , 1Ii     ,       b
~

),X( iig ++++++++====<<<<θθθθ  

X *��+(��� >��� 3�����
�� *���-���� >�� C 3 b �#������ =��& θθθθ����%   ��	�
�

 >���� ��) 3����4)b
~(  E����%���-�� �4�*��,���% �.  ;����� !�+ �� N�� .�	/� ���

���$@� �����+� �� ����P��� �8/�� ��Q#�&��� ���
��� �������  �����6� S�� � 	�% 

iγγγγ������ �$��� 0+% :  

                                       )C,X(Z.Max f====  

      I1,2,....,i     ,       b),X( iig ====≤≤≤≤θθθθ     S.T.  

m,...., 2I , 1Ii     ,       )1(F),X( i
1

iig ++++++++====−−−−====θθθθ γγγγ−−−−  

 A�$)1(F i
1

i γγγγ−−−−
−−−−� �"  �,���(�� ��-��+� �����$@� ;�<���� ���	 N�&()ib

~( . =��&

 	��
�� '(� ��&� �) �&��i 3 m,...., 2I , 1Ii ++++++++====������ �$��� 0+% :  

)1(F),X( i
1

iig γγγγ−−−−≤≤≤≤θθθθ
−−−−  

�)                             )1(F),X( i
1

iig γγγγ−−−−≥≥≥≥θθθθ
−−−−  

� �����$�� 	�
�� �(��8� �
#�X ������$�� ������ ����� �# =�� P�5�� T�  ��& 3�D����

��8/��.  

  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٤٧ -  

)�� �� (ib
~

��	
� ������ �����
�   

)ib
~
(Continuous Random Variables   

 ����� ��� ����� ��� �� � !��"
 ��#�$ %���& �'�����(����
") 

probabilistic programming model %���& ���  �'���)&�*� +,�$� 

equivalent deterministic programming model ��&��-� ����
�� �&� 

 .�&�/� ����/��� !$ �0 1/� 2�$
 ���&�)ib
~ ( �����
��� !3� ��	
� ������ �����
�

 . 4��
/��� ��/�5�
�� �0 ���(� ��/�5�
�� �0 ��6
&��� ��/�5�
�� 7�

 )
��..... .. 9��

]:.[90.  

 ����0 ;��<
�0 ��=
��)CCP ("
(� %���&�� !�����
"%���& ��� ))&�*�  

 ���
��� ���$��
�� ������ �����/�� +,�$�)ib
~ ( 5����� � ��� �������)b

~
(F ii ��>��  ��=��

 ;?� ��*�� ���(�)i ( ���$��
�� ������ ���$/�� ������ �����/� @��$)b
~

(F i
1

i
−−−− ]A[  �&�

�&�/� ����
�� ��&��-��� ����
�� 2� iγγγγ .m,...,2,1i ==== [121].  

 ����/��� !��&
& ����)ib
~ ( 7�5�
�� .)�(� 7�5�
�� .;6
&��� 7�5�
�� 7�

 )
��

 .��
/��� ...)��
�� �"&�� ��� 9��.  
  

)�� �� ��(ib
~;6
&� 7�5�
 7�

       Uniform Distribution~ib

~  

 !	#�� ),)�B�C (;6
&��� !	
��� ���
��� !�	#
��� �&���&
 . �&��
�0 ��D,ib
~ 

 7�
� ;6
&� ���
� �,�3$ ����� ;6
&��� 7�5�
��!��
"0 )b
~

( iifE�"� :  

bb
~

a         ,                
)ab(

1
)b

~
( iiif ≤≤≤≤≤≤≤≤

−−−−
====  

 ���6& 2�)�B�G ( ���
��� ���$��
�� ������ 20 �'&ib
~)��
�� �"&�� ��� :  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٤٨ -  

    )21.12             (                       
)ab(

)ab(
)b(F i

ii
−−−−

−−−−
====
\\\\

\\\\  

(� ��*�� �&��
�0 ��D,���
")��
�� ):  

   i

n

1j

jij b
~

X a ≤≤≤≤∑∑∑∑
====

  

	 4���� 2$�� H&D, I�
�� �&� )��
�� �"&�� ��� H
J��� ��&��-��iγγγγ  

ii

n

1j

jijr )( b
~

X aP γγγγ====≤≤≤≤∑∑∑∑
====

  

I�<0 4���/� �0  

    )21.13( →→→→−−−−==== γγγγ∑∑∑∑
====

  1X i

n

1j

jiji )( aF→→→→====−−−− γγγγ∑∑∑∑
====

  X 1 i

n

1j

jiji )( aF  

    )21.14   (           )1(FX i
1

i

n

1j

jija γγγγ−−−−==== −−−−

====

∑∑∑∑  

), ���$��
�� ������ 2��(� ��=��� 1��/
���) 21.12 ( ��*�� ���(� ��=�� ),

)21.13 (20 �'&:  

    )21.15   (   aa)-(b )1(X i

n

1j

jija ++++−−−−==== γγγγ∑∑∑∑
====

  

 ��*���)21.14 ( ��&��-��� I�
�� �&� )&�*� ��?iγγγγ.  

�6�"��: )� ( 2�)21.14 ( .)21.15 (20 �'&:  

aa)-(b )1()1(F ii
1

i ++++−−−−====−−−− γγγγγγγγ−−−−  

)� ( 20 2$�� )���
"(� ��*�� �<-��&���
� !$��K�0 L�"&�� ��� :  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٤٩ -  

)1(FX i
1

i

n

1j

jija γγγγ−−−−≤≤≤≤ −−−−

====

∑∑∑∑ →→→→≥≥≥≥≤≤≤≤ γγγγ∑∑∑∑
====

  b
~

X ii

n

1j

jijr )( aP  

�0       )1(FX i
1

i

n

1j

jija γγγγ−−−−≥≥≥≥ −−−−

====

∑∑∑∑ →→→→≤≤≤≤≤≤≤≤ γγγγ∑∑∑∑
====

  b
~

X ii

n

1j

jijr )( aP  

 !�3�)����(:(� �'����� %���& ��
�0 ���
"))��
�� :  

)  1                      (                 21 X 5X 2Z.Max ++++====  

)  2                    (              10X X 2 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

)  3                               (30X 5X 3 21 ≤≤≤≤++++       

)  4                  (                b
~

X X 21 ≤≤≤≤++++−−−−  

                                        0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 E�"b
~ 2�
��/�� ;6
&� ���
� 9b  , 1a ========.  

���=��� :�� �'�0 )b
~

(E ��*�� ), 2��(� ��=�� ��
�0 ;3 )4 ( M����)b
~

(E !" ;3 .

���"�� N�� ), +,�$��� )&�*��� %���&��.  

�� ��&��-��� I�
�� ��
�0 6.0====γγγγ �(� %���&�� !�" ���
" +,�$� %���& ��� )

;3 )&�*�!3�(� !"�� �'�0 .  

O�  ��&��-��� I�
�� ��
�09.0====γγγγ �(� %���&�� !�" ���
" )&�*� %���& ��� )

+,�$�.!3�(� !"�� �'�0 ;3 +,�$��� )&�*��� %���&�� .  

C���� %���&�� P�
& 2�� 2��? NQ�0 �3Q3�� �>�"�� ), ��&�*.  

!"�� :� � ���6& 2� )�B�G (20 �'&:  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٠ -  

5
2

91

2

ba
)b

~
(E ====

++++
====

++++
====  

(� ��*�� +,�$��� �&�*��� ��*�� R�	�����
" ;?� ))4 ()��
�� �"&�� ���: 

     )5                (                         5X X 21 ≤≤≤≤++++−−−−    

 ��*�� !���
�-��)4 (�� ;?� ��*�)5 (%���&�� ),)���
"(�  !"�� 20 �'& H�" ;3 NQ�0 

)��
�� �"&�� ��� !3�(�:  

     )6         (63.5X  ,      63.0X  ,     38.29Z *
2

*
1

* ============  

��&��� !3�(� !"�� RK�� )��
�� !$����L.  

 !$�)����(  

  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥١ -  

��20 �&K�, ���  6.0====γγγγ (� ��*�� 7K� 2$�� H&D,���
") ;?� )4 ()��
�� �"&�� ���:  

     )7          (                  6.0)b
~

X X (P 21r ====≤≤≤≤++++−−−−  

(� ��*�� !��"
�����
" ))7 ()&�*� ��? ���+,�$�  �?Q/�� ;��<
�-� )21.15 (2D,:  

     )8          (    2.41)19( )6.01(X X 21 ====++++−−−−−−−−====++++−−−−  

(� ��*�� !���
�-�����
" ;?� ))4 ()&�*��� ��*����$��� +, ;?� )8 ( %���&�� ),)4(�)1 (

$� )&�*��� %���&�� !"��)��
�� �"&�� ��� !3�(� !"�� 2�:  

)     9      (33.5X  ,      13.1X  ,     88.28Z *
2

*
1

* ============  

RK�� )��
�� !$���� !3�(� !"�� ��&���L���"�� N�� ), .  

 !$�)����(  

  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٢ -  

O�  ���&��9.0====γγγγ&D, )���
"(� ��*�� !��"
 2$�� H�"&�� ��� )��
�� :  

→→→→====≤≤≤≤++++−−−−     9.0)b
~

X X (P 21r  
     )10          (               8.1X X 21 ====++++−−−−  

(� ��*�� !���
�-�����
" ;?� ))4 ( ;?� )&�*��� ��*���)10 ( %���&�� ),)4(�)1 ( !"��

)��
�� �"&�� ��� !3�(� !"�� 2�$� ���"�� N�� ), )&�*��� %���&��:  

     )11         (43.4X  ,      63.2X  ,     38.27Z *
2

*
1

* ============  

RK�� )��
�� !$���� ���"�� N�� ), )&����� !"��.  

 !$�)���O(  

  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٣ -  

C� �*����� �3Q3�� �>�"�� ), P�
&�� S<�� )��
�� !��'��  

 !��')����(  

!"��  γγγγ  !"�� ;?�  

63.5X  ,      63.0X  ,     38.29Z *
2

*
1

* ============  0.50 )6(  

33.5X  ,      13.1X  ,     88.28Z *
2

*
1

* ============  0.60 )9(  

43.4X  ,      63.2X  ,     38.27Z *
2

*
1

* ============  0.90 )11(  

 )�3��� ���*�� 20 RK
� !��'�� 2�� T�*
ZS?�&

 ) ;�6/
 �� ��( I�
�� ��5 ���$ 

 ��&��-��� I�
�� ���? ���5 ���$ !3�(� !"�� 7'��
� I�<0 4���/� �0 ��&��-���γγγγ) 20 E�"

����� ���$/�� �1
F

−−−− ��&��-��� I�
�� ), �	?�&
� ���� ���"�� N�� ), )���
"(� ���
��� 

γγγγ(.  
  

)�� �� ��(ib
~��(� 7�5�
�� 7�

  Exponential Distribution~ib

~  

 ���/��� 20 �&K�, ���ib
~ 2�
��/�� )�(� 7�5�
�� 7�
� !	
� ���
� ii ,ααααλλλλ 

 �,�3$ �����!��
"0 )b
~

( if E�" [134,51]:  

0   ,  b
~

    ,   0 ,     )]b
~

([ Exp )b
~

( iiiiiiiiif ≥≥≥≥αααααααα≥≥≥≥>>>>λλλλαααα−−−−λλλλ−−−−λλλλ====  

 ���
��� 7�
� ���&� �	�<�� ���"�� ),�)ib
~ ( 4�"�� ���/�� )�(� 7�5�
��iλλλλ 4���/� �0 

 ���&� I�<00i ====αααα2D, :  

 ]b
~

 [ Exp )b
~

( iiiif λλλλ−−−−λλλλ====  

 ���6& 2��)�B��B ( ���
��� ���$��
�� 7�5�
�� ���� 20 �'&ib
~ 5����� � ��� ������ 

)b(F i
\\\\E�" :  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٤ -  

     )21.16    (        )]b([ Exp1)b(F iiii αααα−−−−λλλλ−−−−−−−−==== \\\\\\\\  

(� ��*�� �J��	 4���� 2$�� )��
�������
" ))��
��:  

i

n

1j

jij b
~

X a ≤≤≤≤∑∑∑∑
====

  

 ��&��-� I�
�� �&�iγγγγ)��
�� �"&�� ��� :  

→→→→====−−−− γγγγ∑∑∑∑
====

  X 1 i

n

1j

jiji )( aF→→→→====<<<< γγγγ∑∑∑∑
====

  b
~

X ii

n

1j

jijr )( aP  

     )21.17      (     →→→→−−−−==== γγγγ∑∑∑∑
====

  1X i

n

1j

jiji )( aF  

� ������ ���/
 2�� ), ���$��
�)12.16 ( ��*�� ), ���(� ��=�� ), 1��/
���)21.17 (

20 �'&:  

ii

n

1j

jij 1 X xp1 ][ )( aE γγγγ−−−−====αααα−−−−λλλλ−−−−−−−− ∑∑∑∑
====

  

 �<-��ln 2�,�=��  NQ�0 ����/��� ),20 �'&:  

→→→→====αααα−−−−λλλλ−−−− γγγγ∑∑∑∑
====

  ln X xp ln ii

n

1j

jij ][ )( aE  

     )21.18    (          i
i

i
n

1j

jij

ln
X a αααα++++

λλλλ

−−−−
====

γγγγ
∑∑∑∑
====

  

�6�"�� :������ �&� ���$��
�� ������ ���/
 2�  I�
)1( iγγγγ−−−− ), )21.16 ( 20 �'&

 ), 2��(� ��=�� �� ���$/�� ������)21.18 (I�<0 4���/� �0:  

     )21.19    (                       i
i

i
i

1
i

ln
)1(F αααα++++

λλλλ

−−−−
====−−−−

γγγγ
γγγγ−−−−  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٥ -  

�� ������ )1(F i
1

i γγγγ−−−−−−−− ), �	?�&
� ���� iγγγγ.  

O� � ���"�� ), ���&� �	�<�0====αααα2D, :  

    )21.20 (   
i

i
i

1
i

ln
)1(F

λλλλ

−−−−
====γγγγ−−−−

γγγγ−−−−→→→→λλλλ−−−−−−−−====   ]b [ Exp1)b(F iii
\\\\\\\\  

C� 2� !*� > ��&��-� I�
�� �&�� iγγγγ2D, :  

            i

n

1j

jijii

n

1j

jijr )()( X 1   b
~

X aFaP γγγγγγγγ ≥≥≥≥−−−−→→→→≥≥≥≥≤≤≤≤ ∑∑∑∑∑∑∑∑
========

  

i
i

i
n

1j

jiji
1

i

n

1j

jij

ln
X    )1(FX aa αααα++++

λλλλ

−−−−
≤≤≤≤→→→→−−−−≤≤≤≤

γγγγ
γγγγ ∑∑∑∑∑∑∑∑

====

−−−−

====

  

��5� > ��&��-� I�
�� �&� !3���� 2� iγγγγ2D, :  

        i
i

i
n

1j

jijii

n

1j

jijr

ln
X     b

~
X aaP )( αααα++++

λλλλ

−−−−
≥≥≥≥→→→→≤≤≤≤≤≤≤≤

γγγγ
γγγγ ∑∑∑∑∑∑∑∑

========

  

  

 !�3�)����( :(� �'����� %���& ��
�0���
"))��
�� :  

)  1                                       (21 X 4X 7Z.Min ++++====  

)  2                                (    6X X 3 21 ≥≥≥≥++++   S.T. 

)  3                             (   121 b
~

X 2X ≤≤≤≤++++−−−−       

)  4                            (   221 b
~

X 2X 5 ≤≤≤≤−−−−  

  )5(                                   0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 E�"1b
~ ���
� 2�
��/�� )�(� 7�5�
�� 7�
� 5  , 2 11 ====αααα====λλλλ ���
���� .2b

~ 7�
� 

 ���/�� )�(� 7�5�
��2.02 ====λλλλ  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٦ -  

���=���:�� �'�0)b
~

(E , )b
~

(E 213 TT;�
�0 TT=�� !�TT ����(�TT ), 2)4(,)3 (T�TTTT 

)b
~

(E , )b
~

(E 21 ), )&�*��� %���&�� !3�(� !"�� �'�0 ;3 ���"�� N��.  

��  ��&��-��� I�
�� ��
�0 ��? !$ U�*"
�2���*�� 2� )4(,)3( ��� 

7.0 , 6.0 21 ======== γγγγγγγγ  ;3!3�(� !"�� �'�0+,�$��� )&�*��� %���&��  N�� ), 

���"��.  

O�  2���*�� 2� ��? !$ U�*"
� ��&��-��� I�
�� ��
�0)4(,)3 ( ���

9.0 , 8.0 21 ======== γγγγγγγγ(� !"�� �'�0� +,�$��� )&�*��� %���&�� !3�.  

C� P�
& 2�� 2��? +,�$��� %���&��NQ�0 �3Q3�� �>�"�� ), .  

!"�� :�� ���6& 2� )�B��B (20 �'&:  

   )6  (      5
2.0

11
)b

~
(E      ,         5.5

1
)b

~
(E

2
21

1
1 ========

λλλλ
========αααα++++

λλλλ
====  

 2���*�� 2��(� ��=�� ), 1��/
����)4(,)3 ( T�)b
~

(E , )b
~

(E 21 )&�*��� %���&�� R�	� 

 ���)��
�� �"&��:  

                                      21 X 4X 7Z.Min ++++====  

                                   6X X 3 21 ≥≥≥≥++++   S.T. 

                               5.5X 2X 21 ≤≤≤≤++++−−−−       

                                5X 2X 5 21 ≤≤≤≤−−−−  

                                   0X  , X 21 ≥≥≥≥  

)��
�� �"&�� ��� !3�(� !"�� 20 �'& NQ�0 )&�*��� %���&�� !"��:  

   )7       (            36.1X  ,      55.1X  ,     27.16Z *
2

*
1

* ============  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٧ -  

!$����) ���C(��&��� !"�� RK�� )��
�� L.  

 !$�)���C(  

  
�� �&� 7.0 , 6.0 21 ======== γγγγγγγγ2D, :  

→→→→====≤≤≤≤++++−−−−   6.0)b
~

X 2X (P 121r  
 �?Q/�� ;��<
�-��)21.18:(  

)8                (26.55
2

)6.0ln(
X 2X 21 ====++++

−−−−
====++++−−−−  

 ��*�� ���&��� !3����)4(  

)9  (78.1
2.0

)7.0ln(
X 2X 5 21 ====

−−−−
====−−−−→→→→====≤≤≤≤−−−−   7.0)b

~
X 2X 5(P 221r  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٨ -  

 2���*�� 2��(� ��=�� ), 1��/
����)4(,)3 ( 2���*���)9(,)8 ( R�	� ��
�
�� ���

��)��
�� �"&�� ��� )&�*��� %���&:  

                                       21 X 4X 7Z.Min ++++====  

                                    6X X 3 21 ≥≥≥≥++++   S.T. 

                               26.5X 2X 21 ====++++−−−−       

                              78.1X 2X 5 21 ====−−−−  

                                    0X  , X 21 ≥≥≥≥  

!$����) ���V(��&��� !"�� RK�� )��
�� L.  

 !$�)���V(  

  



  

  

)٢-٢١(ib
~

  نماذج البرمجة المقيدة:لة                الباب الحادي والعشرون متغيرات عشوائية متص

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ib

~
  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ١٥٩ -  

)��
�� �"&�� ��� !3�(� !"�� 20 �'& NQ�0 )&�*��� %���&�� !"��:  

)     10         (51.3X  ,      76.1X  ,     36.26Z *
2

*
1

* ============  

O�  ���&� !3�����9.0 , 8.0 21 ======== γγγγγγγγ2D, :  

→→→→====≤≤≤≤++++−−−−   8.0)b
~

X 2X (P 121r  

     )11   (     11.55
2

)8.0ln(
X 2X 21 ====++++

−−−−
====++++−−−−  

→→→→====≤≤≤≤−−−−   9.0)b
~

X 2X 5(P 221r  

     )12 (            12.1
2.0

)9.0ln(
X 2X 5 21 ====

−−−−
====−−−−  

)��
�� �"&�� ��� ���"�� N�� ), !3�(� !"�� R�	��:  

     )13        (   43.3X  ,      60.1X  ,     88.24Z *
2

*
1

* ============  

!$����) ���:(��&��� !"�� RK�� )��
�� L.  

C��*����� ��&�*��� %���&�� ��3��� !��"�� 2�� U�#�� RK�� )��
�� !��'���  .  

 !��')����(  

!3�(� !"��  ��&��-��� ����
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!"��  
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* ============  7.0 , 6.0 21 ======== γγγγγγγγ  )10(  
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U����� !�3��� ), !"��� ���"�� N�� ), !"�� 2��? ;3 .+,�$��� )&�*��� %���&�� �'�0.  

!"�� : ), ���"�� N��)��
�� �"&�� ��� )���
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 !$����)���A (��&��� !"�� RK�� )��
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 !$�)���A(  

  

� �&��*��� 2� �&�"
 �� �� ���� 20 �'& U����� !�3��� ), !"��� ���"�� N�� ), !"�

36.26Z
* ==== ��� 14Z

* ==== *� ;�? 4���5 @�� 7'���� ��&��-��� W�1γγγγ ��� I�0 

 �� �� ���� ���? 2�"
*
Z.  
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/��� 7�5�
�� 7�
� ���
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�µµµµ 2���
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"0 )b
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( if E�"�:  
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 )���?Z 7'��� . T� �#�
<��� ;�*�� �,��
 ��� @��iF . 1
iF −−−− ��
/��� ���
���  )���*��Z 

 ��&��-��� ����
�� �&�iγγγγ ���	"� !���' ), ;?� U"��� RK�� �� ��$ )�(.  

(� ��*�� �&��
�0 ��D,���
")��
�� ):  

i

n

1j

jij b
~

X a ≤≤≤≤∑∑∑∑
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 ��&��-��� I�
�� 1��
,-��iγγγγ2D, :  
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====
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~

X ii

n

1j

jijr )( aP  
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1j
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====

  

Z ��
/��� ���
��� !��"
 ;
 E�" .)���*�� ��
/��� 7�5�
�� 7�
� ���
� )ib
~ (��
/� ��� 

 )���?)Z.( ����/��� ���
$ 4���� 2$��� )21.21 ()��
�� �"&�� ���:  

→→→→−−−−==== γγγγ∑∑∑∑
====

  1X  i

n

1j

jij )( aF→→→→====−−−− γγγγ∑∑∑∑
====

   X 1 i

n

1j

jij )( aF  
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1

n

1j

jija γγγγ−−−−==== −−−−
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 ���$��
�� ������ ���$/�� ������ ���? 2D, �*��� �&�$� ��$�L)1(F i
1 γγγγ−−−−−−−− ��
/��� ���
��� 

 )���*��)Z ( �#�
<��� ;�*�� �&�)i1 γγγγ−−−−(�'�� ), ����"� )�	"X� !� U"��� )� .(

@�� RK�& ����)��
�� !�3��� ), .  

 !�3�)���C( :(� �'����� %���& ��
�0���
"))��
�� :  

)  1                                       (21 X 5X 7Z.Max ++++====  

)  2                                (40X 5X 8 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

)  3                             (   121 b
~

X 2X 5 ≤≤≤≤++++−−−−       

)  4                              (      0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 E�"1b
~  7?�
� ��
/� ���
�10====µµµµ M���/� ���"&0� .2====σσσσ.(� %���&�� !�" ���
" )

 )&�*� %���& ��� +,�$���&��-� I�
�� �&�:  

�� 5.0====γγγγ           �� 7.0====γγγγ               O� 9.0====γγγγ  

!"�� :��(� ��*�� �&��
�0 ��� ���
"):  

            →→→→====≤≤≤≤++++−−−−   5.0)b
~

X 2X 5(P 121r  

 →→→→====≤≤≤≤−−−−++++−−−−   5.0}Z2/)10X 2X 5{(P 21r  

   )5    (        →→→→====−−−−++++−−−−−−−−   5.0}2/)10X 2X 5({ F1 21  

                      →→→→====−−−−++++−−−−   5.0}2/)10X 2X 5({ F 21  

-��)���*�� ��
/��� ���
��� ���$��
�� ������ !��' ;��<
� U"��� )�(20 �'& :  

)6   (10X 2X 5 21 ====++++−−−−→→→→========
−−−−++++−−−− −−−−   0)5.0(F

2

10X 2X 5 121  
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�-��)3 ( ��*���)6 (�"&�� ��� !3�(� !"�� 20 �'& )&�*��� %���&�� !"�� 

)��
��:  

     )7   (           83.6X  ,      73.0X  ,     27.39Z *
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 !$����)���G (��&��� !3�(� !"�� RK�� )��
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→→→→====≤≤≤≤++++−−−−   7.0)b
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X 2X 5(P 121r  

(((( )))) →→→→====≤≤≤≤−−−−++++−−−−   7.0Z2/)10X 2X 5(P 21r  

(((( )))) →→→→====−−−−++++−−−−   3.02/)10X 2X 5( F 21  

 U"�� ;��<
�-��)� (2D,:  

→→→→−−−−========
−−−−++++−−−− −−−−   52.0)3.0(F

2

10X 2X 5 121  

   )8       (                     96.81004.1X 2X 5 21 ====++++−−−−====++++−−−−  

 ��*�� !���
�-��)3 ( )&�*��� ��*���)8 ( ��� +,�$��� )&�*��� %���&�� !3�(� !"�� 20 �'&

)��
�� �"&��:  

   )9    (             63.6X  ,      85.0X  ,     14.39Z *
2

*
1

* ============  

 !$����)���Y ((� !"�� RK�� )��
����&��� !3�L.  

O� ���&�� 9.0====γγγγ2D,  :  

→→→→====≤≤≤≤++++−−−−   9.0)b
~

X 2X 5(P 121r  

(((( )))) →→→→====≤≤≤≤−−−−++++−−−−   9.0Z2/)10X 2X 5(P 21r  

(((( )))) →→→→====−−−−++++−−−−   1.02/)10X 2X 5( F 21  

 U"�� ;��<
�-��)� (2D,:  

→→→→−−−−========
−−−−++++−−−− −−−−   28.1)1.0(F
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10X 2X 5 121  

)   10    (                      44.71056.2X 2X 5 21 ====++++−−−−====++++−−−−  
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 !$�)���Y(  

  
�� !���
�-�� ��*)3 ( )&�*��� ��*���)10 ( ��� +,�$��� )&�*��� %���&�� !3�(� !"�� 20 �'&

)��
�� �"&��:  

   )11        (        33.6X  ,      04.1X  ,     96.38Z *
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 !$�)����B(  

  
  

 !�3�)���V( :)��
�� )���
"(� �'����� %���& ��
�0:  

)  1 (                                      21 X 4X 5Z.Main ++++====  

)  2                                (8X 2X 4 21 ≤≤≤≤++++−−−−   S.T. 

)  3                                (121 b
~

X 2X ≤≤≤≤++++       
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)  4                      (            221 b
~

X X ≥≥≥≥++++       

)  5                                    (0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 E�"1b
~ 7?�
� ��
/��� 7�5�
�� 7�
� ���
� 5)b

~
(E 1 ==== 2���
� . 4)b

~
(Var 1 ==== . 2b
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 2�
��/�� ��(� 7�5�
�� 7�
� ���
�1 , 4.0 22 ====αααα====λλλλ.  

���=��� : ��&��-��� I�
�� �&�18.0 γγγγ≥≥≥≥ .28.0 γγγγ≥≥≥≥.  

!"�� : �?Q/�� 2�)21.21 ( ��*�� �J��	 4���� 2$��)3 ()��
�� �"&�� ���:  

8.0}b
~

2/)5X 2X{(P 121r ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−++++  

 U"�� 2��)� (20 �'&:  

)   6   (32.3X 2X 21 ≥≥≥≥++++(((( )))) →→→→≤≤≤≤−−−−++++−−−−   8.02/)5X 2X(F1 21  

 ��*�� @��$)4 (2D,:  

8.0)X X( F 21 ≥≥≥≥++++→→→→≥≥≥≥≥≥≥≥++++   8.0)b
~

X X (P 221r  

 �?Q/�� 2��)21.18 (2D,:  

→→→→≤≤≤≤−−−−++++−−−−−−−−   8.0)}1X X(4.0{Exp1 21  

)   7     (02.5X X 21 ≤≤≤≤++++ →→→→++++
−−−−

≤≤≤≤++++   1
4.0

2.0ln
X X 21  

 !���
�-�� 2���*��)4(,)3 ( 2���*���)7(,)6($��� )&�*��� %���&�� !"�  %���&�� +,�

!3�(� !"�� 2�$� )���
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(� ��*�� �&��
�0 ��D,���
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i

n

1j
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~

X a ≤≤≤≤∑∑∑∑
====

  

 ��&��-��� I�
�� 1��
,-��iγγγγ2D, :  

→→→→====−−−− γγγγ∑∑∑∑
====

  X  1 i

n

1j

jij )( aF→→→→====≤≤≤≤ γγγγ∑∑∑∑
====

  b
~

X ii

n

1j

jijr )( aP  
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1

n
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 U"��� ���	"X� !���'�� 2��)O (��� !�	"�� 2$�����? )1(F i
1 γγγγ−−−−−−−−  ��'����

 ���"k@���� ;
� �"
 �(� ��*�� !���
")&�*� ��? ��� ) .K�& ���� !�3��� ), @�� R

)��
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 !�3�)���:( :(� �'����� %���& ��
�0���
")��
�� ��:  

)  1                                       (21 X 15X 10Z.Max ++++====  

)  2                                 (40X 5X 8 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

)  3                          (        b
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X 5X 6 21 ≤≤≤≤++++−−−−       
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 E�"1b
~ ���
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 7�
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�� (� ��*�� ), 2��(� ��=�� 20 ��
�0���
" ))3 ( M����)b
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(E ;3 . !"�� �'�0
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     )5    (                   0X  , X 21 ≥≥≥≥  

E�" 21 b
~

,b
~.2��*
�� 2����
�  )1,6(N~b

~
1 . )2,40(N~b

~
2.  

0 �  7K�� 2T� !T$� �T/?�
��� ;�*�� 21 b
~

,b
~ ��T�*�� 2T��(� ��T=�� )T, )3(,)2(– �T'�0 

��&��� %���&�� !3�(� !"��L.  

� �   )���
"(� %���&�� !�")5(�)1 ( �T�&��-��� I�
�T� �&� +,�$� )&�*� %���& ���

9.0 , 90.0 21 >>>>>>>> γγγγγγγγ ���&��� %���&�� !" ;3 L. 

%� )���
"(� %���&�� !�" )5(�)1 ( �T�&��-��� I�
�� �&� +,�$� )&�*� %���& ���

80.0 , 80.0 21 >>>>>>>> γγγγγγγγ ���&��� %���&�� !" ;3 L. 

�� ), P�
&�� 2�� 2��? )0(�)%.(  

)� ( 20 �&K�, ���b
~!��
"0 �,�3$ ����� !	
� )���� ���
� :  

10b
~

2       ,                8/1)b
~

(f <<<<<<<<====  

0 �   �'�0 ���
��� ���$��
�� ������b
~���$/�� ������ �'�0 ;3 $��
�� ������ ���.  

� �  )��
�� )���
"(� ��*�� ��
�0 : 

5b
~

X 3X 4 21 ++++≤≤≤≤−−−−  
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"(� �TTT�*�� !�TTT" �TTT�&��-��� I�
�TTT� �TTT&� [�,�TTT$� )TTT&�*� �TTT�? �TTT�� NQTTT�0 )��TTT�

9.0≥≥≥≥γγγγ.  

)O(  2��*
���� 2����/�� 2����
��� ��
�021 b
~

,b
~E�"�   

)10,5.(exp~b
~

  ,  )5,2.(exp~b
~

222111 ====αααα====λλλλ====αααα====λλλλ  

�� ������ �'�0 2� !$� ;�5/�� 4������ 21 b
~

,b
~.  

��  ������ 2� 2� !$� 2���
��� 7?�
�� �'�0 ;�5/�� 4������21 b
~

,b
~. 

O� ����
�� �����
"(� ���*�� ��
�0: 

1321 b
~

X X 7X 3 ≥≥≥≥−−−−++++  

2321 b
~

X 4X X 5 ≤≤≤≤++++−−−−  

 �TTTTTT&� �TTTTTT,�$� �TTTTTT�&�*� ��TTTTTT�? �TTTTTT�� �TTTTTT����
"(� ��TTTTTT�*�� !�TTTTTT" �TTTTTT�&��-� I�
�TTTTTT�

8.0 , 90.0 21 >>>>>>>> γγγγγγγγ.  

)C( U����� %���&�� ��
�0 )O( 20 1�
,0 .021 ====αααα====αααα�'�0 :  

�� 2� !$� ;�5/�� 4������ ������ �'�0 21 b
~

,b
~ 7?�
�� �'�0 ;3  2� !$� 2���
���21 b

~
,b

~.  

�� �? ��� �����
"(� ���*�� !�"���"�� N�� ), �,�$� ��&�*� ��.  

)V( 2��TTTT�
 �TTTT�
�0 )O( ETTTT�"� )2,10(N~b
~

2 , )1,5(N~b
~

1 !�TTTT" ;TTTT3  %��TTTT�&��

 +,�$� )&�*� %���& ��� )���
"(�–)&�*��� %���&�� !3�(� !"�� �'�0� .  
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)�� �� (ib
~

 �	
��� ���	��� ������  

)ib
~
(Discrete Random Variables  

 ������� ��� �� )���� (!"# $�� �	������ �%���%� ���&���� ib
~�'�� ����  

 ���	��� �	
����&���. 	) �	������ ���%�% *�  ����� �+" ��� ,+��%�� �	�-� �	�

� �����-.�!�/0� 1 2�& # )CCP (3��)� 4%	�	 ,+��% 4�5 $�� 6�)� ��/%� ���- �� 

 ���&���� �) �#)ib
~ ( 7m,...., 2I , 1Ii ++++++++====������ �	
��� ���	��� .  

 �%����� �+8������� �-%�� 4&� �����-.� �	�0�� �9����� ,+��%:  

)21.24  (                                        ∑∑∑∑
====

====
n

1j

jj X CZ.Max  

)21.25 (           I1,2,....,i     ,       bX i

n

1j

jija ====≤≤≤≤∑∑∑∑
====

     S.T.  

)21.26 (m,...., 2I , 1Ii     ,       b
~

X i

n

1j

jija ++++++++====≤≤≤≤∑∑∑∑
====

  

)21.27                (n1,2,...,j   ,      0X j ====≥≥≥≥  

 ,+��%�� !9- 6# ;-<	)mn ×××× ( =	-n4�5 �	�  7�	������ ���	����� //� m 

/�	��� //� 4�5 �	��	&)	>��  7 =	-jX�	������ ���	����� 7 ���&����� iijj b ,  , C a 

 ����' �	/���n,...,2,1j ==== 7 I,...,2,1i ==== ���&���� ?�+) ib
~ �	
��� ���	���  �>�

 =	- ���&�� �	����-# ���	@��m,...., 2I , 1Ii ++++++++==== . �	�	) AB�% *�  �&	 ��	��

 /�	��� �	�-�)21.26 (�	%	�	 /�	C 4�5�
��)�  $��� ���� D���	���&� �	����-.� ���	@���� 

��������) ib
~.(  
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)�� �� ��(ib
~!;�%� E	@�� E���       Uniform Distribution~ib

~  

 6# �%B�� �+5)ib
~ ( E������ !;�%��� E	@���� E��	 �	���) ����� �;%#)�F �� ((

 ���/�����-� )b
~

( iif �-%�� 4&�:  

    












====

====

0

N1,2,...,b
~

   ,                
N

1

)b
~

(

i

iif  

  

 �	%��1� G�� � $�������iγγγγ 68�  �����-.� /	���)21.26 (6)�	 H%8�I/��#  H�J�	� 

������ �-%�� 4&�:  

10    ,       b
~

X iii

n

1j

jijr )( aP <<<<<<<<====<<<< γγγγγγγγ∑∑∑∑
====

  

 G�0# I����� �#)��)��� /	���(  

          →→→→−−−−====≤≤≤≤ γγγγ∑∑∑∑
====

 1X b
~

i

n

1j

jijir )( aP  

 �	�;% 6��)�F�K (6# /9%:  

            )1(F1X i
1

i

n

1j

jija γγγγ−−−−====−−−− −−−−

====

∑∑∑∑→→→→−−−−====−−−− γγγγ∑∑∑∑
====

  11X i

n

1j

jiji )( aF  

    )21.28   (                           1)1(NX i

n

1j

jija ++++−−−−==== γγγγ∑∑∑∑
====

  

�;�-&� :�� /	��� )21.28 ( =	- 4%	�	 /	C]1)1(N[ i ++++−−−− γγγγ /���	 . ���' ��/�� 

 4&�jX 7n,...,2,1j ====.  

�� ��/���� ]1)1(N[ i ++++−−−− γγγγ �	 )��� ���/�� 6� I���� 1
iF −−−− /%� )i1 γγγγ−−−− (

 �	�)����� ���/&�iF �	���&� )ib
~.(  

?�+ �/� ��	� 
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�� /-�� �%	�	 /	C H
��)	 /-���� �����-.� /	���.  

 �����-.� ,+��%&� 3��)��� �%	�	�� ,+��%�� 6�)	 ��������)21.27(�)21.24 (�� 4&� �-%

������:  

                                                               ∑∑∑∑
====

====
n

1j

jj X CZ.Max  

                                 I1,2,....,i     ,       bX i

n

1j

jija ====≤≤≤≤∑∑∑∑
====

     S.T.  

)21.29 (m,...., 2I , 1Ii   ,       1)1(NX i

n

1j

jija ++++++++====++++−−−−==== γγγγ∑∑∑∑
====

  

                               n1,2,...,j      ,          0X j ====≥≥≥≥  

��'�) �� �L(: ,��%1� ��)��� G/-# !��� ��9�%��� 6� 6	��% B,A 2&��	 =	-� 

,��%# 6	�/�� !>%� !�0�� /����� 6� M��%# �'<' M�% �) 6� I/-���� I/-���  ��"/��	� � !�	

=	-� !;�%� �
��� �	��� I/�� �) 6� �-����� �	�)�� �'�� =	-�:  

    10000 , ..... , 2000  ,1000b
~

          ,           
000,10

1000
)b

~
(f 11 ========  

10000 8000,  6000,  , 4000  ,2000b
~

   ,         
000,10

2000
)b

~
(f 12 ========  

����'�� ���&���� !	C AB�	 ������ ��/9���.  

 �	����� �.�-�� 6� ���- �) �� �>9��%# 29	 ���� ��	�)�� /	/-� �� ������ +0�� 2J�	�

6)�	 �� ��)# A���� 6�)	 =	-�:  
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��  !�0�� I/���� 6� �-����� ��	�)&� ��C����� ��	��� /9�#II 7 III . ��	�)�� ����#

 6� �-�����21 b
~
 ,b

~ N+" �� �%	�	�� ,+��%�� /9�# !' 7��C����� ��	�)�� �" 

,+��%&� �'�O� �-�� /9�# !' 7���-��.  

��  �	%��1��� G�� � ����#7.0  ,  7.0 21 ======== γγγγγγγγ 3��)��� �%	�	�� ,+��%�� /9�# 

	�	�� ,+��%&� �'�O� �-�� /9�# !' 7���-�� N+" ��4%. 

�� 	%��1��� G�� � ����# �9.0  ,  9.0 21 ======== γγγγγγγγ 3��)��� �%	�	�� ,+��%�� /9�# 

 !'7���-�� N+" ��4%	�	�� ,+��%&� �'�O� �-�� /9�#.  

���� �� �'<'�� �.�-�� �� I+�01��� �������� 6	� 6��C     .  

 ��/9)����(  

O� ���@&� � 6� ���&���� ��	�)��,��% 

O,��% 6� I/-���� I/-��� P�%� �)  �-����� ��	�)��  

B A 

O� ���@&� �,��%  

3000 0.6 0.5 I 

1b
~  1.4 0.5 II 

2b
~  0.7 1.4 III 

  500 200 �	%9��� I/-��� A��  

-��QQQQ� : 6# �%B�� �+521 X,X 29	 ���� ��	�)�� �" 9��%# 6� �>A,B2	����� 4&� .  

+��%�� 68� �����-.� ,	 R+���-%�� 4&� N<�# �&)��� �'�:  

         21 X 500X 200Z.Max ++++====  

3000X 6.0X 5.0 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 
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                           121 b
~

X 4.1X 5.0 <<<<++++  

                          221 b
~

X 7.0X .41 <<<<++++  

                                0X  , X 21 ≥≥≥≥  

�� ��!�/0� 1�� ��C����� ��	��� *	��� �C<��� ) 20.13 ( 6� �)� ��C����� ��	��� /9�%

21 b
~
 ,b

~ @����� ��>� �	% *� � )b
~

E( ),b
~

(E 216# /9%� 2	����� 4&� :  

500,5                                                         

}000,10.....20001000{
10

1
b
~

 )10/1(b
~
 )b

~
(f)b

~
(E

11 b
~

1

b
~

111

====

++++++++++++============ ∑∑∑∑∑∑∑∑  

     
000,7                                                         

}9000.....60005000{
5

1
b
~
 )5/1(b

~
 )b

~
(f)b

~
(E

22 b
~

2

b
~

222

====

++++++++++++============ ∑∑∑∑∑∑∑∑  

6# ;-<	�:  

5.0)5500b
~

(P 1r ====>>>>→→→→========≤≤≤≤   5.0
10

5
)500,5b

~
(P 1r  

?�+)  

6.0)7000b
~

(P 2r ====>>>>→→→→========≤≤≤≤   4.0
5

2
)000,7b

~
(P 2r  

 ��C����� !	��� 6�)� ��/%� �����-.� ,+��%&� 3��)��� �%	�	�� ,+��%�� 6# /9% ��������

 6� �)�21 b
~
 ,b

~�%)���� !	��� �" �-�����  Q� 21 b
~

 ,b
~������ �-%�� 4&� :  

21 X 500X 200Z.Max ++++====  

                    3000X 6.0X 5.0 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

                    5500X 4.1X 5.0 21 ≤≤≤≤++++  
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                   7000X 7.0X .41 21 ≤≤≤≤++++  

                          0X  , X 21 ≥≥≥≥  

�# �%	�	�� ,+��%�� �-���-%�� 4&� �'�O� �-�� 6# /9% ������ �)�� �� ��) �	%�	� N<D:  

)1                    (135,3X     ,     250,2X     ,     500,012,2Z *
2

*
1

* ============  

 �	%��1� G�� �� ?�+�)6.0  ,  5.0 21 ======== γγγγγγγγ(  

 �))����S(  

  
��  ��/%�7.0  ,  7.0 21 ======== γγγγγγγγ6# /9% ���-�� N+" ��   
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7.0)b
~

X 4.1X 5.0(P 121r ====≤≤≤≤++++  

� �	����� �C<��)21.28 (6# /9%:  

40001000)3.0( )000,10(X 4.1X 5.0 21 ====++++====++++  

�'����:  

   →→→→====≤≤≤≤++++   70.0)b
~

X 7.0X 4.1(P 221r  

            50002000)3.0( )000,10(X 7.0X .41 21 ====++++====++++  

������ �-%�� 4&� 3��)��� �%	�	�� ,+��%�� A��	�:  

21 X 500X 200Z.Max ++++====  

                   3000X 6.0X 5.0 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

                   4000X 4.1X 5.0 21 ≤≤≤≤++++  

                  5000X 7.0X .41 21 ≤≤≤≤++++  

                       0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 ��)�)�� �� AB�� �") ����T(������ .  

�'�O� �-�� 6# /9% N<�# ,+��%�� �-��:  

)2         (47.1925X     ,     7.2608X     ,     05.472,484,1Z *
2

*
1

* ============  

�� /%�� 9.0  ,  9.0 21 ======== γγγγγγγγ6# /9% ���-�� N+" �� :  

9.0)b
~

X 4.1X 5.0(P 121r ====≤≤≤≤++++  

 �C<��� �	�����)21.29 (6# /9%:  

20001000)000,10( )10.0(X 4.1X 5.0 21 ====++++====++++  
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 �))����T(  

  

�'����:  

→→→→====≤≤≤≤++++   90.0)b
~

X 7.0X 4.1(P 221r  

         30002000)000,10( )10.0(X 7.0X .41 21 ====++++====++++  

������ �-%�� 4&� 3��)��� �%	�	�� ,+��%�� A��	�:  

21 X 500X 200Z.Max ++++====  
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                    3000X 6.0X 5.0 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

                    2000X 4.1X 5.0 21 ≤≤≤≤++++  

                   3000X 7.0X .41 21 ≤≤≤≤++++  

                          0X  , X 21 ≥≥≥≥  

������ �-%�� 4&� �'�O� �-�� 6# /9% �%	�	�� ,+��%�� �-��:  

)3      (     45.807X   ,   13.1739X   ,   8.552,751Z *
2

*
1

* ============  

 �))����L(  
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 6)�	��'<'�� �.�-�� �� �-�� P
��% U	0&� �� )3(�)1(������ ��/9�� �� ���� �� .  

 ��/9)���K(  

�-��  iγγγγ  
 !C�

���-��  

135,3X  ,  250,2X  ,  500,012,2Z *
2

*
1

* ============  )0.5 , 0.6 (   )1(  

47.1925X ,7.2608X, 05.472,484,1Z *
2

*
1

* ============  ) 0.7 , 0.7 (  )2(  

45.807X  ,13.1739X , 8.552,751Z *
2

*
1

* ============  ) 0.9 , 0.9 (  )3(  

�	%��1��� ��	�� � �/�@ ��&) H%# AB�	 ��/9�� 6��?�+ G/#  �'�O� �-�� E9��� 4�5 

 �	 )��� ���/�� 6# =	-1
iF −−−− �� ��C�%�� ���/ iγγγγ.  

 ���2���� 6���� �'<'-<� V		��� !/�% *�   �-�� �	reliability measures. 

�C��� V�% �� /�	��� E	�9 ��-� ����-# �-&� �	-<��� V�	�� 4��	 =	-.  
  

)�� �� ��(ib
~ � /%>�� E	@���� E��� Geometric Distribution~ib

~  

 6# �%B�� �+5)ib
~ (�� E��	 �
��� �	��� � /%>�� E	@��) ����� �;%#)�F�� (

�����D ( ���/� ����-�)b
~

(f i=	-� :  

,.......3,2,1,0b
~

   ,     0P0   ,      )P1(P)b
~

(f i
b
~

i
i ====<<<<<<<<−−−−====  

68� ��������:  

)21.30(               
\\\\

\\\\
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====

  11X i

n

1j

jiji )( aF  

� 6)�	 =	- �%	�	 /	C N<�# /	����!�/0� 1 !C� �-&�� ���/9�� )S ( 4&� ���-�� !	C

)1(F i
1

i γγγγ−−−−−−−− Q� ��&�0��� !	��� /%� iγγγγ 7 *�  ��)������ ��'��� �� ?�+ AB�%.  

 ��'�)����F(: ����# ������ �����-O� �9����� ,+��%:  

)  1                               (21 X X 3Z.Min ++++====  

)  2                        (12X 4X 6 21 ≤≤≤≤++++−−−−   S.T. 

)  3             (             121 b
~

X X 2 ≤≤≤≤++++  

  )4                 (         221 b
~

X X ≥≥≥≥++++  

)  5                   (         0X  , X 21 ≥≥≥≥  
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6	�	����� 6�) �+8�) 2b
~(,)1b

~ ( ��&��� 6� ��� E	@�� E��	 ��>%� �)2 , 6 21 ====λλλλ====λλλλ 

2	����� 4&� .1��� �	%��1��� ��	�� � $���6767.0 , 5543.0 21 ≥≥≥≥≥≥≥≥ γγγγγγγγ I/��5 6)�	 

 /	��� �J�	�)3 (������ �-%�� 4&�:  

 4457.0)1X X 2(F 21 →→→→≤≤≤≤−−−−++++→→→→≥≥≥≥−−−−++++−−−−   5543.0)1X X 2(F1 21  

  )6   (              1)4457.0(FX X 2 1
21 ++++≤≤≤≤++++ −−−−  

 /%� 6� ��� E	@��� �	�)����� �.���-O� ��/9 6�6====λλλλ.6# /9% :  

5)4457.0(F 1 ====−−−−  

 $	������ /	�&� 6�	O� *���� ��)6 (6# /9%:  

6X X 2 21 ≤≤≤≤++++  

 /	��� �	�-�� �� %��� �'����)4 (������ �-%�� 4&� �%	�	 /	C 4�5:  

→→→→≥≥≥≥++++   6767.0)X X F( 21→→→→≥≥≥≥≥≥≥≥++++   6767.0)b
~

X X (P 221r  

   )7       (                   )6767.0(FX X 1
21

−−−−≥≥≥≥++++  

 /%� 6� ��� E	@��� �	�)����� �.���-O� ��/9 6��2====λλλλ6# /9% :  

2)6767.0(F 1 ====−−−−  

 /	�&� 6�	O� *���� �� $	�������)7 ( Q�)6767.0(F 1−−−−6# /9% :  

   )8      (                       2X X 21 ≥≥≥≥++++  

�	 �������� �����-O� ,+��%&� 3��)��� �%	�	�� ,+��%�� A�)5( �)1 (������ �-%�� 4&�:  

                                   21 X X 3Z.Min ++++====  

                          12X 4X 6 21 ≤≤≤≤++++−−−−   S.T. 
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                             6X X 2 21 ≤≤≤≤++++  

                             2X X 21 ≥≥≥≥++++  

                             0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 �'�O� �-�� 6# /9% N<�# ,+��%�� �-�������� �-%�� 4&�:  

0.2X  ,      0.0X  ,     0.2Z *
2

*
1

* ============  

 �)���)����� (�	%�	� �'�O� �-�� AB�	 ������D.  

 �))�����(  
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�;�-&� :��� !�/0� # 6)�	 �.�-�� 6� �	') �� 6� ��� E	@��� 2	���) /������ E	@�

 2	����� ��� �>	� ������ ����) ����� �;%#)�F�S ((��� �� 2�����.  
  

 6	���)�(  

)�( 6# �%B�� �+5 b
~ ��&��� � /%>�� E	@���� E��	 �
��� �	��� 2.0P ====/9�# 7 :  

#�@���� ���/  �	���&� �	�)����� E	b
~7  

2� ����# ������ �����-O� /	���:  

b
~

X 6X 4X 5 321 ≤≤≤≤−−−−++++  
 2�& # !�/0� 1�)CCP ( /%� 3��)� �%	�	 /	C 4�5 N<�# �����-O� /	��� ��-

 �	%��1��� G�� �9.0≥≥≥≥γγγγ 78.0≥≥≥≥γγγγ 77.0≥≥≥≥γγγγ 76.0≥≥≥≥γγγγ.  

, ������� �����-O� /	��� ����# :  

b
~

X 3X X 2 321 ≥≥≥≥++++−−−−  
 �	%��1� G�� �� 3��)� �%	�	 /	C �0[ 4�5 �����-O� /	��� ��-5.0≥≥≥≥γγγγ.  

)� (������ �����-O� �9����� ,+��% ����#:  

                                            21 X 3X 5Z.Max ++++====  

                                   121 b
~

X 2.1X .30 ≤≤≤≤++++   S.T. 

                                   221 b
~

X 9.0X .81 ≤≤≤≤++++       

                                         0X  , X 21 ≥≥≥≥  
 6� �) 6�) �+8�21 b

~
,b

~ 6	�	���  !;�%��� E	@���� E��	 �>%� �) 6	&�� � 6		
���

=	-�:  

10,......,2,1b
~

         ,               10/1)b
~

(f 11 ========  
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10,8,6,4,2b
~

         ,               10/2)b
~

(f 22 ========  

 /%� 3��)� 4%	�	 �0[ ,+��% 4�5 �����-O� ,+��%�� ��-8.0 , 8.0 21 ≥≥≥≥≥≥≥≥ γγγγγγγγ �- !' 

4%	�	�� ,+��%��.  

)� (������ �����-O� �9����� ,+��% ����#:  

                                         21 X 5X 8Z.Max ++++====  

                                   11X 3X 5 21 ≤≤≤≤++++−−−−   S.T. 

                                    121 b
~

X 2X 4 ≤≤≤≤++++       

                                    221 b
~

X X 2 ≥≥≥≥++++       

                                      0X  , X 21 ≥≥≥≥  

=	- 6� �) 21 b
~

,b
~�	��� � E��	 �>%� �) 6	&�� � 6 E	@�� ���&��� 6	/-�� ��+

)6.0P , 8n 11 ======== ( 7)2.0P , 10n 22 ======== (2	����� 4&� ./9�#:  

��  6� �)� �	�)����� ���/��21 b
~

,b
~.  

�� �	%��1� G�� � /%� 6.0  ,  5.0 21 ≥≥≥≥≥≥≥≥ γγγγγγγγ ��-  �0[ 4�5 �����-O� ,+��%��

3��)� �%	�	.  

)K ( 6# �%B�� �+521 b
~

,b
~  ��&��� 6� ��� E	@�� E��	 �>%� �) �&�� � �	
��� ���	���

3 , 5 21 ====λλλλ====λλλλ.  

#��)� �	�)����� ���/�� /9�#  6� 21 b
~

,b
~ �)� �	 )��� �	�)����� ���/�� /9�# !' 

�	���.  

2� �	����� �	����-O� /�	��� ����#:  
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1321 b
~

X 7X 4X 5 ≤≤≤≤++++−−−−  

2321 b
~

X X 5X 2 ≥≥≥≥−−−−++++  

 �	%��1� G�� � /%� �
��)� �	%	�	 /�	C 4�5 N<�# �	����-O� /�	��� ��-

8.0 , 9.0 21 ≥≥≥≥≥≥≥≥ γγγγγγγγ.  

)S (�- � G�0# 4�5 �	����� �	����-O� /�	��� �;�%��� �	%��1��� G�� � /%� �
��)� �	%	�	

�	����� �.�-�� ��:  

��  6�) �+5b
~  �	��� ��&��� 4 /%>�� E	@���� E��	6.0P ====  

0.9     ,  )10X X 2X 3( 321rP ≥≥≥≥≥≥≥≥++++++++ γγγγ  

�� 6�) �+5 b
~�	���  ��&��� 6� ��� E	@�� E��	 5====λλλλ  

0.6     ,  )3X X 3X 5( 321rP ≥≥≥≥≤≤≤≤−−−−++++ γγγγ  

�� 6�) �+5 b
~  E��	 �	��� E	@��6	/-�� ��+&��� 6	�� 7.0P  ,  8n ========  

0.7     ,  )b
~

X 12X 8( 21rP ≥≥≥≥≥≥≥≥++++ γγγγ  
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)�� �� (                 �	
	�� �����        Applied Examples 

 �	��)�� ��( : ���� ����� �	������ ��� !"��� #$� ���% ��&�' (�!% )�


 ��	���� �	��*� �!� +� ,����A,B,C)  -���� +� .�!���� .�!��� /	!1000.��0 ( 1�2�

 ���% 3�4 5�4 +�I,II .�	 7���� 5��8��� �4 5& 79 .�!� 5&� :������ +�;�� < 

 .�!���� .�!��� <�� 1�2& � 	� ��0�"��� �4 5& 79 5�$�� =���� �>���� ��0�"���?
@	�8��� . +�"��� A	;� A�	 �	B� 5	�� 5& 3�0 78��4��� 3�!��� :���� +�& �2�9

 ����$��321 ,, λλλλλλλλλλλλ:	��� 3�0 .  

 5��8)���C(  

 .�!���� .�!��� ���D :������ +�;��

��0�"���  
���D� +�; 

��0�"��� =����  
C B  A 

���D� ���4  

600 2 3 5 I 

561 5 4 3 II 

  203 ====λλλλ  182 ====λλλλ  151 ====λλλλ  ���$��� λλλλ  

  1000 1500 2000 �	�8��� .�!��� <��  

��:����� :� � +� A>���� :���� �	�! A,B,C.  

�� +� �E8��% :8	 7�� 3����� ��	�&�� �	�! A,B,C <���� +�&	 /	!�  �� ��&� 7�&��

�	���� �F�!�� 79 +&�	:  

�� ��	�&�� ���& �2% A>���� :���� (��" �� +� ��&� �8����.  

:�������� ��	�&�� +� 5>� �8���� ��	�&�� ���& �2%  �F��!G� �

8752.01 ≥≥≥≥γγγγ H90.02 ≥≥≥≥γγγγ H98.03 ≥≥≥≥γγγγ ��8���� +� A HB H

C:	��� 3�0 .  
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I� 79 5!�� +	� +��> )� ( H)�.(  

5!�� : +� �� �9 �2%321 X,X,X +� �E8��% :8	 7�� ��	�&�� 3�% �	' A,B,C 

9� 1�2& H:	��� 3�0 +� #��321 b
~

,b
~

,b
~ +� 5& 3�0 :���� 3�% �	' A,B,C 3�0 

� 	� :	���?. 7���� �!��� 3�0 ��&'��� �J�	K +&�	 @��9:  

 �8��321 X,X,X5$8 7��   

      )1                (321 X 1000X 1500X 2000Z.Max ++++++++====  

      )2         (       600X 2X 3X 5 321 ≤≤≤≤++++++++     S.T.  

      )3(                561X 5X 4X 3 321 ≤≤≤≤++++++++  

      )4                                    (11 b
~

X ≥≥≥≥  

      )5                                    (22 b
~

X ≥≥≥≥  

      )6                                    (33 b
~

X ≥≥≥≥  

      )7            (               0X ,X ,X 321 ≥≥≥≥  

��  �	�L� +�)�M �C (7���� �!��� 3�0 ������� ��$>� +� �8�:  

   )8   (20)b
~

(E 33 ====λλλλ====  ,  18)b
~

(E 22 ====λλλλ====  ,  15)b
~

(E 11 ====λλλλ====  

 ��	
�� 79 +�	*� N���� 79 #	�$����)6( �)4 ( 79 �$>���� )	
���)8 ( �2����� 5�!	

 7���!*�)7(�)1 (4O �2��� 3�%@� P9�&� 7�	
	 � . P9�&��� 7�	
	�� �2����� +* ��L��?
 Q&���"�� �
	�� )��4"G� @�! +&�	 @��9 �	�4 �8��� �2���)+	�!���� :��"� (

7���� �!��� 3�0 5��*� 5!�� +�&	�:  

   )9   (      20X    ,    18X    ,    15X    ,    000,77Z *
3

*
2

*
1

* ================  

�L�!�� : )>� �!��� 7�	KR�� 5!��)C.(  
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�� �� ��	�"� ��0� �	���G�98.0  ,  90.0  ,  8752.0 321 ≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥ γγγγγγγγγγγγ +&�	 @��9 

 �	���!*� ��	
�� �J�	K .��0%)6( �)4 (7���� �!��� 3�0:  

→→→→≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥≥≥≥≥  8752.0)XF(     8752.0)b
~

X(P 111r  

   )10        (        19X      )8752.0(FX 1
1

11 ≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥ −−−−  

5�����:  

   )11         (      24X      9.0)b
~

X(P 222r ≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥≥≥≥≥  

   )12    (         29X      98.0)b
~

X(P 333r ≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥≥≥≥≥  

 �	���!*� ��	
�� 5���"G��)6(�)4 ( �	�	
	�� ��	
���)12(�)10 ( 5��*� 5!�� <�K	9

7���� �!��� 3�0 ���!�� S2T 79 7�	
	�� �2�����:  

   )13  (    29X   ,   75.89X   ,   75.65X   ,   425,167Z *
3

*
2

*
1

* ================  

I� 79 )� ( �	���!*� ���	B��� +0 �	�$�� )321 b
~

,b
~

,b
~��� )	
���  �$>�

)b
~

(E),b
~

(E),b
~

(E 321 ��	
�� �
! �F��!� +� �8�� )6(�)4 ( 3�0 ���!�� S2T 79

�!���7���� :  

   )14   (   5591.0   ,   5622.0   ,   5681.0 *
3

*
2

*
1 ≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥ γγγγγγγγγγγγ  

) 5���8 )��4"� +�"��� A	;�� �	�&���� ������ )>� �!���)U.((  3�% 1�2 (�� 5�K!��

 7�	
	�� �2����� 5��*� 5!�� 3�0 �T ��& 79 < ��)9.( 79 +&��:������ ) � ( /	!

 ��	
�� �
!  �F��!� ���;)6(�)4 (�!��� 3�0 ���!�� S2T 79:  

   )15     (           98.0  ,  90.0  ,  8752.0 321 ≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥ γγγγγγγγγγγγ  

 < 	� +�)15(,)14 ( .��	; 3�% (�� �	���G��� ��	�"�� �	���� ���!�� .��	; +� )	>

.�L����� �	"&$�� �	�&���� 5����� 1
3

1
2

1
1 F,F,F −−−−−−−−−−−− N�E�� ���� ��	> .��	; 3�% (�� ��� 

*
Z +� 000,77Z* ==== 3�% 425,167Z* ====.  
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 �	��)�� ��( : #�� ��$� +	�9�&�� +	������ +	�
"� +	;�E8 �8�	 )���*�

 /	!� H�	���� ;&����� �!� 79 70�$'*� ��$��� 5�$	 V;���� 3�0 +	;�E8��) 5�$	 V�

�>��� QR� 79 +	;�E8��.(  

 5&')�����(  

  

 A�	 �	B� 5��	 ��$�� +	�	
��� ,�$'*�� ��$�� ;&����� 3�0 +	������ 3 ���� +�& �2�9

 +	��$�� +	�!�� ��2 A	;�)7.0P  ,  50n ======== .(���4 +�; +�& �2�9  �!���� #	����

 (��"	10���>�.  +	2�� 3 ���� +� ��0 3K>� �	�! 79 :J�	 ���
�� 24� +�& �2�9

 5�0 )�	 5�4 )E��4 )	 +� +&�	) 5�$�� )�	 /	!W ��0�" =��M�
	>� .( +�& �2�9

 ���
�� 24�3 ���� +� ��0 3K>� �	�! 79 :J�	 )�	 5�4 )E��4 )	 +� +&�	 +	2�� 

 5�0)�	 /	! 5�$�� )W ��0�" =��M�
	>�.(  

:������ :��K ��&'��� 5��	 :"��� �	���!� �8��� �2��� �J�	 N�T �
! /	!� 

���
�� 24�.  

�� 7���!*� �2����� 5	�!� ���4�� 3�0 Y��$�� :��� �$>���� ��	
�� )��4"� 

P9�&� 7�	
	 �2��� 3�%.  

5�*� ;�E8�� 

1S  

 ;�E8��7�����  

2S  

3 ���� 
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I�� 7�	
	 �2��� 3�% 7���!*� �2����� 5	�!  �	���G� (�"� ��0 P9�&

9.0≤≤≤≤γγγγ.  

�� 79 5!�� +	� +��> )� ( H)I.(  

5!�� : +� �� �9 �2%21 X,X 7������ 5�*� +	;�E8�� 79 )E��4 )	 +	2�� 3 ���� ��0 

 H:	��� 3�0 1�2&b
~4 ;&���� 3�% +��K	 +	2�� 3 ���� ��0 7T 5�$�� )�	 5�.  

7���� �!��� 3�0 �	���!� �8��� �2���& ��&'��� �J�	K +&�	 7������:  

   )1      (                   21 XXZ.Max ++++====  

   )2        (     420X 10X 10 21 ≤≤≤≤++++  S.T.  

   )3           (         b
~

XX 21 >>>>++++  

   )4         (           0XX 21 ≥≥≥≥−−−−  

��  +� ���b
~ +	��$�� +	�!�� ��2 A	;� A�	 �	B� )7.0P  ,  50n ========( +� H

 �	�L�)�M �U (+� �8�:  

 #	��35)7.0(50nP)b
~

(E ============  

 7�	
	�� �2����� <�K	�7���� �!��� 3�0:  

                               21 XXZ.Max ++++====  

                   420X 10X 10 21 ≤≤≤≤++++    S.T.  

   )5       (           35XX 21 >>>>++++  

                          0XX 21 ≥≥≥≥−−−−  

                            0X,X 21 ≥≥≥≥  



  
  

  نماذج البرمجة المقيدة:أمثلة تطبيقية                                    الباب الحادي والعشرون) ٤-٢١(

ibًا بمعلمات عشوائية                                                                                      احتمالي
~

  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ٢٠٨ -  

 �8� �2����� 5!��79 5��*� 5!�� +�7���� �!��� 3�0 ���!�� S2T :  

   )6     (               21X   ,   21X   ,   42Z *
2

*
1

* ============  

�	��	� 5��*� 5!�� < �	 7���� 5&'���?.  

 5&')����U(  

  
�� �	���G��� (�"� ��0 γγγγ /	!� 9.0≤≤≤≤γγγγ �	
�� �J�	K .��0% +&�	 @��9 )3 ( 3�0

��� �!���7�:  

→→→→≤≤≤≤++++−−−−→→→→≤≤≤≤>>>>++++    9.0)XX(F1      9.0)b
~

XX(P 2121r  

   )7         (  )1.0(FXX      1.0)XX(F 1
2121

−−−−≥≥≥≥++++→→→→≥≥≥≥++++  



  
  

  نماذج البرمجة المقيدة:أمثلة تطبيقية                                    الباب الحادي والعشرون) ٤-٢١(

ibًا بمعلمات عشوائية                                                                                      احتمالي
~

  

  
  
  
  
  

  
  
 

- ٢٠٩ -  

+��5��8  �	�&���� �F��!*� � )>� �!��)� ( ��0�7.0P  ,  50n ========+� �8� :  

   )8           (                   10)1.0(F
1 ≈≈≈≈−−−−  

 5���"G�� �	
�� 79 +�	*� N����)7 (*� N����� 79 +�	)8 (+� �8�:  

   )9                 (             10XX 21 >>>>++++  

 79 7���!*� �	
�� 5���"���)3 ( 79 7�	
	�� �	
���)9( +� �8� 7�	
	�� �2����� 5! )� H

7���� �!��� 3�0 5��*� 5!��:  

   )10          (21X   ,   21X   ,   42Z *
2

*
1

* ============  

�� < �	 7���� 5&'����	��	� 5!?.  

 5&')����C(  
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 �	��)�� �I( : ,���� ���� ����� ��L9�!��� (�!G� ;��4��� �!� )�
	C,B,A +� 

 ��;��4��� ���% 3�4 5�4 +� �	>��� +�I,II 7����� 3�0 . �� < �	 7���� 5��8���

 .�!���� .�!��� ���% @���) (��" .�!���� .�!���1000�$�> ( �4 5& 79 ,�� 5& +�

 ���D� 3�4 +�I,II . �	>��� +� 7��	�� =���� 1�2&1500 ���% :�� /	!� )��8��	& 

 .�!���� .�!���20, 25, 30 +� )��8��	& A, B, C:	��� 3�0 .  

 5��8)���C(  

���>���� .�!��� ���D :������ +�;��  
=����  

C B A 

-����  

���D� ���4  

 �0�"18 50 40 30 I 

 �0�"20 80 60 50 II 

  80 70 50 
 .�!���� .�!��� <��

�	�8���  

 3�0 :���� +�& �2�9A,B 7���'0 �	B� 5��	 �$� ?1b
~ A�	  ���$�� +�"��� A	;�

201 ====λλλλ ,���� 3�0 :�� 5>� 1�2& HC 7���'0 �	B� 5��	 2b
~	  +�"��� A	;� A�

 ���$�� � 	�?62 ====λλλλ.  

 +� �E8��% :8	 7�� ��	�&�� �	�! 79 ���
�� 24� :J�	�A,B,C <�� +�&	 /	!� 

+&�	 �� ��&� ;�4���.  

:������ :� ��	���!� �8��� �2���& ��&'��� �J�	K .  

��  �2��� 3�% 7���!*� �2����� 5�!���� )	
�� ��0 7�	
	7���!*� :���� �$>.  

I� :��"� )��4"G� )CCP ( P9�&� 7�	
	 �2��� 3�% 7���!*� �2����� 5�!

 �	���G� ��	�"� ��09.0   ,   8.0 21 ≥≥≥≥≤≤≤≤ γγγγγγγγ.  

�� 79 5!�� +	� +��> )� ( H)I.(  
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5!�� : +� �� �9 �2%321 X,X,X +� �E8��% :8	 7�� ���!��� ��0 7T A,B,C 

�� 3�0:	�.  

�� 7���� �!��� 3�0 ��&'��� �J�	K +&�	 7�����:  

 )	> �8��321 X,X,X N�E�� ���� )L$ 7�� Z:  

   )1                 (321 X 80X 70X 50Z.Max ++++++++====  

   )2   (    �	>��� �	> 1500X 30X 25X 20 321 ≤≤≤≤++++++++     S.T.  

   )3(                  1080X 50X 40X 30 321 ≤≤≤≤++++++++  

   )4  (                1200X 80X 60X 50 321 ≤≤≤≤++++++++  

   )5       (                             121 b
~

XX <<<<++++  

   )6                                     (      23 b
~

X ≥≥≥≥  

   )7                              (    0X ,X ,X 321 ≥≥≥≥  

�� +� ��� 21 b
~

,b
~  H+�"��� A	;� A�	 ��E�� 5& +	�	B�� �	�L� +�)�M�C ( �8�

+�:  

   )8         (        6)b
~

(E   ,   20)b
~

(E 2211 ====λλλλ========λλλλ====  

 +	�	
�� �J�	K .��0% +&�	 7������)6(,)5 (�!��� 3�0:  

   )9                             (20XX 21 ≤≤≤≤++++  

   )10                             (6X3 ≥≥≥≥  

 5���"G�� �	���!*� ��	
��)6(,)5 ( Z�)10(,)9 ( 79 7�	
	 �2����� <�K	 HS�0� �2�����

7���� �!��� 3�0 5��*� 5!�� +�&	 Q&���"�� :��"� )��4"G� @�!��:  

   )11     (6X    ,    12X    ,    0X    ,    1320Z *
3

*
2

*
1

* ================  

 79 �>��� ��	>

���D� ���4 

��	> 
:���� 
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I� �2%  ����0�9.0   ,   8.0 21 ≥≥≥≥≤≤≤≤ γγγγγγγγ @��9  +	�	
�� 5	�! +&�	)6(,)5 ( ��	> 3�%

7���� �!��� 3�0 �	�	
	:  

→→→→≤≤≤≤++++−−−−→→→→>>>><<<<++++   8.0)XX(F1      8.0)b
~

XX(P 21121r  

→→→→≤≤≤≤++++ −−−−    )2.0(FXX 1
21  

 )>� �!�� +��)U (+� �8�:  

   )12           (                 15XX 21 ≤≤≤≤++++  

5�����:  

→→→→≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥≥≥≥≥   9.0)X(F      9.0)b
~

X(P 323r  

   )13       (                9X      )9.0(FX 3
1

3 ≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥ −−−−  

 +		���!*� +	�	
�� 5���"G��)6( , )5 ( +		�	
	�� +	�	
���)13( , )12 ( �2����� 79

)7(�)1(7���� �!��� 3�0 ���!�� S2T 79 5��*� 5!�� +� �8� :  

   )14      (9X    ,    8X    ,    0X    ,    1280Z *
3

*
2

*
1

* ================  

 �	 7���� 5��8��� +	�!�� +	� ����
��� <79 +	�������) � ( H)I.(  

 5��8)���W(  

5!��  �	���G��� ��	�"�  ���!��  

6X , 12X , 0X  , 1320Z *
3

*
2

*
1

* ================  606.0 , 441.0 21 ≥≥≥≥≤≤≤≤ γγγγγγγγ  )�(  

9X , 8X  , 0X , 1280Z *
3

*
2

*
1

* ================  9.0 , 8.0 21 ≥≥≥≥≤≤≤≤ γγγγγγγγ  )I(  

 Z� 3�0*� �!�� .��	; +� < 	 5��8�� +��1γγγγ Z� 3��*� �!�� 1�2& 2γγγγ A8�� 3�% (�� 

 Z� 7����� ��	
��Z.  
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 �	��)����( : ����� )0����� (�!% )�
4 �$	�"�� ���8��� +� ,���� D,C,B,A 

 +� ,���� ���� ��8� 5& 79 54�	 /	!� �	>��� H���� 4�� H+	����� H�	"	���� ����&���

I, II, III . ��8��� H+�&� 5& +� )��8��	&��� �!���� �	��	�� ��	�&�� < �	 7���� 5

 .�!���� .�!��� A	� �$" 1�2& H@�8� 5& +� .�!���� .�!��� 79 +�&��� �	����� ��"����

�!�� )��8��	& (��"	 ��8� 5& +;� +� /	! H@	�8���.  

 ��8���� 3�0 :���� )8! +�& �2�9A,B 7���'0 �	B� 5��	 �$� ?1b
~ A	;��� 3�% 5�[	 

 A>�� ��$���2201 ====µµµµ V��	$� N��!��� 101 ====σσσσ . ��8���� 3�0 :���� 5�[	 1�2&

C,D ��$��� A	;��� 3�% 2b
~  A>��2502 ====µµµµ V��	$� N��!��� 152 ====σσσσ.  

 5��8)���\(  

 �	����� ��"��� (%) ���D +�&� 5& +� ��������

 ��8� 5& +� .�!���� .�!���)+�&��� ��"�(  
 �	��	�� ��	�&��

)��8��	&���  
D C B A 

����&���  

100 38 33 27 15 I+	���   

120 20 27 13 35 II���� 4   

300 42 40 60 50 III�	>�   

  120 100 90 70 
�� A	� �$" .�!�

�	�8���  

 /	!� ,�� 5& +� �E8��% :8	 7�� ���8��� ��0 �	�! )$���� 79 ���
�� 24� :J�	�

+		���� +	��!�� 79 +&�	 �� ��&� �����	D� +�&:  

�� (��"	 ,�� 5& 3�0 :���� +�&	 ����0A>���� :���� .  

��  :��"� )��4"�CCP  �	���G� (�"� ��05.0  ,  9.0 21 ≥≥≥≥≤≤≤≤ γγγγγγγγ  
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5!�� : +� �� �9 �2%4321 X,X,X,X +� �E8��% :8	 7�� ���8��� ��0 7T 

A,B,C,D/	! H)�	�� 79 :	��� 3�0 :  

0X,X,X,X 4321 ≥≥≥≥  

 <�K	�7���� �!��� 3�0 ���!�� S2T 79 7���!*� �2�����:  

   )1      (          4321 X 120X 100X 90X 70Z.Max ++++++++++++====  

   )2(   100X 38.0X 33.0X 27.0X 15.0 4321 ≤≤≤≤++++++++++++  S.T.  

   )3 (  120X 20.0X 27.0X 13.0X 35.0 4321 ≤≤≤≤++++++++++++  

   )4  ( 300X 42.0X 40.0X 60.0X 55.0 4321 ≤≤≤≤++++++++++++  

   )5       (                              121 b
~

XX ≤≤≤≤++++  

   )6                 (                    243 b
~

XX ≤≤≤≤++++  

   )7          (                    0X,X,X,X 4321 ≥≥≥≥  

��+� ��� :  

225)b
~

(Var  ,   250)b
~

(E 22 ========   ,   100)b
~

(Var  ,   220)b
~

(E 11 ========  

 +		���!*� +	�	
�� 5���"� +&�	 7������)6(,)5 (+		���� +		�	
	�� +	�	
���:  

   )8                (                   220XX 21 ≤≤≤≤++++  

   )9                  (                 250XX 43 ≤≤≤≤++++  

 �!	!K�� �8����� ��� �!G� 7�	
	�� �2����� 5!��integer programming [134] 

 ��;! )��4"G��Tora [11]:  

176X    ,    0X    ,    1X    ,    219X    ,    36540Z *
4

*
3

*
2

*
1

* ====================  
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�� �	
�� �J�	K .��0% +&�	 )5 (7���� �!��� 3�0 7�	
	 �	> 3�% @�	�!�:  

(((( )))) →→→→≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−++++

→→→→≤≤≤≤≤≤≤≤++++

 9.0Z10/)220XX(P                      

9.0)b
~

XX(P

21r

121r  

(((( )))) →→→→≤≤≤≤−−−−++++−−−−  9.010/)220XX( F1 21  

)1.0(F
10

220XX 121 −−−−≥≥≥≥
−−−−++++

(((( )))) →→→→≥≥≥≥−−−−++++  1.010/)220XX( F 21  

 )>� �!�� )��4"���)�(+� �8� :  

   )10   (          2.207XX 21 ≥≥≥≥++++→→→→−−−−====−−−−   28.1)1.0(F
1  

 �	
�� 5	�!� 5�����)6(  

→→→→≥≥≥≥≤≤≤≤
−−−−++++

→→→→≥≥≥≥≤≤≤≤++++    5.0Z
15

250XX
    5.0)b

~
XX( )( 43

r243r PP  

→→→→≤≤≤≤
−−−−++++

→→→→≥≥≥≥
−−−−++++

−−−−   0.5 
15

250XX
     5.0

15

250XX
1 )()( 4343 FF  

)5.0(F
15

250XX 143 −−−−≥≥≥≥
−−−−++++  

 )>� �!�� )��4"���)� (� 	�?+� �8� :  

   )11   (          250XX 43 ≤≤≤≤++++→→→→====−−−−   0)5.0(F
1  

 +		�	
	�� +	�	
�� 5�!G��(10),(11) +		���!*� +	�	
�� +� F�� ?(5),(6) �2����� 79 

)7(�)1 (� 5!�� +� �8� � 	� �!	!K�� �8����� :��"� )��4"G��? �!��� 3�0 5��*

7����:  

0X  ,    0X  ,    227X  ,    258X  ,    490,38Z *
4

*
3

*
2

*
1

* ====================  
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)�� �� (                                      �	
���Exercises  

)�� ��(:  ���	��� ���	���� ������ ��	
 �����– ��� convert ���  !
 �" 

 #�$%�  �&'�%(� )*	" +
�,� ���
)CCP ( ��
�(�� �	���% &
�iγγγγ &�,$� -�.	
�� 


�� ��  / 0+�	����#%	
�� #�$%��  �&'�%(� +
�,��� ���.  
                                                21 X 2X 5Z.Max ++++==== 1) 

                     9.0     ,       b
~

X 7X 5 1121 ====≤≤≤≤++++ γγγγ    S.T.  

                                         32X 4X 8 21 ≥≥≥≥++++  

                                               0X,X 21 ≥≥≥≥  
 2��1b

~��3�  45��� &	�6�� 4�7���� 4��� 32====µµµµ 8�	�6 9���
�� 3====σσσσ.  
  

                                         321 X X 3X 2Z.Max ++++++++==== 2) 

                                  20X 3X X 4 321 ≤≤≤≤++++++++     S.T.  

                     8.0     ,       b
~

X 3X 1121 >>>>≤≤≤≤++++ γγγγ  

                     9.0    ,         b
~

X X 2 2232 <<<<≤≤≤≤++++ γγγγ  

                                         0X ,X ,X 321 ≥≥≥≥  
 2��1b

~�� 4�7���� 4��� ��3�  �$6� �%15====λλλλ :��" 02b
~ 4�7���� 4��� ��3� 

 45��� &	�6��20====µµµµ 8�	�6 9���
�� 5====σσσσ.  
  

                2
2

2
12121 X 3X 2X X 4X 3X 6Z.Max −−−−−−−−−−−−++++==== 3) 

                       9.0     ,       b
~

X X 1121 ====≤≤≤≤++++ γγγγ    S.T.  

                                           4X 3X 2 21 ≤≤≤≤++++  

                                               0X,X 21 ≥≥≥≥  
 2��1b

~ �$6� ;�%��� 4�7�� 4��� ��3� 1====λλλλ.  

� �   9&!�� ���& ;� ��/�-&�&< ���& �6,��� strictly concave ]= ��>? @=�[.  

# �   ���
�� ���� +
�,��� )*	"��A'�� ��B ������ #��	%� &�(�.  
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)�� ��(: +C	!
 D�
 �	�
E� ;�6 D�
 �	�
� �	
�" 4��� �	�
� �	"�< F&��  �,� 

 &���) :��	���� ��	%3�� ;"���20D	
�� ( ��	%3$� �
�"�� ��&���� 4��� �G' ;

)��C	��!"�� �	
�"�� 0��	%3��  %� 0���	 ( ;�"�� 2�� D�
�� ��H ; -&����� -&����

)��	%3�� ( ;3�,�	%�� �>$�'�� I�7��  .  �,�� 4���� &��� 4��� A' �G' ; �"�<��

3  ��&��+C	!
�� D�
�� ; -&��� -&�� ;��"�� �>$�'�� �	
�"�� ;.  

 �	�	% &&� JK�� +�	��� ��&���� �	�
L�  	%5� ;  %5 �" +* 	����%� ��	��� �6��M
 �	�	%�� &&� :��"A' �" +* �/G/�� I�7��� 4���� ���$A��.  

 ��&�)���N(  

 ��	%�� +* ;�" �" ; 	!�	�
�  �� +��� ��&���� &&�

)�	�
L� �O&6(  
 �	�	% &&�

 ��	��� �6��

	����%�M  
 ;�"C ;�"�� 

+C	��!"��  

 ;�"B  %� 

��	%3��  

 ;�"A 

���	��  

 %,��  

100 4 9 6 I 

120 10 5 8 II 

 �	�
L�  	%5� ;  %5 �" +* �����%�� �6�� �	�	% &&� &�&�� ��� �"�<�� 9&!��

 2���;"� 	 ��"� +C	!
�� D�
�� ; ���
�� ��&���� &&� ;�"� . F�'� -�	�6� �� ;�

� ����
 �6��� ��B ��&���� &&� ;�"�;"� 	 �5� �/"� �� I7� +* 7�� &��.  

 	$�M �$6� ;�%��� 4�7�� 4��� +C��<� ��3� �/� +C	!
�� D�
�� �$� #$A�� ;(�

20====λλλλ ]= ��>? �P[.  

#�$A�� :� �#%	
 ���	��� ���� ���
" �$"<�� �B	�? .  

��+�	���� ���
�� ����� � )*	" +
�,� ���
 ��� �	���% &
 �� ��
�(

95.0====γγγγ 09.0≥≥≥≥γγγγ 08.0≥≥≥≥γγγγ.  
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P�  �C*	"�� ��
�,��� ��	
�� ��–���� �$� #,�  / .  

)�� �P(: ��  ;	" ��� )*	" +
�,� ���
 ��� +�	��� +�	���� ���
�� ���1b
~ 

 ��3��7�� 4��� ���� �	��&� 		� 42 :��" 2b
~ 45��� &	�6�� 4�7���� ��� ��Q� ��3� 

5====µµµµ 8�	�6 9���
�� 01====σσσσ.  

321 X 5X 2XZ.Max ++++++++==== 

               86.0)b
~

X X X 2(P 1321r ≥≥≥≥≤≤≤≤++++++++ 

           75.0)b
~

X 2X 5X 3(P 2321r ≥≥≥≥≤≤≤≤++++++++ 
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)�� �� (��	
�                                        Introduction  

 �� ����� ��� ����� ��� ��������� �������  ���� !���� ��"�# !�$"���� !��

�������% &	�
��� ������� ��'% (�	)�*� +��#� ���
� �����  ����,)CCP ( -�#� ��	�.

�����
�� /���0���� /1��2� !# �% 32� 	��
'� ���� ��4�� �� ija~ 5 m,...,2,1i ==== 

n,...,2,ij ==== ���'2� �������% /�2�6�� �7� ��8��9. /���0��.  

 /��'2��� 32� �'. �����	 �$�
� �� ����� ��� ���ija~ /�2�6���� �7� ���� 

������� ���������:  

�� . ��	�ija~	��2��� <�6���� <��� ) �2��4��( -���'2�� )2
ijij ,σσσσµµµµ( �������� 	��2��� 

�$�) ����# ���
��	��2��� <�6���� -� .  

��  ��	�.ija~ <�6�� <��� 2χχχχ ���� /���	� )ijn.( 
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 >��� ��� <��� �����
�� /���0���� /1��2� -�#� ��'�2�� /�
��4��� -� ��?# -%

)ija~ (�� /�2�6���� <��� /@���� -� ��?# �� �7��� !�A� �% B1.% &��#��[51,131].  

 5�#���� ��	� �� ���� ���� �� �4)�� �������� �������  ���� ���� �� C�%

 �����
�� /���0���� /1��2� -� �?#% �% !��2� 	���ija~5 n,...,2,1j ; m,....,2,1i ======== 

���% <�6�� C� �8��9. ��0�� !?�� -�#� +��#��� ���
��� �������  ���� -D� 5(�'2� ���

-�#� ��	�. ������ �1) >��� 5/@���� (E2� �� �4) ��F �����  ���� -���� ��4�� 

�������� 	�
�� -� ib
~ �8��9. ��0��  �4)�� �������� �������  ���� -D� !������ 	2�

G�$�  ������ +��#��� ���
���C� �H�% ��4) �����  ���� ,5 �� !�$"���� >�� ������� ��# 

 I���� �����[51].  
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n

1nj

jjrP

\\\\\\\\

\\\\
  

          →→→→γγγγ====σσσσµµµµ−−−−−−−− ∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
========++++====

÷÷÷÷   x XXab ])[(
n

1j

2
j

2
j

n

1j

jj

n

1nj

jjF

\\\\\\\\

\\\\
  

 )22.29    (                       (((( ))))γγγγ====

σσσσ

µµµµ−−−−−−−−

−−−−

====

====++++====

∑∑∑∑

∑∑∑∑∑∑∑∑
1 

n

1j

2
j

2
j

n

1j

jj

n

1nj

jj

F

X 

X X ab

\\\\

\\\\

\\\\
  

 :�&F%��,1�� ������ %�� #"   #�	�(� 1�6����Z < (((( ))))γγγγ
−−−−1

F %��� %��- #"  %��,
�

 %����F��* %����=�� >����  γγγγ :�& <�,��  ���0 �� 	5��* ���&�4D	��&' 

 1�6���� %��,1��Z �-1 E&��� )�.(  ��- .�/ #�	��&' ��(� ���&� 4�F� G;��  ���

 �$	,� #��(�%��	�� %�)�' �H� ��.  
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 �	)�)���C( : �� 	�;1$ !/1a~ �-��� �	�
� ����� ���� 1�6�� 5 ��	��� 4< ��& 

#�	�� #�	��&' ��(�  

     )1  (                                10X 4X a~ 211 ≤≤≤≤++++  

 %����=� >���� ��* �$	,� #��(� ��- .�/9.0≥≥≥≥γγγγ.  

�&� : #�	��&' ��(� 1��*� IH*� :�&)4,5(N~a~1 ��(� %9	�� @�	*/ �,�� A�?$ < 

)1 (#�	�� �&�� .�*:  

               →→→→≥≥≥≥≤≤≤≤++++ 9.010X 4X a~ ][P 211r  

→→→→≥≥≥≥−−−−−−−−≤≤≤≤  9.0X 4/X 5X 410(Z ][ 2
1)12rP  

     )2        (                     (((( ))))9.0F
X 2

X 5X 410 1 

1

12 −−−−≥≥≥≥
−−−−−−−−  

�����0 �E&�� ) � (�� �0�:  

(((( )))) 28.19.0F 1 ====
−−−−  

 #$ 3��
��	�� ��(�� ���'  1F�)2( %��(� (((( ))))9.0F 1 −−−−�� �0� :  

10X 4X .567    28.1
X 2

X 5X 410
21

1

12 ≤≤≤≤++++→→→→≥≥≥≥
−−−−−−−−  

 �	)�)����( :#�	�� #�	��&' %0�1�� 2!��� 1��*�:  

)  1                                       (21 X 2X 5Z.Max ++++====  

)  2                             (25X a~X 5 2121 ≤≤≤≤++++   S.T. 

)  3                    (      10X a~X a~ 222121 ≥≥≥≥++++       

)  4                                  (0X  , X 21 ≥≥≥≥  
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:�&)1,2(N~a~22,)1,4(N~a~21,)4,3(N~a~12 41�6�� �)��%�+��* %�(��� .  

���F�� :C� %
-���� ��(� ��* �$	,� #��(� 2!��� .�/ #�	��&' 2!���� ��& 

<%��	��&' 4	��
���  

��  %����=� >���� ��*90.0  ,  95.0 21 ≤≤≤≤γγγγ≥≥≥≥γγγγ. .�/ #�	��&' 2!���� ��& 

�) #��(� �$	,� 2!�������� �)�' �&� �0�� �$	,�� #��(�� 2!.  

��  J�!, %����=� >���� ��*80.0  ,  90.0 21 ≥≥≥≥γγγγ≥≥≥≥γγγγ . 2!����� �)�' �&� �0��

�$	,�� #��(��.  

K� #$ ���&� ��� �1	- )C( �)�.(  

�&� :C��� 	��    2)a~(E  ,  4)a~(E  ,  3)a~(E 222112 ============  

�&�� .�* %�	&� I!" #$ #��(�� 2!���� G����:  

                                            21 X 2X 5Z.Max ++++====  

)  5                             (25X 3X 5 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

)  6                             (10X 2X 4 21 ≥≥≥≥++++       

                                       0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 #��(�� 2!���� �&���)�' �&� �� �0� IH*�:  

0      X,     5      X,     25Z *
2

*
1

* ============  

	��	�� �&� G;�� #�	�� �,���L.  

�� %����=�� >���� ��*� 90.0  ,  95.0 21 ≤≤≤≤γγγγ≥≥≥≥γγγγ ����(� ���&� �,�� )3(,)2 (

#�	�� �&�� .�* ��1�� .�*:  
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 �,�)���C(  

  
  

{{{{ }}}} →→→→≥≥≥≥−−−−≤≤≤≤   95.0X 525X a~P 1212r{{{{ }}}} →→→→≥≥≥≥≤≤≤≤++++   95.025X a~X 5P 2121r  

→→→→≥≥≥≥
−−−−−−−−

 64.1
X 2

X 3X 525

2

21→→→→≥≥≥≥−−−−−−−−≤≤≤≤   95.0X 4X 3X 525(Z }{ 2
2)21rP  

)7   (                              25X 28.6X 5 21 ≤≤≤≤++++  

�)��	�  

)8          (             {{{{ }}}} 90.0 10X a~X a~ P 222121r ≤≤≤≤≥≥≥≥++++  
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 %�1B� ��)���C (�� �0�1�6���  (((( ))))222121 X a~X a~ ++++ <	;�� �	�
�� ������ ���� L
:�&�:  

(((( )))) 21222121 X 2X 4X a~X a~E ++++====++++  

(((( )))) 2
2

2
1222121 XXX a~X a~Var ++++====++++  

#$ �	�
�� 1�6��� ���&�� #�	��	��#$ %��	����� 1��'  1F� ) 8 ( <#�	�- �	�
� .�/ �0�

 #$ �	��&M� �$	,�� �	��&' ��)8 (#�	�� �&�� .�*:  

→→→→≤≤≤≤−−−−−−−−≤≤≤≤−−−− ++++   90.0XXX2 X 410(Z1 }{ 2
2 

2
1)21rP  

 ���0 ���4D	��&'��,1�� %�  1�6��� #�	�(� �	�
�� E&���)� (�� �0�:  

28.1
X X

X2 X 410

2
2

2
1

21 −−−−≥≥≥≥
++++

−−−−−−−−  

 #��(�� ��(� G���� ��(�� �$	,��)8 (#�	�� �&�� .�*:  

     →→→→++++≥≥≥≥−−−−−−−−   )X X( 64.1)X 2X 410( 2
2

2
1

2
21  

)9    (100X 40X 80X X 16X 36.2 X36.14 2121
2
2

2
1 ≤≤≤≤++++++++−−−−−−−−−−−−  

 G����#�	�� �&�� .�* %�	&� I!" #$ �$	,�� #��(�� 2!����:  

)10            (                                      21 X 2X 5Z.Max ++++====  

)11          (                              25X 28.6X 5 21 ≤≤≤≤++++   S.T. 

)12   (100X 40X 80X X 16X 36.2X 36.14 2121
2
2

2
1 ≤≤≤≤++++++++−−−−−−−−−−−−       

)13                        (                      0X  , X 21 ≥≥≥≥  

�$	,�� #��(�� 2!���� �� �0�� #$ )13(�)10( ������ �,�� %�F� 1�9 %0�1� 2!��� 

%�F�� 1�9 %0�1�� ���	�� �&�N�10' �)� ]O[134,  .�* ���&���)�' �&� #�	�� :  
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0      X,     5      X,     25Z *
2

*
1

* ============  

%��	)� %�	&� : 4	��
�� �� 	�;1$ !/ja~�* 41�6��  %�+� :�&�),(N~a~
2
jjj σσσσµµµµ< 

 41�6����ja~ �����
� �, ��� 1�	6��� %�(��� 1�9 ja~<\\\\j
a~ >�	�� \\\\j j

σσσσ �:�&\\\\jj ≠≠≠≠ 

 #�	�(� 1�6��� G����Z#�	�� �&�� .�*  [90,91,85]:  

)   22.30        (

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑

∑∑∑∑

≠≠≠≠====
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++++σσσσ

µµµµ−−−−

====

 jj
jjjj
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2
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2
j

n
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)a~ , a~(Cov X XX 

X S
~

Z
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\\\\\\\\
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 ��(� 	�1��*� !?$)22.26 (�?$:  

→→→→γγγγ====++++σσσσ

÷÷÷÷µµµµ−−−−−−−−

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑∑∑∑

≠≠≠≠====

====++++====

 )a~ , a~(Cov X XX                        

)X X ab( 

]
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 jj
jjjj
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1nj
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)22.31        ((((( ))))γγγγ====

++++σσσσ

µµµµ−−−−−−−−

−−−−

≠≠≠≠====

====++++====

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑∑∑∑
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jjjj
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 ��(��)22.31 ( :�& #��(� ��-F #�	�(� 1�6���� %��,1�� %��� #" Z �����=�� 

 ���04D	��&'���� %��,1��  ��� �-1 E&��� #�	�(�)� (�	0�/ �,�� (((( ))))γγγγ
−−−− 1 

F  ��� 

#�	�� �	)�� #$ J�! G;��.  
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 �	)�)�� ��( : �� 	�;1$ !/21 a~,a~ :�&� �	�
�� ������ ���� 	�5�� �, ��1�6�� 

)2  ,  3(N~a~ 2
222 ====σσσσ====µµµµ < )1  ,  2(N~a~ 2

111 ====σσσσ====µµµµ 	�5��� 1�	6�� J�!, 

5.012 ====σσσσ<#�	�� #�	��&' ��(� 	�1��*� !?$ :  

)1           (                       20X 3X 2X a~X a~ 212211 ≤≤≤≤++++++++++++  

� ���F��� :�&� #��(� ��- .�/ IH*� #�	��&' ��(� ��&9.0====γγγγ  

#�	�� �&�� .�* #�	��&' ��(� %9	�� �,��:  

)2     (        {{{{ }}}} →→→→====≤≤≤≤++++++++++++   9.020X 3X 2X a~X a~ 212211rP  

)3  (      →→→→====
++++++++

++++−−−−−−−−−−−−
≤≤≤≤   9.0

X X 5.0X 2X

)X 3X 2(X 3 X220
Z }{

21
2
2

2
1

2121
rP    

                  →→→→====
++++++++

−−−−−−−−
  28.1

X X 5.0X 2X

X 6X 420

21
2
2

2
1

21  

)4        (    20X X 5.0X 2X28.1X 6X 4 21
2
2

2
121 ====++++++++++++++++  

 ��(��)4 ( #�	��&' ��(�� �$	,� #��(� ��-)1 ( %����=� >���� ��*9.0====γγγγ.  
  

 ��1��)�(  

)C(!/  �� 	�;1$ 21 a~,a~ :�&� ����(��� ��1�6�� )1,4(N~a~2 , )2,6(N~a~1  

�� �0��  �� �,� ���
�� @����� %���21 a~,a~  

�� 2!���� 1��*� #�	�� #�	��&':  

                                           21 X 4X 6Z.Max ++++====  

                                     10X 4X a~ 211 ≤≤≤≤++++   S.T. 
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                                    13X a~X 5 221 ≥≥≥≥++++       

                                    15X a~X a~ 2211 ≤≤≤≤++++       

                                         0X  , X 21 ≥≥≥≥  

 %����=� 4	����� ��* �$	,�� #��(�� 2!���� �0��7.03 ≥≥≥≥γγγγ,8.02 ≥≥≥≥γγγγ,90.01 ≥≥≥≥γγγγ 

 %��	��&' %)H)� ���(�����1�� .�*.  

)�( �� 	�;1$ !/321 a~,a~,a~ %�(��� %�+��* 41�6�� )1,0(N~a~1<)3,0(N~a~2 <

)1,5(N~a~3 ��&  >���� ��* %+$	,� %���(� ���- .�/ %��	�� %��	��&' ���(�

1B	��� %����=��.  

90.0      50X a~X 3X a~ 133211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤++++++++  

80.0      30X a~X a~X 5 233221 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≥≥≥≥++++−−−−  

50.0      20X a~X a~X a~ 3332211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤++++++++  

)�(  �	, !/21 a~,a~1�6��  :�&� ���(��� 1�9 �)2,5(N~a~2,)1,2(N~a~1 J�!, 

2)a~,a~(Cov 21 ==== �����=�  ���� #$ %�+	�)� 4	
�����)�P�Q ( ���(� ��&

 %+$	,� %���(� ���- .�/ %��	�� %��	��&' .�* �(* �) <1B	��� %����=�� >���� ��*

%���(�� ���(�.  

90.0      100X 2X a~X a~ 132211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤++++++++  

80.0      20X a~ 3X a~ 5 22211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≥≥≥≥−−−−  

95.0      12X 3X 4X a~ 33211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤−−−−++++  

80.0      17X 5X a~X 4 43221 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤++++++++  
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)K ( �� 	�;1$ !/)1,0(N~a~i %�(��� %�+��* 41�6�� 3,2,1i ====  � 2!���� ��& 

��� %����=�� >���� ��* �$	,� #��(� 2!��� .�/ #�	�� #�	��&'��- �,� 1B	:  

                                          321 X 2X 4X 5Z.Max ++++++++====  

     90.0      20X 4X a~ 5X a~ 2 132211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤−−−−++++   S.T. 

    95.0            5X 2X a~ 2X 9 23221 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≥≥≥≥++++++++       

 80.0      15X a~ 2X a~ 3X a~ 5 3332211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤++++++++       

                                      0X  , X  , X 321 ≥≥≥≥  

)R (�� 	�;1$ !/ )1,0(N~a~i < 2,1i ==== ��� 1�	6�� ��	
�� 21 a~,a~ �&�� .�* 

1)a~,a~(Cov 21 ==== . �� 	�;1$ !?$2211 X a~ 3X a~ 2S
~

++++====�0�� :  

C� 1�6���� #�	��&' ������ S
~)  ���� ������)�P�Q.((  

�� ��& 1B	��� %����=�� >���� ��* %+$	,� %���(� ���- .�/ %��	�� %��	��&' ���(�:  

90.0      20X X a~ 5X a~ 3 132211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≤≤≤≤++++++++  

80.0      18X 5X a~ 3X a~ 2 232211 ≥≥≥≥γγγγ→→→→≥≥≥≥−−−−++++  

)Q ( �� 	�;1$ !/ia~ <3,2,1i ==== 41�6�� :�&� %�(��� 1�9 %�+��*  

)1,5(N~a~1 ====σσσσ====µµµµ<)3,10(N~a~2 ====σσσσ====µµµµ<)4,15(N~a~3 ====σσσσ====µµµµ  

          1)a~,a~(Cov 21 ==== <5.0)a~,a~(Cov 31 ==== <5.0)a~,a~(Cov 32 −−−−====  

���F�� :C�  �	, !/22111 X a~X a~S
~

++++==== � 1�6���� #�	��&' ������ �0�� 1S
~.  

�� �	, !/ ∑∑∑∑
====

====
3

1i

ii2 X a~S
~ � 1�6���� #�	��&' ������ �0�� 2S

~.  
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�� ��&  %����=�� 4	����� ��* %+$	,� %���(� ���- .�/ %��	�� %��	��&' ���(�

@1B	���.  

90.0   ,     10X 4X 3X a~ 13211 ≥≥≥≥γγγγ≤≤≤≤++++++++  

80.0   ,   15X 7X a~X a~ 232211 ≥≥≥≥γγγγ≥≥≥≥−−−−++++  

95.0   ,   20X a~X a~X a~ 3332211 ≥≥≥≥γγγγ≤≤≤≤++++++++  



  
  

)٤-٢٢ (ija~ 2امربع ك تتبع توزيع

)n(
χχχχ               نماذج البرمجة المقيدة: الباب الثاني والعشرون  

ً                                                                                      أحتماليا بمعلمات عشوائية
ija~  
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)�� ��( ija~� �	 
�� 
���� 
��) 2
)n(χχχχ(  

Chi-square Distribution~ija~  

 �������� �������� ���� ��	� ������� �	���� � ���	 � ja~ ������ 

��!� ��"���# .�� ���%�% &�' �(��� �)* � � +��', -�./�', ��(���� � 0

)CCP ( 1�%�� ��%�2 �����' .%# �" �	 ��%��� .��3 4�5 �����67� .����� ���6� � 

 ������ �	 �, 8�� .�!� ���6 � ja~ 
��� �9% �	 ����' ��"���# ������ ��� 

 
����2
d j

χχχχ ���6 ��!�.� )jd.(  

0 �	 �%��� .�3 4�5 ����67� .���� ���6� +�:���;�, < ����67� 
������ .�.6� 

 ������S
~=�6 :  

∑∑∑∑
====

====

\\\\n

1j

jj X a~S
~  

 ������ ����67� 
������ ?����, ;�, -.�% &�' �(��� �)* �  @�)�<S
~3 A)��  �.

Sangupta �%' BCD� 
���� ��� A)��� 2χχχχ E�	��� ��F non-central chi-

squared dist.)  �(��� �G%,)�H�� ([130,131,51,127].(  

 
���� -�./�', �:�'� -.�� ��G% �	��<2χχχχ  ������ E�	��� ��FS
~�� I)* �   @�)� 1���6

 
����� ������� J.# �.3 .� 2χχχχ�F �:'�, �9�./�', ��	� E�	���  
���� � 2χχχχ 

E�	��� ��F���	�� -!6�� ��) �����:��� �	���� �(�/ ��(�� .  
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)�� �� (                                      ��	
��Exercises  
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� .���� ./� �"��� ��&�� ">� (��(+��,� �
-� A���3 �
-. 

)�(.��  "	� �
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9.  1�2 �D82
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)�� �� (�	
�	                                        Introduction  

 � �������� �������)����� (����� ����� ������� �	 ���� ������� !�	�  

 ��"#�� �$	%���)��"# %�&  !�	� ���� ��		 �'�(�) ( �*��	 ������  !�	� +�, ����	��-�

%"�� � .�	/0	�� �� �( 10� ���� �	
�2 
���/� �	�-� 3)ib
~ ( ���� �	
�2 �'�(�)

 �� �( 10� 
���/� %��-� 3%"�� � ��%�%��� .�%�4�	�� .5	�0	)ija~( n,....2,1j ==== , 

m,.....,2,1i ==== �6	�  
�2 7�!� ��	�/0	 ����	��( .�0�8�� �9� ��*���2 .�%�4�	

	 ����	:	 .�����iγγγγ ;�/�( <�
#��:� �'�( �	�/0	 ))CCP.(  

 >����� ;����� >�6� "���%( ;���� �!? "��%��)�� ( >��"� @�/2 >/"� �( ��	��

�9	�
�� >����� >%"/� %���	.  

 �*��	 ������  !�	� +�, ����	��-�  !�	��� ����� ������ 3�� ;���� �!? ��

� �	
�2 10� ���)�� �( ( 3
9�� ���
 � ��%�%��� .�%�4�	�� .5	�0	jC
~ .�%�4�	 

��*���2 ��	�/0	 ����	��( .�0�8�� .�! 0� ��� ������� �!? <�� A
�2�) ) %���0	 A
 ��/�#	

� �/6		 � 
2������ ��%�%�decision's rules����   3
? ���
 ����� �9���( +/2 <��

������.  

��%�%��� 
2����� : ;����:� �*��	 ������ ���
 +�, ����	��-� 3
9�� ���
 ����� <��

 �0��"� �/��	�� �0��" +/2 
	�0� ��/�#	 ����	��-� .�	/0	/� ����	��-� .�0�8����jC
~ 

 3
9�� ���
� ���	��-� C�8���� ��������Z
~.  


�2� ������� �!? <�� A %���0	 A
0� ���)�9	?( �	������� %���0	�� :  

�� �0D��	�� �	���� %��0	 Expected Value Criterion3
9�� ���
�  . �&����

 E� +	�� ������ F!? � �/��	��E-model [40].  
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�� %�4�� %��0	 ������� Minimum Variance Criterion3
9�� ���
�  .

 �&���� E� +	�� ������ F!? � �/��	��V-model [39]. 

�� %��0	 ���	-� ���
 <�G0� Maximum Likelihood Criterion 3
9�� ���
� 

 ����	��-� E� +	�� ������ F!? � �/��	�� �&����P-model [38] . <�� A
�2�)

 ����	:	�� .�����	� ���0	 <�D 1�%�(iγγγγ , ,.....2,1i ====. 

 <�D 
�
�� +/2 %
�D �& %�%��� !#�	 ���� .H���� �	 %�6� � ����iγγγγ �� �

 ����	:	�� .�����	 %���2( ��	� ������ F!?iγγγγ �9$	
 <��� �'�( ��%�%D .�%�4�	 )

 F!?  %
��� ��������� 3
9�� ���
 � ��/�#	 ;����:�-� .�� ��/�#	�� ;����

 ���5��� �$	%� ����2Reliability Programming [121]. 

I� %��0	 3
9�� ���
� +/6	�� 
�
��� Optimum Limits Objective 

Function Criterion.  

;���� �!? ���������� F52( A%��!	�� %���0	�� <�
�� +�, ��'J��   ������ 3��

� +/2 ����/� ;����-� 10� �'�() ���5��� K����	� +/6	�� <���Reliability 

Measures <�G�/� )�/��	�� ��� �(.(  

 3
9�� ���
 ���� � �����"� �/6	( A
2 �'�( ;���� �!? � ������ 3�� 7�!�)

<�G��� ���5� K��D +�, ��'J�� ����	��-� 
����� 10�� 3
9�� ���
 �'�(� ����	��-�).  

  

  



  
  

  ًأحتماليا نماذج البرمجة المقيدة : والعشرونالثالث  الباب               معيار القيمة المتوقعة) ٢-٢٣(

   عندما تكون دالة الھدف متغير عشوائي                                                                           

  
  
  
  
  

  
  
 

- ٢٩٥ -  

)�� �� (   ��	
��� ����� �����Expected Value Criterion 

���� 
��� ��� �������� ���� ��� �� ����  �!":  

   )23.1(           ∑∑∑∑∑∑∑∑
++++========

++++====

n

1nj

jj

n

1j

jj
\

\

X CX C
~

Z
~

 .)Min or.(Max  

 $��jX %������� &���'��� �" ��(� jC &)���� jX ������� ���� �  ) *�jC 

��+�
(� ��, &�����( %jC
~

 &���-
� &�! ��+�
(� &����� ��
��� �������.  

 !��
 �������� ���� /�
�� 0�� ��1�1� ��� ������ 2�� &��	
 &����1�Z
~

 

������ ��� �".  

 ��1 � )3455 ( �� /6 0�	Charnes and Kirly  7!
��E-model 

 ���� /��8�1� 
9 /�
��� ����� ��8���
Z
~

 ��(� $�� �� ��	
��� �����8 �������� E 

 ��	
��� ����� �"Expectation% �  ���� /��8�1� ����8
 )23.1 (����� ����8:  

   )23.2(   ∑∑∑∑∑∑∑∑
++++========

++++====

n

1nj

jjj

n

1j

j
\

\

X C)C
~

(E X)Z
~

E( .)Min or.(Max  

 $��)Z
~

E( :	
� �" ��(� Z
~

 ;!6 %)C
~

(E j ��'��� :	
� �" ��(� jC
~

 . �� <�)�


 = ������� :�-
�� ���
��� >�?�� @ ������ �!9 0��A�1�Z
~

.  

 /�B�)���3( : �8������� ������� �C��8� 7!
��:  

   )1            (           2211 X C
~

X C
~

Z
~

 .Max ++++====  

   )2             (        10X X 2 21 ≥≥≥≥++++  S.T.  

   )3(                   40X 8X 5 21 ≤≤≤≤++++  
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   )4            (             2X2 ≤≤≤≤  

   )5              (           0X ,X 21 ≥≥≥≥  

 $��)4,10(N~C
~

2 ====σσσσ====µµµµ , )1,3(N~C
~

1 ====σσσσ====µµµµ.  

>
�?�� :3 � ���� /
� Z������ ��� �" .  

��D���� ��� >�� 0B ������ 7!
��� /� .  

/�� :3�E8  �  �������� ���� /��8�1)1 (�8F8G� �� ��	
��� ����:  

   )6        (           21 X 10X 3)Z
~

(E .Max ++++====  

�� 7!
��� /�8
 )5(�)2(,)6 (/B��� /�� �� �C� ��?A �C��8 7!
��6  

   )7(      0.2      X,      8.4      X,      4.34)Z
~

(E *
2

*
1

*
============  

���� /6(�
) ���3(������ 7!
��� ����8� /�� F�
� .  

 �� ��8
21 C
~

,C
~

 ;!6 ������ :�-
�� ���� /6 :8�� Z
~

 �
6� �� /����� �H  ����8 Z
~

 

 I
�1� 
� �� /	�34.4 I
�1� 0.5I�A� 2��8�8 
� :  

)   8                                    (5.0)4.34Z
~

(rP ====≤≤≤≤  

 �  /��
)7 ( ���� ��	
��� ����� /B��� /�� /B��Z
~

��8���� �  !AE� 0 �6
 %:  

� �   ��'��� ���8�Z
~

.  

> �   ����'��� ������� :�-
��21 C
~

,C
~

 = ������� :�-
�� ����8
 Z
~

. 

7 � ������ 7!
���  /����� ��� ���� ��� ��B�� ����� �?�� @ J)�� /
���

����� !A�� J���� ����.  



  
  

  ًأحتماليا نماذج البرمجة المقيدة : والعشرونالثالث  الباب               معيار القيمة المتوقعة) ٢-٢٣(

   عندما تكون دالة الھدف متغير عشوائي                                                                           

  
  
  
  
  

  
  
 

- ٢٩٧ -  

 /6()���3(  

  

 �
�8� J!9 !AE� �
1 ����� /
GK� � 
)�( �)7 ( ������� 0��A�1� ��� ��8���� � 

I�A��.  

 /�B�)����( :�8������� ������� �C��8� 7!
�� :  

   )1             (          221 X C
~

X 10Z
~

.Max ++++====  

   )2                (     b
~

X 2X 3 21 ≥≥≥≥++++  S.T.  

   )3                  (    0X X 21 ≥≥≥≥−−−−  

   )4                  (    5X1 ≤≤≤≤  

   )5(   10)C
~

(E 2 ==== , 0X ,X 21 ≥≥≥≥  
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b
~

 ������ :�-
�� :8�� ��'�� )2,10(N~b
~

 �  7!
�� �" ������� 7!
��� /
�

 ���� L���� ���
�E� I
�1�8 �����)2 ( �� �86�0.95.  

/��:  

   )6                  (21 X 10X 10)Z
~

(E.Max ++++====  

������� ���� /�
�� �6��
:  

   )7           (         95.0)b
~

X 2X 3( 21rP ≥≥≥≥≥≥≥≥++++  

 >�8� �" M
C��8
)�3 ( ���� /�
�� �6�� N�H )7 ( /
��C 0��A�1E8 ����� ��	 �"

 L���8 �1���� ������)� (���� 
��� ���:  

   
(8)                  65.1X 2X 3                                        

)95.0(X 2X 3    95.0)X 2X 3(

21

1
2121 FF

≥≥≥≥++++→→→→

≥≥≥≥++++→→→→≥≥≥≥++++
−−−−

  

 O �6�� ������ 7!
��� F8G�
���� 
��� ���:  

                          21 X 10X 10)Z
~

(E.Max ++++====  

                   65.1X 2X 3 21 ≥≥≥≥++++  S.T.  

                      0X X 21 ≥≥≥≥−−−−  

                      5X1 ≤≤≤≤  

                     0X ,X 21 ≥≥≥≥  

 /�8
 ��?A �C��8 7!
��6 J)�� ������ 7!
���/B��� /�� �� �C�  

0      X,      55.0      X,      5.5)Z
~

(E *
2

*
1

*
============  

 F�
� ���� /6(�
������ 7!
��� ����8� /��  
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)�� �� (��	
�� ����� �	���  
Minimum Variance Criterion  

 ��� ������ ����� Charnes ��� ��	
� ����� �� ��� ���	!�� ��� "# 

 ���	��$% &�'�Z
~�� ��(�� ) 23.1 ( ��� )�* ���	��$% &�'� ��� +�#$�� �	���!

 ����,� &�-[36,37]. ����� �� /�$ ���� ��	
� )Z
~ ( ��� �	0�* ����jX 1 

n,...,2,1j ==== ���� ��� 2	��$�� 3#�0� 4�#�� +�0� ��� Z
~ 	'��#� �5 )Z

~
(E +�� 

6� � 7�	
�
 #� 1�!�� 	�:  

    )23.3            (     N)]Z
~

(EZ
~

[)Z
~

(V.Min }{ 2
t

t

t ÷÷÷÷−−−−==== ∑∑∑∑  

 /�$)Z
~

(V ��	
� )�* ��9� )Z
~(# 1N 	�� 1:��0�� 2��;� ��5  ���5 2�� ��� <*

 +�
�� ����N ==
 )n-1 ( /�$)n ( ����� �0$]> 1�[.  

 �� 	�
#N #� )n-1 (� �	��� �� ��� �!��� ��	��	
 ��
	? ���	,� ��	
�� ����

 2	��$�� 2	�
�� 3#�0� @�� )A5Z
~ ���#��� 	'���� �5 )Z

~
(E.  

 ���	��$% &�'� ��� 	��
�5� <B�)Z
~

.(Min��	�� #$�� )A5 :  

    )23.4    (        ∑∑∑∑∑∑∑∑
++++========

++++====

n

1nj

jj

n

1j

jj X CX C
~

Z
~

 .Min
\\\\

\\\\

  

 2	�A��� �� /�$jC
~ 1\\\\n,...,2,1j ====�A,��� ��C#95 2�����  . ��� +�
��� #$���D�

 �� ���	��$% &�'�)23.4 ( ���� ��	
� ����� +?�� ��� ����,�� &�'� ���
)Z
~ (

��	�� #$�� )A5:  

    )23.5                   (∑∑∑∑
====

====

\\\\n

1j

j
2
j )C

~
(V  X)Z

~
(V.Min  
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 /�$)C
~

(V j ������ ��	
� )�* ��9� )jC
~(1\\\\

n,...,2,1j ====.  

�A� 	� E$(�# :�� ���  �� &�'�)23.5 ( �� ��4  ��F ���jX 1\\\\
n,...,2,1j ==== 

 ����
��quadratic function �
�$� convex��  ����,� 2������ jX ��� 

 ��C#9�� 2	�A��A� 2(�	�� +?��jC
~1\\\\

n,...,2,1j ====.  

�� 2������ ����,� jX 1n,...,2n,1nj ++++++++====
\\\\\\\\ �A?�� ��F  ����,�� &�'� ��� ��

 ��)23.5 ( 	'�D
 	�A5G �� ���	��$% &�'� ��� �� �A?��)23.4 ( ��F �$� ��

 �C#9��)(
n

1nj

jj X C∑∑∑∑
++++====

\\\\
.  

��  )A5 HA��� �!��)� ( �5 7�	
5 ����,�� &�'� ��� �#!� �� ����D
 3#�0� �����

 ������ ��	
�# :�#�Z
~�� ���	��$% ���� �� &�'� �	! <* ��	$ ��  &#�# 1���

 I���	
 	'� ��9�K/�$ :  

    )23.6    (                                             )Z
~

(V)Z
~

(EK ++++====  

    ��	�� #$�� )A5 ����,�� &�'� ��� J
��#:  

   )23.7   (}{}{
n

1j

j
2
j

n

1j

jj

n

1nj

jj )C
~

(V  X)C
~

(E XX CK.Min ∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
========++++====

++++++++====

\\\\\\\\

\\\\
  

     ���� �� E$(�#K	K�� �
�$�# ��
�� ��4  ��F ��� G. �#�,� ��	$ �� ��	��	
# 

 LA4�� +?�% +$� )A5 +�$� ��4 �) �E��]M[103,( �	���A� 	,�# ���,�� N<#��A� G

 ��)23.7(.  

O� ���� ��E�� #- &�'� �	! <* 	�� )Z
~ ( �����A� :�#�� )�* ��	
�� ��	K* �!�� @�B�

Z
~ ��	$� P<- �� ����,�� ���� J
��# �
�	� 7�	9B
:  
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    )23.8   (}{}{
n

1j

j
2
j

n

1j

jj

n

1nj

jj )C
~

(V  X)C
~

(E XX CK.Max ∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
========++++====

−−−−++++====

\\\\\\\\

\\\\
  

    �#==$(=====� �� E=====��======= �K� ======== �)23.8 (��=======� �====,==�====== 7�concave $===�==== /

)))Z
~

(V.(Max)Z
~

(V.Min −−−−==== (]�[128,78, . �!�� ��	��	
#5 +#�$� )A

��4  �#�� N<#��� �#�� �#!� 	���5 ��	$� P<- �� N<#��A� LA4�� +?�% +$�.  

 +	?�)����( :��	�� ���	��$% �0��
� N<#�� �
�5�:  

)   1                       (221 X C
~

X 10Z
~

.Min ++++====  

)   2                     (15X 5X 3 21 ≤≤≤≤++++  S.T.  

)   3         (             10X 2X 5 21 ≥≥≥≥++++  

)   4                      (1X2 ≥≥≥≥  

                            0X ,X 21 ≥≥≥≥  

 /�$2C
~ :�#�
 �	���� :�I#�� :
�� �C#95 ����� 5 ��	
�# 2.  

H#A4�� :�� �	��$% &�'� ��� +#$ &�'� ��� :�#� �	���� 	,�# ����,� ��� )�* ��G

Z
~1��	$� P<- �� ���,�� N<#��� +$ �? .  

�� &�'� ��� ��	
� ����� �	���� 	,�# ����,� ��� )�* ���	��$% &�'� ��� +#$ GZ
~ .

��	$� P<- �� ���,�� N<#��� +$ �?.  

$�+ :�� ���� :�#� ����� �	���
 	�< � <* Z
~J
�� ����,�� &�'� ��� �B� :  

)   5                       (21 X 5X 10)Z
~

(E.Min ++++====  

�,�� N<#��� +$
#� �� �)4( �)2(,)5 (+?�% +$� �� �0�  
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1      X,      6.1      X,      21)Z
~

(E *
2

*
1

*
============  

 +$� �4,� JK#� ��	�� +!9�#)A?��  

 +!9)����(  

  
��  ���A� ��	
� +�� �	���� 	,�##G)Z

~ ( J
�� ��	$� P<- �� ����,�� &�'� ��� �B�

��	�� #$�� )A5:  

    )6                      (2
2X 2)Z

~
(V.Min ====  

�� ���� �� E$(�#)6 (�
�$� ��4  ��F ��� .�F N<#��� +$
#�  �4 �)4(�)2(,)6 (

 Q��0% �,��4 �� ��D
]M[141,+?�% +$� �� �0� :  
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1      X,      2      X,      2)Z
~

(V *
2

*
1

*
============  

��	�� +!9� �� JK#� #- 	�! 	��	�
 +$� J�K#� �!��#G)     ��� L$A� �E��(:  

 +!9)���O( 

  
  

 1 

                 2 

           3 

     4 

1X  
-4       -3       -2       -1             1       2       3       4       5       6 

7 
 

6 
 

5 
 

4 
 

3 
 

2 
 

1 
 

0 
 

-1 
 

-2 
 

-3 
 

-4 

2X  

(3.33,1) 

(2,1) 

(1.053,2.368) 

(1.6,1) 
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)�� �� (�	
�� ��� ����� �	���  
Maximum Likelihood Criterion  

 ���Charnes ��� ������ ���  ��! "�#� ��� $%&� '	��&( ����� �	��� 

���� �& certain limit ')�� "�#� ��� *+ �)
( �( ��,�� �-�� 	���! ."�#� ���%� 

���,�� ���	��&( /	��0�� 	#� ��1�2! /��3�� . �#+ ��� 56� �&���( �� '�( ��7���

'	��&( ��� '
2 *+ "�#�.  

 ���	��&8 "�#� ��� 	��7�!( 9:+)Z
~ ( *+)23.1 ( ;��( �& ��-� �6��+( �%+

 ��,��)0L ( ����� "�#� �	
 9< ��	& *+ ;,!( �&�)0U (( ��,�� ��	& *+ 	6�=
��3>�� . ���&� ��� ?�&0U,0L��%� 9��� $��@ �! .  

�	���� ��7�!( *�	��	7�:  

    )23.9  (    ������ ��	& *+   ←←←←>>>>   )LZ
~

(.Max 0rP  

�(:  

    )23.10     ( ��3>�� ��	& *+←←←←≤≤≤≤   )UZ
~

(.Max 0rP  

�%,@(� ;,!  *+ ���	��&8 "�#� ��� '��&� ��7 *�	��&8 B9����)23.10(.)23.9( 

����%� ��� ;�<B9���� ;,! �%,@(� �( '	��&8 B9���7  C7 P-model ��,
 ;�< �7�� 

 '	��&(Probability . *+ �����)23.9 (���
��� ���� '�
� �! D�	7! *E ��3��,� 

 *1�2��Z
~F��( D�	7�7 �( :  

    )23.11   (                    )L(1)LZ
~

( 00r FP −−−−====≥≥≥≥  

 ?�&F ��3��,� ���
��� 5�0��� ��� Z
~.G�9
  *+ ���,� �7���	7 )23.10 (�( �-�:  

    )23.12   (                       )U()UZ
~

( 00r FP ====≤≤≤≤  
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 ���
��� ���� �( ?�&F����%� /��3��� *+ ��� .  

 ��- �	��� ��� �	���� 9E �( �H�� *�	��&8 5�0��� '
2 �	7�!8 *+ 9�I� J�8

 C�Z
~���	�� K	7�L� @%+ ������ ��&	�� �� �
�� :  

( �   *+ ����)23.12(�)23.11 (�� *+ ��@� ��H ��� D�	!= ����%� /��3�jX 

 ���	��&8 "�#� ��� /�	
 9< ��	& *+ ;�&Z
~ /��3��� *+ ��@� ��� 

 ����%�jX .n,.....,1n,n,...,2,1j ++++====
\\\\\\\\.  

K �   ���
��� ���� ����F>� ��7 �>&�� M �&��� �)1F0 ≤≤≤≤≤≤≤≤( N( '�-� 	�� 

 ���,� K��%�F �,
2�,� ')�8 '&� ;,! �)O� ��7
 ��)I� . *+ �>	� �M>7�

��7
� �-&� /9 ��%�7@�� '
	2��.  

 P���( QR!( D��
9�� K	7�L�Sengupta ���� *�	��&8 ��%� �����( ������ 

 "�#�Z
~�� "�� 	�
 ��� K�,�I7 �
�� *�	�� '>M� *+ G�9 S6.  
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)�� �� (   �	
�� ����� �����Optimum Limits Criterion 

�	
�� ������� ��� ������ �� �������� �� � ���� �	
�� ����� �� 

)23.1 (�	� ���� !"�� ��# ��$.  

 ��# ��&'(� )�* Sengupta  )�+�� �� �,- �����)��.�� �- ( ���� ���

 �� � ����)0L ( �	/� ��� ��.�� �- )�+��� ���� ��)0U ( ��)23.10( �)23.9 (

 �������� �� � ��� 0���� �	/ ����� 1����� ��������)Z
~ ( 2"�� ������- ��* ��3

 ��0L �- 0U4��#�� )�	�� ��5  �����6� γγγγ)�	��  . �������� �� � ��� 0�����

 )�+�� ��3 �� � ������ ��� ��30L ��.�� �- 0U 07, 8� 9�: !"�� ��# ��$ 

������ �	
������� ������ )�,�#- ��;� )�- !"�� ��# �	
�� 07, 8�� <�	
�� .  

 =7����� 2��> )�,�#- 8� ���$�� ������- ��* ��3 �� � ��� 0�����

transformations ?��� �� � ����� @�# ��� )��.(  

 ����������#� ������� 8� 0"�- ������ :�) 8������ 2*���(  0$A :,6� � �

 �� � ���� ������� 2�;���Z
~ ��  �	/ 0���� 8� ���� :,�� 8$�� B�� <����/�

 �	/ 0$ ����#� ������� )�,�#6� � �	/ 0���� )�� ��� =���	��� 8� �
$- =���	��

�	
�� 07, 8� 9�: !"�� ��# ��$ C��.  

 0�
�)�� �D( : ��	��� B�� <����� ������� �>���� F:��� ���/-1C
~��.��  

 2*��� ������ 2�;��� 2��� �G�A/10 8����� 4.  

)   1                       (211 X 10X C
~

Z
~

.Max ++++====  

)   2                     (15X 5X 2 21 ≤≤≤≤++++  S.T.  

)   3                     (10X 2X 5 21 ≤≤≤≤++++  

)   4                          (0X ,X 21 ≥≥≥≥  
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?�	H�� :&� �� �������� �� � ��� 0�� )1 ( )�,�#6� ������ ��� ��� ��3

 �� � ���� ���� ��� )�+�� 8������Z
~�����6� 4��#�� 9�:�   

-� 5.0====γγγγ?                  � 9.0====γγγγ  

������� F:���� 0�  �� �)& ( 8� ���� 0$ ��)- ( <)?.(  

�� �� IG���� 8�� 8��* )- ( <)?.(  

0�� : 8- ��"�� :30L �� � ���� ���� ��� �� Z
~  �� ���� 0���� 8$�� J�K�)1 (

����� ���� �	/ ������- ��* ��3:  

 1})X/)X 10L{( C
~

(  )LX 10X C
~

( 1201r0211r PP γγγγ−−−−====−−−−≤≤≤≤→→→→γγγγ====≥≥≥≥++++  
)5(  

�� �� ��.��� 8-1C
~ �#��* ����� ��.�� ��3 J	���� 8$�� ������� ����� ��.�� ) �+�-

 0�L�)���� (( ������� !����)5 (������ ������	� �G��$�:  

 1})X 2/)X 10X 10L{( Z( 1120rP γγγγ−−−−====−−−−−−−−≤≤≤≤  

4�,- M����� �-:  

)6           (             1
X 2

X 10X 10L
 )(

1

120F γγγγ−−−−====
−−−−−−−−  

 )�,�#6�� @�	�)� ( ���$��� ���	�� ��.��	 �#���� ������Z8- �>� :  

-� ��/ 5.0====γγγγ 86� 0F ====  

)7   (    210
1

120 X 10X 10L  0
X 2

X 10X 10L
++++====→→→→====

−−−−−−−−  

����� C:� �� �G��$�� ������� �� � ��� !����:  
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)8     (                                 210 X 10X 10L.Max ++++====  

 ������ F:���� !��� �������� ��H, ��� ����� C:� �� �� � ��� 8- +�7��

)4(�)2(,)8 ( �� ������� F:���	� N��$��)4(�)1 (��H, �>��� F:��� . 0���

���� �	/ 0
�� 0�� 8- �>� F:����:  

)9     (368.2      X,      053.1      X,      21.34L *
2

*
1

*
0 ============  

� 0�� !"�� ����� 0$A�������� 0
�O  

 0$A)����(  
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 �� 0���)9 ( 2*��� ����� )�,�#6� 0�	� N��$�E < �� 0���)9 ( ��� 8- �"�- ����O
 �� �������� �� �)1 ( ����� 8/ ��;�34.21 0����6� 0.50) 50%.(  

?� ��/� 9.0====γγγγ �>� 28.1)1(1F −−−−====γγγγ−−−−−−−− �� P�������� )6 (8- �>�:  

210
1

120 X 10X 44.7L  28.1
X 2

X 10X 10L
++++====→→→→−−−−====

−−−−−−−−  

����� C:� �� �G��$�� ������� �� � ��� !����:  

) 10                (                  210 X 10X 44.7L.Max ++++====  

������ 0
�� 0�� !"�� ����� 0$A��O  

 0$A)���Q(  
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 F:���� 0���)4(�)2(,)10 (���� �	/ 0
�� 0�� 8- �>�:  

)11     (368.2      X,      053.1      X,      514.31L *
2

*
1

*
0 ============  

 0��� ��)11 ( �� �������� �� � ��� 8- ����)1 ( ����� 8/ ��;�31.514 0����6� 

0.90) 90%( < �����6�� 4��#� M���; 8- +�7� 9�:$γγγγ 8� 0.50 ��3 0.90 ��3 R�- 

�� ��� S 0
�� ����*
0L 8� 34.21  ��331.514 �	/ ?�����.  

 0�
�)����( :����� ������� �� � �>��� F:��� ���/:  

)   1                       (2211 X C
~

X C
~

100Z
~

.Min ++++++++====  

)   2                     (15X 5X 3 21 ≤≤≤≤++++  S.T.  

)   3                     (10X 2X 5 21 ≥≥≥≥++++  

)   4         (             b
~

X2 ≥≥≥≥  

)   5              (        0X ,X 21 ≥≥≥≥  

B��: 
)32.1,5exp(~b

~
====αααα====λλλλ,)2,5(N~C

~
2 ====σσσσ====µµµµ,)1,3(N~C

~
1 ====σσσσ====µµµµ  

=��.�� 0
�����G�A/ �	��#� .  

?�	H�� :&��#�� ����� ��� ��� ��3 �������� �� � ��� 0��  �����6� 4�

9.0====γγγγ .  

�� ������� ���� 0�� )4 ( �����6� 4��#� ��/ ����� ��* ��38.02 ====γγγγ.  

��N��$�� ������ F:����� ������� F:���� 8�� 8��* .  

0�� : 8- ���21 C
~

,C
~ 8K� ������� <8�	��#� 8������ 8��.�� Z

~��.�� �G�A/   2���

� 2�;��� �"�- �����O) ���+� �+�-)���&.((  
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2
2

2
12211212211 X 4X)X C

~
X C

~
V(  ,  X 5X 3)X C

~
X C

~
(E ++++====++++++++====++++  

→→→→  

→→→→9.0)100UX C
~

X C
~

(  9.0)UZ
~

( 02211r0r PP ====−−−−≤≤≤≤++++→→→→====≤≤≤≤  

→→→→9.0
X 4X

X 5X 3100U
Z
~ )(

2
2

2
1

210
rP ====

++++

−−−−−−−−−−−−
≤≤≤≤  

 C:� �� ������� �� � ��� !���������:  

)6   (    2
2

2
1210 X 4X28.1X 5X 3100U.Min ++++++++++++++++====  

��  ������� ���� ����$ M��/- 8$��)4 (����� ���� �	/:  

)7  (           →→→→≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥≥≥≥≥  8.0)X(  8.0)b
~

X( 22r FP  

 ���+� 8��)�T�&T ( ����$ 8$��)7 (����� ���� �	/:  

)8  (0.1X  32.032.1X  )8.0(X 22
1

2 F ≥≥≥≥→→→→−−−−≥≥≥≥→→→→≥≥≥≥ −−−−  

����� C:� �� ������ F:���� !����:  

        100X 4X28.1X 5X 3U.Min 2
2

2
1210 ++++++++++++++++====  

                       15X 5X 3 21 ≤≤≤≤++++  S.T.  

                       10X 2X 5 21 ≥≥≥≥++++  

                   642.1X2 ≥≥≥≥  

                         0X ,X 21 ≥≥≥≥  

�� - ( F:���� �� �������)5(�)1 ( ������ =��.��� �� ��H, �>��� F:���jX <

2,1j ==== ?��� F:��� 8$�� <�H, ��5 F:��� C7/- ������ F:����� convex 
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 ����� ��� � �$�� ��H, ��5 �� � ���� ��H, ����� 2��>�convex �"�- O
]U[103,� J	� 8$�� < )�,�#6�#- ��- ��H,� ��5 �>���� ?��[128,148] 

0
�� 0�� �	/ 0�����@	H�� .  

? ( �� ������� �� � ���)6 ( R������ ����V� 2*��	� !>�� W��>� 8/ M���/ ��

 �������� ���	�Z
~ ��� ��.�� 8- ���� :�� <0UV� 2*��	� ��.�� ����  ����

 X� !�>��� 8;�� ���� R������OZ
~ 8�� 2��> ������ :� 86� 4�,- M����� �- <

����� C:� �� ��� 8������ 2*��� R�����O.  

 0�
�)���Q( :����� ��H,� �>���� F:��� ���/-:  

)   1                       (221 X C
~

X 4Z
~

.Max ++++====  

)   2 (                 80X 8X 01 21 ≤≤≤≤++++  S.T.  

)   3 (                72X 12X 6 21 ≤≤≤≤++++  

)   4            (          0X ,X 21 ≥≥≥≥  

 B��2C
~ 8���	��� �#� 2�;��� 2��� �G�A/ ��.�� )10,2 ====αααα====λλλλ.(  

?�	H�� :& ���  �����6� 4��#� ��/ ����� F:��� ��3 ������� F:���� 09.0====γγγγ.  

�������� F:������ ������� F:���� 8��* .  

0�� :&� �� � ���� ���� ��� 8- �����/- :3 0L)  ���+� �+�-)�� �D ((8K�:  

   →→→→====−−−−≥≥≥≥→→→→====≥≥≥≥   9.0})X/)X4L{(C
~

(    9.0)LZ
~

( 2102r0r PP  

→→→→
λλλλ

−−−−
====αααα−−−−−−−−→→→→====

−−−−
 )9.0ln(

X
X)X4L(   10.0

X

X4L 2
210

2

10 )( F  

   )5            (           210 X 053.10X 4L ++++====  

����� ���� �	/ ������ F:���� !����:  
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                         210 X 053.10X 4L.Max ++++====  

                         80X 8X 01 21 ≤≤≤≤++++  S.T.  

                        72X 12X 6 21 ≤≤≤≤++++  

                             0X ,X 21 ≥≥≥≥  

��  )�,�#6� �- ������ J	� 8$�� ��H, �>��� F:��� C7/- ������ F:���� 8- +�7��O
����� ���� �	/ 0
�� 0�� 8�$�� Y$	��#� ����H:  

0.6      X,      00.0      X,      30.60L *
2

*
1

*
0 ============  

������ 0�� !"�� ����� 0$A��  

 0$A)���((  
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)�� �� (�	
��� �����         Reliability Programming  

�� ����� ������ �	���
probabilistic systems  ����� ����� ��� 

queue systems  ���!� ����� �� Production systems�"� ����� �� #$%�� &' 

� (	(
� �	�)�� *� *�+	��
 ,-��+� .���� ��/ ��)� (��	 0	
��
��#���   ��/ .("

,-��+� .���� .( 2�	3�� ,-��+� .���� ��/ ����
� 4��	�)�56� �� ( �	
���

reliability measure 7���� �56�� �89 ���5� �8:; R *:; 1R0 ≤≤≤≤<<<<.  

 8���<=>? �	
��� 2�	3� ��$�@� A��	�"� .	(3�� .���)�� (	7�� R A�(3; '

	
��� �	��� �reliability theory *	� �B�"� ������ 4�� RC��"� D	7����  the 

age distribution �� �
� 4���
�� .���� A���+� *� *�+� �+  ����/

[109,136,54].  

������ ����� ���� E9; �	���
F� ������  8��� ����
E����� ' �	� ��"	 

��� ������  8��� �	
��� 2�	3�� (�	3� G	3
� ����
� H�I� �	���
�	���
 �(9�� 

(�� *� �J	� E���
��K.  

�	
��� ������!� 4; 8@I� E�� ������ #	��� *� #�$�� �)  .	�"� ����/

 �	
��� 2�	3�)����
L .	�"� M�(�	3� G	3
� �(9�� ( �
$  �� C�@� ,���"� �	N��

�� ,�%�@�� 2�	3�E; ����� .(/ �+� �� (	B G	3
��'+�	� !� *7���� H ,��5 0
R 0	
 

 *�R1R
0 −−−−====.  

 �	�7� *��� #�$�� .�(@��CCPE�	3	  8��� 4L 4���
��  8���� �	�
� E;  

 �	
��� �56� O�( *� ���+�	 H�� P;�+�),�%�@�� �� ( 4; ("� �	�	3	� �(9� ��(

�	�
�� '�J�� ���4$	 ��	; Q8 R.  
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 �	���I�� M���� *�+ �8:;tolerance measure(	3$  .B� )i( C���	 iγγγγ 

 *:; �3��� ���+8 ��+�Kiγγγγ (	3� G3
� ����
� E) )i( �	
��� 2�	3� *:; E����� '

 .B� (	3� G	3
�)i ( C���	iγγγγ �J	� K[136].  

 A��56�� E; ��( �) �
� �	
�� 2�	3� *:; E�����iγγγγ	 *� *+�	�  8@I

E��� �
�� 4$/ ��$�@� A�S�	�:  

   )23.12                    (                 ∏∏∏∏
====

γγγγ====
m

1i

i1R i)  

�) �
� �	
�� 2�	3� *�+	 ��
� U8) E;� (�	3� D	�� ����� �
� G3
	 *� ����
� 

AB�� 2�� E;.  

   )23.13                (       







γγγγ−−−−−−−−==== ∏∏∏∏

====

m

1i

i2 )1(1R ii)  

 ����
� �) �	
��� 2�	3� *�+	 ��
� U8) E;�3
	 *�G����� �
� ��+� �� (
��  

(�	3� *� . ��(3�� ���	 0	








γγγγ−−−−∏∏∏∏

====

m

1i

i )1( .(/ ����
�  �"� (�	3� G3
�K 4��	 �� ��

 ,�%�@���risk 7���� ,�%�@�$ 7��� ���� \\\\
2RE��� �
�� 4$/ :  

   )23.14                  (           ∏∏∏∏
====

γγγγ−−−−====
m

1i

i2 )1(R\\\\ iii)  

 2�	3�$ ������1R���"� *� �B�� 4$/ (
�� (��� ��
 E;  �iγγγγ 	 *:; ��� C���

 *� 4L C(6	 �8)0R1 ====� ' Q8 ���"� *� &���;� *+�	 ��
� U8) E;

ii εεεε====γγγγ'0i →→→→εεεε 2�	3�$ ������ ����� \\\\
2R ����"� *� (
�� (��� (�/ )1( iγγγγ−−−− 

��� C���	 *� 4L C(6	 �8) *I; \\\\
2R�J	� ��� C���	 K.*+�	� �J	� K *� &���;� 

ii )1( εεεε====γγγγ−−−−'0i →→→→εεεε.  
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 A��56�� (	(
� 4$/ �(�B �	S ���3� 8@�� *�+	 AF�
� *� �	�+ E;�iγγγγ �� 

)1( iγγγγ−−−− ����/� *+�	 ��
� U8) E;� 'iγγγγ 'm,.....,2,1i ==== �	S �	���B A��	N�� 

 ���$"�unknown decisions variables E���	� '�	���B A��	N��+ ���"�� �J	� K

G	3
� E; #S�	 ���3� 8@�� R��	:  

∏∏∏∏
====

γγγγ−−−−====
m

1i

i2 )1(R.Min \\\\ ��∏∏∏∏
====

γγγγ−−−−−−−−====
m

1i

i2 )1(1R.Max�� ∏∏∏∏
====

γγγγ====
m

1i

i1R.Max  

   )23.15   (    1R,R,R0     ,      10 221i ≤≤≤≤<<<<≤≤≤≤γγγγ<<<< \\\\  

 E; 2		�3�� (
� O�( �	�	+ RJ�� ��� �	��� �$���� E;�)23.15 ( ��( E;

�(9� . *� �
�	� E; 2		�3��)23.14(�)23.12 ( A��	N��� E; �	%@ �	S ���(iγγγγ '

m,.....,2,1i ====�
�� 4$/ �	%@ ���( 4L �9$	�
� *+�	 *+� ':  

 *� ��J�; �8L∏∏∏∏
====

γγγγ====
m

1i

i1R*� (�� *	;�%$ .�	��S�$� 8@I�; :  

   )23.16           (                           ∑∑∑∑
====

γγγγ====
m

1i

i1  lnR ln  

 *� ����iγγγγ 0	
� 10 i <<<<γγγγ<<<< ��(� *:; i ln γγγγ �8:; '���� .	B 8@I� ��(  ��;�/

 �	N���iy0	
�  ii  lny γγγγ−−−−'  0y i ≥≥≥≥  E; ��B���� ��( ���	iγγγγ  *:; E�����

1R.Max P;�+� 









−−−−∑∑∑∑

====

m

1i

iy.Max [51,141].  

 �	
��� 2�	3� O�( �	�	+ RJ�� ��� �	��� �$���� E;�) 2�	3� ��

,�%�@�� (	S �() ��( 4L C(6	 C8� '�(9� ��( E;� 4L �9$	�
� *+�	 *+� �	%@ 

�	%@ ��( E; �	�
�� .�(@��I� )23.16(.  
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 ����)���V( :	���
�� ������  8��� ���/��E��� :  

)   1             (                        21 X 3X 2Z.Max ++++====  

)   2                     (1121r )b
~

X X 2(P γγγγ≥≥≥≥≤≤≤≤++++  S.T.  

)   3                    (2221r )b
~

X 2X (P γγγγ≥≥≥≥≤≤≤≤++++  

)   4                      (0X ,X 21 ≥≥≥≥  

 0	
)4,1(Exp~b
~

222 ====αααα====λλλλ , )6,2(Exp~b
~

111 ====αααα====λλλλ  

#�$%�� :<� 8@�� A�	��� �3;� P;�+� E�	3	  8��� 4L E���
��  8���� �	�
� K
 ���3�21 w,w.  

��E%@  8��� 4L E%@� �	S E�	3	�  8���� �	�
� .  

��  ���3� 8@�� A�	��� ��$�@� .	B (�/ E%@�  8���� �
21 w,w.  

�
� :<� �	��� *� )�?�< ( (	3$ P;�+�� E�	3	� (	3� *� (��)2 (E��� �
�� 4$/:  

 )5(   6 ln 5.0X X 2 121 ≤≤≤≤γγγγ++++++++ →→→→γγγγ≥≥≥≥αααα−−−−++++λλλλ−−−− 11211  ln ) X X 2(  

 (	3$ ������ �����)3(E��� �
�� 4$/ P;�+�� E�	3	� (	3� *� (�� ':  

 )6  (   4 lnX 2X 221 ≤≤≤≤γγγγ++++++++ →→→→γγγγ≥≥≥≥αααα−−−−++++λλλλ−−−− 22212  ln ) X 2X (  

�	
��� 2�	3� *�+ �8:;  

 )7            (                                                 211  R γγγγγγγγ====  

 E�	3	� �	
��� �����  8��� R��	�E��� �
�� 4$/ P;�+��:  

                    ) (w)X 3X 2(wZ.Max 212211 γγγγγγγγ++++++++====  

                          6 ln 5.0X X 2 121 ≤≤≤≤γγγγ++++++++  S.T.  



  
  

  ًأحتماليا نماذج البرمجة المقيدة: برمجة الص�حية                      الباب الثالث والعشرون) ٦-٢٣(

                                                                             عندما تكون دالة الھدف متغير عشوائي 

  
  
  
  
  

  
  
 

- ٣١٩ -  

                           4 lnX 2X 221 ≤≤≤≤γγγγ++++++++  

  1,0 21 ≤≤≤≤γγγγγγγγ<<<< , 0X ,X 21 ≥≥≥≥, 0w ,w 21 >>>>  

 0	
21 w,w�	���� RJ�� �(9� ��( E; �	
	��� *�7�� 4L �	5� @�� ��()�  8

���3� �(9� ��( .	�"� E; Z �
�� '   8���� I�+� �
� 4$/ ��
�efficient 

solution �J	� ��
� U8) E; G$%� ���� �
 ���"	 �)� K]<?[125,.  

��  Q8� �	%@ ����� 4L H$	�
� *+�	 *+� �	%@ �	S �����  8��� U�/�  8�����

 *� &���;��22  lny γγγγ−−−−==== ' 11  lny γγγγ−−−−====.  

 *+�	� �
�� 4$/ �	%@ �����  8��� 4L E%@� �	S �	
��� �����  8��� �	�
�

E���:  

                  ) (w)X 3X 2(wZ.Max 212211 yy ++++−−−−++++====\\\\  

                              6 5.0X X 2 121 y ≤≤≤≤−−−−++++  S.T.  

                                 4X 2X 221 y ≤≤≤≤−−−−++++  

                                  0,,X ,X 2121 yy ≥≥≥≥  

2+$���� �3	�% .�(@���� H$
 *+�	 �	%@ �����  8��� U�/�  8����� . ��(���

 E���.	B (�/  8���$ ����� �
� 4%"	 ���3� 8@�� A�	��� ��$�@� �	J���;� 

21 w,w.  

*� (�� ��(�� *�� .B�� ��) *	$
 �J;� )2(,)4 ( ����� �	
��� �56� *� 0	
*
1R 

 M���	)1(  
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 ��(�)���<(  

4$��� ��$
� %3�  *
2

*
1

*
1  R γγγγγγγγ====  \\\\*Z  2w  1w  .B��  

00034.0,1,6X,0X *
2

*
1

*
2

*
1 ====γγγγ====γγγγ========  0.00034 10.00 1 1 1  

←←←←====γγγγ====γγγγ======== 1,1,67.0X,67.2X *
2

*
1

*
2

*
1  1.000 7.33 2 1 2 

00034.0,1,6X,0X *
2

*
1

*
2

*
1 ====γγγγ====γγγγ========  0.00034 28.00 1 2 3 

←←←←====γγγγ====γγγγ======== 1,1,2X,2X *
2

*
1

*
2

*
1  1.000 10.00 3 1 4 

 ����)���W( :E��� �	���
�� ������  8��� ���/�:  

)   1                   (                   21 X X 2Z.Min ++++====  

)   2                  (    1121r )b
~

X X (P γγγγ≥≥≥≥≥≥≥≥++++  S.T.  

)   3          ( )1()b
~

X 8X 5(P 2221r γγγγ−−−−≤≤≤≤≤≤≤≤++++  

)   4     (  5.0  ,  8.0 21 ≥≥≥≥γγγγ≥≥≥≥γγγγ  , 0X ,X 21 ≥≥≥≥  

 0	
)40,5(Exp~b
~

222 ====αααα====λλλλ , )4,2(Exp~b
~

111 ====αααα====λλλλ  

 0	
�21 , γγγγγγγγ	5�  *	(	3� G3
� ����
� 4L �)3(,)2(#	���� 4$/.  

#�$%�� :< �  *	(	3� �	�
�)3(,)2 (*		�	3	 *	(	B 4L.  

�� E;  8���$ P;�+� E�	3	 �	
��  8��� *�+ )4(�)1 ( �56� ��	B *�+� 0	
�

 ,�%�@��)\\\\
2R ( *+�	 �� �B�) M�@� ,���"� �� �	
��� 2�	3� .	�"�2R( '

 �	
	���� *�7�� �3;�K21 w,w.  
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�� E; E%@� �	S E�	3	�  8���� ��
 )� ( ����� �
� (���� 'E%@  8��� 4L

 X ��$�@� .	B (�/21 w,w.  

�
� : *� ��J�; �8L)1ln(y ii γγγγ−−−−−−−−==== '2,1i ==== 0	
 'iy E; ��B���� ���( 

)1( iγγγγ−−−− ' 10 i <<<<γγγγ<<<< . *	(	3� �	�
� *+�	�)3(,)2 ( 4L)6(,)5 (E��� �
�� 4$/:  

)   5              (           4 5.0X X 121 y ≥≥≥≥−−−−++++  

)   6                     (40 2.0X 8X 5 221 y ≤≤≤≤−−−−++++  

�� ,�%�@�� �56� *� ��J�; �8L \\\\
2R*:; :  

   )7  (   )1( ln)1( lnRln 212 γγγγ−−−−++++γγγγ−−−−====\\\\ →→→→γγγγ−−−−==== ∏∏∏∏
====

 )1(R
2

1i

i2
\\\\  

 �	
��� 2�	3� R��	 ��
� U8) E;�2R 0	
� \\\\
22 R1R −−−−==== . ��(�  ��(:��

\\\\
2Rln�( E; E��� �
�� 4$/ E�	3	�  8���� R��	 �(9� �:  

                     ) (w)X X 2(wZ.Min  )1(2211

2

1i
i∏∏∏∏

====

γγγγ−−−−++++++++====  

                        4)1( ln 5.0X X 121 ≥≥≥≥γγγγ−−−−++++++++  S.T.  

                  40)1( ln 2.0X 8X 5 221 ≤≤≤≤γγγγ−−−−++++++++  

                5.0  ,  8.0 21 ≥≥≥≥γγγγ≥≥≥≥γγγγ  , 0X ,X 21 ≥≥≥≥  

  8����� �
�� 4$/ 4%@  8��� 4L H$	�
� *+�	 �	%@ �	S �����  8��� U�/�

E���:  

                   )(w)X X 2(wZ.Min 212211 yy ++++−−−−++++====\\\\\\\\  

                               4 5.0X X 121 y ≥≥≥≥−−−−++++  S.T.  

                         40 2.0X 8X 5 221 y ≤≤≤≤−−−−++++  
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   69315.0  ,  6094.1 21 yy ≥≥≥≥≥≥≥≥  , 0X ,X 21 ≥≥≥≥  

 X ��$�@�� .	3� (�/ U�/�  8���$ ����� �
� RJ�	 E��� ��(���21 w,w.  

 ��(�)����(  

4$��� ��$
� %3�  \\\\*
2

*
2 R1R −−−−====  \\\\*

2R  \\\\\\\\*
Z  2w  1w  .B��  

5.0,8.0,81.4X,0X *
2

*
1

*
2

*
1 ====γγγγ====γγγγ========  0.60 0.40 2.51 1 1 1 

5,8.0,0.4X,0X *
2

*
1

*
2

*
1 ====γγγγ====γγγγ========  0.60 0.40 7.31 1 2 2 

5.0,8.0,81.4X,0X *
2

*
1

*
2

*
1 ====γγγγ====γγγγ========  0.60 0.40 2.21 2 1 3 

 ����)�� �=( : .B� G	�%�� ���/�)�<�<( ����� )�<�Y .( ,(
�� R�� *�+ �8:;

 O���� *� ,(
���A  7���� H �	5� ���� E��� D	7��� D��	 EZ��5/ �	N�� ���	C
~ 

0	
�:           )2000,5(Exp~C
~

====αααα====λλλλ  

#�$%�� :<� �S�	�  �	�	3	 ��( 4L �9$	�
� .� �	���
� ��(+ �$+5�$ �(9� ��(

���
I� E�	3	�  8���� *�+ .� '�"B���� ��	3� ��	"� �3;�K (�	3� G3
� AF

 �	���
��21 , γγγγγγγγ��
� U8) E; �
$ �	
��� �56� ��	B (�(
� .  

�� ����
�� �(9� ��( 4�(�� (
� .	�"� ��	"� 9.0≥≥≥≥γγγγ E�	3	�  8���� *�+ .� '

 ��
� U8) E;��
� U8) E; �	
��� �56� ��	B ((
�.  

�
� :<����  *� C
~�
�� 4$/ ��
� U8) E; �(9� ��( *:; �	N�� :  

321 X 1000X 1500X C
~

Z
~

.Max ++++++++====  

 *� ����C
~ E��� D	7��� D��	 �	N�� ) �	��� ����)�?�<? ((*:;:  
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   )1             (  2.200020002.0
1

)C
~

(E ====++++====αααα++++
λλλλ

====  

*:; E�����:  

961.0961.0))Z
~

(EZ
~

(P))C
~

(EC
~

(P rr ====γγγγ→→→→====≥≥≥≥====≥≥≥≥  

 ��(���I��Z
~ �"B���� ��	3�� )Z

~
(E �
�� 4$/ ��
� U8) E; E�	3	�  8���� R��	 

E���:  

)   2                (321 X 1000X 1500X 2.2000)Z
~

(E.Max ++++++++====  

)   3                (600X 2X 3X 5 321 ≤≤≤≤++++++++        S.T.  

)   4          (      561X 5X 4X 3 321 ≤≤≤≤++++++++  

)   5   (     29X3 ≥≥≥≥ , 24X2 ≥≥≥≥ , 19X1 ≥≥≥≥  

  8���� �
��)5(�)2 ( 2+$���� �3	�% .�(@��I�]W[148,����� �
� *� (�� :  

)6(    29   X,   22.41   X,   04.83   X,   55.258199)Z
~

(E *
3

*
2

*
1

* ================  

 E; �
��)6 (� ��	B ��+� *� 4�"	 X �"B��Z
~ C���� 358199.55 *� 0	
� .	3� 

4$��� *� �+ 321 X,X,X�
�� 4$/ :  

29   X,   22.41   X,   04.83X *
3

*
2

*
1 ============  

 �	
��� �56� ��	B *�+� ��
� U8) E;�*
1RE��� �
�� 4$/ :  

)7 (              848.0)98.0)(9.0(961.0  R 21
*
1 ========γγγγγγγγγγγγ====  

→→→→====>>>>++++++++====>>>> 90.0)LX 1000X 1500X C
~

(P)LZ
~

(P 0321r0r  

              →→→→====
++++−−−−

−−−− 90.0
X

X1000X1500L
1 )(

1

320F  

     →→→→−−−−++++++++==== 11320 X 5.4X 2000X 1000X 1500L  
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)8            (       3210 X 1000X 1500X 5.1995L.Max ++++++++====  

                      600X 2X 3X 5 321 ≤≤≤≤++++++++          S.T.  

                      561X 5X 4X 3 321 ≤≤≤≤++++++++  

               29X3 ≥≥≥≥ , 24X2 ≥≥≥≥ , 19X1 ≥≥≥≥  

����� �
� *� (�� U�/�  8���� �
��:  

)9    (29   X,   24   X,   67.106   X,   33.277853L *
3

*
2

*
1

*
0 ================  

�
�� 4$/ ��
� U8) E; �	
��� 2�	3� ��	B�:  

)10     (                         729.0)9.0)(9.0)(9.0(R*
1 ====≥≥≥≥  
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)�� �� (                                      �	
���Exercises  

)�� ��(  ���� ��� ���	��� ���	���� ����� ���� ��� ������� ����� �	�� ��� �!"#

����� $��� �	��% &!�% �' (��
��� ��):  

3211 X 5X 3X a~Z
~

.Max −−−−++++====) 1(  

 ��+��� ,% -��1a~ ��+�  �	��% ����# �.�
�� /�0���� /#��)a~(f 1-�� :  

10,.....,2,1a~      ,      
10

1
)a~(f 11 ========  

433221 X 10X a~X a~X 5Z
~

.Min ++++++++++++====) 2(  

 -��32 a~,a~ �	1�# 2!�� /�0���� /#�� 	�
 �3 ,�1��! ,��4��56 ,���+� 

)5,1( 22 ====αααα====λλλλ,)7,2( 11 ====αααα====λλλλ �16 &������:  

2211 X a~X a~Z
~

.Min ++++====) 3(  

 -��21 a~,a~ �	���� /�0���� /#�� 	�
 �3 ,�1��! ,��4��56 ,���+� 
)3,10(N~a~2 ====σσσσ====µµµµ,)2,5(N~a~1 ====σσσσ====µµµµ  

 786% �135�� �#�6%)3 ( ,���+��� �#�6%�21 a~,a~ ,��4��56 ,���+� )4(  

          9	#��% �	�# ,�1��! ��:7.0====ρ  

)�� ��( �;�#�� <=�
 �#�6% 2�	��� 2�	���� ��9 ��:  

221 X a~X 10Z
~

.Max ++++====  

121 b
~

X X ≤≤≤≤++++      S.T. 

                            3X ,X 0 21 ≤≤≤≤≤≤≤≤  
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 �#�6%12 b
~

,a~,���+� -��# ,�1��! ,��4��56 :  

)5,1(Exp~b
~

1 ====αααα====λλλλ,)1,7(N~a~2 ====σσσσ====µµµµ  

% �   �3� ������� ����� �	�� = "# 2
��� <=�
 ��� 786% 2�	���� <=�
�� ���

 ,12 b
~

,a~&������ �16 .  

& �   ��
�" ?��! �
69.0,9.0 1 ====γγγγ====γγγγ
 ��� 2�	���� <=�
�� ���  <=�

 2
���–  2
����� <=�
�� ��–���� ���8A �;�% �' . 

< � ��� ,% 	
B�C �=� 1, γγγγγγγγ ��1� ��: – <=�
 ��� 2�	���� <=�
�� ��� 

 &!	
 2
���–���� ���8A �5D ��� �;�%� <=�
�� �� �' .  

�� , �3 2C ���� ,�# ,�	� )%(()&(()<.(  

)�� �� (�
 �#�6%2�	��� ���	���� �;�#�� <=:  

       33221 X C
~

X C
~

X 4Z
~

.Max ++++++++====  

20X 5X a~X a~ 32211 ≤≤≤≤++++++++   S.T.  

                            2321 b
~

X X 4X 2 ≤≤≤≤−−−−++++ 

0X ,X ,X 321 ≥≥≥≥  

 -��32 C
~

,C
~ ,���+� ,�1��! ,��4��56�	���� /�0���� 	�
 �3 /#��  /���# 2,3 

 ,�	#��1,1&������ �16  . E�=3221 b
~

,a~,a~ /#�� 	�
 �3 �1��! ��4��56 ����+� 

�	���� /�0����:  

)1,10(N~b
~

2 ====σσσσ====µµµµ,)1,5(N~a~ 222 ====σσσσ====µµµµ,)1,2(N~a~ 111 ====σσσσ====µµµµ 

% �  � ��
�"�� �	���! �
6 FC	3 2
��� <=�
 ��� 2�	���� <=�
�� ��� ���	��

9.0,9.0,7.0 21 ====γγγγ====γγγγ====γγγγ �2
����� <=�
�� �� �' .  
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& �   ,% G���C"#21 ,, γγγγγγγγγγγγ �;�# <=�
 ,�3 (��1� ��:  ��� &!	
 ���8A

<=�
��. 

< � 2C ���� ,�# ,�	� )%(()&.(  

)�� �H( ,����� �#�6% )���� ( �AI�� 2C)�� �J .( �16 ���)�� ���� 	
�#�6% �=%

�� ��
��2�	�:  

33211 X a~X 2X a~Z
~

.Max ++++++++====) 1(  

 -��1a~ /#�� 24��56 ��+� )5,1(Exp ====αααα====λλλλ ��
�" ?��!� 9.0====γγγγ.  

3321 X a~X 3X 2Z
~

.Max ++++++++====) 2(  

 -��)1,2(N~a~3 ====σσσσ====µµµµ ��
�" ?��!� 8.0====γγγγ.  

 , �3 2C)2(,)1(:  

% �   <=�
�� ��� �� �' (������� ����� �	��� 	�C� 2
��� <=�
 ��� 2�	����K
��	��� 7=) 2C ���� ���8A L	�� ��� �;�%� <=�
��.  

& �   (����� ����� �1'�� ������ �	��� 	�C� 2
��� <=�
 ��� 2�	���� <=�
�� ���K
��1� ���8A�� L	�� ��� �;�%� <=�
�� �� �'. 

< �%  �#�6 ��
�"�� ���5D21 ,, γγγγγγγγγγγγ ��1� ��: – ���8A �;�# <=�
 ,�3 

��1� ���8A�� L	�� ��� �;�%� <=�
�� �� �;�% �' &!	
.  

�� 2C ��1��� ,�# ,�	� )%(()&(()<.(  
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)���� (�	
�	                                    Introduction  

 �� ����	�� ����� ��� ��	���� ��	
� ���� Dantzing  ���	  !� 

 "#�$ %��� &�' ���(�� �)	�����* %����$ ��$��� ��	�+�� ���
	�� ,	 
�
+�� -�$�

 ���(�� �)	���� .$�/[41].  

��$�� 1� ���� ���
	�� 12/ ,	$ ,	  � ���$� ���� ��	�+�� ��
	�� ��Charles 

and Cooper ��'��3��  ���	�� ,	 
�
+�� 4$��� 
�* "[34,35] ���5��3 ,�	� ���� 

 �)	����  ���	  ! .���/ 1�
(���  !�� ����� ��5 ,��$ ���( �)	�� 6��	�  �� �*

 1/ ����' ����/ ���(��"  !�� ����� ��5 ���( �)	��  ���	Unsolvable Linear 

Prog. Problems  ." ���	�� 8�2 ��9	/ ,	$��'��3�� -4�)	��� :����	��  ���	�� " 

"��
�3��;�  ����	��......<�=  . �5��3 ,�	� >�! ��$�	���  ���	�� 8�2 ?3�� >�!

 ���� &* ����	��:  

•  A+� :� 
)$� ���( �)	�� 6�$	�) � $/ ( �B��+�	 
$�� �������� 
$����

conflicting constraints ?$ �	� -�$�� �C� &* ��$�	��� ?3�� �����$ 


+� �	�* DB$�. 

•  ���( �)	�� 6�$	�?
2 ,	 �9�/ 
)$� ,��$  Multi-objectives. 

•  ?
��� ����� ,��$ ���( �)	�� 6�$	�objective) ?�
2E� $/ ( F$�	�) $/

-��$�	 ( :���!� $)�	 ,�+	aspiration level(�	 :+�3� ������ �. 

 �� �*$��G� �	
� Charles and CooperE� H�	��  �)	�� .$�/ &�$

 ?
���Goal Programming TechniqueI� ,�	� J��� " &�'  $3!�� :	�
(�

 ���*�$�  $�!  B*/best compromise solutions 1/ ����' �$���/ ����  ���	�� 

� �)	���� .$�/ 1�
(���  !�� ����� ��5  ���	���(�.  19 ?
��� �)	�� .$�/ �$��

 ����!	��$ ����
;�  ���	��  ! �* �3�( �C3� #�$ %��� &�' :����� 1�$
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 ��	
� ���� -���
��  K( ,	 ��
�3��4�$Ijiri �� ��GL 19 "Lee �� ���� 19 "

Ignizio �� ���G ,��(M$ "[75,72,74].  

 ,�	� :�N* �	�' �C3�$/ �)	�� .$�/ 1�
(� &�' 
!�$ 
$)$ ���! �* ?
���

������� -4�!�� ,	  �E� . &�'  3!� ?
��� �)	�� .$�/ 1�
(��� ����	��  !�$

��*�$�  !  B*/.  

��$E� ���!��  
 A+� 
$)$ 
�') � $/ (,��$ "�B��+�	�� �������� 
$����-�$�� �C� �*  ?3�� 

 ��$�	���elastic constraints%�!� 1
' �����	/ &�+	� ",��$ �O�����  !�� �* 
����  

&�=  $3$���*�$�  !  B*/ & P�� DB$� ?$ �	� 
���� %��!�� ,�	� �	 .��/ ���+)� 

������  �9	�� �*.  

  �9	)�� ��( : F
!/ 1$��-�)��	�� ,	 ,�'$� 6���N� -������ ���
��� B,A >�!� " 

 ,	 H
!�$�� H
!$�� 6���= .����A  ,$+��/ ,	 H
!$��$ ����
B � ,$9K9 %�Q� ����


 1$��� �* R��	��  �Q���� ,	S$20 &�' %$�� �* .���� ,�� ��N* "�'�,�)��	��  A,B 

 ,'  �� 4 �+	T 50��	$� H
!$T . ,	 H
!$�� D�� ,�� ���$ٕA J$�� 35  ,	$ :��)B 

F$�� 40 :��) . ,	 ��	$� ��)���= .)� ���� -�
!$�� 

' 
�
!� �* ������ �(�	 .5��$T

A,B ,$�� >�!� D����,�	� �	 ���/ .  

.$��	�� :� ����( �)	�� 6�$	�� ����	�� �5��3 .  

���B��+�	 �������� 
$���� ,/ ������ DB$ T.  

 !�� :� � ,� ��B�* ��= 21 X,X ,	 ��)���= 1�� ���� -�
!$�� 

' &�= ���� A,B 

	� J��� ���(�� �)	���� 6�$	� ,N* .������ &�'������ $!��� &�' ����	��  9:   

 
)$/21 X,X>�!� :  
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(4)                                     0X , X               

(3)                                         50XX               

(2) 1200X30X40     S.T.   

(1)                                         X40X35Z.Max

      21

21

21

21

                          

≥≥≥≥

≥≥≥≥++++

≤≤≤≤++++

++++====

  

�� %���� 6�$	��� 
$�� 1��$ (1)-(4),/ 
)� ,�
����  (2),(3) �������$ �B��+�	 
$�� 
����( �O* ���		��  $�!�� ����	 ]G[/ ,�	� 4 �������$  �)	���� .$�/ 1�
(�

 !�� �* ���(��.  
  ��)����(  

  
 ���� ��*�$�  !  B*/ &�'  $3!�� :	�
(�� ,�	� ���(�� ?
��� �)	�� .$�/ ,��$

�������  $3C�� �* P�� DB$� ?$ �	�  ���	�� ,	 V$���.$   !  B*/ ,/ 
)� 1��� ,	
��*�$�  

)1600Z   ,   40X   ,   0X( *
2

*
1

*
============  

 ������ 
�' ��2$B(0,40) !�� ��2 ,/ 
)� >�! %�!� 
���� ������� ) 2( 
���� %�!� 4$ 

 �������)3 (,��$ 
���� %��!� ,	 ,�	� �	 .��/ ,$�� )3 ( ������ ,/ 
)� >�!

B(0,40) 
���� %��!�� ���� .��/  9	� )3.(  

           30                   C(50,0)            X1 

 

    X2 

 

 

 

A(0,50) 

 
B(0,40) 

 

3 

2
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����9�� ���!��  
 ?
2 ,	 �9�/ 
)$� ���!�� 8�2 �*$multi-objectives �����!� �* ������ �(�	 .5��$ 

:���$�$E ��*$T.  

 �*���	$ �B��+�	 ?�
2E� 8�2 ,$��  ���	�� ,	 ��9� �*$competitive and 

conflecting objectives �* ������ �(�	  	I� ?
2  �� F$�	 
$)$� �*�B;�� ��2 

 :��=  $3$��):� ,�	� �	 .��� $/ (	�� F$�	��� �	� H
�'$ :���!� $)�aspiration 

Level ������� �(�	 F$�	�� ��2 

!� H
�'$  .  �9	��  K( ,	 P�� DB$� ?$$

������:  

  �9	)�� ��( : -�CW�	�� ,	 ,�'$� 6���N� -������ F
!= 1$��B,A  6���;� .����$

 ,	A,B -�	S��	 ,	 ,�'$� E� 6���I,II H
!$�� -�����	 DB$� ������  $
)��$ 


!�$�� ,	 HA,B ,�	S��	�� ,	 R��	�� P��� "1S��	  � ,	 I,II $ H
!�$�� H
!$�� D��

 ,	A,B  " ,	 H
!�$�� H
!$�� 6���; .$��	�� -�$�� P���A,B.  

  $
))����(  

 ,	 H
!�$�� H
!$�� -�����	

6���;� -�	S��	   ,	 �!��	�� ��	���

6���;� -�	S��	  
B A 

6���;� -�	S��	  

1200 40  30  I  

50  1  2  II  

  50  30  H
!�$�� H
!$�� D��  

  20  15  %O��
��� H
!$�� 6���= ,	S  



  

  
  

  برمجة الھدف الخطية:  والعشرونالرابع         الباب             مقدمة                          ) ١-٢٤(

  
  
  
  
  
  

  

- ٣٣٥ -  

������ �(�	 .5��$-�
!$�� 

' 
�
!� �* ��)���/ .)� ����  ,	 A,B %�!� >�!� 

������� ?�
2E�:  

�.  1�W+���D��,	  A,B.  

�. 6���X� .$��	�� ,	S�� ��Q3�. 

 !�� :�( �)	�� 6�$	�� ����	�� �5��3 ,�	�E� H

+�	 �������� $!��� &�' ?�
2:  ��=

 ,/ ��B�*21 X,X ,	 ��)���= .)� ���� -�
!$�� 

' &�= ���� A,B .������ &�' 

������ $!��� &�' 6�$	��� D�3� �������:  

 
)$/21 X,X>�!� :  

(5)                               0X , X                    

(4)                                 50XX2                   

(3) 1200X40X30        S.T.   

(2)                                     X20X15Z.Min

(1)                                     X50X30Z.Max

     21

21

21

212

211

                     

≥≥≥≥

≤≤≤≤++++

≤≤≤≤++++

++++====

++++====

  

!�� ����	 DB$� ������  ����$ ���		��  $�ABCD 
$���� (3)-(5) ���)�$� ,��$ 

 ,�*
2 
$)$ ����	(1),(2)�B�/ ,�*���	$ ,�B��+�	 ,�*
2 �	2$ T.  

 ?
��� >�!)1 ( ?
��� ,' ����!� �* ��$�$/ :�)2 ( ?
��� ,	 12/ F�(/ H���+� $/

)2.( !  B*/ &�'  $3!�� ?
��� �)	�� .$�/ 1�
(�/ ,�	� :�N* "���!�� 8�2 �*$  

 ��*�$�–�������  $3C�� �* P�� DB$� ?$ �	� .  

 ���(�� ?
��� �)	�� .$�/ &�' .���� ��2 �* �����
 �3��� ?$$Linear 

Goal Prog. Technique  . ���E� 1�2�C	�� 12/ 1
�� ?$ ������  3C�� �*$

���(�� ?
��� �)	�� .$�E.  
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  ��)����(  

  
  

0          25                           40               X1 

 

    X2 

 
 

 

50 

 
D  30 

 

3 

4 
A 

C 
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)���� (                       ��	
	� ��
��Basic Concepts 

 ������� ��
�� �� ��	
	�� ��
���� ��� ��� � !�� �"�#� $%�	� �&��


'�� 
!�(%) . �� � +& �%	 ��� 
���% ,%���� �� 
!�%
&-& �%	 �-�� ��
���� ./

 ���
-��[31,44,72]:  

)1 ( �
��� � !��Objective:�� � !��  �
� 
��	& ��
� 2#
�� %)Relatively 

General Statement#�#+�� /3-� ���# 4��-  . ��53�� �"�#��� ���# 6%�- 78�) ���

��9�- #�#+�� /3-�%� :�#�� ���  6%�- ;�( ���
�-�� ���  #�<�- %� :�#�� ���  ���   

��#�#+�� =�#�<-��� �� ��53 ,�%  ����-��.  

)� (�+(- %"#��� >%-	��� ?+aspiration Level: ?��#� ?&#-+� �&��� ���@ % 

 �
��� � !�� A
"&B ,%�+��� >%-	��� % %� #�#+�� /3-�acceptable Level of 

achievement of an Objective.  

)C ( � !��Goal: � !��  % 2#
��6� >%-	��
� ?&#-+� 
!&��% #�#+�� /3-� ���# 

?+�+(- %"#���
'�� ) .!���� �/!�% 6%�� 6� $�5-� � !�� �% >%-	��� ��D# #�#+�� /3-��

5+� ���# 4��% ?+�+(- %"#��� ,�� ��  �@ 6� 2#
�� � !�� :��� ��#�-�� �/!�% 

 �� 
��� :'%& �%	 
�� �&�
�-� %� ��%
	-�.  

)� ( ����#(&E� =�#�<-���deviational Variables: 5�-#�  ,�� #	��� �#5�
�

 � Goal � !�� 6���%) i ( F� 
�!��G #
�� 6����#(&� 6�#�<-�++++−−−−

ii d,d 6� 2#
�� 
�% 

?+�+(- %"#��� >%-	��� 6�� H#���6���% ) ib (7�� ?+�+(- �-� 
�%) . 
� 6%��  @ 2 
�%

 � !�� ?+�+(- �-iG I%
	� %"#��� >%-	��� ib 6%�� ��
(�� ./ �� 

0dd ii ========
++++−−−−. ./ �� %"#��� >%-	��� 6� ,@� ?+�+(- �-� 
� 6
� �/G ��
( �� J�/� 

 6%�� ��
(��0d i >>>>
−−−− K 0d i ====

++++ 6� #��� ?+�+(- �-� 
� 6
� �/G ��
( �� ,8��
� K 



  

  
  

  برمجة الھدف الخطية: عشرون والالرابع       الباب             مفاھيم أساسية                 ) ٢-٢٤(

 

  
  
  
  
  
  

  

- ٣٣٨ -  

�� ��
(�� ./ �� %"#��� >%-	��� 6%0d i >>>>
++++ K 0d i ====

−−−− L��" �� 6M� ��
-�
�% K 

 6%�- =E
(��0d,d ii ≥≥≥≥
++++−−−− N�%	 
�� (� ��"%� ���@  %"% J�/� −−−−

id %� ++++

id I D� 

 2#
��� %� #�� I%
	- >#3�� #�<-��� ���@ 6%�- 6� ��G>#3� $#' ,�
( 
�O�  −−−−

id �� 
++++

id>%
	� >#3� 2#
��� %� K#�� :  

)24.1             (           0dd ii ====∗∗∗∗
++++−−−−  

 #�<-��� ��	� ;�(−−−−

i
d�  ,8�� I/�� $�
	�� ��#(&E
 � !�� A
"&G 6� ,@�� #� +���

under-achievement) ?+�+(- �-� 
�% %"#��� >%-	��� 6�� H#��� I� ( ��	� J�/�

 #�<-���++++

id�  ,8�� I/�� $"%��� ��#(&E
 #� +��� 6� #���� � !�� A
"&Gover-

achievement) ?+�+(- �-� 
� 6�� H#��� I�%"#��� >%-	���% (.  

)P ( � !�� ��
��Goal Formulation: �/G 
&#�-����� ��  )x(fiK ;�(  X 

 ?"-���#�#+�� =�#�<-��� T
n21 )X,....,X,X(X ==== Kib %"#��� >%-	��� ��G #��- 

 ��� �
� 5�-#��� ?+�+(-)x(fi.  

� !�� ��
��� =
�&
��� ;78 
&� � 6%�� ��
(�� ./ �� �@# i & �%	% A�#�
� ?� #��

iG ���
-�� =E
(��  (� � !�� /3Q� 6� 6���%:  

ii b)x(f ≤≤≤≤ 1) 

 F� �++(��� ���+�� I�)x(fi 6�  �A- E ib  

ii b)x(f ≥≥≥≥ 2) 

 F� �++(��� ���+�� I�)x(fi 6�  �A- ib  

ii b)x(f ==== 3) 

 F� �++(��� ���+�� I�)x(fi I%
	- ib  
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 �@# � !�� ��
�� :'%� ��
-�� ,% "��%)i(  

 ,% ")����(  

 ����#(&E� =�#�<-���


#�<�- $"� �-��  

 �"�#� $%�	� �� � !�� ��
��

!���   
Goal 

)24.2         (++++

id  iiiii bdd)x(f:G ====−−−−++++
++++−−−−  ii b)x(f ≤≤≤≤ 1)  

)24.3         (−−−−

id 
iiiii bdd)x(f:G ====−−−−++++

++++−−−−  ii b)x(f ≥≥≥≥ 2)  

)24.4) (++++−−−−
++++ ii dd( 

iiiii bdd)x(f:G ====−−−−++++
++++−−−−  ii b)x(f ==== 3)  

���
-�� ,%���� �� :'%& �%	% R/%�& ,�� �� 
!-�
�� �-� �-�� ,�
���� �� ?&� 

��
��� �� �� ,�%(- �-� ?&M� �  �"�#� Objectives  %�+��% Constraints  ��G

 �� �Goals.  

)S ( ��-#��� =
�%�%��Preemptive Priorities:  2  �-� ,�
���� ��	&�
�%

� �� �'#
�-���  %�+�� =�/ ,�
���� %� � �� 3-	Q� /3-� 6� $�5-� �  �"�#� $%�	�

?�� � $�-#- 2#%#' #�#+�� goals
!-
�%�%� 
+�% ).  

)T (  %�+��Constraints: �� ,(�� H+(� 6�  �� ��53�� �"�#��� �� L��" ,8�

%  %�+���'#
�-�  %�@  %"% � � �&�� �/ .�#� $%�	� ��	&�
� 
� 6�� A��& � !�� �"�

  %�+�
� ��	- 
� �% ������� �O
!&�� ,(�� �� H+(-- 6�  ��  %�@ K %�+�� 6� 6��%&

 ��#
���rigid constraints �O
!&�� ,(�� �� H+(-- E  %�+�� 6� #3U V%&  "%�% 

 �&#���  %�+�
�  %�+�� 6� V%&�� �/ =��	- 6���% 6��� 
� ,@� 
!++(- � � 6%�� 6��%

elastic constraints . %�+�� ,�%(- �-� � !�� �"�#� $%�	� ��%) �&#���% ��#
���( 

 �� � ��Ggoals����#(&E� =�#�<-��� ��
'M� .  
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)W ( �+�5��� ��%�%��absolute Priority: /3-� $�#� ,�
���� 6�  � ��� �� 

 ��#
���  %�+�� H�+(- �� #�#+��rigid constraints ��
(�� ./ ��%  ./ ,�8�- �-�

 ��%�� ��%�%�� ��  %�+��first priority�+�5� ��%�%� ��
(�� ./ �� ��	-%  
�� 

��� 
��� :'%& �%	.  

)X ( A
"&B� ��� Achievement Function: #�&� ,� ?"-� 6� 2#
�� � 

���  ,8�� ?�� =�#�<-��� �� �
� �   ����#(&E�++++−−−− d,d5+�  � 4�+- �� �� A
"&G > 

iG A�#�
� ?"-��� �/!� 
&#�� �/M� K=
�%�%� 
+�% J�/% )a6M� :  

)24.5          (                         ]a,....,a,a,a[ k321a ====  

 ��� �� #�-�- ;�(1ja
−−−−

 ��� �� 6� �� ja ;�( k,...,3,2j ==== .%���  ,���53  ja ���  

 ����#(&E� =�#�<-��� ��++++−−−−

ii d,d ;�( K m,...,2,1i ==== K k,...,3,2j ====.  

 ?"-��� #�
&� #�<�- �-� � !�� �"�#� $%�	� ��%)a( 
!-
�%�%� 
+�% )

Lexicographic Minimum a.  

)1Y ( �+��%- ,( ,'��Best Compromise Solution: �-� I/�� ,(�� % 

 �%	 
�� �+��%- ,( ,'�� ,8�� %% � !�� �"�#� $%�	� �� 3-	
� ?��� ,%�(��

 ,%���� �� J�/ :'%&)���P( K)���S.(  
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)���� (             �	
��� �����Formulation Problem   

 �� ����� �
���� ��� ����� ����
 ����  �! ���� �"# ��$"��� �
� 

���%� �	&�'� �(� )� *"�  +# �,�-�:  

 ��&�)�� ��( : )�/�� $�%�0� �1��2� 3���#+ $�%�4 3�
-� 5+26 7�8%B,A )� 

 3�+2� �� 9:��� 3���#+��;%��� )� 3��, 9+2��� 9+2� . 9+2� �
 $�%�4 �� ��+��

 )�B �6 A ��1���
� +���� )� =���6 �&(& >I,II,III $��%2� ���� ��%� ��+,�� 

 )� 9+2��� 9+2��B �6 A ��1���
 9+�� �
 )� I,II,III )� �2�%�� 3���
� *"
 

)� 9+2�� ��- *"
 7�-,�	�
�� ��1���
� +���� B �� A.  

 ��+,)����(  

 $�%�? ��1���
 9+�� �
 )� ���	��� 3���
�

 )� 9+2��� 9+2��B �6 A 
 3��,� ��-

@��,�� +2���  
III II  I 

;%��� =��  

80 1 4 4 A 

100 0 2 5 B 

  6 48 80 
 �2�%�� 3���
�

7�-,�	�
�� �����A  

�,%��� 3�+2�� ++/ +�+2% �� -�-8� "�%� B�-�� )� ����� AB �6 A C82% �%� 

'��D��%-% �8�� ���%�  �+#A:  

)E(  >����� �2�%�� ��1����
� +���� 9+��F )
�� GA)5-�6 9-���� �6 ���%-�� +��8� 

� ��-�� +��H �&�% ����� �2�%�� ��1����
� +����ARigid Constraints.(  
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)�(  )� ����� ��-�B �6 A )/ �8� G 1000@��, . 

)�( 8% ��	 ��1���
� 9+��� 7�+�%!�III)�
�?� -+8� . 

)�(  )� 3����,	 ���,?� ++�� ��	8%B �6 A 3�2�!� �6 �8��  �-I ��� A

)�F�%�. 

 J��!� @8�82% �,-�� 5�%!�� )6 -�-8� "�%� 5-� K�2�10����� 3����,A.  

�2� : )6 ���-� �"421 X,X%� 3�+2�� ++/ �#  )� �D,�%�4 B,� �A , B L	/ 

B�%-%� .�� �	
��� M"# ����� ����
 ����  �! �	� ������
�   +# �,�-� $"��� 

��%� �2�� L	/ ���:  

E ( +,� C��!� ��+,� )�6 L4 �D	��2% )
�� ���%� +��8� ��1���
� +���	 ��!��� @�

  �+#6Goals��%� �2�� L	/ :  

)1 (    80ddX5X4:G      80X5X4 1121121 ====−−−−++++++++→→→→≤≤≤≤++++
++++−−−−  

)2   (  48ddX2X4:G      48X2X4 2221221 ====−−−−++++++++→→→→≤≤≤≤++++
++++−−−−  

)3(                 6ddX:G      6              X 33131 ====−−−−++++→→→→≤≤≤≤
++++−−−−  

'� )6 ���� 7���  +D� ��+ )0� ��%�� +��8� C�82% �# -�-8� "�%� L�'� ����

��%� �2�� L	/ ���� ����'� M"D� ���%-��:  

)4 (                          )ddd()d,d(ga.Min 32111
++++++++++++++++−−−−

++++++++========  

� ('��  +D� )6 ��� )/ �8� G ��- C�82% �# ���&� ����1000@��,:  

)5( 1000ddX100X80:G  1000X100X80 4421421 ====−−−−++++++++→→→→≥≥≥≥++++
++++−−−−  

−−−−++++−−−−
======== 422 d)d,d(ga.Min  
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� ( ����'� �"  +D� )6 ���� �# �&�&�6 ��1���
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� %�&
� ��

'
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� �)�
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-�  ��� ����k .��$� �� �� ��/� ��	� �0�(�� 1���
�2� �� k ���32� �� 

goals . %���
� 5���)d,d(jg ++++−−−− 6 n,...,2,1j ==== 1���7(�
� '8 ��0" %��� 

 9�8��)�:�++++−−−− d,d.  

��  ���3� �
  �����)( �(� ���;
�� 6���	
� ���32� 5���iG +�)� 6
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� 
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�� 6 ��8++++−−−−
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�� ���
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m,...,2,1i ====� 9�F8 '
�(
�� ��0" %���  �3 %)
 @/���$
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Modified Simplex Method [82,83] 

G (  '
�((�
� %)
� �;��0 

Sequential (Iterative) Solution Method [104,82] 

 �)H� �� ������ ���) �/�� 9�F8 0;8 ������I ����7(� ��/J�
� ��K( �
�) '8�D
�� ��(��/�
� ��(;��0
�LM .� %) '
�(
� %�&
� '8 %���(� ��$� ���
� ����� ��/J

����
� %)
� �;��0 ��;� ��$ '
�(
� %�&
� '8� 6������ ��0"
�D'.  
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/ %�&
� '8 ��;� ��$)���N ( �;��0
 �;8� '
�((�
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� �;��0D
@/���$
�. �
�	�
� @/���$
� �;��0 �� '(O�� E��(( ���� +�) ]-P[:  

-�  @/���$
� �;��0 1� %/�J�
� %) '8 ��"($( �
�	�
� '(
�� ��7�
� ��)
�

'8 �����"($� Q�((8 '
�((�
� %)
� �;��0 ��� 6����� ���) �/�� %/�J�
� �
�) 

���/
� ��)
� 1�.  

��  ���"($H� ��0"
� �����
� %/�J� %)
 R�8�(�
� G$�)
� S���� ���"($� �/��

 %B� @/���$
� �;��0Tora �� Maple %)
� �;��0 ���"($� �
�) '8 

'
�((�
�. 

C�  ��� %)
� T��B� 1L��	( T���� ���;
� "(�
 Q�(( '
�((�
� %)
� �;��0 ���"($�

 1���
�2� A
 ��)���(
� ��E�2� ��++++−−−− d,dR�)��
� ���
�2� %"�� .  

  



  

  
  

                   برمجة الھدف الخطية: عشرونطريقة الحل البياني                              الباب الرابع وال) ٥-٢٤(

 

  

  

  

  

  

  
  

- ٣٥٠ -  

)���� (�	
��� ��� �����  Graphical Solution Method   

 ��� ����� ���� ����� ����� �	
��� ��� ���	 � ! �"#� �$% �&

 ���� ����� ��!
!'� ��%
#�� (�) � ���� *$  �+�'� ,�- .�����/ .���0�� .�)��

�+�:  

)2( ��&���	3� 4���0���.  

)�( � 4
� �!�
� ������� ���%'�  ���goals. 

)6(  ���%'�objectives4
�  7 
�&  8. 

)�( ��&� � �� �)&9. 

��
�� ��+�'� �:� .� *$ :  

 �
+�)�� ��(: ����� ������ ;
+'� .� .�- 	 <
�	=� � �� ���� B,A �:� .� 

 >�	�� .� ?��� � ?�� � @���� ;��� ���  <
�	A ��A �!�� ?��� � ?�� �  B4
-
! 

 .�B ��9�C ��� 
�- �!9 D
��� .9 ;�� <
�	E� �� �& 4
-
! 880 � �F� �& �-
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 .� ?�� � (�� *$� B���
C�A G 
!� 500 .�  BH�	� B G 
!� 400H�	�  . *$�

I� !�� ?���A ?�
&A >�	�� ,�- I !� �& �- �!'� @��� .9 B .- ��J� 30 ?��  


�- �!98. � I���� �& ����� $��� @K�� 
��
�  ' 
�&  ��
�� ���%'8:  

)2(  ��� ��-L<
�	E� �� ,�- �&
)9 ��0�� .�J ,A .  

)�(  .- ��� 3 �- �!9 (�� I����10,000
�- �!9 H�	� 8. 

)6( �	�� .� I !� �& @��� M
��A> B. 

��� :�
��  �	� ,�- ������ �K
�" .���:  

 �� 921 X,X;��� :  
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N
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 .� O�C� �& P�	� �����B@��� .-    :−−−−

3d 

 .� O�C� �& ?�
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�� �& ��� .�� .�
/ )� ( �& ���  B)�.(  

��� : .9 
	U)�& �$A1X .U� 
U��
�	A ��U� �U�� 4��U� � ��U- ,UA ���U� A BM �U!'� �U& 

 *$�2X .� 
��
�	A ��� ��� 4��� � ��- ,A ���� BM �!'� �& .  

2��
��  �	� ,�- ���� ����� <$ �	� ������ �K
�" .��� H	=& :  

 �� 921 X,X;��� :  

)1                            (21 X450X500Z.Max ++++====  

)2                            (100XX       S.T. 21 ≤≤≤≤++++  

)3                             (90         X1 ≤≤≤≤  

)4                             (80 X2 ≤≤≤≤  

)5             (                0X,X 21 ≥≥≥≥  
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- ٣٥٥ -  

�� <$ �	� �+�'� ��� () � �
�� ���� )5(�)1( � ��� T��� .9 ()�� ���� .�  

 ����� ���0� �N& �	���� � ��� ���	�  �)�
C�� ��K]W[.  

 ���)����(  

  

�+�'� ��� .9 ()�� �!�� .�:  

10X   ,     90X   ,     500,49Z *
2

*
1

*
============  

6��
��  �	� ,�- ��% ����� <$ �	� ���
!� ������ �K
�" .���  :  

 (���  ���� S �!�� .9 
	)�& �$A100,000:+� H�	�8 . �� �� .��� �
�
� 

 �& �
C� ����)1 ( ��&���	3� 4���0��� �&
)�   ���� S �!�
� .���� ��% ,Aٕ
�
��  �	� ,�-:  

000,100ddX450X500:G 11211 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

 
�� .9 � ��� )4(�)2 ( B���
" � �/ ���C� G9 � �/ ��� �& 
������ @�� .��� H	Q&

���%9 ,A 
��� ���
��  �	� ,�- :  

                   90            100          X1 

 

    X2 
 

 

100 

 
E(0,80) 

 

3 

4 

A(0,0) 

D(20,80) 

2 

C(90,10) 
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100ddXX:G 22212 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

90ddX:G 3313 ====−−−−++++
++++−−−−  

80ddX:G 4424 ====−−−−++++
++++−−−−  

�
��  �	� ,�- � '� ��  '�  $ ���� (�"� :  

)}d(),dd(d{ Min. 14321a −−−−++++++++++++
++++++++====  

�
��  �	� ,�- ���� ����� <$ �	 (�"� :  

 �� 921 X,X;��� :  

)6  (                      )}d(),dd(d{a Min. .Lexi 1432
−−−−++++++++++++

++++++++====  

)7 (       000,100ddX450X500:G       S.T. 11211 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)8  (                    100ddXX:G 22212 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)9     (                         90ddX:G 3313 ====−−−−++++
++++−−−−  

)10    (                         80ddX:G 4424 ====−−−−++++
++++−−−−  

)11(  1,2,3,4i , 0)d)(d(   0d,d,X,X iiii21 ========≥≥≥≥
++++−−−−++++−−−−  

�� <$ �	� () � �
�� ����  )11( �)6(.  

 % ��&� � �� �)&9 .9 ()�� �!�� .� :  

500,49Z       ,         10X     ,          90X

}500,50,0{

**
2

*
1

*a

============

====

  

�� .� )� ( B)� (� �+�'� ��� .9 ()��Q �����! @ �!9 ��� X#	  % ����� ������

�Q �����! @ �!9 ���� �����)10X  ,  90X *
2

*
1 ======== (– ?L
#� () � �$%  

���� ����� @ �!9.  
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 ���)���Z(  

  

                90      100                         222.2            X1 

 

+

1
d  

−

1
d  

+

2
d  

−

2
d  

−

4
d  

+

4
d  

1
G  

2
G  

4
G  

    X2 

 
200 

 
 

 
100 

−

3
d  

+

3
d  

3
G  
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)���� (�	
���	 ��	 �����  
Sequential (Iterative) Solution method  

 �� �������  �� �� ���Dauer and Krueger   ����	 !"#�$

Iterative Approach
%�& ���'	 ��(" ���'	 )�*	 �+��, ��
-� ��	 . . 01 ��"

	 )�*	 �+��, ��
-�	 �,��	
, !"#�$ 01 �"
��� )"� !
,	��� ���'.   

 02�& �� �"��	 )�*	 �+��, 30"�� 
��,�4k �	
�	 "��	 5#4 6
�"	"$ �� 

) �78	 �9�&)����:((  

 �+"&X;��, �<+� :  

   )24.9     ()}d,d(),...,d,d(),d,d({ Min. .Lexic k21 ggga ++++−−−−++++−−−−++++−−−−
====  

   )24.10   (m1,2,...,i    ,       bdd)x(f:G         .T.S iiiii ========−−−−++++
++++−−−−  

   )24.11  (                                    0d,d,X iij ≥≥≥≥
++++−−−−  

;��     :T
n1

T
m1

T
i1 )X,...,X( , )d,..,d(d , )d,..,d(d X ============

++++++++++++−−−−−−−−−−−−  

�	
���	 ��	 ����� =�'#� ����"�	
� 5�  &,�4
 �#�-�	 �)24.11(�)24.9 (

 �� ��"��k >?#'���	 )�*	 @���" ��AB+	 ��
-�	 ��  �
<	 )�*	 
��,�4 0C 5�<�,

)d,d(tg ++++−−−− ��"	"$ "0 t ���" 30"��	 �2�  ��"	"$
, �,���	 �AB+	 )�*	t 0'D� 

 �� �1$ 6
�"	"$ 60 ��,
�	 ��AB+	 ��
-�	 E��+ �
,�4F ��t 
1��4" )1t −−−− (

 ;��,k,...,2t ==== �#�-�#	 ���"� �� �%�& �"��" >)24.11(�)24.9 ( ��	 "1

�#�-�#	��AB+	  ��"	"$ "0 kP.  

��	
���	 6"�'	 G%"� )"� �#� 
���"���'	 )�*	 �+��, 30"�� ��	  "��	 5#4 

�	
�	:  
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 @"�'	)�( :���	"$ ��"	"$ "0 ��AB+	 �#�-�	 �,�4 :  

)       24.12                                  ()d,d(a.Min 11 g ++++−−−−
====  

)       24.13         (1iiiii Pi  ,   bdd)x(f:G      .T.S ∈∈∈∈====−−−−++++
++++−−−−  

)       24.14                               (0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

 ;��       tp ��"	"$ 5	C ��-� t.  

�� 30"��	 ��," )24.14(�)24.12 ( 5#4 �7�� H�#,��	 ����� ��'��
,

 ���	" ��	*
1a.  

 @"�'	)�(: ��&  "��	 5#4 ���
I	 ��"	"$ �I��  0	  & ��
I	 �AB+	 30"��	 �,�4

�	
�	:  

)       24.15                           (             )d,d(a.Min 22 g ++++−−−−
====  

)       24.16         (21iiiii P,Pi  ,   bdd)x(f:G      .T.S ∈∈∈∈====−−−−++++
++++−−−−  

)       24.17                           (       *
11 ag )d,d( ====

++++−−−−  

)       24.18                         (            0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

�� 30"��	 ��," )24.18(�)24.15 ( ��	 5#4 �7�� H�#,��	 �����,

 ���	"*
2a.  

��%�� JK4& ��
I	 �AB+	 30"��	 �& 9�K�")�1& �"$ 30"��	  iG> 

1pi ∈∈∈∈> �"$ �AB+	 30"��	 �� E%� L	0� *
1a "1 
�� ��
I	 30"��	 �� ���� 

 ���	 �� G%")24.17(.  
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 @"�'	)M(: ��&  5#4 �I	
I	 ��"	"$ �I��  0	  & ;	
I	 �AB+	 30"��	 �,�4

"��	:  

)       24.19 (                                      )d,d(a.Min 33 g ++++−−−−
====  

)       24.20    (321iiiii P,P,Pi  ,   bdd)x(f:G      .T.S ∈∈∈∈====−−−−++++
++++−−−−  

)       24.21                        (         *
11 ag )d,d( ====

++++−−−−  

)       24.22                         (       *
22 ag )d,d( ====

++++−−−−  

)       24.23                          (         0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

�� 30"��	 ��," )24.23(�)24.19 ( ��	 5#4 �7��*
3a.  

��%�� JK4& ;	
I	 �AB+	 30"��	 �& 9�K�")�1& ��
I	" >�"$ 30"��	  .

 �� �"��� ��
I	" �"$ ��+0"��	 �� E%� L	0�)24.22(,)24.21.(  

 ��� �I�	
,"	"$
, ��,���	 ��AB+	 30
��	 ��"�� 6
�1k54 P,...,P,P
−−−−

.  

 @"�'	)k(: �� @��'$ ��"	"$ �I��  0	 30"��	 �,�4 kP"��	 5#4 :  

)       24.24                         (              )d,d(a.Min kk g ++++−−−−
====  

)       24.25  (  k21iiiii P,...,P,Pi  ,   bdd)x(f:G    .T.S ∈∈∈∈====−−−−++++
++++−−−−  

)       24.26   (         1-k1,2,...,j   ,     )d,d(
*
jj ag ========

++++−−−−  

)       24.27                     (                  0d,d,X ≥≥≥≥
++++−−−−  

�� 30"��	 ��," )24.27(�)24.42 ( ��	 5#4 �7��*
ka.  
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6
9�K�: ��  ��'$ 30"��	 ��)24.27( �)24.42 ( 30"��#	 ���"� �� �%�& �I��

 �#7$)24.11(�)24.9 (– )�1$ E��+ ��%��" iG 30"��	 

�#7$ )�*	 �+��,.  

�� �� 	 30"��	 �AB+t ;�� k,...,2,1t ====��%�� )�1&  30
��	 

 �� �1$ ��"	"$ "0 ��AB+	t  & �
,�4O 5� 0'D� ��AB+	 30
��	 

 ��,
�	)1t,....,2,1 −−−−.(  

M�  30"�� ��H�#,��	 ����� ��'��
, ?#� ��� �AB+.  

���� ���	 0'�� �	
���	 ��	 ����� ���� :  

& �  6
�"	"$ 5� 6K��<� P�+C. 

! �  @"+��	 6
�"���	 5� 6K��<� P�+C.  

��	
�	 �#I�$ �K' �� 6"�'	 J01 G%"� )"�".  

 �
I�)����( :'	 )�*	 �+��, 30"�� �,�4& �	
�	 ��]�Q>104[:  

 �+"&21 X,X;��, :  

)1               ()}d(),d(),d3(2d{a Min. .Lexic 4321
++++−−−−++++++++

++++====  

)2              (10ddXX:G        S.T. 11211 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)3                      (4ddX:G 2212 ====−−−−++++
++++−−−−  

)4           (56ddX3X5:G 33213 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)5              (12ddXX:G 44214 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)6                                 (0d,d,X ≥≥≥≥
++++−−−−  

D,���"� �� �%�& �+"& ��	
���	 ��	 ����� ��'��.  
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��	:  

 @"�'	)�( :�� 5	"$ ��"	"$
, ��,���	 �	"$ ��AB+	 �#�-�	 �,�<� )"� 1P 

�	
�	 "��	 5#4:  

)7          (          ++++++++++++−−−−
++++======== 211 d32d)d,d( Min. ga  

)8              (10ddXX:G        S.T. 11211 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)9                      (4ddX:G 2212 ====−−−−++++
++++−−−−  

)10                               (0d,d,X ≥≥≥≥
++++−−−−  

�� 30"��	 ��," )10( �)7 (��	 �& �+� H�#,��	 ����� ��'��
,:  

)      11 ( 0dd   , 0dd   , 6   X, 4   X, 0
*

2

*

2

*

1

*

1
*
2

*
1

*
1a ============================

++++−−−−++++−−−−  

 @"�'	)�( :� � ��,���	 ���
I	 ��AB+	 �#�-�	 �,�<� )"�  ���
I	 ��"	"$
,2P 

�	
�	 "��	 5#4:  

)12               (             −−−−++++−−−−
======== 322 d)d,d( Min. ga  

)13              (10ddXX:G        S.T. 11211 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)14           (           4ddX:G 2212 ====−−−−++++
++++−−−−  

)15           (56ddX3X5:G 33213 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)16              (            0d32d 21 ====++++
++++++++  

)17                     (      0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

�9"�#� : �& 
�,*
11 ag  )d,d( ====←←←←

++++−−−−0d32d 21 ====++++
++++++++  

���	 ��,"  30"�)17(�)12 ( 5#4 �I�$ ��	 �& �+� H�#,��	 ����� ��'��
,

�	
�	 "��	:  
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(18)                                0d   ,   18d   ,    0dd

0dd   ,   6   X,     4   X,   18d

*

3

*

3

*

2

*

2

*

1

*

1
*
2

*
13

*
2a

================

========================

++++−−−−++++−−−−

++++−−−−−−−−

  

 @"�'	)M :(�� �#�-�	 �,�<� )"� �I	
I	  ��"	"$
, ��,���	 �I	
I	3P "��	 5#4 

�	
�	:  

)19                            (++++++++−−−−
======== 433 d)d,d( Min. ga  

)20              (10ddXX:G        S.T. 11211 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)21                      (4ddX:G 2212 ====−−−−++++
++++−−−−  

)22           (56ddX3X5:G 33213 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)23              (12ddXX:G 44214 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

)24                          (0d32d 21 ====++++
++++++++  

)25               (                   18d3 ====
−−−−  

)26                                 (0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

�9"�#� : �& 
�,*
22 ag  )d,d( ====←←←←

++++−−−−18d3 ====
−−−−  

�� 30"��	 ��," )26( �)19 (�I�$ ��	 �& �+� H�#,��	 ����� ��'��
,:  

 
(27)       0dd   ,   0d   ,   18d   ,   0dd

0dd   ,   6   X,    4   X,   0d

*

4

*

4

*

3

*

3

*

2

*

2

*

1

*

1
*
2

*
14

*
3a

========================

========================

++++−−−−++++−−−−++++−−−−

++++−−−−++++

  

 ��")27(,)18(,)11 ( )�*	 �+��, 30"��	 ���"� �� �%�& �& �+�)6(�)1 ( 5#4

�	
�	 "��	:  
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0dd   ,   0d   ,   18d   ,     0dd

0dd   ,   6   X,    4   X,   }0,18,0{

*

4

*

4

*

3

*

3

*

2

*

2

*

1

*

1
*
2

**

1
a

========================

====================

++++−−−−++++−−−−++++−−−−

++++−−−−

  

 �
I�)����(:�	
�	 )�*	 �+��, 30"�� �,�4 :  

 �+"&X;��, :  

)1            (               )}d(),d(),(d{a Min. .Lexic 321
−−−−++++−−−−

====  

)2    (        50ddXXX        S.T. 11321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)3        (120ddXX3X4 22321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)4           (100ddXXX 33321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)5       (1,2,3i  ,     0d,d,X,X,X ii321 ====≥≥≥≥
++++−−−−  

��	:  

 @"�'	)�( :���	
�	 "��	 5#4 5	"$ ��"	"$
, ��,���	 ��AB+	 �#�-�	 �"�� :  

)6                                             (−−−−
==== 11 d Min. a  

)7            (50ddXXX        S.T. 11321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)8                     (0d,d,X,X,X ii321 ≥≥≥≥
++++−−−−  

�� 30"��	 ��," )8(�)6 (�+� H�#,��	 ����� ��'��
,:  

)      9                  (0   , 0   X, 50 X *
1

*
2

*
1 a ============  

 @"�'	)�(: ��	 ���
I	 ��AB+	 �#�-�	 �"��  "��	 5#4 ���
I	 ��"	"$
, ��,���

�	
�	:  

)10                                             (++++
==== 22 d Min. a  
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)11         (120ddXX3X4        S.T. 22321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)12            (50ddXXX 11321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)13                                        (0d1 ====
−−−−  

)14                     (0d,d,X,X,X ii321 ≥≥≥≥
++++−−−−  

�� 30"��	 ��," )14( �)10 (��	 �& �+�  

)      15                  (0   , 0   X, 0   X, 50 X *
2

*
3

*
2

*
1 a ================  

 @"�'	)M( :� � "��	 5#4 �I	
I	 ��"	"$
, ��,���	 �I	
I	 ��AB+	 �#�-�	 �"�� 

�	
�	:  

)16                   (                          −−−−
==== 33 d Min. a  

)17            (100ddXXX       S.T. 33321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)18            (50ddXXX 11321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)19         (120ddXX3X4 22321 ====−−−−++++++++++++
++++−−−−  

)20                          (0d2 ====
++++   ,   0d1 ====

−−−−  

)21 (                    0d,d,X,X,X ii321 ≥≥≥≥
++++−−−−  

�� 30"��	 ��," )21( �)16 ("��	 5#4 ��	 5#4 �7��:  

40d   ,   0d   ,     0dd   ,  0dd

67.26   X,   0   X,    33.23   X,     }0,0,0{

*

3

*

3

*

2

*

2

*

1

*

1

*
3

*
2

*
1

*a

========================

================

++++−−−−++++−−−−++++−−−−
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)���� ( �	
���               Exercises  

)�( �	��� ����� ���� ��� �	������ ��  !"� objective ������ goal.  

)� ( $����%
�� ����&��� ��� $�'	'(� )����� *� 	++++−−−− d,d ����� $+�� ,�-'  *� 

$�.��� $+���� ,�-'  *� $�
./��� $-0�� ����&����.  

)1( �2	� $����%
3� ����&��� ,�" 4/	% ++++−−−−

i , i dd 5,...2,1i ====  $+�� ,�-'  6�

�  7  ��/ 7�	'� �����:  

0)d()d( ii ====⋅⋅⋅⋅
++++−−−−  

)�( ���� ����'� �2	� " �	����:� 	;�� ��&/���<Lexicographically 

Minimization "� ��� ����� $+�� ,�-'  *�< �����'� " ��&/� �  ��=��

Maximization �  Minimization "$�.��� $+���� ,�-'  *�.  

)> ( ��+�
�� ?	�
@� �	0�A�� 7�%  ��;�A,B $��-.�� �	B	'�� !"�� *�	��� 4��+��� 

 C�%���� C�%��� ?	�
3)�	������ 5D�+���� 5D�
/��� *� ( 40 *� E	��� �F�� G�20 5

� ?	�
H� $-%�I��'(� *� C�%���� $B	'�� $�-0�.  

 � ���%��� ��B ���%� *� $0�A�� ,J���A,B 	;�� $��	��� ����(� );%� K�%� <
	��	����(:  

)  (�	����� �  D�+��� �  D�
/��� *� LM	��� �F�� ��&/�E	��� �B .  

), ( �B 4;� � *B��'  !�� )�;%�10,000	�B��'  N�
+ <.  

)? ( ��B ��0  D��$+�
�� ���%��� � �0.  

)� ( 4�&A��� *� *�	"3� �F�� �	B	' ��&/�)�	���� 5D�+� 5D�
/�.(  
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 4��+)����(  

$B	'�	� ?	�
3� �F   C�%��� D�� �O

$�
+�	�  �	���� D�+� D�
/� 
P�
��  

3000 3 5 20 A 

2000 1 3 12 B 

 20 100 120 $�
+�	� C�%���� $B	'�� $�-0�  

 50 120 240 	�B��'  $%	��� �	B	'�� ��B<  

 � $��	��� ����� $+�� ?2	
 ���B )Q (–)S (– !"�� 	���+ *;���� 4% 4"�  �+�  <
	�
	�� G�2<:  

)Q(       )}dd2(),d(d{a Min. .Lexic 3211
++++++++++++−−−−

++++++++====  

      70ddX10X        S.T. 1121 ====−−−−++++−−−−
++++−−−−  

      40ddX5X3 2221 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

    120ddX6X8 3321 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

                      0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

)�(        )}dd3(),d(),(d{a Min. .Lexic 3121
++++−−−−−−−−++++

++++====  

     30ddXX        S.T. 1121 −−−−====−−−−++++++++−−−−
++++−−−−  

     80ddX6X5 2221 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

             20ddX 332 ====−−−−++++
++++−−−−  

                    0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

)T(   )}d(),d5.1d(),d(),d(d{a Min. .Lexic 321421
−−−−−−−−−−−−−−−−++++++++

++++++++====  
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30ddX        S.T. 111 ====−−−−++++
++++−−−−  

15ddX 222 ====−−−−++++
++++−−−−  

1000ddX12X8 3321 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

40ddX2X 4421 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

)S(                    )}d(),d(),d(d{a Min. .Lexic 4311
−−−−−−−−++++−−−−

++++====  

400ddXX        S.T. 1121 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

500ddXX2 2221 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

300ddX 331 ====−−−−++++
++++−−−−  

240ddX3.0X4.0 4421 ====−−−−++++++++
++++−−−−  

0d,d,X ii ≥≥≥≥
++++−−−−  

 � $��	��� $�.��� $+���� 40	A ���B )�U(�)��:(  

 �V0-�'�� $;��. �����'	� $�.��� $+���� �����'	� 4O(� 4%�� �+�  .  

,� *� �=	
�� *.��� ����� $+�� ?2�
 �+�  )�U (– 4% 4"�  �+�  �O 

*�	���� 4%�� $;��. �����'	� *;����.  

? � 4% ��� ��	W �� $-0A)�U ( *�) (5),.(  

)�U ( �+� 21 X,XK�%� :  

0 X , X                

240X 8 X3              

50XX        S.T. 

X 5X 2Z.Min

21

21

21

21

≥≥≥≥

≤≤≤≤++++

≥≥≥≥++++

++++====
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)��(  

0X , X , X               

54X 5         X               

84        X 2 X               

100 X X X 5        S.T.

X 3XX 5Z.Max

321

31

21

321

321

≥≥≥≥

≤≤≤≤++++

≤≤≤≤++++

≤≤≤≤++++−−−−

++++++++====

  

)��(  

0X , X , X , X                    

200X8                X                     

350        XXX2                    

002 X X X X        S.T.      

X X 21X 4X 7Z.Max

4321

41

321

4321

4321

≥≥≥≥

≤≤≤≤++++

≤≤≤≤−−−−++++

≥≥≥≥++++++++++++

++++++++++++====

  

)�1(  �	+�
�� � I��
  K�O D
/ P�
�A , B , C C�X%���� C�%��� !�� 5 10 , 15 , 

20,������ 6-B N�
+ .  

 �
	0 �2@� � C�%���� C�%���A,B,C ,-.�� 7,5,8 E	���� 5,������ 6-B 4B �	B	' 

 Y�	'� 	�B��'  4�&A��� �	B	' �<350	�B��'  $B	'<.  �����'� $�
	0  �+�� G�20

 �B ��F� � K�%� $��	"Z 4B �	B	'30 �F�� �����'� Y�[� K�% 5	�B��'  $B	' <
I�
 40 � C�%��� !�� L	��
� 6�Z *�	"3� *B��'(� ,-.�� 4;� � G�20 5�%�� N�
+� 

 �B $O�O�� I��
(� ?	�
Z �500	�B��'  C�%� <.  

 ,J��� ����(� );%� K�%� P�
 40 � $�B��'(� ���%��� ��B ���%� *� ���;�� 2��

	��	����( 	;�� $��	���<:  

  �  !���� ��=��.  

, �  *�	"3� �F�� ��&/�. 

? �)�'�� *� ,-.�� $�.&� .  
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)�� (� $��	��� I��
(� ?	�
@� $=��%�� �M	/��� ?	�
Z �	0�A 7�%  ��;I,II,III K�%� 

 ����� I�
 40 ?	�
Z *� 4���A,B,C C�%��� D�� ��' K�%� ) �-�0 �/
 Y�	'� C�%���

���+ (5,10,15,������ 6-B N�
+ .  

 � ���+ �-�0�	� $%	��� �	�0�� !"�� *�	��� 4��+���A,B,C�%��� ?	�
Z *�  C�%���� C

 �I,II,III	"�  $%	��� �	�0��� <.  

 4��+)���>(  

 $%	��� �	�0��

���+�-�0�	�  
 � C�%���� C�%��� *� $-����� ����� ,'
I,II,III  

 �����

$-�����  

6000  � 4W 10% P�
-� II � �O0  550% X� I A 

2000  � 4W 60% X� III � �O0  520% X� I B 

50  � 4W 50%  X�I � �O0  510% X� II C  

,�-.�� :�� � $��	"Z �	�0 6�Z \�+-�� �0 ��J A �  B �  C 40 4�&�'�� 

$%	��� �	�0��.  

��!���� ��=�� .  

1� � ?	�
3� ��0� �  I 4W(� 6-B 4O� 5000C�%� .  
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)� !� ( �������$� ���%$� �&'    Probabilistic Goal's Set   
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~
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)� !- ( )��*����
ij
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ij
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)���� (�	
�	                                    Introduction  

 ����� �
��� ��	�� ����� ������� �	  !� "#��"#� $�"��� �"��� %&)LGP (

 '(�))))	#�� *"))))	�+	 ,))))�	� ��))))-� "	
))))#. �))))�#����� �))))�"/�� %))))&)iij b,a(,m,...2,1i ====  

n,...,2,1j ====  ���"0 ��
"�	constants . �-"!)	�� �)	 ��0- %& �-�� �)2�� ��)-� �)��+���

 ������ �."#� �2�� �. 3�"�. *"	�+	�� 4+� ��-� %�"��"�� ��2��!. "�� ��2��!. *���5�	

"6��
�� �-		 �� �	��+	 ���"	�/� *"+�7��.  

 �-"!	��� ���"	�/� �
6 ��	�� '("	# �-! %& "��8"�� 9�� %��� �������� �	:��

3�"))�	�� �))	 ��.�))# : *��))�5�	�� %))& �))0	�	��� 
�))���� ��))� 4�"))+��� <))�= ,))��� ��>� ?�))#��

�)!@	 %)& �)�0	�	��� %2��!)+�� �)	"+�� <)�= ,)��� %#")0�� ?�#��� A��&��/#>� . ")��7	 9)6� �)	�

 ")#-	� B)#� %�&��)� �)/ �:)&� <�. ���/�� "��"	�/� 3
��	�� �
��� ��	�� ����� 9�
����C
�D �	 ����� %& ������"� E�( F:�# ��� "	- A3��-(	�� 3�"�	�� %.�# G")���H.(  

 ��	���� '("	#� ���!+��� %#"0��� ���!+��� I
"/�� ���"��� 
�
�	� �6 �"��� �(6�

 *"	�+	�� ��-� "	
#. ���"	�/>� �����iij b,a ���"	�/� *"+�7�� "�� ��2��!. *���5�	 

 �	��+	)��"6��
�� �-		 ( . ���"	�/>� �
��� ��	�� '("	# ��"#�# ��� �"��� �(6 %�&

 *"	�+	�� �- �� 4+� ��-� "	
#.ib �� ija ���"	�/� *"+�7�� "�� ��2��!. *���5�	 

"6��
�� �-		 �� �	��+	.  

 ����� %�&)���� (	�/>� ��
6>� �2& 9
�# ��� ���+� �J� �	 ���"

 ��2��!+�� ��&��/#>� *���5�	��random deviational variables) ++++−−−− d
~

,d
~( ����-� A

 ����� 9�
���K� 3�L"#	 ��#��� ��
6� <�= ���"	�/>� ��
6>� ���/�)CCP ( ���-��

%�&��� �/ �:&� <�. ���/�� �-	� B�/� %#��� �
6 ��	�� '(�	# M���	 
#. 

�#�+	 ��#�	K	.  

 ����� %&�)���H ( ��� �DJ+�� 9
�# ��/	�� %#����� '(�	#�� %�&��� �/ �:&�

��2��!+�� ��&��/#>� *���5�	�� *N"	�/�� *"	�+	�� ��-� "	
#. )ib
~ (��2��!. *���5�	.  



  

  
  

  ًالمقيدة أحتماليابرمجة الھدف نماذج :  والعشرونسالخام         الباب        مقدمة          )١-٢٥(

  
  
  
  
  
  

  

- ٣٧٤ -  

 ����� %&�)���O(#  *"	�+	�� ���+)ija~ ( ���/� ����-� ��2��!. *���5�	

��+	 ��#�	K	 M���	 
#. �L"#	 %#��� '(�	# <�= %�"	�/>� �
��� ��	�� '(�	#.  

 I
"/�� ���"��� %& �	
�	�� ��2"�/>� *J��/��� ,�	� �� �-(�"� ��
� �6 "		�

���!+��� %#"0��� ���!+������� ��� ��#��� 
��D <�= ���"	�/>� 
����� ���/��  %& 9


 ��
6>� ���/�� ���#�"� �"��� �(6 ���"	�/>�probabilistic goals ��#��� ��
6� <�= 

3�L"#	.  

�� '(�	# �� �!. ,�"��� ����� %& "#�-( "	-��6 ��#����� ��	����  ��"��� ��"/

�6 �	"+�� ��"/�� ��� %#����� �
��� ��	�� '(�	# �K& �0	�"� A���"	�/>� ��	���� '(�	# 

 �6 E�( F:�# ��� "	- A���"	�/>� ��	���� '(�	# �6 �	"+�� ��"/�� ��� ��"��� ��"/��

���"��� ������ %&.  

 ����� %&�)���� ( %& ���"	�/>� �
��� ��	�� '("	#� ������ ��0	� 9
�#

�����	�� *"."��� 4+�.  
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)���� ( ��	
���� ������ ���    Probabilistic Goal's Set   

 �� 
���� 
��� ����
��� ����	� �� �  !�" #��� ������	� ��
$�	� #� ��%� ��

�	
	� &�� �� ����	� �'�� #(� )"
*	� +
"	�) ���
��� ����  �  ���, ��-� ( #. /"�

������ � ��� .  

����	� �� �  !�" #��� 
���. ��	
��  ������ �  � ����	� ���� 1�� 
��

��	
��  ����  2	3 ��	
���� ���
���	� probabilistic goals �� 4	� 5���* 
�� 

��	
�	� ��67	�� �67	� ��� .� �� ��	
���� ������ ��� 1��� ��* �67	� ��� ��

#��	
:  

�	��� �	
	� :�� ��9	� :
�;�� �� �  !�" #��� 
���. ����<	 #��ib
~ :���=�� 

���;�� ��	
��  :
��>��" �;��*� �����$..  

���
%	� �	
	� : ������	� :���=��	� :?�
�� �%�� ��	� :
�;��	� �� �  !�" #��� 
���.

 ������ #� �*��� ��9	� ��ija~
��  :
��>��" �;��*� �����$. :���=��  ��	

���;��.  

�	��� �	
	� : ��	
���� ����	� ��� #  
���� ��3probabilistic constraints 2;. 

�	
�	� ��	�:  

   )25.1                     (m1,2,....,i     ,          b
~

X a i

m

1i

jij ====≤≤≤≤∑∑∑∑
====

  

�   

   )25.2          (M2,....,m1,mi     ,          b
~

X a i

M

1mi

jij ++++++++====≥≥≥≥∑∑∑∑
++++====

  

 /�ib
~ �	��" �����$. :���=��  �
��  ��
%�)�
��  �	�� �  ()b

~
(f i @�>�� �	��� 

 �������)b
~

(F i �M,....,2,1i ==== :
�;��	�� �ija ���"
% ���
�� jX :���=��	� 2	3 ��$� 
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 �������	�n,...,2,1j ==== . #A��������� ���	
����  �� ����	� ��7	 B�C
��	� 

)25.2(,)25.1 (�	
�	� ��	� 2;.:  

   )25.3  (M1,2,....,i     ,          b
~

d
~

d
~

X a     :G iii

n

1j

jiji ========−−−−++++
++++−−−−

====

∑∑∑∑  

 /�++++−−−−
ii d

~
,d

~ 2	3 ��$�  �����$�	� �������� :���=��	�random deviational 

variables/�" +����	� 2;. �"-��	�� �"	
*	� :  

)25.4  (    M,....,2,1i ====  ,   
}{

}{

i

n

1j

jiji

n

1j

jijii

b
~

X a  ,  0.Maxd
~

X ab
~

  ,  0.Maxd
~

−−−−====

−−−−====

∑∑∑∑

∑∑∑∑

====

++++

====

−−−−

  

4	��:  

)25.5 (    M,....,2,1i ====  ,  0)(P)0d
~

0d
~

(P riir ====φφφφ====>>>>∩∩∩∩>>>>
++++−−−−  

 #  
���� ��(� 1,� ���;	 �����A�	� D
���)i ( E�
*�iγγγγ �M,....,2,1i ==== 

)�	� )�� �
��  �� �����A�	� D
�����( ����	� �F
�6 B�
.  #��� G�(� �

)25.2(,)25.1 (�	
�	� ��	� 2;. ������ ���, 2	3:  

)25.6 (m1,2,...,i  ,  )1(FX a  b
~

X a i
1-

n

1j

jijii

n

1j

jijr )(P ====γγγγ−−−−====→→→→γγγγ====≤≤≤≤ ∑∑∑∑∑∑∑∑
========

  

)25.7 ( M1,...,mi  ,  )(FX a  b
~

X a i
1-

n

1j

jijii

n

1j

jijr )(P ++++====γγγγ====→→→→γγγγ====≥≥≥≥ ∑∑∑∑∑∑∑∑
========

  

�C�;� : �� ����	� #��� #  #���)25.7(,)25.6 ( �'A� :H�
�� #� H�" :
��
"��I
 ��$	�)iγγγγ≥≥≥≥ ( � )iγγγγ≤≤≤≤.(  
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�	
�	� ��	� 2;. ������ ����  2	3 
�J;��� #��� &?.  #�����	� #����	��:  

)25.8(   m1,2,....,i     ,      )1(FddX a     :G i
1

ii

n

1j

jiji ====γγγγ−−−−====−−−−++++
−−−−++++−−−−

====

∑∑∑∑  

)25.9(M2,....,m1,mi   ,  )(FddX a     :G i
1

ii

n

1j

jiji ++++++++====γγγγ====−−−−++++
−−−−++++−−−−

====

∑∑∑∑  

/�:  

)25.10(

























++++====−−−−γγγγ
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 �!&�� *� *�/&� ����) .�) 6&R�A) 9#&( 6K�( 1&���& GB) 9#&( ./� .( ������ 6&#(��&

 *� #$�&�� *��� ��
��� 5+&�A,B��� *� �!&�� *�  �(��7��� #�&I,II %�!(&� ��
 

 *� #$�&�� *��� ;�
 !72 @�=  *���
 �!&�� ��-�� *�&A,B 9#$�&�� 9#$&�� �- �& G

 #�&��� *� 9#�� 6  *��(��7���.  

 C� 3�!� E&2& G#��7��� ;�3&��� ;
�� !�<�� 6��� �!&�� ��-�� 3!?& ;��(� *�  �=>?

 3�!��
C
~ ��$ )5,100(N~C

~
====σσσσ====µµµµ.  

 6&#()���I(  

 G�(��7��� #�&��� *� ��(����� *� #$�&�� *��� ��
���

6�<���� ��/�2& G�!&�� ��-��&   9#$&�� 5
!

C��(��
  

 ��-��

�!&��   ��/�2
6�<����  

 �(��7��� 9#����
 �������)%�!(&� ��
(  

 �(��7��� 9#����
 .�&��)%�!(&� ��
(  

 1�&��

��(�����  

1200 2 20 0 20 A 

5000 3 30 20 50 B 

 C
~  1000 1200 2000 :�����  

   80 50 
 �- ���

C��(��
  

 *�  �=>? *� �'(���) %�� ���� ���� �� #�#$� �? 0A!� !�!	�� =���A,B �	$� ��$
 

�'���&�&� �	?& ������� E�#F��Y:  

��  *�!&# 9#�/� ���/ *� 5
!�� %�H7���-����.  

�� * �� �� 6K� *�!&#�� 9#�/� ���/ a�!(� *&#
 ��	
���� ��-���� *& � *�. 
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I�  */ �(��7��� #�&��� 9#��3 %#/���� �� 9#��3 %#/ @�=  G�$�����  ��/�2 ##/

�$����� 6�<����. 

Z� 02��� ���	� E#F �(�!
 �=&�� *& .  

6$�� : *� ��+!? �=)21 X,X ���� �� ��F )*���
 ( *� �'(���) 0(� ����A,B ./ 

0��!���.  

#&�	��:  

 ��&�� �(��7��� 9#����←←←←≤≤≤≤++++ 2000X 50X 20 21  

)1      (                    2000ddX 50X 20     :G 11211 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

6����
:  

)2(      ������� �(��7��� 9#����←←←←1200ddX 20     :G 2222 ====−−−−++++ ++++−−−−  

)3( �<���� ��/�2 6←←←←1000ddX 30X 20     :G 33213 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

)4   (            ��-����←←←←C
~

d
~

d
~

X 3X 2     :G 44214 ====−−−−++++++++ ++++−−−−////  

E�#F��: ��5
!� �
2���
   

RddX 950X 200 5521 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

�H&$� :R * ��& C	�	$� �? !�!	�� =��� 0A!� J=�� 5
!�� ���K �F 400,000 GC��( 

 ������
*>?:  

)5                (  000,400ddX 900X 200     :G 55215 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

 6�&$�
& �? �����$�� E#'��)4 ( ���&�B� "&�2� #�/ ���	� E#F .�)9.0≥≥≥≥γγγγ  

)4
/    (                       6.93ddX 3X 2     :G 44214 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

������ &$��� ./ ���	��� �=&���� 5
L�&:  
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                     }{ )ddd(),d(),d(a.Min.Lexic 32145
++++++++++++−−−−−−−− ++++++++====  

                                         S.T 

             2000ddX 50X 20     :G 11211 ====−−−−++++++++ ++++−−−−    

                        1200ddX 20     :G 2222 ====−−−−++++ ++++−−−−  

              1000ddX 30X 20     :G 33213 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

                  6.93ddX 3X 2     :G 44214 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

       000,400ddX 900X 200     :G 55215 ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

1,2,3,4,5i  ,  0)d)(d(   ,    0d,d,X ,X iiii21 ========≥≥≥≥ ++++−−−−++++−−−−  

&��������� 6&$�� �	�!�
 &� �����
 C$ * �� ���	� E#F �(�!
 �=&�� MN/� �=&����Y.  
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)�� �� (�	
���                    Exercises  

)�� ��(:����� ���	��� ���	���� �� ��� ) √√√√ (���	� ���	���� ���) ×( � ! " 

#�$��.  

��  ��&���
'� ����(��� �	)��� �
	  *��$ �����+, ����(� 	��� �����+���-
���	$ �� ��.� �����+���. 

�� �
'� ����(�)� /�	��'� "�0���� 	���- "�0���� ��)� 1� � �����+��� ��&��

	2� /�	��'�. 

3�  �����+��� ��&���
4� ����(��� 1�� �56, ��.� 7�, ��
�8��� ��&���
'� ����(����

	2� 9�:	
��. 

;�  #�)$�)CCGP (�����+��� �	)�)� /�	��'� "�0���� ���)� #)���. 

�� <!	
 /& =	�� /��� ���	��'� > 	+)� ��$
�	� 1� � ���	��� ?�@ �.�� 

/�	��� A.� 0	.
'� A.�. 

��  ��&���
'� ����(�)� ��.� 7�5 ��.� B?�2�� �.��� ���	��'� > 	+)� ��$
�	�

/���+��� >	��� C�D ".�� �����+��� ��&���
'� ����(�)� 9�:	
��.  

)�� ��(: ���,� 	��� 1 ��	� >  /& ���	��'� ?�2�� �.�� <!	
 >�� B���	��� �4

 C�D /�	��'� <!�
���:	
�� ��
�E�� F��$ �
, �:	
 /
�8� <!�
.  

                   )}d
~

(),d
~

{(a~.Min.Lexic 21
−−−−++++====) 1(  

                                              S.T.  

 80.01 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++−−−−++++ ++++−−−−
111321 C

~
d
~

d
~

X X 5X 2  

       90.02 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++++++ ++++−−−−
22231 C

~
d
~

d
~

X 2X 5  
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     1,2i    ,  )d
~

d
~

(    ,   0X , X  , X ii321 ====φφφφ====∩∩∩∩≥≥≥≥ ++++−−−−  

)5,50(N~C
~

222 ====σσσσ====µµµµ,)2,20(N~C
~

111 ====σσσσ====µµµµ  

                         )}d
~

(),d
~

(),d{(a~.Min.Lexic 213
++++−−−−−−−−====) 2(  

                                                  S.T.  

90.01 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++−−−−++++ ++++−−−− 120d
~

d
~

X 3 X a~X a~ 113212111  

   80.02 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++++++++++ ++++−−−− 80d
~

d
~

X 5X 7X a~ 2232121  

                             50ddX 9X 2X 33321 ====−−−−++++++++−−−− ++++−−−−  

1,2,3i    ,  )d
~

d
~

(    ,   0d
~

,d
~

,X , X  , X iiii321 ====φφφφ====∩∩∩∩≥≥≥≥ ++++−−−−++++−−−−  

2)a~,a~(Cov 1211 −−−−====,)2,10(N~a~21,)1,5(N~a~12,)2,20(N~a~11  

                  )}d
~

(),d
~

d
~

(),d
~

d
~

{(a~.Min.Lexic 12234
−−−−++++−−−−++++++++ ++++++++====) 3(  

                                                  S.T.  

             50.01 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++++++ ++++−−−− 100d
~

d
~

X 5X a~ 11211  

            90.02 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++++++ ++++−−−− 120d
~

d
~

X a~X 8 22221  

                        90.03 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++ ++++−−−−
1331 b

~
d
~

d
~

X 2  

                       80.04 ≥≥≥≥γγγγ→→→→====−−−−++++ ++++−−−−
2442 b

~
d
~

d
~

X 5  

  1,2,3,4i    ,  )d
~

d
~

(    ,   0d
~

,d
~

, X  , X iiii21 ====φφφφ====∩∩∩∩≥≥≥≥ ++++−−−−++++−−−−  
2

)100(2 ~b
~ χχχχ,2

)80(1 ~b
~ χχχχ,)2,50(N~a~2,)15,2(Exp~a~ 111 ====αααα====λλλλ  

                  )}d
~

(),d
~

{(a~.Min.Lexic 21
−−−−−−−−====) 4(  

                                                        S.T.  
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                               111211 b
~

d
~

d
~

X 3X a~ ====−−−−++++++++ ++++−−−−  

                                   ====−−−−++++++++ ++++−−−−
22221 d

~
d
~

X a~X   

   1,2i    ,  )d
~

d
~

(    ,   0d
~

,d
~

, X  , X iiii21 ====φφφφ====∩∩∩∩≥≥≥≥ ++++−−−−++++−−−−  
2

)20(2 ~a~ χχχχ,2
)10(1 ~b

~ χχχχ,2
)5(1 ~a~ χχχχ  

�:��) : ��(���)10,5(F G�� 
10/a~
5/a~

F
2

1
)10,5( ==== "�0�� "��� F ���� �	.��� )5,10(  

  

  

  



 

 
 

 
 

 

 
 

 

 الملاحق
 

 للمتغير الآسى ةالأحتمالات التراكمي (:1)حق ـلـم

 (Z) الأحتمالات التراكمية للمتغير المعتاد القياسى (:2)حق ـلـم

2) 2كا الأحتمالات التراكمية لمتغير (:3)حق ـلـم
n) 

2) 2كاجزء من جداول توزيع  (:4)حق ـلـم
),n( )  المركزيغير 

 بمعلمتين الأحتمالات التراكمية لمتغير ذات الحدين (:5)حق ـلـم

 الأحتمالات التراكمية لمتغير بواسون (:6)حق ـلـم

 (1-21)الحل التفصيلي لتطبيق  (:7)حق ـلـم

 (3-21)الحل التفصيلي لتطبيق  (:8)حق ـلـم

 ~jnالتوقع والتباين للمتغير  (:9)لحق ــم

 رسم الدوال الثنائية (:11)ملحق
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 .بمعلمة  الآسىلمتغير لالاحتمالات التراكمية ( : 1)ملحق 

 

والصف الأول يعطى ( X)، العمود الأول  Xإلى  0مساحة من التساوى  لالإحتمالات داخل الجدو

2.4  ،9.0Xالرقم العشرى الثانى فمثلا عند    78.3فإنX   0وبالتالى فالمساحة من 

 .0.9772 [99]أسفل المنحنى تساوى  Xإلى 

x  

x  
.00 .01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 0.0000 0.0100 0.0198 0.0296 0.0392 0.0488 0.0582 0.0676 0.0769 0.0861 

0.1 0.0952 0.1042 0.1131 0.1219 0.1306 0.1393 0.1479 0.1563 0.1647 0.1730 

0.2 0.1813 0.1894 0.1975 0.2055 0.2134 0.2212 0.2289 0.3266 0.2442 0.2517 

0.3 0.2592 0.2666 0.2739 0.2811 0.2882 0.2953 0.3023 0.3093 0.3161 0.3229 

0.4 0.3297 0.3363 0.3430 0.3495 0.3560 0.3624 0.3687 0.3750 0.3812 0.3874 

0.5 0.3935 0.3995 0.4055 0.4114 0.4173 0.4231 0.4288 0.4345 0.4401 0.4457 

0.6 0.4512 0.4566 0.4621 0.4674 0.4727 0.4780 0.4831 0.4883 0.4934 0.4984 

0.7 0.5034 0.5084 0.5132 0.5181 0.5229 0.5276 0.5323 0.5370 0.5416 0.5462 

0.8 0.5507 0.5551 0.5596 0.5640 0.5683 0.5726 0.5768 0.5810 0.5852 0.5893 

0.9 0.5934 0.5975 0.6015 0.6054 0.6094 0.6133 0.6171 0.6209 0.6247 0.6284 

1.0 0.6321 0.6358 0.6394 0.6430 0.6465 0.6501 0.6535 0.6570 0.6604 0.6638 

1.1 0.6671 0.6704 0.6737 0.6770 0.6802 0.6834 06865 0.6896 0.6927 0.6958 

1.2 0.6988 0.7018 0.7048 0.7077 0.7106 0.7135 0.7163 0.7192 0.7220 0.7247 

1.3 0.7275 0.7302 0.7329 0.7355 0.7382 0.7408 0.7433 0.7459 0.7484 0.7509 

1.4 0.7534 0.7559 0.7583 0.7607 0.7631 0.7654 0.7678 0.7701 0.7724 0.7746 

1.5 0.7769 0.7791 0.7813 0.7835 0.7856 0.7878 0.7899 0.7920 0.7940 0.7961 

1.6 0.7981 0.8001 0.8021 0.8041 0.8060 0.8080 0.8099 0.8118 0.8136 0.8155 

1.7 0.8173 0.8191 0.8209 0.8227 0.8245 0.8262 0.8280 0.8297 0.8314 0.8336 

1.8 0.8347 0.8363 0.8380 0.8396 0.8412 0.8428 0.8443 0.8459 0.8474 0.8489 

1.9 0.8504 0.8519 0.8534 0.8549 0.8563 0.8577 0.8591 0.8605 0.8619 0.8633 
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x  

x  
.00 .01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

2.0 08647 0.8660 0.8673 0.8687 0.8700 0.8713 0.8725 0.8738 0.8751 0.8763 

2.1 0.8775 0.8788 0.8800 0.8812 0.8823 0.8835 0.8847 0.8858 0.8870 0.8881 

2.2 0.8892 0.8903 0.8914 0.8925 0.8935 0.8946 0.8956 0.8967 0.8977 0.8987 

2.3 0.8997 0.9007 0.9017 0.9027 0.9037 0.9046 0.9056 0.9065 0.9074 0.9084 

2.4 0.9093 0.9102 0.9111 0.9120 0.9128 0.9137 0.9146 0.9154 0.9163 0.9171 

2.5 0.9179 0.9187 0.9195 0.9203 0.9211 0.9219 0.9227 0.9235 0.9242 0.9250 

2.6 0.9257 0.9265 0.9272 0.9279 0.9286 0.9293 0.9301 0.9307 0.9314 0.9321 

2.7 0.9328 0.9335 0.9341 0.9348 0.9354 0.9361 0.9367 0.9373 0.9380 0.9386 

2.8 0.9392 0.9398 0.9404 0.9410 0.9416 0.9422 0.9427 0.9433 0.9439 0.9444 

2.9 0.9450 09455 0.9461 0.9466 0.9471 0.9477 0.9482 0.9487 0.9492 0.9497 

3.0 0.9802 0.9507 0.9512 0.9517 0.9522 0.9526 0.9531 0.9536 0.9540 0.9545 

3.1 0.9550 0.9554 0.9558 0.9563 0.9567 0.9571 0.9576 0.9580 0.9584 0.9588 

3.2 0.9592 0.9596 0.9600 0.9604 0.9608 0.9612 0.9616 0.9620 0.9624 0.9627 

3.3 0.9631 0.9635 0.9638 0.9642 0.9646 0.9649 0.9653 0.9656 0.9660 0.9663 

3.4 0.9666 0.9670 0.9673 0.9676 0.9679 0.9683 0.9686 0.9689 0.9692 0.9695 

3.5 0.9698 0.9701 0.9704 0.9707 0.9710 0.9731 0.9716 0.9718 0.9721 0.9724 

3.6 0.9727 0.9729 0.9732 0.9735 0.9737 0.9740 0.9743 0.9745 0.9748 0.9750 

3.7 0.9753 0.9755 0.9758 0.9760 0.9762 0.9762 0.9765 0.9769 0.9772 0.9774 

3.8 0.9776 0.9779 0.9781 0.9783 0.9785 0.9787 0.9789 0.9791 0.9793 0.9796 

3.9 0.9798 0.9800 0.9802 0.9804 0.9806 0.9807 0.9809 0.9811 0.9813 0.9815 

4.0 0.9817 0.9834 0.9850 0.9864 0.9877 0.9889 0.9899 0.9909 0.9918 0.9926 

5.0 0.9933 0.9939 0.9945 0.9950 0.9955 0.9959 0.9963 0.9967 0.9970 0.9973 

6.0 0.9975 0.9978 0.9980 0.9982 0.9983 0.9985 0.9986 0.9988 0.9989 0.9990 

7.0 0.09991 0.9992 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 

8.0 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9999 

9.0 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 
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 (Z) التراكمية للمتغير المعتاد القياسى الأحتمالات( : 2)ملحق 

 

t d  
2

1
(Z) F e

2/t
Z

2






 

Z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 

.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 

.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 

.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 

.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 

.4 .6554 .6591 .6628 6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 

           

.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 

.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 

.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7701 .7734 7764 .7794 .7823 .7852 

.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 

.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8284 .8315 .8340 .8365 .8389 

           

1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 

1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 

1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 

1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 

1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 

           

1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 

1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 

1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 
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Z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 

1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 

1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 

           

2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9498 .9803 .9808 .9812 .9817 

2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9888 .9842 .9846 .9856 .9854 .9857 

2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 

2.3 .9893 .9896 .989 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 

2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 

           

2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 

2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 

2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 

2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 

2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 

           

3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 9989 .9989 .9989 .9990 .9990 

3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 

3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 

3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 

3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 

 F(Z)والقيم المناظرة لها لـ  (Z)ة لـملخص لبعض القيم الحرج

Z 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 3.891 4.417 

F(Z) 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995 .99995 .999995 
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جزء من جداول توزيع كا( : 4)ملحق 
2

 (2
),n(

\
 )غير المركزي 

05.0 d   )(f

c

.min

22 
\\        

 والقيم داخل الجدول عبارة عن .المعلمة غير المركزية عدد درجات الحرية،  n: (1)جدول 

C
2  C(F(05.0عند  \  [86]. 

   

n 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 

1 0.0627 0.06397 0.06703 0.07507 0.0863 0.1033 0.1286 0.1662 0.2226 

2 0.3203 0.3335 0.3333 0.3504 0.3756 0.4104 0.4567 0.5169 0.5935 

3 0.5932 0.5071 0.6092 0.6297 0.6297 0.6991 0.7501 0.8135 0.8906 

: : : : : : : : : : 

20 3.294 3.297 3.307 3.324 3.347 3.376 3.413 3.455 3.505 

  

N 
2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 

1 0.4252 0.5809 0.7627 0.9570 1.156 1.355 1.555 1.755 1.955 

2 0.8035 0.9367 1.085 1.246 1.415 1.590 1.769 1.952 2.138 

3 1.088 1.208 1.341 1.485 1.637 1.767 1.963 2.133 2.307 

: : : : : : : : : : 

20 3.623 3.691 3.766 3.846 3.933 4.025 4.123 4.226 4.335 

  

N 
4.0 4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 5.6 

1 2.355 2.555 2.755 2.955 3.155 3.355 3.555 3.755 3.955 

2 2.514 2.705 2.896 3.089 3.282 3.470 3.670 3.865 4.060 

3 2.665 2.847 3.031 3.217 3.404 3.592 3.782 3.972 4.163 

: : : : : : : : : : 

20 4.566 4.688 4.814 4.944 5.078 5.216 5.356 5.500 5.647 
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01.0d   )(f

C

.min

22 
\\ 

C(F(01.0عند  Cيعطى قيم (: 2)جدول   

   

N 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 

1 0.0125 0.0127 0.0136 0.0150 0.0173 0.0207 0.0258 0.0334 0.0451 

2 0.1418 0.1432 0.1476 0.1551 0.1664 0.1820 0.2030 0.2309 0.2676 

3 0.3389 0.3411 0.3480 0.3598 0.3769 0.4000 0.4300 0.4681 0.5155 

: : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : 

20 2.874 2.877 2.886 2.900 2.920 2.946 2.978 3.016 3.059 

  

N 
2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 

1 0.0922 0.1392 0.2153 0.3325 0.4919 0.6780 0.8745 1.074 1.274 

2 0.3779 0.4579 0.5581 0.6792 0.8192 0.9740 1.139 1.312 1.491 

3 0.6448 0.7297 0.8294 0.9438 1.072 1.212 1.362 1.520 1.684 

: : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : 

20 3.164 3.225 3.292 3.365 3.444 3.528 3.618 3.714 3.814 

  

N 
4.0 4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 5.6 

1 1.674 1.874 2.074 2.474 2.474 2.674 2.874 3.074 3.274 

2 1.857 2.044 2.233 2.423 2.615 2.807 3.000 3.194 3.388 

3 2.027 2.204 2.383 2.565 2.749 2.935 3.122 3.310 3.500 

: : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : 

20 4.030 4.145 4.264 4.388 4.515 4.647 4.782 4.920 5.062 
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f)( 05.0 :عندما Cيعطى قيم (: 3)جدول 

C

2 


\ 

   

n 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 

1 1.960 1.999 2.107 2.265 2.450 2.646 2.845 3.045 

2 2.448 2.472 2.542 2.650 2.785 2.940 3.106 3.280 

3 2.795 2.814 2.868 2.953 3.064 3.194 3.339 3.493 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

20 5.604 5.610 5.627 5.655 5.693 5.742 5.800 5.868 

  

n 
2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 

1 3.645 3.845 4.045 4.245 4.445 4.645 4.845 5.045 

2 3.826 4.014 4.203 4.393 4.585 4.777 4.970 5.164 

3 3.998 4.174 4.354 4.536 4.720 5.093 5.281 5.470 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

20 6.121 6.221 6.327 6.439 6.556 6.679 6.807 6.939 

  

n 
4.0 4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 

1 5.645 5.845 6.045 6.245 6.445 6.645 6.845 7.045 

2 5.749 5.945 6.141 6.338 6.534 6.731 6.928 7.126 

3 5.852 6.043 6.236 6.429 6.622 6.816 7.011 7.205 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

20 7.358 7.507 7.654 7.806 7.960 8.117 8.277 8.438 
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f)( 01.0حيث  Cيعطى قيم : (4)جدول 

C

2 


\ 

   

n 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 

1 2.576 2.626 2.757 2.934 3.128 3.327 3.526 3.726 

2 3.035 3.065 3.148 3.272 3.421 3.584 3.757 3.936 

3 3.368 3.390 3.454 3.552 3.675 3.816 3.969 4.131 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

20 6.129 6.135 6.154 6.184 6.225 6.278 6.341 6.414 

  

n 
2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 

1 4.326 4.526 4.726 4.926 5.126 5.326 5.526 5.726 

2 4.492 4.681 4.871 5.063 5.256 5.449 5.643 5.838 

3 4.649 4.829 5.011 5.196 5.382 5.589 5.768 5.947 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

20 6.683 6.788 6.899 7.016 7.139 7.266 7.399 7.535 

  

n 
4.0 4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 

1 6.326 6.526 6.726 6.926 7.126 7.326 7.526 7.726 

2 6.426 6.621 6.817 7.014 7.211 7.408 7.803 7.803 

3 6.521 6.714 6.907 7.101 7.295 7.489 7.684 7.879 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

: : : : : : : : : 

20 7.965 8.115 8.268 8.423 8.581 8.740 8.902 9.066 
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 (n,p) حتمالات التراكمية لمتغير توزيع ذات الحدين بمعلمتينالأ( : 5)ملحق 

xnx
u

0x

n
xr )p1()p(C)uX(P)u(F





  

 

 

P 

n           u 
0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.5 

1 0 0.9500 0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000 

 1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

2 0 0.9025 0.8100 0.6400 0.4900 0.3600 0.2500 

 1 0.9975 0.9900 0.9600 0.9100 0.8400 0.7500 

 2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

3 0 0.8574 0.7290 0.5120 0.3430 0.2160 0.1250 

 1 0.9927 0.9720 0.8960 0.7840 0.6480 0.5000 

 2 0.9999 0.9990 0.9920 0.9730 0.9360 0.8750 

 3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

4 0 0.8145 0.6561 0.4096 0.2401 0.1296 0.0625 

 1 0.9860 0.9477 0.8192 0.6517 0.4752 0.3125 

 2 0.9995 0.9963 0.9728 0.9163 0.8208 0.6875 

 3 1.0000 0.9999 0.9984 0.9919 0.9744 0.9375 

 4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

5 0 0.7738 0.5905 0.3277 0.1681 0.0778 0.0313 

 1 0.9774 0.9185 0.7373 0.5282 0.3270 0.1875 

 2 0.9988 0.9914 0.944 0.8369 0.6826 0.5000 

 3 1.000 0.9995 0.9933 0.9692 0.9130 0.8125 

 4 1.0000 1.0000 0.9997 0.9976 0.9898 0.9688 

 5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

6 0 0.7351 0.5314 0.2621 0.1176 0.0467 0.0156 

 1 0.9672 0.8857 0.6554 0.4202 0.2333 0.1094 

 2 0.9978 0.9841 0.9011 0.7443 0.5443 0.3438 

 3 0.9999 0.9987 0.9830 0.9295 0.8208 0.6563 

 4 1.0000 0.9999 0.9984 0.9891 0.9590 0.8906 

 5 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9959 0.9844 

 6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

7 0 0.6983 0.4783 0.2097 0.0824 0.0280 0.0078 

 1 0.9556 0.8503 0.5767 0.3294 0.1586 0.0625 

 2 0.9962 0.9743 0.8520 0.6471 0.4199 0.2266 

0   1   ….    u          X 

f(X) 
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P 

n           u 
0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.5 

 3 0.9998 0.9973 0.9667 0.8740 0.7102 0.5000 

 4 1.0000 0.9998 0.9953 0.9712 0.9037 0.7734 

 5 1.0000 1.0000 0.9996 0.9962 0.9812 0.9375 

 6 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9984 0.9922 

 7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

8 0 0.6634 0.4305 0.1678 0.0576 0.0168 0.0039 

 1 0.9428 0.8131 0.5033 0.2553 0.1064 0.0352 

 2 0.9942 0.9619 0.7969 0.5518 0.3154 0.1445 

 3 0.9996 0.9950 0.9437 0.8059 0.5941 0.3633 

 4 1.0000 0.9996 0.9896 0.9420 0.8263 0.6367 

 5 1.0000 1.0000 0.9988 0.9887 0.9502 0.8555 

 6 1.0000 1.0000 0.9999 0.9987 0.9915 0.9648 

 7 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9961 

 8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

9 0 0.6302 0.3874 0.1342 0.0404 0.0101 0.0020 

 1 0.9288 0.7748 0.4362 0.1960 0.0705 0.0195 

 2 0.9916 0.9470 0.7382 0.4628 0.2318 0.0898 

 3 0.9994 0.9917 0.9144 0.7297 0.4826 0.2539 

 4 1.0000 0.9991 0.9804 0.9012 0.7334 0.5000 

 5 1.0000 0.9999 0.9969 0.9747 0.9006 0.7461 

 6 1.0000 1.0000 0.9997 0.9957 0.9750 0.9102 

 7 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 0.9962 0.9805 

 8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9980 

 9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

10 0 0.5987 0.3487 0.1074 0.0282 0.0060 0.0010 

 1 0.9139 0.7361 0.3758 0.1493 0.0464 0.0107 

 2 0.9885 0.9298 0.6778 0.3828 0.1673 0.0547 

 3 0.9990 0.9872 0.8791 0.6496 0.3823 0.1719 

 4 0.9999 0.9984 0.9672 0.8497 0.6331 0.3770 

 5 1.0000 0.9999 0.9936 0.9526 0.8338 0.6230 

 6 1.0000 1.0000 0.9991 0.9894 0.9452 0.8281 

 7 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9877 0.9453 

 8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9983 0.9893 

 9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 

 10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

 

: 
: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 
: 

: 
: 
: 
: 
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: 
: 
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P 

n           u 
0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.5 

50 0 0.0769 0.0052 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 1 0.2794 0.0338 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 

 2 0.5405 0.1117 0.0013 0.0000 0.0000 0.0000 

 3 0.7604 0.2503 0.0057 0.0000 0.0000 0.0000 

 4 0.8964 0.4312 0.0185 0.0002 0.0000 0.0000 

 5 0.9622 0.6161 0.0480 0.0007 0.0000 0.0000 

 6 0.9882 0.7702 0.1034 0.0025 0.0000 0.0000 

 7 0.9968 0.8779 0.1904 0.0073 0.0001 0.0000 

 8 0.9992 0.9421 0.3073 0.0183 0.0002 0.0000 

 9 0.9998 0.9755 0.4437 0.0402 0.0008 0.0000 

 10 1.0000 0.9906 0.5836 0.0789 0.0022 0.0000 

 11  0.9968 0.7107 0.1390 0.0057 0.0000 

 12  0.9990 0.8139 0.2229 0.0133 0.0002 

 13  0.9997 0.8894 0.3279 0.0280 0.0005 

 14  0.9999 0.9393 0.4468 0.0540 0.0013 

 15  1.0000 0.9692 0.5692 0.0955 0.0033 

 16   0.9856 0.6839 0.1561 0.0077 

 17   0.9937 0.7822 0.2369 0.0164 

 18   0.9975 0.8594 0.3356 0.0325 

 19   0.9991 0.9152 0.4465 0.0595 

 20   0.9997 0.9522 0.5610 0.1013 

 21   0.9999 0.9749 0.6701 0.1611 

 22   1.0000 0.9877 0.7660 0.2399 

 23    0.9944 0.8438 0.3359 

 24    0.9976 0.9022 0.4439 

 25    0.9991 0.9427 0.5561 

 26    0.9997 0.9686 0.6641 

 27    0.9999 0.9840 0.7601 

 28    1.0000 0.9924 0.8389 

 29     0.9966 0.8987 

 30     0.9986 0.9405 

 31     0.9995 0.9675 

 32     0.9998 0.9836 

 33     0.9999 0.9923 

 34     1.0000 0.9967 

 35      0.9987 

 36      0.9995 

 37      0.9998 

 38      1.0000 
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 بواسونالاحتمالات التراكمية لمتغير ( : 6)ملحق 

                  


 


u

0x

x

! x

 
)u(F

e 

 

   

U 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0 0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4493 0.3679 

1 0.9953 0.9825 0.9631 0.9384 0.9098 0.8781 0.8442 0.8088 0.7725 0.7358 

2 0.9998 0.9989 0.9964 0.9921 0.9856 0.9769 0.9659 0.9526 0.9371 0.9197 

3 1.0000 0.9999 0.9997 0.9992 0.9982 0.9966 0.9942 0.9909 0.9865 0.9810 

4 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9996 0.9992 0.9986 0.9977 0.9963 

5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9997 0.9994 

6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 

7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

  

U 
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 

0 0.3329 0.3012 0.2725 0.2466 0.2231 0.2019 0.1827 0.1653 0.1496 0.1353 

1 0.6990 0.6626 0.6268 0.5918 0.5578 0.5249 0.4932 0.4628 0.4338 0.4060 

2 0.9004 0.8795 0.8571 0.8335 0.8088 0.7834 0.7572 0.7306 0.7037 0.6767 

3 0.9743 0.9662 0.9569 0.9463 0.9344 0.9212 0.9068 0.8913 0.8747 0.8571 

4 0.9946 0.9923 0.9893 0.9857 0.9814 0.9763 0.9704 0.9636 0.9559 0.9473 

5 0.9990 0.9985 0.9978 0.9468 0.9955 0.9940 0.9920 0.9896 0.9868 0.9834 

6 0.9999 0.9997 0.9996 0.9994 0.9991 0.9987 0.9981 0.9974 0.9966 0.9955 

7 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9998 0.9997 0.9996 0.9994 0.9992 0.9989 

8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 

9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

  

U 
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0 

0 0.1225 0.1108 0.1003 0.0907 0.0821 0.0743 0.0672 0.0608 0.0550 0.0498 

1 0.3796 0.3546 0.3309 0.3084 0.2873 0.2674 0.2487 0.2311 0.2146 0.1991 

2 0.6496 0.6227 0.5960 0.5697 0.5438 0.5184 0.4936 0.4695 0.4460 0.4232 

3 0.8386 0.8194 0.7993 0.7787 0.7576 0.7360 0.7141 0.6919 0.6696 0.6472 

f(x) 

0   1   …..    u          X 
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4 0.9379 0.9275 0.9162 0.9041 0.8912 0.8774 0.8629 0.8477 0.8318 0.8153 

5 0.9796 0.9751 0.9700 0.9643 0.9580 0.9510 0.9433 0.9349 0.9258 0.9161 

6 0.9941 0.9925 0.9906 0.9884 0.9958 0.9828 0.9794 0.9756 0.9713 0.9665 

7 0.9985 0.9980 0.9974 0.9967 0.9958 0.9947 0.9934 0.9919 0.9901 0.9881 

8 0.9997 0.9995 0.9994 0.9991 0.9989 0.9985 0.9981 0.9976 0.9969 0.9962 

9 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9997 0.9996 0.9995 0.9993 0.9991 0.9989 

10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997 

11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 

12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

  

U 
3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 

0 0.0450 0.0408 0.0369 0.0334 0.0302 0.0273 0.0247 0.0224 0.0202 0.0183 

1 0.1847 0.1712 0.1586 0.1468 0.1359 0.1257 0.1162 0.1074 0.0992 0.0916 

2 0.4012 0.3799 0.3594 0.3397 0.3208 0.3027 0.2854 0.2689 0.2531 0.2381 

3 0.6248 0.6025 0.5803 0.5584 0.5366 0.5152 0.4942 0.4735 0.4533 0.4335 

4 0.7982 0.7806 0.7626 0.7442 0.7254 0.7064 0.6872 0.6678 0.6484 0.6288 

5 0.9057 0.8940 0.8829 0.8705 0.8576 0.8441 0.8301 0.8156 0.8006 0.7851 

6 0.9612 0.9554 0.9490 0.9421 0.9347 0.9267 0.9182 0.9091 0.8995 0.8893 

7 0.9858 0.9832 0.9802 0.9769 0.9733 0.9692 0.9648 0.9599 0.9546 0.9489 

8 0.9953 0.9943 0.9931 0.9917 0.9901 0.9883 0.9863 0.9840 0.4815 0.9786 

9 0.9986 0.9982 0.9978 0.9973 0.9967 0.9960 0.9952 0.9942 0.9931 0.9919 

10 0.9996 0.9995 0.9994 0.9992 0.9990 0.9987 0.9984 0.9981 0.9977 0.9972 

11 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997 0.9996 0.9995 0.9994 0.9993 0.9991 

12 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997 

13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 

14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

 مثلا 20ويستمر هذا الجدول إلى أن نصل إلى 

  

U 
11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0 19.0 20.0 

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

1 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

2 0.0012 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
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U 
11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0 19.0 20.0 

3 0.0049 0.0023 0.0011 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

4 0.0151 0.0076 0.0037 0.0018 0.0009 0.0004 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 

5 0.0375 0.0203 0.0107 0.0055 0.0028 0.0014 0.0007 0.0003 0.0002 0.0001 

6 0.0786 0.0458 0.0259 0.0142 0.0076 0.0040 0.0021 0.0010 0.0005 0.0003 

7 0.1432 0.0895 0.0540 0.0316 0.0180 0.0100 0.0054 0.0029 0.0015 0.0008 

8 0.2320 0.1550 0.0998 0.0621 0.0374 0.0220 0.0126 0.0071 0.0039 0.0021 

9 0.3405 0.02424 0.1658 0.1094 0.0699 0.0433 0.0261 0.0154 0.0089 0.0050 

10 0.4599 0.3472 0.2517 0.1757 0.1185 0.0774 0.0491 0.0304 0.0183 0.0108 

11 0.5793 0.4616 0.3532 0.2600 0.1847 0.1270 0.0847 0.0549 0.0347 0.0214 

12 0.6887 0.5760 0.4631 0.3585 0.2670 0.1931 0.1350 0.0917 0.0606 0.0390 

13 0.7813 0.6815 0.5730 0.4644 0.3632 0.2745 0.2009 0.1426 0.0984 0.0661 

14 0.8540 0.7720 0.6751 0.5704 0.4656 0.3675 0.2808 0.2081 0.1497 0.1049 

15 0.9074 0.8444 0.7636 0.6694 0.5681 0.4667 0.3714 0.2866 0.2148 0.1565 

16 0.9441 0.8987 0.8355 0.7559 0.6641 0.5660 0.4677 0.3750 0.2926 0.2211 

17 0.9678 0.9370 0.8905 0.8272 0.7489 0.6593 0.5640 0.4686 0.3784 0.2970 

18 0.9823 0.9626 0.9302 0.8826 0.8195 0.7423 0.6549 0.5622 0.4695 0.3814 

19 0.9907 0.9787 0.9573 0.9235 0.8752 0.8122 0.7363 0.6509 0.5606 0.4703 

20 0.9953 0.9884 0.9750 0.9521 0.9176 0.8682 0.8055 0.7307 0.6472 0.5591 

21 0.9977 0.9939 0.9859 0.9711 0.9469 0.9108 0.8615 0.7991 0.7355 0.6437 

22 0.9989 0.9969 0.9924 0.9833 0.9672 0.9418 0.9047 0.8551 0.7931 0.7206 

23 0.9995 0.9985 0.9960 0.9907 0.9805 0.9633 0.9367 0.8989 0.8490 0.7875 

24 0.9998 0.9993 0.9980 0.9950 0.9888 0.9777 0.9593 0.9317 0.8933 0.8432 

25 0.9999 0.9997 0.9990 0.9974 0.9938 0.9869 0.9747 0.9554 0.9269 0.8878 

26 1.0000 0.9999 0.9995 0.9987 0.9967 0.9925 0.9848 0.9718 0.9514 0.9221 

27 1.0000 0.9999 0.9998 0.9994 0.9983 0.9959 0.9912 0.9827 0.9687 0.9475 

28 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.9991 0.9978 0.9950 0.9897 0.9805 0.9657 

29 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9989 0.9973 0.9940 0.9881 0.9782 

30 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9994 0.9985 0.9967 0.9930 0.9865 

31 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.9992 0.9982 0.9960 0.9919 

32 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9996 0.9990 0.9978 0.9953 

33 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9995 0.9988 0.9973 
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U 
11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0 19.0 20.0 

34 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9985 

35 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9997 0.9992 

36 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9996 

37 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 

38 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 

39 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 

40 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

Source: Richard S. Burington and Donald C. May, Handbook of Probability 

and Statistics with Tables (Sanduky, Ohio: Handbook Publishers, 1953), PP 

259 – 262. 
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 (2-12)لحل التفصيلي لتطبيق ا( : 7)ملحق 

 :عندما يكون النموذج اليقيني المكافئ على النحو التالي( 2)

                 321 X 1000X 1500X 2000Z.Max  

                      600X 2X 3X 5 321      S.T. 

                      561X 5X 4X 3 321  

           20X3  ,  18X2   ,  15X1  

                                 0X ,X ,X 321  

، فتت ن الاطتتوات التفصتتيلي  ]two-phase technique ]8وبأستتتاداأ لستتلوم المتت  لتي  

علتى ويكون الحل الأمثتل ( 3)-(2)في شكل  التالي للحل كما هو موضح في الجداول المتابع  

 :النحو

20X    ,    18X    ,    15X    ,    000,77Z
*
3

*
2

*
1

*  

 (2)شكل 

 
 (1)شكل 



 

 
 

(2-12)الحل التفصيلي لتطبيق (: 7) حقمل
 

 

 
 

 

 

 

 
 

- 442 - 

 
 (3)شكل 

 
 :عندما يكون النموذج اليقيني المكافئ على النحو التالي( 1)

                 321 X 1000X 1500X 2000Z.Max  
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                      600X 2X 3X 5 321      S.T. 

                      561X 5X 4X 3 321  

             29X3  , 24X2  , 19X1  

                                0X ,X ,X 321  

8752.0  ,  90.0  ,  98.0عنتتتتتتتدما تكتتتتتتتون ميتتتتتتتتويات المأمو يتتتتتتت   321  .

ف فتت ن الاطتتوات  وبأستتتاداأ لستتلوم المتت  لتي  التفصتتيلي  للحتتل كمتتا هتتو موضتتح فتتي ليضتتا

 :على النحو التالي( 6)-(4)الجداول المتتالي  التالي  في شكل 

29X   ,   75.89X   ,   19X   ,   425,167Z
*
3

*
2

*
1

*  

 (4)شكل 

 
 (5)شكل 
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 (6)شكل 

 



 

 
 

(3-12)الحل التفصيلي لتطبيق (: 8) حقمل
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 (3-12)لحل التفصيلي لتطبيق ا: (8)ملحق 

 :إذا أعتبرنا النموذج اليقيني :أولا 

                      321 X 80X 70X 50Z.Max  

            1500X 30X 25X 20 321      S.T. 

            1080X 50X 40X 30 321  

            1200X 80X 60X 50 321  

             6X3     ,  20XX 21  

                           0X ,X ,X 321  

 :فإن الحل الأمثل

6X    ,    12X    ,    0X    ,    1320Z
*
3

*
2

*
1

*  

 (.1)،(2)كما هو موضح في شكل  Mوفيما يلي الخطوات التفصيلية للحل بأستخدام أسلوب 

 (2)شكل 

 
 (1)شكل 



 

 
 

(3-12)الحل التفصيلي لتطبيق (: 8) حقمل
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ا   :نا النموذج اليقينيإذا أعتبر :ثانيا

                      321 X 80X 70X 50Z.Max  

            1500X 30X 25X 20 321      S.T. 

            1080X 50X 40X 30 321  

            1200X 80X 60X 50 321  

             9X3     ,  15XX 21  

                           0X ,X ,X 321  

 :فإن الحل الأمثل

9X    ,    8X    ,    0X    ,    1280Z
*
3

*
2

*
1

*  

 (.4)،(3)كما هو موضح في شكل  Mوفيما يلي الخطوات التفصيلية للحل بأستخدام أسلوب 

 (3)شكل 
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- 444 - 

 
 (4)شكل 
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 ~jnالتوقع والتباين للمتغير ( : 9)ملحق 

n~(E(لحساااق قاااي   j  ،)n~(Var j   ساااوس خسااتظري خ ريااا  ( 2-4-22)بالفصااTaylor 

 :على النحو التالي [51,140]

 :فإن yتشير إلى توقع  0yمتغير مربع، كذلك  yإذا فرضنا أن 

(1)            .......y )yy(
384

15
y )yy(

16

1
          

y )yy(
8

1
y)yy(

2

1
yy

2/7
0

4
0

2/5
0

3
0

2/3
0

2
0

2/1
00

2/1
0

2/1









 

2وبما أن 
d

2
kj j

~n~  بحيث: 

(2)                               j
2
jj

2
j d2)n~(Var        ,        d)n~(E  

 :خجر أن( 1)في ن ري  الوبتطبيق 

(3)                                 ..........)]n~(E[ )]n~(En~[
8

1

)]n~(E[ )]n~(En~[
2

1
)]n~(E[n~

2/32
j

22
j

2
j

2/12
j

2
j

2
j

2/12
jj









 

 :خجر أن (3) لـ وبأخذ توقع الطرفين

  

j

jjj
2
j

2/3
j

2
j

2
j

2/1
jj

2
j

2/1
jj

A

dd 325d 8d 32

.....d ]dn~[E
8

1
d ]dn~E[

2

1
d)n~(E

/][
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j

2
jjj

2
jj

2
j

2
j

2
j

2
jj

B

dd 325d 8d 32d

A)n~(E)]n~(E[)n~(E)n~(Var

}{ /][







 

إذا فرضنا أن : مثال
2

)5(
2
j ~n  أحسب ك  من: 

)n~(Var j , )n~(E j 

 :بما أن: الح 

5d j  

 :خجر أن (4)من العلاق  

j

jjj
2
jj

A1103.2

dd 325d 8d 32)n~(E /][




 

    
547.0)1103.2(5
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 Graphical Representation of      رسم الدوال الثنائية: (01)ملحق

 Bivariate Functions  
 :أو بعبارة أخرى X,Yدالة في المتغيران  Zإذا فرضنا أن الدالة 

(1                )                       )Y,X(Z f 

، ومحلور Xمحور يمثل  المتغيلر ) dimensionsيتطلب وجود ثلاثة محاور  Zولرسم الدالة 

 (.Z، ومحور يمث  المتغير Yيمث  المتغير 

ورسلم ( فلي االلة وجلود دوال فلي أكثلر ملر متغيلران)الرسم في ثلاثة محاور أو أكثلر وعادةً 

ايث تمثل  الداللة  [144]الدالة الثنائية في ثلاثة محاور يكون فيه صعوبة لغير المتخصصير 

الثنائيلة بتتبللا  ولكلر يمكلر أسلتخداح محلورير فرلم لرسلم الداللة  ،Surfaceالثنائيلة بطلط  

 :الخطوات التالية

 .Zوبالتالي  X,Yتحديد الفترة التي يرع فيها ك  مر المتغيرير  -0

0Yبأفتراض قيمة معينة لأاد المتغيرات وليكر  -2   فتصب: 

(2        )                    )0Y|X(Z f  

0Yعنللد  Zيللتم اطللاق الرلليم المنللالرة لهللا للل   Xوبالتللالي أفتللراض قلليم معينللة للل    ،

0Y|X(f(ورسم المنحنى  . 

0Xقيمة معينة للمتغير الآخر  بأفتراض -3  فتصب  الدالة: 

(3        )                    )0X|Y(Z f  

0Xعنلدما  Zيلتم اطلاق الرليم المنلالرة لهلا لل   Yوبالتالي أفتراض قيم معينلة لل    ،

0X|Y(f(ورسم المنحنى  . 

فلي ذل ا الحلافت فنحصل   Zورسلم الداللة  Yعند قيم مختلفة ل  ( 2)الخطوة  تكرار -4

 .Y|X(f(على منحنيات متوازية ل  

فلي ذل ا الحلافت فنحصل   Zورسلم الداللة  Xعند قيم مختلفة ل  ( 3)الخطوة  تكرار -5

 .X|Y(f(على منحنيات متوازية ل  

 .وسوف نوض  ذ ا الخطوات مر خلال المثال التالي

 :أعتبر الدالة الثنائية التالية: (0)مثال 

5Y0     ,    5X0     ,     YX16)Y,X(Z
22f  
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0Yأن إذا فرضنا  -0  فأن: 

2
X16)0Y|X(Z f  

 .المنالرة لها كما ذو في الجدول التالي Zالريم واطاق  Xوبأفتراض قيم معينة ل   -2

 (0)جدول 

4 3 2 1 0 X 

0 7 12 15 16 Z 

 :كما ذو موض  في الشك  التالي Xالمنالرة لريم  Zوبتحديد قيم 

0Xك لك بأفتراض أن  -3  فتكون: 

(4                )          2
Y16)0X|Y(Z f  

 .كما ذو في الجدول التالي( 4)المنالرة لها في  Zواطاق قيم  Yوبأفتراض قيم معينة ل  

 (2)جدول 

4 3 2 1 0 Y 

0 7 12 15 16 Z 

 .(0)كما ذو موض  بشك   Y,Zعلى المحورير  – Yالمنالرة لريم  Zوبتحديد قيم 
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22الشك  الجزئي لمنحنى الدالة (: 0)شك  
YX16)Y,X(Z f  

Y|X(Z(ورسم  Yوبأفتراض قيم مختلفة ل   -4 f  تكون جميع ذل ا المنحنيلات موازيلة

0Y|X(Z(ل   f    بالنطبة للرليم المختلفلة لل  بالمثX  ورسلم)X|Y(Z f  تكلون

0X|Y(Z(جميعها موازية ل   f والشك  التالي يوض  المنحنيات المتوازية ،. 
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��������	  

 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

A 

������	 �����	  ���  absolute priority 

 �����  �����	 !�"#��	

����	 $%&�	  

��'  acceptable level of 

achievement of an objective 

�����	 ��	%  ���  achievement function 

#�	� (����	 )��#�	 )��

(��#�	  

*�  active and positive 

approaches 

��+	�"�	 ������	 )��#,  ��  adaptive programming 

approach 

�����"�	 ����"��	 

����"�	  

��  approximate probability 

distributions 

)��"�	 )��#,  ��  approximate techniques 

-���" �����	 !�"#��	  ��. /��� /��'  aspiration level 

B 

 %+���	 0� 0�	�"�	

���1��	�  

��2  balancing return and risk 

�#�#	 �3���  ��'  basic concepts 

 %�  45,  **  best alternative 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

6�5	�"  �  45,  ��. /���  best compromise solution 

�"� 7��"  '*  Beta distribution 

0%��	 �	8 7��"  9: /.2.  Binomial distribution 

6+��;�	 %�"���	 7��"�	  .�2  Bivariate normal distribution 

C 

 ���	 <,� ��2  capital 

=�>���	 ����	 9� central moment 

0�� %�  ��9  certain limit 

�����	 ��	���	  >�?��	 *' certainty decision problems 

 @%���	 ������	 )��#,

����"�,A  

*./ *2/ �*  chance- constrained 

programming (ccp) 

technique 

6���"��	 %��	  �* /�B  chance-constraint 

�	C+��1  �:  characteristic 

@����	 ��	%�	  *�:  characteristic function 

���� ����#�  ��2  checking accounts 

�> 7��� 7��"  �' /'* /:� /*�'  chi-square distribution 

D����	)�����	   �2  co-domain 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

$	%3, �#5��"�� �4���"�  ���  competitive and conflecting 

objectives 

@����  ��*  concave 

����� �+�&��	 ��"��	  **  conclusion of process 

 ��>	�"�	 7��"�	 ��	%

���?�	  

.�'  conditional cumulative 

function 

 ��"��	 ��	%)  �5�;> �,

 ��"��	(���?�	   

.�'  conditional probability 

(density) function 

�4���"� %��  ��.  conflicting constraints 

��) �%���(-"��;   ** /�'�  constants 

%���	  ��2  constraints 

���"� �+	�?G �	��"�  .�'  continuous random variables 

��"��	��"� �  �: /..B /.*�  continuous variables 

��"��	��>�"�	 �	  **  control variables 

 ��"  *.B  convert 

��%��  ��. /�.* /�.�  convex 

��%���	 ��+��	  ��  convex sets 

���"�	  *�.  covariance 

��>	�"�	 7��"�	 ��	%  �* /9.  cumulative distributed 

function 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

D 

�	���	  **  decision 

�	���	 �G��� ���G  **  decision making process 

��	���	 %G	���	  *2�  decision's rules 

  H 65 ��	���	  >�?��	

@���1��	  

*'  decision problems under risk 

��� ����%  :�  degree of freedom  

 ��	% ��"��	 �5�;>  �*  density function 

7��"�	 ��"��	  �2  dependent variable 

%%��  .*�  determinant 

I8���6�� ��1 �����   *�  deterministic LP model 

6�� I8���  ** /��  deterministic model 

����	  >�?��	  ** /*:  deterministic problems 

�5	����	 �	��"��	  ��'  deviational variables 

 7��"��	 (+	�?��	 ��"��	

) �����	(  

9. /.'B  discrete random variable 

��"�	 7�H"���	 7��"��	  9:  discrete uniform distribution 

D���  �2  domain 



  

  

  
  

 المصطلحات

  
  
  

  
  
 

- ٤٥٧ -  

 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

E 

J�>�	  ��	  �.2  efficient solution 

 %���������� $�"" 

)�����	 %���	(  

��* /��2  elastic constraints 

���1�	 �+��	  .**  empty set 

�	���	 �G��� �+�  **  environment decision making 

K5�>� 6�� %�  ��  equivalent deterministic 

constraint 

K5�>� (�� ����� I8���  .�� /.�'  equivalent deterministic 

programming model 

 ����	����"��	) 7��"�	(  9� /99 /*29  expectation 

����"��	 ����	 ����  *2� /*29  expected value criterion 

6���"�	  ��"��	  9�  experimental probability 

(#�	 7��"�	  .9� /*B�  Exponential distribution 

F 

�����	 ���1��	 @�	%L  �2  financial risk management 

6���	 �+���	 ���"?��	  .*�  first partial derivatives 

(���	 �����	  ���  first priority 

��>?��	 �M��  ��.  formulation problem 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

�#>��	  	�%�	�  	�%�	  ��  functions and inverse 

functions 

G 

���� 7��"  '*  Gamma distribution 

<��� 7��"  �2  Gaussian distribution 

����	 I8����	  ��:  general model 

(#%�&�	 7��"�	  9: /.:9  Geometric distribution 

�#%�&�	 ������	  �.  Geometric programming 

$%&�	  ��' /��2 /��: /

�9�  

goal 

$%&�	 �M��  ��:  goal formulation 

$%&�	 �����  �' /�.  goal programming (GP) 

$%&�	 ����� )��#,  ��.  goal programming technique 

6����	  ��	 ����  �9�  graphical solution method 

I 

 �"#��	 ��"��	  �2  independent variable 

�����	 ������	  *.�  integer programming 

������	 )�	%���	 �,(  �:  items 

=�	�>"�	 )��#�	  �9:  iterative approach 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

J 

�>�"?��	 ����"��	 %���	 �2  joint chance-constraints 

  ��"��	 �5�;> ��	% 

 ���"��	�>�"?��	  

.�* joint continuous density 

function 

 ��>	�"�	 7��"�	 ��	%

�>�"?��	  

.�*  joint cumulative distribution 

function 

 ��"��	 ��	%����"��	  

�>�"?��	  

.�*  joint discrete probability 

function   

 ����"��	 �����"�	

�>�"?��	  

.�*  joint probability 

distributions 

K 

������ ����"�L �����"  *B  known probability 

distributions 

L 

�����N� ��5� ���"�	A  �BB  lexicographically 

minimization 

@%%�� ����>�,  **  limited possibilities 

 $%&�	 ����� )��#,

��1�	  

��9  linear goal programming 

technique 

��1�	 ������	  �.  linear programming (LP) 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

M 

7��"�	  	�% ��>	�"�	 

�?��&�	  

.�B  marginal cumulative 

distribution functions 

�?��&�	 ��	%�	  .*�  marginal function 

  ��"��	 �5�;>  	�%

�?��&�	  

.�9  marginal probability density 

functions 

�4���	 �M���	  ��  mathematical form 

�4���	 ������	 I8���  *2  mathematical programming 

model 

�4�� @%G��  �2  mathematical rule 

 !����	� 6�H��	 ����	

�	��"��	 @%%�"�  	�%��  

��  maximum and minimum 

points 

0�>��	 ��	% �H�" ����  *2� /��9  maximum likelihood 

criterion 

0��"�	 ���" ����  *2� /���  minimum variance criterion 

����%���	 <>���#�	 ��  ��2  modified simplex method 

����� @%����	 ��	%�	  9�  moment generation function 

@%	�"� ��	%�"	�"���   �:.  monotonic increasing 

function 

$	%3�	 %%�" �����  �.  multi-objective programming 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

$%3 0� �;>,  ��. /���  multi-objectives 

�	 )��#, @%%�"� �����

 �	���	  

��  multi-stage programming 

approach 

N 

)��#�	 6#�	 7��"�	  '*  Negative exponential 

distribution 

 7��"2
χχχχ!�>���	 �M  '* /*�'  Non-central chi-square 

distribution 

=�>���	 �M ����	  9*  Non-central moments 

��1�	 �M ������	  �.  Nonlinear programming 

(Non-LP) 

 �O���"��	 ��O���O"�	

�����P�	) ������	 �M(  

�.  Nonparametric probability 

distributions  

P�	 ������	 )��#,�����  ��  Nonparametric 

programming approach 

 %�"���	 7��"�	)6����	(  �: /'* /.B*/*�B  Normal distribution 

O 

����	 $%&�	  ��. /��' /��2 /
�9� /�:9 /�2�  

objective 

 %�	�–%�	��   ..: /.*�  one-to-one 

6�;��	 ��	���	 %G	���	  �'  optimal decision's rules 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

6�;��	 %�%��	 ����  ��'  optimum limits criterion 

 ��	%� 6�;��	 %�%��	 ����

$%&�	  

*2�  optimum limits objective 

function criterion 

R+�"�  �:  outcomes 

R+�"��	 S	�5  �:  outcomes space 

 ����L 0G ��>�	 �	%���	

$%&�	  

��:  over-achievement 

  �?"�	 0��(5�4�	  ���  overtime 

P 

�����  .2 /**  parameter 

 �O���"��	 ��OO���OO"�	

�O�����	  

��  parametric probability 

distributions 

@���1��	  	�%  �2  penalty functions 

0�#	�� 7��"  9: /.2B  Poisson distribution 

��"���	 ������	  ��2  preemptive priorities 

 ����"��	 �����"�	

�����	��������   

*�  priori probability 

distributions of the 

parameters 

����"��	 %���	  �'9  probabilistic constraints 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

����"�L ��	��  >�?�  *B  probabilistic decision 

problems 

 �5	����	 �	��"��	

����"��	  

�:  probabilistic deviational 

variables 

����"��	 $	%3�	  �'� /�'9  probabilistic goals 

����"��	 $	%3�	 �+5  �'9  probabilistic goal's set 

	6���"��	 I8����  ��  probabilistic model 

 I8���������	 ����"��	 

 �M�	(�1  

.�B  probabilistic non-linear 

programming model 

����"��	  >�?��	  *:  probabilistic problems 

����"��	 ������	 )��#,  *B  probabilistic programming 

(PP) techniques 

(���"��	 �#�#��	  ��"  ��  probabilistic sensitivity 

analysis 

����"��	 ��H��	  �.9  probabilistic systems 

, ��"�  ��9  Probability 

����"��	 �����"�	  *'  probability distributions 

 ��"��	 ��	%  9.  probability function 

����"�P� @%����	 ��	%�	  '. /2*  probability generating 

function 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

�	 S	�5 ��"�  �:  probability space 

 �%G $��H (5  >�?�

%>J"�	  

*:  problems under uncertainty 

I�"��	 ��H�,  �.9  production systems 

Q 

����" ��	%  ��.  quadratic function 

$����	 ��H�,  �.9  queue systems 

R 

 �5	����	 �	��"��	

�+	�?��	  

�'� /�'B  random deviational variables 

6+	�?��	 T%��	  �2  random event 

�+	�?��	 ����"�	 �: random experiment 

�+	�?��	 �����	  �.  random samples 

�+	�?G �	��"�  .2 /** /*� /�� /
�:  

random variables 

!%��	  �2  range 

�	���P�  �: /�2  relationships 

��#� ���G @���GA  ��'  relatively general statement 



  

  

  
  

 المصطلحات

  
  
  

  
  
 

- ٤٦٥ -  

 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

��P��	  ��"  �'  reliability analysis 

<���) �	�?U�( 

��P��	  

.:9 /*2� /�.9  reliability measures 

��P��	 �����  *� /*2� /�.9  reliability programming 

��P��	 ��H�  �.9  reliability theory 

������	 %���	  ��2 /��� /��.  rigid constraints 

@���1��	  *' /�. /�� /�'  risk 

@���1��	 ����� )��#,  *2 /�'  risk programming 

approaches 

S 

����	  �:  sample 

������	 S	�5  �:  sampling space 

��1%, ����#�  ��2  saving accounts 

 ��" �#�#��	  *�  sensitivity analysis 

(��""��	  ��	 ����  ��2 /�9:  sequential (iterative) solution 

method 

��	���	 %G	���	 �+5  �.  set of decision's rules 

@�>����	 )��#,  *'  simulation techniques 

��;��	 C+��1 V��  �.  some optimality properties 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

�P��"�	 V��  ..B  some transformations 

S	�5  *9  space 

���1 ����  *9  special case 

(#���	 %�"���	 7��"�	  '*  standard normal distribution 

(+����	 �%�"�	  �.  statistical estimation 

6+����	 7�"���	  �:  statistical population 

�+����	 �P��"�	  �. /�.  statistical transformations 

 ��1 ����� I8���

�+	�?G  

*�  stochastic LP model 

(+	�?G I8���  .2 /*�  stochastic model 

�+	�?��	  >�?��	  .2 /*� /*:  stochastic problems 

	�?��	 �����	�+  ��  stochastic process 

�	�+	�?��	 �����  *�  stochastic programming 

�	�+	�?��	 ��5P"1  *2  stochastic variations 

�OO+	�O?G �O�O�"#�  .��  stochastically independent 

���"�	 @%%?  *.B  strictly concave 

�"	8�	 @���1��	  *�  subjective risk 

("	8�	 %>J"�	 �%G  *�  subjective uncertainty 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

�+�� �+5  �: /�2  subset 

T 

)��#�	  *2  techniques 

V����	 �	���"1,  �.  testing of hypothesis 

=����	 7��"�	  �.9  the age distribution 

���H�  *2 /**�  Theories (Theorems) 

#�����J��	 !�"  �� /�: /.�� /�.B  tolerance measure 

�P��"�	  ��'  transformations 

 ����"��	 ������	 )��#,

����"��	  

��  transition probability 

programming approach 

����"��	 ������	 )��#,  ��  transition programming 

approach 

U 

 �M ��	���	  >�?��	

����	�  

*'  uncertainty decision 

problems 

 �M �+	�?G �	��"�

���"��  

.�*  uncorrelated random 

variables 

 ����L 0�  ��	 �	%���	

$%&�	  

��:  under-achievement 
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 ������	�����	 ������  �����	 ���  ������	 ������ ������	  

 �H"���	 7��"�	) �,

 �"#��	(  

'* /.�' /.''  uniform or rectangular 

distribution 

�	%���	  �:  units 

 �	��"������� �M ��	��  �.'  unknown decisions variables 

 �M ����"�L �����"

������  

*'  unknown probability 

distributions 

  >�?� �M ��1 �����

 ��� �����  

��.  unsolvable linear prog. 

Problems 

V 

��"��	  �:  variable 

0��"  9� /99  variance 

D��" �%G <��� %��	 

)$%&�	 �,(  

��  violation measure 

W 

�	��"�  7�"" �+	�?G

7��" 2
χχχχ�����	   

**9  weighted chi-square 

distributed random variables 
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������,�
!� ����	
���– ����	�� -���. + /0,���� –12������  – 3��� �����4�� 

������.  

•  1�2����� )����� )�,�	�$�SPSS – Maple – TORA)  �#�$%&&@) (– 
 A��B C� D�	.=��+ /������ ��	
�� C���	� .# ��4� – A���� ����� 

–12����  – ���4�� ������ 3�. 

•  /���:	�� ��3�9�–/#����� ����� : "/>�3��9� 8=,	�$9�")  �#�$%&&E) (
 /������ ��	
�� C���	� .# ��4�– A����� ������ –12�����  – ����4�� 

������ 3�. 

•  /������:	�� ��3����9�–8�!� �������� : "/����3��� ��3����9�")  �#���$%&&&) (
 /������ ��	
�� C���	� .# ��4�–������  A����� –12�����  – ����4�� 

������ 3�. 

• ���	$=� ���;��)  �#$%&&&) (+ /������� ���	
�� C����	� .# ��4� 
– A���� ����� –12����  –������ 3� ���4�� . 

•  ������ �<�#3� ���;����) �#$'??E) (– F��. A�< ��	
� – -��. 
 /#���� 3���–12����  –������ 3� ���4�� . 

•  �,����#=� G������#) �#���$'??&) (+ F����. A����< �����	
� – 3������ -����. 
/#����–12����  –������ 3� ���4�� . 


