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 مقدمةال

 – ةعام الكتابات العلمية بصفةالمكتبة العربية من قصور حاد في تعانى 

في العلوم  وتطبيقاتها Mathematicsوبصفة خاصة الفروع المختلفة للرياضيات 

 .الأخري

 ،العمود الفقري لمعظم العلوم الأخريفالرياضيات بفروعها المختلفة تعتبر 

القارئ العربي بكتاب متخصص يتناول  ومن هنا برزت الحاجة إلى ضرورة أمداد

الضرورية في دراسة  Mathematical Techniquesبعض الأساليب الرياضية 

وكثير من الأساليب في العلوم  Statistical Techniquesوتطوير الأساليب الإحصائية 

تطبيقاتها في المجالات الاقتصادية، وبالتالي الأخري  Social Sciencesالإجتماعية 

 .الخ... ية، السياسية، الطب

هذا الكتاب محاولة لتقديم بعض الأساليب الرياضية في بعض الفروع لذا يعتبر 

، التكامل  Differentiation، التفاضل  Algebraالجبر )المختلفة للرياضيات 

Integration  التحليل العددي ،Numerical Analyses ) الضرورية في دراسة

الاجتماعية بأسلوب يتسم بالبساطة والعمق والشمولية في وتطبيق العلوم الإحصائية و

 .نفس الوقت

فيتناول الكتاب بعض الأساليب الرياضية المقدمة من حيث النظرية والتطبيق 

 Mathematical Packageبالإضافة إلى تناول كيفية استخدام الحزمة الرياضية 

Maple 11 وذلك لأهمية . مقدمةالمرتبطة بالأساليب ال في حل العديد من المشاكل

في توفير الوقت وبصفة خاصة بالنسبة للمشاكل ذات الحجم استخدام الحزم الجاهزة 

 .وذلك بالنسبة للمتخصصين وغير المتخصصين Large Sizes Problemsالكبير 
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والمستهدفون من هذا الكتاب هم طلاب مرحلتي البكالوريوس والدراسات العليا 

 الخ... الاقتصاد ، الإدارة ، الإجتماعية الأخري مثل الإحصاء والعلوم  اتفي تخصص

 :ويحتوي الكتاب على عشرة أبواب. كذلك مستخدمي العلوم الإحصائية والإجتماعية

 الدالة والدالة العكسية: الباب الأول تحت عنوان

مثل الدالة أنواع الدوال الهامة الدالة وتقديم بعض  ويتناول هذا الباب

كذلك يقدم عدة تطبيقات .تعريف الدالة العكسيةوة الأسية واللوغاريتمي

في رسم  Maple 11كيفية استخدام حزمة  بالإضافة إلى تناول للدوال

 .العديد من التمرينات المتنوعةثم تقديم الدوال 

 النهايات والأتصال: الباب الثاني تحت عنوان

 بهم والنظريات المرتبطة ويتناول هذا الباب مفاهيم النهايات والأتصال

لأهمية هذه المفاهيم في دراسة الأساليب التي سوف يتم تناولها في 

 .الأبواب التالية

 التفاضل وتطبيقاته: الباب الثالث تحت عنوان

النظريات المرتبطة بعملية عملية التفاضل وأهم هذا الباب ويتناول 

التفاضل العددي وأهم ثم يقدم . المشتقات من الترتيب الأعلىوالتفاضل 

بالإضافة . الخ... في المجالات الاقتصادية، التجارية،  يقات التفاضلتطب

 .إلى العديد من التمرينات المتنوعة

 التفاضل الجزئي وتطبيقاته: تحت عنوانالرابع الباب 
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ومشاكل الأمثلية  Partial Derivativesالمشتقات الجزئية  ويتناول

Optimization Problems  المقيدة وغير المقيدة وأهم التطبيقات

 Mapleاستخدام تقديم للمشتقات الجزئية ومشاكل الأمثلية بالإضافة إلى 

من تقديم مجموعة والحصول على المشتقات والمشتقات الجزئية في  11

 .التمرينات المتنوعة

 التكامل وتطبيقاته: تحت عنوانالخامس الباب 

د التكامل وكل من التكامل المحدود مفهوم التكامل وأهم قواعويتناول 

إيجاد في  Maple 11كيفية استخدام ثم يتناول والتكامل المزدوج 

الأمثلة التطبيقية العديد من تقديم بالإضافة إلى  ت المختلفةالتكاملا

 .التمريناتومجموعة متنوعة من 

 أساليب التكامل وتطبيقاتها: تحت عنوانالسادس الباب 

ب المختلفة للتكامل مثل التكامل بالتعويض، بعض الأساليويتناول 

التكامل بالتجزئ، التكامل باستخدام الكسور الجزئية، التكامل العددي 

بالإضافة إلى تقديم العديد من الأمثلة التطبيقية ومجموعة من التمرينات 

 .المتنوعة

 المتسلسلات اللانهائية: تحت عنوانالسابع الباب 

ابعات والمتسلسلات المختلفة، وبعض تعريف وأنواع المتت ويتناول

تيلور  كذلك يقدم متسلسلة .أختبارات التقارب والتباعد للمتسلسلات

ً العديد من . اتنظراً لأهميتها في العديد من التطبيق ويشمل الباب أيضا

 .الأمثلة التطبيقية ومجموعة من التمرينات المتنوعة
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 تطبيقاتهاالمعادلات التفاضلية و: تحت عنوانالثامن الباب 

حلها  من الترتيب الأول وأساليبالمعادلات التفاضلية تعريف ويتناول 

العديد نماذج النمو والإضمحلال وتقديم التحليلة والعددية بالإضافة إلى 

ومجموعة من التمرينات في المجالات المختلفة من الأمثلة التطبيقية 

 .المتنوعة

 ية من الترتيب الأعليالمعادلات التفاضل: تحت عنوانالتاسع الباب 

المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الترتيب الثاني، ويتناول 

 Maple 11كيفية استخدام حزمة بالإضافة إلى تقديم الخ ... الثالث، 

 .التمريناتتقديم مجموعة متنوعة من ثم لحل المعادلات التفاضلية 

 ستكمالالأ: تحت عنوانالعاشر الباب 

بشكل أستكمال كثيرة الحدود الاستكمال بشكل عام ثم  مفهومويتناول 

كيفية طريقتي لأجرانج ونيوتن للأستكمال، كذلك يقدم تقديم وخاص، 

بالإضافة إلى تقديم في أستكمال الدوال  Maple 11حزمة الاستخدام 

 .مجموعة متنوعة من التمرينات

لبنه من لبنات لكتاب في هذا االعربي أن يجد القارئ من الله عز وجل وأخيراً أرجو 

 .العلوم ين العرب من يقدم اسهاماته في هذهأن تجد من المتخصص ىسع ،البناء

 والله ولى التوفيق

 المؤلف    

 د عفاف على حسن الدش.أ   

 رئيس قسم الرياضة والإحصاء التطبيقي

 جامعة حلوان –كلية التجارة   
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Function and Inverse Function 
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  Function of Several Variables    الدالة متعددة المتغيرات( 1-3)

 واللوغاريتميةالدوال الأسية ( 1-4)

Exponential and logarithmic Functions 

  Applied Examplesأمثلة تطبيقية                            ( 1-5)
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Using The Mathematical Package  
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 Function      الدالة ( 1-1)

على  Bبحيث يعتمد تحديد عناصر الفئة  Two Sets A , Bفئتين إذا كان لدينا 

وعناصر  Aبين عناصر الفئة  Relationshipأي أنه يوجد علاقة . Aعناصر الفئة 

وبالتالي فأن الدالة . ]4[، وتأخذ هذه العلاقة صياغة رياضية يطلق عليها الدالة Bالفئة 

حيث  xباستخدامها يتم تحديد لكل عنصر  Mathematical Ruleاعدة رياضية هي ق

Ax  عنصراً وحيداً مناظراً لهy  بحيثBy. 

 :وتكتب على النحو التالي( f)ويرمز إلى هذه القاعدة بالرمز 

(1.1)    B   Aor    B   A:f
f
 

-coبالنطاق المصاحب    B، والفئة fالدالة  Domainبنطاق  Aوتسمى الفئة  

domain  أو المدىRange  للدالةf. 

عند العنصر  fالدالة دام باستخ y( تعيين)حيث يتم تحديد  Ax ،Byفإذا كان 

 :، ونرمز لذلك بالرمزxالمناظر 

(1.2)        )x(fy  

أن الدالة هي بمثابة جهاز للمدخلات والمخرجات ومما سبق يتضح 

(input/output .) ( النطاق)لمدخلات يتم تحويل ا( الدالة)فباستخدام القاعدة الرياضية

 :كما هو موضح بالشكل التالي( المدى)إلى مخرجات 
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 (1-1)شكل 

أو بعبارة أخرى فأن فئة النطاق تمثل  ،(x)دالة في متغير واحد  yوتعتبر  

من هذا الباب ( 3-1)وفي الفصل  yتمثل متغير واحد  ئة المدىفكذلك  xمتغير واحد 

 .متعددة المتغيراتالدوال سوف نتناول 

 (1-1)مثال 

( Rxبحيث ) xالدالة التي تعيين لكل عدد حقيقي هي  fإذا كانت 

كذلك ، Rإن نطاق الدالة في هذه الحالة هو فئة الأعداد الحقيقية ف. مربعة

 :وتكتب على النحو التالي. المدى هو فئة الأعداد الحقيقية غير السالبة

Rx,x)x(f  2 

 :وبالتالي فإن

1)1()1(f1x 2  

      25555 2  )()(fx 

25555 2  )()(fx 

 (2-1)مثال 

 fالدالة 

device 

 المخرجات

output 
 المدخلات

input 

 Bالمدى  Aالنطاق 
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 مكعبه x هي الدالة التي تعين لكل عدد حقيقي fذا كانت الدالة إ

والمدى هو  Rفإن نطاق الدالة هو فئة الأعداد الحقيقية . مضاف إليه مربعه

 :فئة الأعداد الحقيقية أيضاً حيث

RR   :f  

Rx,xx)x(f     أو   23 

 :وبالتالي فإن

21111 23  )()()(fx 

01111 23  )()()(fx 

    1505555 23  )()()(fx 

   1005555 23  )()()(fx 

 (3-1)مثال 

تشير إلى عدد الوحدات المنتجة يومياً في أحدى الشركات من منتج  xإذا كانت 

وبالتالي تحديد قيمة  .ات المنتجة يومياً من هذا المنتجللوحدهي التكلفة الكلية  Cمعين، 

C  يعتمد على قيمةx . حيث يمكن كتابةC على النحو التالي: 

)x(fC  

 .fمدى الدالة  f ،Cهو نطاق الدالة  x حيث

 :على النحو التالي x(f(فإذا قامت إدارة التخطيط بتحديد 

x)x(f 210000 

 :هيوحدة فإن التكلفة عند هذا الإنتاج  2000xكان الإنتاج اليومي فإذا 
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1400020002100002000جنيه  )()(fC 

 :وحدة فإن التكلفة في هذه الحالة 5000xوبالتالي فإذا كان الإنتاج اليومي 

2000050002100005000جنيه  )()(fC 

 Restricted Domain & Range          النطاق والمدى المقيدين

على الترتيب، فإذا كان  fهما فئتي النطاق والمدى للدالة  A,Bإذا كان 

Ax  بحيث
21

xxx   كذلكBy بحيث: 

)x(fy  

x(f(لابد أن تكون محصورة بين  Bن قيم عناصر فئة المدى فإ
1

 ،)x(f
2

 :أي أن 

)x(fx)x(f
21

 

 .xيدة في دالة متزا x(f(إذا كانت الدالة 

 :كذلك
)x(fy)x(f

12
 

 .xدالة متناقصة في  x(f(إذا كانت الدالة 

يسمى بالنطاق المقيد وفي هذه الحالة عندما يكون للنطاق حد أدنى وحد أعلى 

Restricted Domain  حداً أدويكون ً ويسمى  –نى وحداً أعلى للمدى أيضا

 .Restricted Rangeبالمدى المقيد 

 (4-1)مثال 

سعر الوحدة الواحدة  xدالة الطلب على أحدى المنتجات،  Dإذا كانت 

 :من هذا المنتج حيث



 الدالة والدالة العكسية: الباب الأول                                                                الدالة ( 1-1)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 11 -  

50510500  x,x)x(fD 

 :أوجد

 .المدى المقيد -1

 جنيه25الطلب عند السعر  -2

 الحل

 :بما أن الدالة -1

xD 10500 

 :بالتالي فإن المدى المقيد، xفنجد أنها دالة متناقصة في 

)x(fD)x(f
12

 

 حيث

 4505105005
11

 )()x(fx 

0501050050
22

 )()x(fx 

 وبالتالي

4500  D 
 :فإن 25xإذا كان  -2

250251050025وحدة   )()x(fD 

 (1) رينتم

 :فئتي النطاق والمدي أوجد في كل دالة من الدوال التالية -1

35  x)x(f 2)                  ,        23  x)x(f 1)  
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3

5x
)x(f


 4)              ,        102  x)x(f 3)  

xx)x(f 72 3  6)                         ,        4t)x(f  5)  

3
50

2x
)x(f  8)                          ,      3x)x(f  7)  

1002  hxtx)x(f 10)                 ,      tax)x(f  2 9)  

 :لك بيانياً حدد فئة النطاق لكل دالة من الدوال التالية ووضح ذ -2

3)x(f 2)                         ,         200)x(f 1)  

5 x)x(f 4)                     ,        75  x)x(f 3)  

162  x)x(f 6)                   ,        249 x)x(f  5)  

813  x)x(f 8)                    ,        8 x)x(f 7)  

281 x)x(f  10)                ,       9 x)x(f 9)  

)h6hh(

4h
)h(f

23

2




 12)      ,      

)xx(

x
)x(f

52

53
2 


 11)  
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 Inverse Function        العكسيةالدالة ( 1-2)

المتغير المستقل  xالمتغير التابع،  yأى أن  xدالة في المتغير  yإذا كان 

 :حيث

)x(fy  

ولكن إذا كان . xعند قيمة محددة لـ  yتحديد قيمة يمكن  fفبمعرفة الدالة 

فأنه يتم ذلك باستخدام دالة  yعند قيمة محددة لـ  xالمطلوب العكس أي تحديد قيمة 

ويرمز لها بالرمز x(f )(أو بمعكوس الدالة ) x(f(للدالة ية أخرى تسمى بالدالة العكس

)y(f 1 حيث: 

   (1.3)      )y(fx 1 

 :وسوف نوضح ذلك من خلال المثال التالي

 .fدالة تشير إلى الدالة العكسية لل 1f :ملحوظة

 (5-1)مثال 

تشير إلى  Dتشير إلى سعر بيع الوحدة من منتج معين،  xإذا فرضنا أن  

 :حيث xتعتبر دالة في  Dالكمية المطلوبة من هذا المنتج، فإن 

100010000 2  x,x)x(fD 

 .x ،Dقة بين والشكل التالي يوضح العلا
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 (2-1)شكل 

، فمثلاً نجد أنه Dعند كمية مطلوبة معينة  xومن الرسم يمكن تحديد السعر 

ومن الرسم . جنيه للوحدة 40xنجد أن السعر يساوى  8400Dعند الكمية 

من العلاقة  Dبدلالة  xكذلك يمكن إيجاد . Dعند أي قيمة معينة لـ  xيمكن إيجاد 

 :التالية

(1.4)        10000010000  D,D)D(gX 

 :أي x(f(معكوس الدالة  g)D(وتسمى الدالة 

)D(f)D(g 1 

D(f(الأحيان يمكن إيجاد في كثير من و 1
 .x(f(عن طريق الدالة  

D 

X 
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 :إذا تحقق الشرط التالي x(f(معكوس للدالة  g)x(وبصفة عامة تسمى الدالة 

(1.5)       
X[f(x)] g

X[g(x)] f




 

11 :ملحوظة   )]x(f[)x(f 

 (6-1)مثال 

 :في المثال السابق نجد أن

   210000 x)x(fD  

D)D(gX  10000 

 :نجد أن( 1.5)وبتطبيق العلاقة 

x]x-10000[-10000[g(x)] f 2  

 :وبالمثل نجد أن

xx[f(x)] g  21000010000 

 (1-1)تعريف 

x(fy(إذا كان   قة بين فإنه يقال أن العلاx، y  أي الدالةf  واحد إلى واحد

one-to-one  فئة المدى  في يكون لكل عنصرعندماy  عنصر واحد فقط مناظر له في

xفئة النطاق  [14] . 
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                        9 

 
 
 

 

x -3         0          3              

 

)x(f  

 (7-1)مثال 

 ن الدالةوضح أ -1

 x-  ,  x)x(fy 2 

 .ليس لها دالة عكسية

 كذلك وضح أن الدالة  -2

x  ,  x)x(fy  02 

 .لها دالة عكسية
 

 الحل

 :نجد أن 3xبما أن عندما  -1

93 )(f 

 :نجد أن 3xكذلك عندما 

93  )(f 
 

 (3-1)شكل 
أي أن العلاقة  xتناظرها قيمتين لـ  yفإنه عند القيمة الواحدة لـ وبالتالي    

وبالتالي لا يوجد دالة عكسية لـ  .ليست واحد إلى واحد

 x-  ,  x)x(f 2. 

x,  x)x(fy  0عندما  ولكن -2  2
تناظرها  yيمة الواحدة لـ الق فإن 

 :الدالة العكسيةوبالتالي فإن   xقيمة واحدة لـ 

y)y(f 1
 

 حيث 
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    yy)y(ff  21 

 (1-1)نظرية 

x(fy(الشرط الضروري والكافي لوجود معكوس للدالة    أن تكون العلاقة

 .one-to-oneعلاقة واحد إلى واحد  yوالمتغير التابع  xبين المتغير الأساسي 

 (8-1)مثال 

 كل منهما معكوس للآخر x(f ،)x(g(وضح أن كل من الدالتين 

3x)x(g    ،  31/x)x(f  

 الحل

 :بما أن

  x)x()x(gf /  313 

  x)x()x(fg /  331 

ودراسة الدالة العكسية للدالة يعتبر من أهم الدراسات التي لها تطبيقات عملية 

 .في كثير من المجالات، وفيما يلي بعض الأمثلة لتطبيقات الدالة العكسية هامة

فإذا فرضنا  [22]هاز رسم القلب الكهربائي مبنى على فكرة الدالة العكسية فمثلاً ج :أولا 

دالة في قياس النشاط الكهربائي  yأن قياس النشاط الكهربائي لصدر المريض وليكن 

 :على النحو التالي xلقلب المريض وليكن 

)x(fy  
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وعن  yيتم توصيل الجهاز بصدر المريض فيتم قياس النشاط الكهربائي للصدر وعادة 

 :حيث xالدالة العكسية يقوم الجهاز بتحديد قياس النشاط الكهربائي للقلب طريق 

)y(fX 1 

ا  من منتج معين  Sين الكمية المعروضة كذلك في السوق الحر، إذا كانت العلاقة ب :ثانيا

 :على النحو xوسعر الوحدة من المنتج 

)x(fS  

عند مستوى معين من العرض  xفإنه يمكن عن طريق الدالة العكسية تحديد السعر 

 :حيث

)S(fX 1 

 (2) تمرين

من الدالة  وضح أن كل -1 )x(gf ،  x)x(fg  دالة عكسية للآخرة في كل 

 :حالة من الحالات التالية

1/5xg(x)  ,     5x)x(f  1)  

 

1/3

x
4

1
g(x) 








 ,  34x)x(f  2)  

-2) x, (x , 
x

x
g(x) 


 0

21
        ,      

2

1




x
)x(f 3)  

3

2

1


x
g(x)     , 12 3  x)x(f 4)  
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ثم حدد  one-to-one لواحد -واحد  أى من العلاقات التالية تكون حدد -2

 .one-to-oneالمعكوس في حالة الدوال 

53  x)x(f 2)     23  x)x(f 1)  

124  xx)x(f 4)   15  x)x(f 3)  

12  x)x(f 6)     13  x)x(f 5)  

42 


x

x
)x(f 8)          

1

1




x
)x(f 7)  

 :حيث x(g( وضح أن الدالة -3

0  x,          x)x(g  

 :حيث x(f(معكوس للدالة 

0  x,          x)x(f  2 

 ووضح ذلك بيانياً 

 :حيث x(g(الدالة  وضح أن -4

-1  x,          x)x(g  1 

 :حيث x(f(معكوس للدالة 

0  x,          1-x)x(f  2 

 :أي الدوال الموصوفة فيما يلي لها معكوس ناقش -5

 .غير مع الزمندخل أحدى الشركات يت  -أ 

 .طول الشخص يتغير مع الزمن  -ب

 .درجة الطالب في الإحصاء تتغير وفقاً لدرجته في الرياضة -جـ
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 .الكمية المطلوبة من أحدى المنتجات تتوقف على سعر الوحدة من المنتج -د 

 .الكمية المعروضة من سلعة معينة تتوقف على الكمية المطلوبة من السلعة -هـ
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 Functions of several Variables  الدوال متعددة المتغيرات( 1-3)

احد مستقل، أي أن في الفصلين السابقين في هذا الباب تناولنا الدالة في متغير و

 :على النحو( x)يعتمد على متغير واحد  Zالمتغير التابع 

)x(fZ  

ة، تغير واحد مثل الدالة الخطية، التربيعيويوجد أشكال متعددة للدوال في م

ولكن نظراً لتشابك العلاقات واعتماد المتغير التابع على العديد من  .]4[الخ ... الأسية، 

سواء اقتصادية، تجارية،  الإنسانيةوبصفة خاصة العلاقات  ،المتغيرات الأخرى

 .الخ.. سياسية، 

المتغيرات د على أكثر من متغير مستقل ولتكن ميعت Zر التابع فعادة المتغي

nx,..,x,x,x
321

ات دالة متعددة المتغير Zه الحالة يقال أن المتغير التابع وفي هذ 

 ويشار إليها بالرمز -المستقلة 

     (1.6)         )x,..,x,x,x(fZ n321
 

فعلى سبيل  –وفي أغلب التطبيقات الفعلية عادة تكون الدوال متعددة المتغيرات 

 :المثال تعتمد تكلفة الوحدة المنتجة من سلعة ما على

 .حجم المنشأة -2  .أسعار المواد الداخلة في إنتاجها -1

 .المستوى التكنولوجي للإنتاج -3

 :فإننا نرمز لها بالرمز y,xي المتغيرات دالة ف Zوعادة إذا كانت 

     (1.7)        )y,x(fZ  
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أو دالة  bivariate function هذه الحالة دالة في متغيران مستقلانوتسمى في 

نجد أن فئة ( 1.7)وبالنسبة للدالة في . function of two variablesفي متغيران 

 orderedهي فئة الأزواج المرتبة  Dحيث الفئة  ،Dهي الفئة  Domain النطاق لها

pairs  للأعداد الحقيقية(y,x )على النحو: 

(1.8)      RY , RX , )y,x(D|D D  

 :أي أن

   (1.9)         2RD 

 :حيث( 1.7)للدالة في  rangeهي فئة المدى  Gأن فئة الأعداد الحقيقية  كذلك نجد

  Rg|g G  

 :أي أن

   (1.10)          RG 

 :وبالتالي يمكن التعبير عن الدالة في هذه الحالة على النحو

   (1.11)     RRD:f  2 

-Three نحتاج إلى ثلاث محاور y,x(f(ولرسم الدالة في متغيران 

dimensions.  (.3-1)كما هو موضح بشكل 
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 محاور 3يوضح تحديد نقطة في : (3-1)شكل 

)تحديد النقطة ( أ)حيث يوضح الشكل 
iii

z)y,x( )ب ثلاثي فهي ترتي

Ordered Triple  في المحاورz,y,x . ولكل نقطة(
ii

y,x ) في المستوىXY–

Plane  توجد نقطة وحيدة(
iii

z)y,x( .) أي النقطة()y,x(f),y,x(
iiii

كذلك يوضح . (

 .ةعلى المحاور الثلاث A ،B ،C ،Dموضع النقاط ( ب)الشكل 

y,x(fZ(وبصفة عامة فإن التمثيل البياني للدالة    هو عبارة عن سطح

Surface  في المحاور الثلاثةz,y,x . شكل السطح على الصياغة الرياضية ويتوقف

y,x(fZ(للدالة  . 

x 

y 

Z 

(أ)شكل   

)z,y,x(
iii

 

)y,x(
ii

 

x 

y 

Z 

(ب)شكل   

A(2,4,0) 
 

B(2,3,4) 
 

C(0,0,4) 
 

D(1,-2,-2) 
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 (8-1)مثال 

 وضح بيانياً الدالة

10

10103





y3

x,0        xy)y,x(fZ
 

 توضيح ذلك في الشكل التالي ويمكن
 

 

 (4-1)شكل 

)فإذا فرضنا أن الفئة الممثلة للأزواج المرتبة 
ii

y,x )أي فئة النطاق ، للدالة

Domain  المدى فئة فإن ( 4-1)للدالة كما هي موضحة في الشكلZ ع هي فئة جمي

)النقاط المناظرة للأزواج المرتبة 
ii

y,x ) والفئة التي تمثل جميع النقاط(
iii

z,y,x )

y,x(fZ(هي عبارة عن السطح الذي يمثل الدالة  . 

 (9-1)مثال 

 وضح بيانياً الدالة

x 

y 

z 

)y,x(
ii

 

(x,y,z) 
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22 yx)y,x(fZ  

 .Zدالة يوضح ال( 5-1)والشكل التالي 
 

 

 

 

 

 
 

 (5-1)شكل 
 .كافئ دائريأن الشكل يمثل قطع م فنجد

دالة  Kحيث  Kفإذا كانت الدالة  مكن أن تكون الدالة في أكثر من متغيرين،وي

 :أي أن z,y,xفي المتغيرات 

   (1.12)            )z,y,x(fK  

 function  of threeبالدالة في ثلاثة متغيرات ( 1.12)وتسمى الدالة 

variables  -  وبالمثل يمكن ان تكون الدالة في عددn  فإذا كان  –من المتغيرات
j

x ،

n,...,,j 21  تشير إلى المتغيرj  فإن الدالةy حيث: 

     (1.13)     )x,...,x,...,x,x(fy nj21
 

 :بحيث Dفئة النطاق  أنحيث 

 n,1,2,..,j , RX , )x,...,x,x(D|D D
jn 

21
 

 
 

         

 
 

 

 

 

x 

z 

y 
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 :حيث من العناصر المرتبة nمكون من  Dأي أن كل عنصر في فئة النطاق 

nRD  

 :حيث( 1.13)لدالة في هي فئة المدى ل Gكذلك نجد أن فئة الأعداد الحقيقية 

 Rg|gG  

 :أي أن

RG 

 :في هذه الحالة على النحو( 1.13)وبالتالي يمكن التعبير عن الدالة 

     (1.14)       RRD:f n  

ويوجد العديد من التطبيقات يمكن صياغاتها في شكل دالة متعددة المتغيرات 

 :وف نوضح في الأمثلة التاليةكما س

 (11-1)مثال 

 :حيث yإذا فرضنا أن الدالة 

43214321
5 xxxx)x,x,x,x(fy  

 :أوجد

),,,(f 1112 2)      ),,,(f 54101  1) 

 :الحل

11010010545101

54101541011
4321





))(())((

)x,x,x,x(f),,,(f )
 

35211512

111211122
4321





))(()(

)x,x,x,x(f),,,(f )
 

 (11-1)مثال 
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كات ببيع نوعين من المنتجات المرتبطة ببعض، فإذا فرضنا تقوم إحدى الشر

أن الكمية المطلوبة من كل نوع ولتكن 
21

q,q (بالألف وحدة )الوحدة  دالة في سعر بيع

الواحدة من كل نوع وليكن 
21

p,p (بالجنيه )على النحو التالي: 

212122

212111

2400

5350

pp)p,p(fq

pp)p,p(fq




 

 :المطلوب

 :حدد الكمية المطلوبة من كل نوع إذا فرضنا أن -1

3025
21
 p   ,   p 

 حدد العلاقة بين -2
21

p,p  تساوي تعند
21

qq  

 الحل

3025عندما  -1
21
 p   ,   p 

25530125350

302553503025
2111





                                 

)()p , p(fq
 

 (ألف وحدة)

3156025400

302254003025
2122





                                

)()p , p(fq
 

 (ألف وحدة)

عندما  -2
21

qq  نجد أن: 

122121
45024005350 pp  pppp  

 

 (3) تمرين

 أعتبر الدالة -1
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432  yx)y,x(f 

 :أحسب ما يلي

),(f  ,  ),(f  ,  ),(f  ,  ),(f  ,  ),(f 1221100100  

 اعتبر الدالة -2

)yx(

)yx(
)y,x(f




 

 :أحسب ما يلي

),(f  ,  ),(f  ,  ),(f  ,  ),(f  121110 

 :ةالنطاق لكل من الدوال التالي حدد فئة -3
222 zyx)z,y,x(f  2)            ,      yx)y,x(f 32  1)  

22 yx)y,x(f  4)                ,    
yx

xy
)y,x(h


 3)  

)yxln()y,x(h 5 6)             ,     224 vu)v,u(h  5)  

xye)y,x(f  7)  

( بالألف جنيه)بتقدير الزيادة في الفائدة السنوية  لشركات السياحيةتقوم أحدى ا -4

بالألف جنيه في ) Xنتيجة الاتفاق على الإعلان للشركة في الجرائد بمقدار 

 Y, X, Zفكانت العلاقة بين ( جنيه في السنة فبالأل) Yوفي التليفزيون ( السنة

 :على النحو التالي
434130 // y x )y,x(fZ  

 :المطلوب

 قدر الزيادة في العائد عندما -1

 16X( ألف جنية) ، 50Y( ألف جنية)
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 :في أحدى السنوات عندما قدر متوسط الزيادة في العائد الشهري -2

 100X( ألف جنية) ، 100Y( ألف جنية)

 



 دالة والدالة العكسيةال: الباب الأول                                      الدوال الأسية واللوغاريتمية( 1-4)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 44 - 

 الأسية واللوغاريتميةالدوال ( 1-4)

Exponential and Logarithmic Function 

 الدالة الأسية: أولا 

 :حيث yالدالة  اعتبرناإذا  

(1.15)     1 x, 0b ,        b)x(fy x  

 exponential functionفي هذه الحالة تسمى بالدالة الأسية  yفإن الدالة 

 .xوالأس ( b)بالأساس 

 :تكون على النحو( x)والأس ( 2)سية للأساس الدالة الأ فمثلا

R   x,        )x(f x  2 

 :حيث Dفنجد أن فئة النطاق 

}Rx|x{D  

 :كذلك نجد ان

...   ,   2-1)f(x   ,   )x(f

)()x(f   ,   )x(f

1-

//

2

1
120

22222
2

3
823

0

21233





 

 :حيث Gكذلك يتضح أن فئة المدى 

}Rg|g{G  
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 ض قوانين الأسسبع

 :متغيران فإن y,xمقادير ثابتة،  a , bفرضنا أن إذا 

)yx(

y

x

b
b

b  2)      ,        )yx(yx bbb  1)  

xxx ba)ab(  4)     ,             
xyyx b)b(  3)  

x

xx

b

a

b

a








 5)  

 (11-1)مثال 

 :حيث x(f(إذا  اعتبرنا الدالة 

123  x)x(f 

 81)x(fعندما ( x)أوجد قيمة 

 الحل

 :فإن 81)x(fعندما 

(1)            4381)x(f 

 وبما أن

(2)                 
123  x)x(f 

 نجد أن( 2)بـ ( 1)وبمساواة 
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52
2

5

412

33 412

.x

x

x







 

 (11-1)مثال 

 :أرسم الدالة الأسية في كل حالة من الحالات التالية

x

)x(f 









2

1
2)        ,          

x)x(f 2 1)  

 الحل

 لرسم الدالة  -1

x)x(fy 2 

المناظرة لها  yويتم حساب قيم  xجدول التالي حيث يتم افتراض قيم للمتغير نكون ال

 .على النحو الموضح بالجدول
 

5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 x 

32 16 8 4 2 1 0.50 0.25 0.125 0.0625 0.03125 y 

وتحديد  على المحور الرأسي yالأفقي، وقيم  رعلى المحو xوبتحديد قيم 

المنحنى يمثلها  yنجد أن الدالة المناظرة لها وتوصيل هذه النقط  y، وقيم xط لقيم النق

 :الموضح بالشكل التالي
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0

5

10

15

20

25

30

35

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
 

xyيوضح منحنى الدالة ( 6-1)شكل  2 

رسم الدالة بالمثل ل -2
x

y 









2

1
 نكون الجدول التالى 

5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 x 

0.03125 0.0625 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8 16 32 y 

والشكل التالي يوضح منحنى الدالة 
x

y 









2

1
 

0

5

10

15

20

25

30

35

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

يوضح منحنى الدالة  (7-1)شكل 

x

y 









2

1
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 خصائص الدالة الأسية

 الدالة الأسية

1  x,  0b     by x  

 :لها بعض الخصائص التالية

)فئة النطاق للدالة تتكون من العناصر  -1  , .) 

 (. , 0)فئة المدى للدالة تتكون من العناصر  -2

10)منحنى الدالة يمر بالنقطة  -3  y , x ) لجميع قيمx,b. 

)الدالة دالة متصلة  -4  , .) 

دالة  yتكون الدالة  1bدالة متزايدة، وعندما  yتكون الدالة  1bعندما  -5

متناقصة وذلك لجميع قيم  x. 

 (e)الدالة الأسية للأساس الطبيعي 
 :حيث eإذا أعتبرنا المقدار 

   (1.14)     
m

m
)

m

1
1(lime 


 

والجدول التالي يوضح المقدار 
m)

m
(

1
1  عند القيم المتزايدة لـm 

m)
m

(
1

1 m 

2.59374 
2.70481 
2.71692 
2.71815 

2.71827 
2.71828 

10 
100 

1000 
10,000 

100,000 
1,000,000 

 ومن الجدول يتضح أن 

718.2)
m

1
1(lime m

m



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 eبالأساس الطبيعي للدالة الأسية، وتعتبر الدالة الأسية للأساس الطبيعي  eوتسمى 
 .، كما سوف نوضح ذلك فيما بعدمن الدوال الهامة في كثير من التطبيقات

 (14-1)مثال 

 :أرسم كل من الدوال التالية
xey  2)             ،          xey  1) 

 الحل

 لرسم الدالة الأسية للأساس الطبيعي -1
xey  

 :نكون الجدول التالي

4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 x 

54.5981 20.09 7.39 2.72 1 0.37 0.14 0.05 0.0183 y 

 يوضح منحنى الدالةوالشكل التالي 

0

10

20

30

40

50

60

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
 

xeyيوضح منحنى الدالة ( 8-1)شكل   

 بالمثل نجد ان الدالة -2
xey  

 :عبارة عن
x

x

e
ey 








  1

 

 :نكون الجدول التالي
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4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 x 

0.0183 0.05 0.14 0.37 1 2.72 7.39 20.09 54.5981 y 

 والشكل التالي يوضح منحنى الدالة

0

10

20

30

40

50

60

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
 

xeyيوضح منحنى الدالة ( 9-1)شكل   

ا   الدالة اللوغاريتمية: ثانيا

 إذا فرضنا أن

 

 فإن

   (1.15)     xlogy
b

 

 ".bللأساس  x تساوى لوغاريتم y"وتقرأ . بالدالة اللوغاريتمية yوتسمى 

 :وبالتالي فإن

xlogy
b

  إذا وإذا فقط
ybx  

 (11-1)مثال 

 :ضع الدالة الأسية المناظرة لكل دالة من الدوال التالية

327
3

log 2)    2100
10

log 1)  

0b         ,         xby 
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3
27

1
3









log 4)          120

20
log 3)  

 الحل

100102100 2

10
log 1) 

273327 3

3
log 2) 

2020120 1

20
 )(log 3) 

27

1
33

27

1 3

3








 )(log 4) 

 :وللتبسيط فإننا سوف نستخدم الرموز التالية

   (1.16)    










x lnxlog

x logxlog

e

10
 

 بعض قوانين اللوغاريتمات

 :فإن 0m,nأعداد موجبة أي  n ،mإذا كان 

nlogmlogmnlog
bbb

 1-  

nlogmlog
n

m
log

bbb
 2-  

mlognmlog
b

n

b
 3-  

01 
b

log 4-  

1blog
b

5-  

 .الشكل التالي يوضح كل من الدالة الأسية والدالة اللوغاريتمية معا  و
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 (14-1)شكل 

على النحو  eوتوجد علاقة بين الدالة الأسية والدالة اللوغاريتمية للأساس الطبيعي 

 :التالي

   (1.17)     xe xln  

   (1.18)           xe ln x  

يتضح أن الدالة اللوغاريتمية دالة عكسية للدالة الأسية، ( 1.18)، (1.17)ومن العلاقة 

 .والدالة الأسية دالة عكسية للدالة اللوغاريتمية

 (11-1)مثال 

 إذا فرضنا أن -1
xe)x(fy  

 :بالتالي فإن

y lnx  

 :، أي أنx(f(دالة عكسية للدالة  )yln(لتالي تصبح الدالة وبا

                Y 

 

 

 

 

 

1 

 

 

X          1          0  

xlogy
b

  

xby   
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)yln()y(f 1 

 كذلك إذا فرضنا أن -2

 xln)x(fZ  

 فإن

 xee xlnz 

zex  

وبالتالي تصبح الدالة 
ze الة عكسية للدالة د)x(f أي أن: 

ze)Z(f 1 

 (11-1)مثال 

 :حل المعادلات التالية

054 xln 2)           ,           183 4 xe 1) 

 

 الحل

1-  

  6
3

18
183 44 xx ee  

 64 lneln x
 

 64 lnx 

2248146 ..lnx  

2-  





4

5
054 xlnxln  
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


4

5

ee xln 

28650251 .ex .   

 (4) تمرين

 :أوجد قيم كل مما يلي -1

63 33  2)          ,                 52 33  y 1)  
323 )(y  4)          ,                   315 )(y  3)  

32

3

1

















 
y 6)         ,            

22

3

2

















 
y 5)  

4131

256

81

27

8
//

y


















 8)         ,      41

31

81
8

125 /
/

y 










 7)  

 حل المعادلات التالية -1

355 x 2)          ,                    42 66 x 1)  
212 5252   xx ).().( 4)          ,                 513 55  x 3)  

x

xx

9

1
3

2

 6)          ,              

2

32

1
8













x
x 5)  

02731232  xx )( 8)          ,    02552652  xx )( 7)  

في إحدى  tفي السنة ( سنة في سن أقل من)ل الوفيات للأطفال إذا فرضنا أن معد -1

 :حيث t(N(هو ( الألففي )الدول 

25t0   ,     e .)t(N -0.029t  512 

 .1985في عام  0tتقاس بالسنوات،  tحيث 

 .2444، 1995، 1985أوجد معدل الوفيات سنة  -أ
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 .ثم عقب على الرسم t(N(أرسم الدالة  -ب

 .حدد أى العلاقات التالية صحيحة وأيها خطأ -4

yxإذا كان   1  :فإن)  
     

yx ee  

yxxy e ee  2)  

11 623  x)x( 3)  

1b0  ,  yxإذا كان   4       فإن) 
yx bb  

 عن المعادلات التالية في شكل لوغاريتماتعبر  -1

9

1
3 2  2)           ,              1642  1)  

16

1

2

1
4








 4)          ,           
625

1
5 4  3)  

0.60206log4 , .logإذا كان  -1   :أوجد فيمة كل مما يلي 6989705

20

5
log 2)           ,                10log 1)  










80

1
log 4)          ,               100log 3)  

 :باستخدام اللوغاريتمات حل المعادلات التالية -1

44 13 xe 2)           ,           713 xe 1)  

xe321

40


4)           ,      935 5  xe 3)  

515 4  xe 5)  
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 Applied Examples    أمثلة تطبيقية( 1-5)

 (1-1)تطبيق 

بالألف )على أحد المنتجات  x(S(ودالة العرض  D)x(إذا كانت دالة الطلب 

 :[12]على النحو التالي . بالجنية xدالة في السعر ( وحدة

2

2

010105

1020010

x.x.)x(S

x.x.)x(D




 

 Equilibrium Quantityلسعر والكمية التوازنية في السوق كل من اأوجد : لوبطالم

and Price –   ووضح ذلك بيانيا. 

 الحل

 :نجد أن الكمية المعروضة تساوى الكمية المطلوبة أي أن –بما أن عند التوازن 

 )x(D)x(S 

 22 0102010010105 x.x.x.x. 

 0530020 2 x.x. 

 01025 )x)(x( 

10   xor    x  25 

 10xحيث  x التوازنيبالتالي فإن السعر وتشير إلى سعر الوحدة بالجنية  xوبما أن 

 .xويتم رفض القيمة السالبة لـ 
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 وبالتالي فإن

7121010001010201010وحدات   )(.)(.)x(D 

71151000101010510وحدات   )(.)(.)x(S 

 .لطلب والعرضوالشكل التالي يوضح كل من دالتي ا

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 19 20

 

 (11-1)شكل 

 (2-1)تطبيق 

 نقطة التوازن

710  )x(S)x(D,x  

)x(D  

)x(S  

)x(orD)x(S  

x  
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بالنسبة لإحدى شركات الطيران قدر ثمن التذكرة على إحدى الرحلات للشركة 

دة عدد راكب وفي حالة زيا 200جنيه إذا كان عدد العملاء في الرحلة  7000بمبلغ 

ثمن التذكرة يؤدى إلى خفض  فإن ذلك سوف من الركاب xالعملاء لهذه الرحلة بعدد 

 .جنيه 100للفرد بـ 

ثم أوجد الأيراد عن زيادة عدد العملاء عن  –كون دالة الإيراد لهذه الرحلة : المطلوب

 .ركاب 5عميل بـ 200

 الحل

الحاجزين على الرحلة فإن  - 200الزيادة عن  -عدد العملاء  xإذا فرضنا أن 

 :حيث x(R(هذه الحالة وسوف نرمز له بالرمز  ايراد الرحلة في

2100000130004001

1007000200

xx,,,

)x)(x()x(R




 

70حيث 
100

7000
x 

5003321500700052005جنيه  ,,))(()x(R  

 (3-1)تطبيق 

جنيه والتكلفة  80,000ينتج أحد المصانع منتج معين بتكلفة ثابتة شهرية 

 .جنيه 25كان ثمن بيع الوحدة فإذا جنيهات،  10المتغيرة للوحدة الواحدة 

 :المطلوب



 الدالة والدالة العكسية: الباب الأول                                                        أمثلة تطبيقية ( 1-5)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 55 -  

 .أوجد دالة التكلفة الكلية الشهرية -1

 .أوجد دالة الايراد الشهرية -2

 .أوجد دالة الربح الشهرية -5

 .وحدة في أحد الشهور 15000إذا انتج المصنع ( أو الخسارة)أوجد الربح  -4

 الحل

 :بالتالي xهر يساوي إذا فرضنا أن عدد الوحدات التي يتم أنتاجها وتسويقها في الش

 :فإن x(C(إذا أشرنا إلى دالة التكلفي بالرمز  -1

x,)x(C 1000080  

 :فإن x(R(كذلك إذا أشرنا إلى دالة الأيراد بالرمز  -2

x)x(R 25 

 :إنف x(P(أشرنا إلى دالة الربح بالرمز إذا  -5

0008015100004025 ,x)x,(x)x(P

)x(C)x(R)x(P




 

 :فإن 15000xكان  إذا -4

                 ,,,جنيه

,)(),x(P

00014500080000225

00080150002500015




 

 (4-1)تطبيق 
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 :أوجد في التطبيق السابق

 .الدالة العكسية لدالة الربح ثم عقب على الناتج -1

 .في الشهر 520,000عدد الوحدات التى يجب انتاجها لتحقيق ربح  -2

 الحل

 بما أن -1

 0008015 ,x)x(PP 

),P(x)x(P 00080
15

11 
 

x(P(والدالة العكسية لدالة الربح  1  تعطى عدد الوحداتx  عند قيمة معينة للربح

P. 

P,000520أن  إذا فرضنا -2  فإن: 

00040000600وحدة 
15

1
00080000520

15

1
,),(),,(x  

 (5-1)تطبيق 

في إحدى الدول يمثل نسبة من عدد السكان  50فوق  إذا فرضنا أن عدد السكان

 :حيث. tوتعتبر هذه النسبة دالة في الزمن  - t(f(الكلي لهذه الدولة نرمز لها بالرمز 

10t0        )t.(.)t(f .  3010807510 

 .2005في عام  0tبالسنوات،  tحيث تقاس 
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 .ثم عقب على ذلك t(f(أوجد الدالة العكسية للدالة  -1

f)(أوجد  -2 221 ثم عقب على الناتج. 

 الحل

t(fy(إذا فرضنا أن  -1  فإن: 

 3010807510 .)t.(.y 


7510

1080 30

.

y
)t.( . 

8

100
7510

10
310

1












/

.

y

t)y(f 

فأكثر بالنسبة  50عند نسبة معينة لعدد الأفراد  (t)العكسية هنا تعنى تحديد السنة والدالة 

 .لعدد السكان في المجتمع

2-    

071سنة 
8

56198

8

100
7510

22
10

22

310

1 .
..

)(f

/













 

t.071بالتالي عندما  2005في سنة  0tوبما أن    فهذا يعنى الشهر الثاني في

في الشهر  %22نة في هذا البلد يكون س 50وبالتالي فإن نسبة الأفراد فوق  ،2006سنة 

 .2006الثاني في سنة 
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 (6-1)تطبيق 

 .وضح أنه لا يوجد دالة عكسية للدالة التالية ووضح ذلك بيانيا  

410 x)x(fy  

 الحل

 x(f(الشكل التالي يوضح الدالة 

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

 
 (12-1)شكل 

فمثلا   one-to-oneليست علاقة  x,yبين من الشكل يتضح أن العلاقة 

622  )(f)(f  وبالتالي الدالةf ليس لها معكوس. 

410 x)x(f   
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 (7-1)تطبيق 

جنيه في إحدى  400,000إذا فرضنا أن أحد المستثمرين أستثمر مبلغ 

 .سنويا   %8مركبة متصلة المشروعات بمعدل فائدة 

التي يمكن باستخدامها تحديد جملة المبلغ بعد عدد معين من  حدد شكل الدالة -1

 .السنوات

 .سنوات 5أوجد جملة المبلغ بعد  -2

 .أوجد مقدار الفائدة بعد خمس سنوات -5

 الحل

من  tجملة المبلغ بعد  Aإذا كانت الفائدة مركبة ومتصلة، فإنه إذا فرضنا أن  -1

السنوات، 
0

A اد استثماره، هي المبلغ المر%r  الفائدة السنوي فإنهي معدل: 

rteA)t(A
0

 

 سنوات 5الجملة بعد  -2

8872959649182469810004000004005 .,).(,e ,)(A 0.08(5)  

 :يثح I الفائدة -5

88.729,196000,40088.729,596)0(A)5(A  I  

 (8-1)تطبيق 
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عند  سنوات إذا كان ثمنه 5أوجد ثمن بيع أحد الأجهزة الطبية بعد استعماله 

 (.معدل متصل) %10السنوي  الاهلاكجنيه ومعدل  50,000الشراء يساوى 

 الحل

 إذا فرضنا أن

 t(A(: من السنوات tتشير إلى ثمن بيع الجهاز بعد استعماله 

A)(: تشير إلى ثمن شراء الجهاز 0 

 t: تشير إلى عدد السنوات

 r: هلاك الجهاز في السنةعدل اتشير إلى م

 :فإن وبالتالي

rte)(A)t(A  0 

A)(سنوات يساوي  5يكون ثمن بيع الجهاز بعد  كذلك  :حيث 5

,).(,.جنيه

e ,e )(A)(A -0.10(5)-r(5)

5332630606530659000050

0005005




 

 (9-1)تطبيق 

م تقدير نسبة العملاء عن منتجاتها وت TVفي  إعلانتقوم أحد الشركات بعمل 

على  الإعلاندالة في عدد مرات نزول  TV إعلاناتالذين يطلبون هذه المنتجات نتيجة 

 :النحو التالي
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t.e)t(D 0901  

 حيث 

 D: نسبة العملاء في السوق الذين يطلبون المنتجات

 t: عدد مرات نزول الإعلان 

 مرات 10، 5، 3أوجد نسبة العملاء بعد نزول الإعلان 

 الحل

 مرات 3نسبة العملاء بعد نزول الإعلان 

%...e)t(D )(. 66223236620763380113 3090   

 مرات 5نسبة العملاء بعد نزول الإعلان 

%..e)t(D )(. 243636237015 5090   

 مرات 10نسبة العملاء بعد نزول الإعلان وبالمثل 

%..e)t(D )(. 3459593430110 10090   
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 استخدام الحزمة الرياضية( 1-6)
Using The Mathematical Package 

ً أننا سوف نتعامل في هذا الكتاب مع الحزمة الرياضية  وكما  ذكرنا سابقا

Maple 11  في الحصول على نتائج العمليات الرياضيةMathematical 

Processes  مثل إيجاد المشتقات الجزئيةPartial Derivatives لتكاملات أو إيجاد ا

Integrals  ، ...الخ كما سوف نوضح ذلك في الأبواب التالية. 

 Plotفي رسم  Maple 11الفصل سوف يقتصر استخدامنا للحزمة وفي هذا  

كما سوف نوضح ذلك في الخطوات  Mathematical Functionsالدوال الرياضية 

- :التالية

الصفحة التالية فتظهر  –( 1)كما هو موضح بملحق  Maple 11فتح برنامج  -1

 (13-1)كما هو موضح بشكل 

 

 (13-1)شكل 
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في يسار الصفحة بشكل في المستطيل  Graphicيتم كتابة  (13-1)شكل  في -2

 (.11-1)فيظهر شكل  Searchغط على ثم نض( 1-13)

 

 

 (11-1)شكل 

أي )يوجد توصيف لأوامر أدخال البيانات ( 11-1)الصفحة في شكل  في يمين -3

يوجد العديد حيث  -المحلوله وعدد من الأمثلة ( المراد رسمها  أمر كتابة الدالة

 :سوف نتناول منها الأمر التالي -من أوامر رسم الدوال 

(1.19)    > Plot(f(t),t); 

 :بطريقتين Maple 11الدالة باستخدام  Plotويمكن تنفيذ أو رسم 
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 الطريقة الأولي

فيظهر ( 11-1)ي شكل من الشريط أسفل الصفحة ف Maple 11أستدعاء  يتم -1

 (11-1)حيث يوجد المستطيل النشط كما هو موضح في شكل ( 11-1)شكل 
 

 

 (11-1)شكل 

 .في المستطيل النشط أمر ادخال البيانات يكتب -1

 .فيظهر الرسم المطلوب Enterغط على مفتاح نض ثم -6

 الثانيةالطريقة 

دين الأجادة وتستخدم هذه الطريقة بالنسبة للمستخدمين للحزمة من غير المجي

 -:نه يمكن أتباع ما يليفإ .المطلوبة بالنسبة لكتابة أوامر الأدخال
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 صياغة الدوال معوالتي تتماثل فيها )من الأمثلة المحلولة  Copyأخذ نسخة  -1

 (3أرجع إلى خطوة )في صفحة التوصيف ( الدوال المطلوب رسمها

فيظهر ( 11-1)من الشريط أسفل الصفحة في شكل  Maple 11أستدعاء  -1

 .حيث يوجد المستطيل النشط( 11-1) شكل

 .الأمثلة المحلولة في المستطيل النشط Pasteلصق  -6

المتماثل فيه شكل الدالة مع الدالة المطلوب )مسح مدخلات المثال المحلول  -7

 .وكتابة الدالة المطلوب رسمها( رسمها

 .ر الرسم المطلوبفيظه Enterالضغط على مفتاح  -8

 :وسوف نوضح ذلك من خلال الأمثلة التالية

 (11-1)مثال 

 :أرسم الدالة التالية 

)e1(

t
)t(f

2t

2


 

 الحل

كما هو موضح  t(f(ولي أو الثانية نحصل على رسم الدالة باتباع الطريقة الأ

 (.16-1)بشكل 

 



 الدالة والدالة العكسية: الباب الأول                                        استخدام الحزمة الرياضية( 1-6)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 63 -  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 (16-1)شكل 

 (19-1)مثال 

 :حيث t(f(أرسم الدالة 

t2t)t(f 2  

 الحل

 Maple 11بأستخدام نحصل على رسم الدالة  أعلاه  أحدي الطريقتين باتباع

 (.17-1)موضح بشكل على النحو ال
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 (17-1)شكل 

 (02-1)مثال 

 :حيث t(f(أرسم الدالة 

)t10(

t
)t(f

2
 

 الحل

على النحو  t(f(باستخدام أحدي الطريقتين أعلاه نحصل على رسم الدالة  

 (.18-1)الموضح بشكل 
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 (18-1)شكل 
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 Exercise      تمرينات( 1-7)

 :أوجد الدالة العكسية لكل من الدوال التالية (1-1)

23  xg 2)            ,                     
32

1




x
y 1)  

13  xy 4)            ,                   0 x,  xy  2 3)  

135  /xy 6)           ,         0  x,    xy  29 5)  

 دالة عكسية للأخرى g,fوضح أن كل دالة من الدالتين  (1-2)

3 3xg(x)       ,       x)x(f  3

3

1
1)  

x
g(x)       ,           

x
)x(f

11
 2)  

2

3
32




x
g(x)       ,       x)x(f 3)  

12  xg(x)       ,     0)(x  1x)x(f 4)  

0    x)x(g(x)       ,     -1)(x  )x()x(f //  8
8

1
14 2332

5)  

1

1

1

1











x

x
g(x)       ,       

x

x
)x(f 6)  

 أرسم الدالة التالية (1-3)

0  x,   x)x(f  22
 

x(f(ثم أوجد الدالة العكسية  one-to-oneووضح أن العلاقة  1
 .بيانيا  ووضح ذلك  



 الدالة والدالة العكسية: الباب الأول                                                        تمرينات      ( 1-7)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 70 -  

 أرسم الدالة التالية (1-4)

41)x()x(f  

ثم أوجد الدالة العكسية في هذه  one-to-oneتكون فيها العلاقة  ثم أوجد الفترة التي

 .الفترة

وفي حالة  - one-to-oneأرسم كل دالة من الدوال التالية ثم حدد أي منها دالة  (1-5)

 .أوجد الدالة العكسية – one-to-oneالعلاقة 

 hوي لونة هوائية عن سطح الأرض يسااإذا فرضنا أن الارتفاع العمودي لب (1-6)

 .[1]لونة بالثواني امن لحظة انطلاق الب tدالة في الزمن  hحيث 

60t0  ,    tt)t(fh 
2

1

2

1 2
 

 .ثم وضح ماذا يمثل معكوس الدالة - hأوجد معكوس الدالة  -1

 150عن سطح الأرض لونة العمودي اعندما يكون ارتفاع الب tأوجد الزمن  -2

 .قدم

سنة فأكثر بالنسبة لباقي السكان في  60إذا فرضنا أن نسبة عدد السكان في سن  (1-7)

 :على النحو التالي tإحدى الدول دالة في الزمن 

10t0 ,   )t.)(.()t(f .  405907810 

 .2002في سنة  0tحيث 

t(f(أوجد  -1 1. 

f)(أوجد  -2 31 ثم عقب على الناتج. 
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ترة بدم المريض بعد تعاطيه بفإذا كان كمية تركيز أحد الأدوية في الجرعة  (1-8)

تقاس بالثانية على  tبالجرام في السنتمتر المكعب،  t(x(تقاس حيث  x)t(هي  tزمنية 

 :النحو

)e(..)t(x t.0201120080  

 (.0t) مباشرا   عند أخذها بالدم الجرعة ركيز الدواء فيتجد درجة أو

مليون نسمة دالة في معدل  P يساوي إذا كان حجم السكان في إحدى الدول (1-9)

يساوى  1985سنويا  فإذا كان حجم المجتمع في أول يناير  %2.5النمو المتصل بنسبة 

 .مليون نسمة 50

 .تقاس بالسنوات tحيث  tكدالة في الزمن  Pالعامة للدالة أوجد الصيغة  -1

 .2015قدر حجم السكان في سنة  -2

 :في أحد المعامل وجد أن نوع معين من البكتريا يتزايد وفقا  للنمو الأسي حيث (1-11)
kteQ)t(Q

0
 

 حيث

 t :)t(Qعدد البكتريا في الزمن 

: بداية التجربةعدد البكتريا في 
0

0 Q)t(Q  

 t: الزمن بالساعة

 k: مقدار ثابت

 ساعات4أوجد عدد البكتريا في نهاية  -1

 إذا كان -2
00010

0
,Q  

 .ساعات 4بعد  kأوجد معدل نمو البكتريا 



 الثانيالباب 

 النهايات والاتصال
Limits And Continuity 

 
 

      The Concept of Limit            مفهوم النهاية        ( 2-1)

  The Properties of Limits               خصائص النهايات( 2-2)

   Continuity and Its Consequences    الأتصال وأهميته ( 2-3)

  Limits at Infinityعندما يؤول المتغير إلى مالانهايةالنهايات ( 2-4)

 متعددة المتغيراتالدوال  نهايات( 2-5)

Limits of Several Variables Functions 

 Exercises                             تمرينات                ( 2-6)
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 The Concept of Limit                   مفهوم النهاية    ( 2-1)

سلوك وتتطلب دراسة  - بالتفصيل الدوال الرياضيةفي الباب السابق تناولنا 

استخدامات الدوال الرياضية من الناحية التطبيقية دراسة كل من التفاضل والتكامل و

 .ى الباب السادسمن الباب الثالث إلالتي سوف نتناولها في الأبواب 

النهايات  يموهالتفاضل والتكامل ضرورة دراسة مفتطلب دراسة عمليات وت

لذلك سوف نتناول في هذا الباب مفهوم كل من النهاية والاتصال  .والاتصال للدوال

من خلال مجموعة من التعريفات والنظريات بالإضافة إلى مجموعة من الأمثلة للدالة 

سوف نتناول مفهوم النهاية وخصائص النهايات وكيفية  وفي هذا الفصل. التوضيحية

 :على النحو التالي حسابها

bxaحيث  xدالة في المتغير x(f(إذا فرضنا أن   ،نقطة أن اعتبرنا و

وعادة يكون من الأهمية معرفة سلوك . ]b,a[تقع داخل الفترة  cحيث  cولتكون ما 

من  ]b,a[داخل الفترة  cمن النقطة  xالمتغير أحد قيم عندما يقترب x(f(قيم الدالة 

ونرمز لها بالرمز c من قيم أكبر منأي ) cناحية اليمين للنقطة 
c ) أو من ناحية

ونرمز لها بالرمز cأي من قيم أكبر من ) cاليسار للنقطة 
c .)نهاية  فإذا وجدت قيمة

 x(f(للدالة   Limitنهاية  Lفأنه يقال أن القيمة  L Limiting Valueولتكن  محدودة

 :وتكتب على النحو التالي cمن  تقترب xعندما 

     (2.1)      Lf(x) lim  
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إلى النقطة  xأو تؤول ) cمن النقطة  xعندما تقترب x(f(وتقرأ نهاية الدالة 

c،  ويرمز لذلك بالرمزcx  ) تساويL. 

من أتجاه اليمين، فأنه يرمز  cمن النقطة  xوعادة إذا كان اقتراب المتغير 

 :للنهاية في هذه الحالة على النحو التالي

     (2.2)     Lf(x)lim
cx




 

، Lمن جهة اليمين تساوي  cمن  xما تقتربعند x(f(وتقرأ نهاية الدالة 

 .وأحياناً تسمى نهاية يمني أي الاقتراب يتم من جهة اليمين

ر، فأنه يرمز للنهاية من أتجاه اليسا cمن النقطة  xوإذا كان اقتراب المتغير 

 :في هذه الحالة على النحو التالي

     (2.3)     Lf(x)lim
cx




 

، Lمن جهة اليسار تساوي  cمن  xعندما تقترب x(f(وتقرأ نهاية الدالة 

 .نهاية يسري أي الاقتراب يتم من جهة اليساروأحياناً تسمى 

 (1-2)نظرية 

cxعندما  x(f(نهاية للدالة  Lتكون القيمة   إذا كان الأقتراب من اليمين ،

 :أي أن Lواليسار يساوي 

     (2.4)      Lf(x)limf(x)lim
cxcx


 

 

 :وتكتب
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Lf(x)lim
cx




 

cxعندما  x(f(وتقرأ نهاية الدالة    تساويL. 

 (1-2)مثال 

 :بحيث x(f(إذا كانت الدالة 

2x)x(f  

f(x)lim: أي أوجد ،2تقترب من  xأوجد نهاية الدالة عندما 
2x

 

 الحل

f(x)limلإيجاد 
2x

 :نوجد كل من 

f(x)lim )ii          ,          f(x)lim )i
2x2x  

 

عندما  x(f(ولإيجاد كل من النهايتين اليمني واليسري نحسب قيمة الدالة 

 2x ا ثم عندم 2x من خلال الجدولين التاليين: 

    (1-2)جدول  2x 

2.00001 2.0001 2.001 2.005 2.01 2.05 2.1 2.5 3 x 

4 4 4.004 4.02 4.04 4.203 4.41 6.25 9 )x(f 

 بالمثل

    (2-2)جدول 
 2x 

1.99999 1.9999 1.999 1.995 1.99 1.95 1.9 1.5 1 x 

4 4 3.996 3.98 3.96 3.80 3.61 2.25 1 )x(f 
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 :من الجدولين السابقين نجد أن

4f(x)lim      ,     4f(x)lim 
2x2x


 

 

 :وبالتالي فإن

4f(x)lim 
2x




 

دير بالذكر أنه ليس بالضرورة أن تكون النهاية اليمني تساوي مما هو ج :ملحوظة

 :أو بعبارة أخري في بعض الحالات –النهاية اليسري 

     (2.5)     f(x)limf(x)lim
cxcx  

 

cxوفي هذه الحالات لا توجد نهاية عندما   . وسوف نوضح ذلك من خلال المثالين

 :التاليين

 (2-2)مثال 

 :حيثب x(f(إذا اعتبرنا الدالة 
















2        x          x2

2   x          x25

)x(f 

 :أوجد

f(x)lim2        ,        f(x)lim1
2x2x  

 

ً 2من  xعندما تقترب  x(f(ثم أثبت أنه لا يوجد نهاية للدالة  .، ووضح ذلك بيانيا

 :الحل

  .x(f(الشكل التالي يوضح الدالة 
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0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.2 2.6 3 3.4 3.8

 

 (1-2)شكل 

f(x)limلحساب
2x 

 :نكون الجدول التالي 

    (3-2)جدول  2x 

2.0001 2.001 2.005 2.01 2.05 2.1 2.5 3 x 

4 4.0001 4.001 4.02 4.1 4.2 5 6 )x(f 

 :جد أنمن الجدول ن

4f(x)lim
2x




 

f(x)limلحساب بالمثل
2x 

 نكون الجدول التالي 
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    (4-2)جدول  2x 

1.9999 1.999 1.995 1.99 1.95 1.9 1.5 1 x 

1 1.002 1.01 1.02 1.01 1.02 2 3 )x(f 

 :جد أنمن الجدول ن

1f(x)lim
2x




 

 :وبما أن

f(x)limf(x)lim
2x2x  

 

2xعندما  x(f(للدالة وجد نهاية بالتالي لا ي . 

 (3-2)مثال 

 :إذا فرضنا أن





 x- ,              

|5x|

5x
)x(f 

5xعندما  x(f(أوجد كل من النهاية اليمني واليسري للدالة  . 

 :الحل

5xإذا كانت  -1  وجبة ومساوية لقيمة فإنه في هذه الحالة نجد أن قيمة البسط م

 :المقام، أي أن

1f(x)lim
5x




 

 :والجدول التالي يوضح ذلك
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    (7-2)جدول  5x 

5.0001 5.001 5.005 5.01 5.05 5.1 5.5 6 x 

1 1 1 1 1 1 1 1 )x(f 

5xنجد أنه عندما  بالمثل   في هذه الحالة نجد أن قيمة البسط هي نفس قيمة

 :المقام ولكن بأشارة سالبة، أي أن

1f(x)lim
5x




 

 :والجدول التالي يوضح ذلك

       (6-2)دول ج 5x 

4.9999 4.999 4.995 4.99 4.95 4.9 4.5 4 x 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 )x(f 

0xأنه عندما  ومما هو جدير بالذكر -2   فإن قيمة كل من البسط والمقام

 :تساوي صفر، أي أن

0

0
)5x(f  

5xغير معرفة عند النقطة  x(f(وهذا يعني أن الدالة  . 

 (1)تمرين 

 :أوجد كل مما يلي (1)

1)5x-(4xlim 2

4x



2)         ,         )(-3xlim 2

-2x
1) 
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x3

x-9
lim

2

3x 
4)         ,             )(-xlim 3

2x
3) 

3x

4
lim

3x 
6)          ,        

8x

64x
lim

2

8x 




5)  

3x

15x72x
lim

2

3x 




8)         ,        

2x

x2x
lim

2

2x 




7)  

 :حيث x(f(الدالة  أرسم (2)



















2        x          x

2       x          x2

)x(f

2

 

 :أوجد كل من

f(x)lim4        ,         f(x)lim3

f(x)lim2        ,        f(x)lim1

1x2x

2x2x










 

 :الدالة التالية أرسم (3)





















0 x          2-1x

0   x                    0

0       x          1-x

)x(f

3

 

 :أوجد كل من

f(x)lim5     ,      f(x)lim4      ,       f(x)lim3

f(x)lim2      ,      f(x)lim1

4x1x0x

0x0x









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 :الدالة التالية أرسم (4)
















-1        x          1x3

-1       x          1x

)x(f

2

 

 :أوجد كل من

f(x)lim4        ,         f(x)lim3

f(x)lim2        ,         f(x)lim1

1x-1x

1x1x









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 The Properties of Limits    خصائص النهايات( 2-2)

 :هذا الفصل سوف نقدم أهم خصائص النهايات من خلال النظريات التاليةفي 

 (1-2)نظرية 

g(x) limإذا فرضنا وجود كل من  
ax

  ،f(x) lim
ax

  ،c مقدار ثابت فإن: 

     (2.6)         cc lim
ax




i) 

     (2.7)        a xlim
ax




ii) 

     (2.8)      f(x) limcf(x)] [c lim
axax 

iii) 

     (2.9)  g(x) limf(x) limg(x)][f(x) lim
axaxax 

iv) 

     (2.10)  g(x)] lim[ f(x)] lim[g(x)][f(x) lim
axaxax 

iiv) 

0g(x) limإذا كان)     (2.11)     
ax




 )
g(x) lim

f(x) lim

g(x)

f(x)
 lim

ax

ax

ax






v) 

 [22 , 14]ع أنظر مرج :الإثبات

 (4-2)مثال 

 :طبق النظرية السابقة لإيجاد

14)9x-(3x lim 2

2x



 

 

 :الحل
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814181214)2(93(2)

14 lim xlim9 xlim3

14 lim9x lim)(3x lim14)9x-(3x lim

2

2x2x

2

2x

2x2x

2

2x

2

2x











 

 (5-2)مثال 

 :طبق النظرية السابقة لإيجاد

2x

45x-x
 lim

2

3

2x 




 

 :الحل

1
2

2

22

45(2)-2

2 lim xlim

4 lim5x lim- xlim

)2(x lim

4)5x-(x lim

2x

45x-x
 lim

2

3

2x

2

2x

2x2x

3

2x

2

2x

3

2x
2

3

2x































 

 (6-2)مثال 

  :أوجد
x-1

1-x
 lim

2

1x
 

 :الحل

0x)-(1 lim :المقام بما أن
1x




 :لذلك فإن  

x)-(1 lim

1)-(x lim

x-1

1-x
 lim

1x

2

1x
2

1x






 
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 :ممكن أعتبار أن ولكن

-21)-(11)(x- lim
1)-(x-

1)1)(x-(x
 lim

x-1

1-x
 lim

1x1x

2

1x






 

 (2-2)نظرية 

 :أي عدد حقيقي فإن n ،aكثيرة حدود من الدرجة  x(P(إذا فرضنا أن 

     (2.12)     P(a)P(x) lim
ax




 

 [22 , 14]مرجع أنظر  :الإثبات

 (7-2)مثال 

7x(3x lim(5:         أوجد 2

10x



 

 :الحل

37557030057(10)3(10)5)7x(3x lim 22

10x



 

 (3-2)نظرية 

 :إذا فرضنا أن

0L  ,   Lf(x) lim
ax




 

 :فإن

     (2.13)    n
n

ax

n

ax
Lf(x) limf(x) lim 


 

 [22 , 14]مرجع  أنظر :الإثبات

 (8-2)مثال 

7        :أوجد 2

3x
2x3x lim 


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 الحل

55.1)21(21627

2x)(3x lim2x3x lim

7/177

7
2

3x

7 2

3x




 

 (9-2)مثال 

:       أوجد
x

33x
 lim

0x




 

 الحل

 :نلاحظ أن كل من البسط والمقام في المقدار
x

33x 
 

0xعندما     فإن المقدار يؤول إلى وبالتالي  0يساوي
0

0
أي كمية غير معينة ولكن  

33x)ممكن بضرب كل من البسط والمقام في   ) إننجد: 

)33x(

1

)33x(x

x

)33x(x

3)3x(

)33x(x

)33x)(33x(

x

33x



















 

 :وبالتالي فإن

32

1

33

1

)33x(

1
 lim

x

33x
 lim

0x0x











 

 (4-2)نظرية 

 :عدد حقيقي فإن aإذا فرضنا أن 
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     (2.14)       ax

ax
ee lim 


i)  

     (2.15)  0a  ,                    a ln x)(ln lim
ax




ii)  

 [22 , 14]أنظر مرجع  :الإثبات

 (11-2)مثال 

 :أوجد كل مما يلي

)5(e lim x

0x



iii)              xln lim

7x
ii)             x

2x
e lim


i) 

 الحل

3891.7ee lim 2x

2x



i) 

1.9467 ln xln lim
7x




ii) 

4515e)5(e lim 0x

0x



iii) 

 (2)تمرين 

 :أوجد كل مما يلي في حالة وجود نهاية -1

3

2x
12x lim 


2)         ,         1)3x-(x lim 3

0x



1) 

3x

6xx
 lim

2

3x 




4)         ,                

2x

4x
 lim

2

2x 




3)  

4x

2xx
 lim

2

2

2x 




6)         ,          

2x3x

2xx
 lim

2

2

1x 




5)  
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x

24x
 lim

0x




8)         ,               

xx

e x
 lim

2

1-2x

0x 




7)  

1-x

1-x
 lim

1x
10)        ,           

9x3

2x
 lim

0x 
9)  

)
|x|

2

x

2
( lim

0x



12)        ,              

4x

2x
 lim

4x 




11)  

h

4h)(2
 lim

2

0h




14)        ,               

x

2x

0x e1

e -1
 lim


13)  

t2

  
t

1

2

1
  

 lim
-2t 




16)      ,   

3h3hh

h
 lim

2

2

0h 
15)  

ليمنى واليسري ثم وضح عدم وجود نهاية في كل حالة من الحالات أوجد النهايات ا -2

 :التالية
2

4x

2

4x
x-16 lim         ,            x-16 lim

 
1)  

2x3x lim     ,      2x3x lim 2

2x

2

2x


 
2)  

 :وضح وجود أو عدم وجود نهاية في كل حالة من الحالات التالية -3
1/x

0x

1/x

0x
x)(1 lim        ,      x)(1 lim 

 
1)  

1/x

0x

1/x

0x
e lim         ,             e lim

 
2)  

 xln

0x

 xln

0x
 xlim         ,             xlim

 
3)  
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 Continuity and Its Consequences    الأتصال وأهميته   ( 2-3)

. عندما يتم وصف أي شيء بالأتصال فهذا يعني أستمرار الشيء دون انقطاع

ساعة متصلة، فهذا يعني عمل  15فعلى سبيل المثال إذا فرضنا أن آله معينة تعمل 

 .دون أنقطاع( مستمرة)ساعة متصلة  15الماكينة 

فيقال أن . Mathematical Functionsبة لدراسة الدوال الرياضية بالمثل بالنس

 .الدالة متصلة في فترة معينة فهذا يعني عدم أنقطاع الدالة عند أي نقطة داخل هذه الفترة

 (11-2)مثال 

 :في الأشكال التالية x(f(أعتبر الدوال 

 

 (2-2)شكل 

axعند النقطة  x(f(يتضح عدم أتصال الدالة ( 2-2)ل من شك  في الحالات التالية: 

)x(f  )x(f  

)x(f  )x(f  
a a 

a a 

)2(  
)1(  

)4(  )3(  

)a(f  
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في النقطة  Is Not definedغير معرفة  x(f(يوضح أن الدالة ( 1)الشكل  -1

ax . 

axفي النقطة  Definedدالة معرفة  x(f(رغم أن الدالة ( 2)الشكل  -2  

axعندما  x(f(ولكن لا يوجد نهاية للدالة  . 

axمعرفة عند النقطة  x(f(نجد أن الدالة ( 3)الشكل  -3   ولكن قيمة الدالة

axلا تساوي نهاية الدالة عند  a(f(أي  aنقطة عند ال . 

 :أو بعبارة أخري

f(a)f(x) lim
ax




 

axغير معرفة عند النقطة  x(f(أن الدالة  يوضح( 4)الشكل  -4   كذلك لا

axاية للدالة عندما يوجد نه . 

axمما سبق يمكن تعريف أتصال الدالة في النقطة   على النحو التالي: 

 (1-2)تعريف 

في النقطة  Continuousتكون متصلة  x(f(، فإن f)x(إذا أعتبرنا الدالة 

ax  عندما: 

axمعرفة في النقطة  x(f(تكون الدالة  -1 . 

axعندما  x(f(عند وجود نهاية للدالة  -2 . 

axعندما تساوي نهاية الدالة عند  -3   قيمة الدالة عندماax  أي عندما: 
f(a)f(x) lim

ax



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وفي حالة عدم تحقق أحد الشروط المذكورة أعلاه فأنه يقال أن الدالة غير متصلة 

discontinuous  في النقطةax . 

 (12-2)مثال 

1xعند  x(f(أختبر أتصال الدالة   حيث: 

1x

3x2x
)x(f

2




 

 الحل

1xدالة غير معرفة عند النقطة  x(f(الشكل التالي يوضح أن الدالة  . 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 (3-2)شكل 

1xوبالتالي فإن الدالة غير متصلة عند النقطة  . 

1xلة عندما علماً بأنه يوجد نهاية للدا :ملحوظة  حيث: 

43)(x lim

)1x(

3)1)(x-(x
 lim

1x

3x2x
 limf(x) lim

1x

1x

2

1x1x















 

 

6- 
 

5- 
 

4- 
 

3- 
 

2- 
 

1- 
 

0          1          2          3          4 
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 (5-2)نظرية 

axدوال متصلة في النقطة  g(x) , )x(fإذا فرضنا أن  فإن: 

)gf(الدوال  ( أ   تكون متصلة أيضاً فيax . 

axتكون أيضاً متصلة في  )x(g)x(f((الدالة ( ب . 

axتكون متصلة في  ]x(g/)x(f[(الدالة ( ج   0بشرط أن)a(g . 

 [22 , 14]أنظر مرجع  :الإثبات

 (13-2)مثال 

 :إذا فرضنا أن

12xg(x)    ,        x)x(f 2  

2xدوال متصلة عند  g(x) , )x(fحيث  . أثبت أن: 

2xدالة متصلة عند  x(z(الدالة  -1  حيث: 

)x(g)x(f)x(z  

2xدالة متصلة عند  x(h(الدالة  -2  حيث: 

  
)x(g

)x(f
)x(h  

 :الحل

 بما أن  -1

)1x2(x)x(g)x(f)x(z 2  
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2xدالة معرفة عند  x(z(فنجد أن الدالة   حيث: 

(1)   20)5(4)1)2(2()2()x(z 2 

 :كذلك نجد أن

(2)


  20)]1x2([x limz(x) lim 2

2x2x
 

 :نجد أن( 2)، ( 1)من 

20)x(zlim)x(z
2x




 

2xدالة متصلة في النقطة  x(z(الدالة  بالتالي . 

 ل الدالةبالمث -2

(3)


    
1x2

x

)x(g

)x(f
)x(h

2

 

 كذلك

(4)






   

5

4

g(x) lim

f(x) lim

g(x)

f(x)
 lim

2x

2x

2x
 

2xدالة متصلة في النقطة  x(h(نجد أن الدالة ( 4)، ( 3)من  . 

 (3)تمرين 

في الحالات التالية دوال غير متصلة عند  x(f(لماذا تعتبر كل دالة وضح  (1)

 .النقط المعطاه

1  x,     
1x

x
)x(f 


 1)  
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4  x,     
4x

16x
)x(f

2





 2) 

0  x,     e)x(f x/1  3)  

1  x,     

2 x,      2-3x

2 x,            3

2 x,          x

)x(f

2

























 4)  

 :حيث x(f(أختبر أتصال الدالة  (2)

x4x

5
)x(f

3 
 

 :في النقاط التالية

-2x   ,   2x   ,   0x  

 :حيث x(f(أختبر أتصال الدالة  (3)

x6

12
)x(f


 

]10x0[داخل الفترة   

 :حيث x(f(أختبر أتصال الدالة (4)















3 x, x         -6

3 x,          x2

)x(f

2

 

3xفي النقطة   
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  Limits at Infinity النهايات عندما يؤول المتغير إلى مالانهاية( 2-4)

عنادما يتااياد  x(f(بعض الحاالات يوا م مالأ ايةمياة ة الاة لاد ل الدالاة  في

نقا  غيار محادوةة  xنااص  أو يت)xزياةة غير محدوةة أي عنادما  xالمتغير 

 .(xأي عندما 

 (44-2)مثال 

 :حيث x(f(أعتبر الدالة 

x

1
)x(f  

 :أوجد كل ملأ

f(x)lim2
-x 

 , f(x)lim1
x 

 

 .ووضح ذلك بيانيا  

 الحل

  0
x

1
lim1
x




 

0
x

1
lim2

-x



 

 .xأو  xعندما  x(f(الدالة والشول التالي ي ضح 
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 (4-2)شول 

 (41-2)مثال 

 أعتبر الدالة

x

1
5)x(f  

 :أوجد

f(x)lim2
-x 

 , f(x)lim1
x 

 

 .ووضح ذلك بيانيا  

 الحل

5)
x

1
5(lim1

x



 

5)
x

1
5(lim2

-x



 

 والشول التالي ي ضح ذلك

0  x  

y
 

)x(f  

)x(f  

10- 
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 (5-2)شول 

 (6-2)نظرية 

0tعدة نسبي بحيث  tإذا فرضنا   فإم: 

     (2.16)      0
x

1
lim

t
x




 

عندما 
q

p
t   ،q عدة فرةي. 

 [22]أنظر مرجع : الإثبات

 (7-2)نظرية 

 :حيث nملأ الد جة  x(pn(إذا اعتبرنا كثيرة الحدوة 

0

1n

1n

n
nn a.....xaxa)x(p  


 

   :فإم

















0a if      

0a if        

)x(plim

n

n

n
x
 

 [22]أنظر مرجع : الإثبات

0  x  

y  

)x(f  

)x(f  

5 

x  x  

5- 
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 (46-2)مثال 

 :أوجد

4x3

10x7
lim
x 




 

 :الحل

3

7

)x/43(

)x/107(
lim

x/1

x/1

)4x3(

)10x7(
lim

4x3

10x7
lim

xxx


































 

 (4)تمرين 

 :أوجد ما يدي

)e1ln(

)e2ln(
lim

x

x3

x 




2)           ,                1x2

x
elim 


1)  

1x3x4

1xx2
lim

2

2

x 




4)           ,           

2x x4

x
lim






3)  

x/2

x
elim 


6)           ,      

1x5x4

1x2
lim

3

2

x 




5)  

x

2

x 2

x
lim


8)           ,         )xe(lim 43/x

x



7)  

x2

x x

3
1lim 











10)         ,       

2/x

3

x e

5x4x
lim




9)  

: مدح ظة

x

x x

1
1lime 











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 نهايات الدوال متعددة المتغيرات( 2-5)

Limits of Several Variables Functions 

 Limitsأهمية مفاهيم النهاياات والأتصاال ( 0-2)وكما ذكرنا في الفصل الأول 

and Continuality  فاي دااةاة لمةياة التفابال  صافة لاماة والتاي ةاله نتناولهاا فاي

. Single Variables Functions متغيار واداد  النسابة لةادوال فاي( الثالث)الباب التالي 

 Severalكااا لو ةاااله نتنااااول لمةياااة التفابااال  النسااابة لةااادوال متعاااددة المتغيااارات 

Variables Functions ي الباب الرا عوالتي تسمى  المشتقات الجزئية ف. 

لةدوال متعددة المتغيرات والتي يطةق لةيها المشتقات وتتطةب لمةيات التفابل 

دااةاااة مفااااهيم النهاياااات والأتصاااال لةااادوال متعاااددة  Partial Derivativesالجزئياااة 

 .والتي ةله نتناولها في ه ا الفصلالمتغيرات 

وفاي هاا ا الفصال ةااله نتنااول الاادوال فاي متغيااراك و المثال يم اا  التعمايم فااي 

 .[27 , 14] متغيراكأكثر م  

 :ديث zإذا ألتبرنا الدالة 

     (2.17)       )y,x(fz  

L)x(flimجادنا أك و( 0-2)الفصل م  
ax




تماماا   xتعناى أناع لنادما يقتارب المتغيار  

axم  اليمي  أو اليساا م  النقطة    فإك)x(f  تقترب تماما  م  القيمةL. 

 المثال كماا فاي دالاة الدالاة  y , xدالة في متغيراك  y,x(f(أما إذا كانت الدالة 

 :في متغير وادد فإك

     (2.18)           L)y,x(flim
)b,a()y,x(



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axما  اليماي  أو اليسااا ما   تماماا   xفه ا يعنى أنع لندما يقترب المتغير   

byتمامااا  ماا  اليمااي  أو اليساااا ماا   yكاا لو يقتاارب المتغياار    فااإك)y,x(f  تقتاارب

 .Lتماما  م  القيمة 

لاي  ما   Lي الك الأتتاراب ما  القيماة  y,x(f(وه ا يعنى أنع فاي دالاة الدالاة 

اليمي  أو اليساا كما في دالة الدالة في متغير وادد ول   ي لك الأتتراب في ه ه الحالاة 

 :كما هل ملبح في الش ل التالي Pathsم  لدة مسااات 

 

 )b,a(اات المختةفة للأتتراب م  النقطة يلبح المسا(: 6-2)ش ل 

تقترب م  القيمة  y,x(f(إذا ألتبرنا الدالة  (:1)ملحوظة 
i

L  لندما يقترب)y,x(   م

)b,a(  في المساا
i

P ،4,3,2,1i  فإك: 

 

                                   (1) 

 

                     (3)                                  (3) 

 

 

(2)                                                                                 (2) 

 

 

 

               (4)                                           (4) 

                                   (1)        

 

)b,a(  
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 Lوتسااو  القيماة  )b,a(تقترب ما   )y,x(لندما  f)y,x(تلجد نهاية لةدالة  -0

 :لندما
(2.19)  1,2,3,4i  ,     LL)y,x(flim

i)b,a()y,x(



 

)b,a()y,x(لنادما  f)y,x(أ  تلجد نهاياة لةدالاة    فاي دالاة تسااول النهاياات

 .في جميع المسااات

 في دالة -2
(2.20)       

i)b,a()y,x(
LL)y,x(flim 


 

 .iلأ  تيمة م  تيم 

لةدالااااة لناااادما  Does Not Existفإنااااع فااااي هاااا ه الحالااااة لا تلجااااد نهايااااة 

)b,a()y,x( . 

)b,a()y,x(لندما  f)y,x(يد نهاية الدالة يم   تحد (:2)ملاحظة    فاي كال مسااا

 :لةى النحل التالي )b,a(م  المسااات التي تمر  النقطة 

ax محاذاة المساا  -0   ثم نلجد نهاية الدالة لندماby . 

byا  محاذاة المسا -2   ثم نلجد نهاية الدالة لندماax . 

x(gy(أ  ( x)كدالااااااة فااااااي  y محاااااااذاة المساااااااا  -3   ثاااااام نلجااااااد النهايااااااة

axلندما . 

y(gx(أ  ( y)كدالااااااة فااااااي  x محاااااااذاة المساااااااا  -4   ثاااااام نلجااااااد النهايااااااة

byلندما . 
 :نلبح ذلو م  خلال المثال التالي وةله
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 (11-2)مثال 

          : أوجد
1yx

y
 lim
)0,1()y,x( 

 

 الحل

1xنضع  -0  0دما ثم نلجد النهاية لنy  لةى النحل التالي: 

(1)
 

    11 lim
1y1

y
 lim

0y)0,1()y,x(
 

0yنضع  -2   1ثم نلجد النهاية لندماx  لةى النحل التالي: 

(2)
 

    00 lim
10x

y
 lim

1x)0,1()y,x(
 

تلجاد نهاياة  أك النهاياة مختةفاة فاي مساااي  مختةفاي  و التاالي لانجد ( 1)، ( 2)م  

)y,x()0,1(لةدالة لندما  . 

 (11-2)مثال 

 :ديث y,x(f(أوجد نهايات الدالة 

22

2

yx

yx
)y,x(f


 

)y,x()0,0(لنادما    ثاام وباح أناع تلجااد نهاياة لةدالااة  –فاي المسااااات المختةفاة

)y,x(f  لند)0,0()y,x( . 

 الحل

0x محاذاة المساا  -0  فإك: 

(1)



 

  0
y

0
 lim

y0

0
 lim

yx

yx
 lim

2
0y

2
)0,0()y,0(

22

2

)0,0()y,0(
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0yلند  -2  فإك: 

(2)
 

  0
x

0
 lim

)0(x

)0(x
 lim

2
0x

2

2

)0,0()0,x(
 

yxمحاذاة المساا  لند -3  فإك: 

(3)
 

  0
2

y
 lim

y2

y
 lim

yx

yx
 lim

0y
2

3

0y
22

2

)0,0()y,y(
 

xyالمساا   محاذاة -4  فإك: 

(4)
 

  0
2

x
 lim

xx

x
 lim

0x
22

3

)0,0()x,x(
 

)y,x()0,0(نجااااد أك نهايااااات الدالااااة لناااادما ( 1) –( 4)ماااا     فااااي المسااااااات

 :المختةفة متساوية  التالي فإك

0
yx

yx
 lim

22

2

)0,0()y,x(



 

 (11-2)مثال 

 :أوجد ما يةي

22

2

)0,1()y,x( y)1x(

 xln )1x(
 lim






 

 الحل

1x محاذاة المساا  -0  

(1 )


    0
y

0
 lim

y

0
 lim

2
0y

2
)0,1()y,1(
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0y محاذاة المساا  -2  

(2 )





   0 xln lim

)1x(

 xln )1x(
 lim

)0,1()0,x(
2

2

)0,1()0,x(
 

1xyيم ا  وباع  )0,1(يمار  النقطاة والمساا الثالث الا    -3  ( وفاي ها ه

0yالحالة نجد أك    1لندx ) 

(3)      0
2

 xln
 lim

)1x(2

 xln )1x(
 lim

)1x()1x(

 xln )1x(
 lim

1x

2

2

1x
22

2

)1x,x(















 

1yxيم اا  وبااع  )0,1(المساااا الرا ااع الاا   يماار  النقطااة  و محاااذاة -4  

1xوفي ه ه الحالة نجد أك )   0لندy ) 

(4)    0
2

1)(y ln
 lim

y2

1)(y ln y
 lim

y)1x(

 xln )1x(
 lim

0y

2

2

0y
22

2

)0,1()y,1y(
















 

 :نجد أك( 1) –( 4)م  

0
y)1x(

 xln )1x(
 lim

22

2

)0,1()y,x(







 

 (2-2)تعريف 

دالااااااة متصااااااةة  y,x(f(فإنااااااع يقااااااال أك الدالااااااة  f)y,x(إذا ألتبرنااااااا الدالااااااة  

Continuous  في النقطة)b,a( إذا كاك: 
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     (2.21)    )b,a(f)y,x(flim
)b,a()y,x(




 

 .)b,a(في النقطة discontinuousتصةة فيما لدا ذلو يقال أك الدالة غير م

 (5)تمرين 

 :أوجد ما يةي

xy2x

yx
 lim

2
)1,2()y,x( 




2)         ,            

yx4

yx
 lim

2

2

)3,1()y,x( 
1)  

22

2

)0,0()y,x( yx

x3
 lim


4)         ,          

22

x

)0,3()y,x( yx

ye
 lim


3)  

xy

y2x3
 lim

32

)1,1()y,x(






6)        ,           

xy ln2

xye
 lim

x5

)0,0()y,x(




5)  

10e

xy5
 lim

x

2

)1,0()y,x( 
8)        ,         

22

xy

)1,1()y,x( yx

10e
 lim




7)  
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 Exercisesتمرينات                                             ( 2-6)

 :أوجد ما يلي( 1)

3

2x
12x lim 


2)            ,         )1x3(x lim 2

0x



1)  

2x3x

2xx
 lim

2

2

1x 




4)           ,                

xx

xe
 lim

2

1-2x

0x 




3)  

9x3

x2
 lim

0x 
6)           ,           

x

24x
 lim

0x




5)  

4x

2x
 lim

4x 




8)           ,                 

x

2x

0x e-1

e-1
 lim


7)  




















2   x,          x

2  x,          2x

f(x)  ,   )xf( lim

2

2x
9)  



















1   x,          12x

1   x,                3

-1  x,          12x

f(x)  ,   )xf( lim
1x

10)  

ي النقطرة المنراةر  وضح لماذا كل دالة من الدوال التالية تعتبرر دالرة ريرر متصرلة  ر (2)

 .لها

1   x,           
1x

x
)x(f 


1)  

1   x,           
1x

1x
)x(f

2





2)  
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0   x,               e)x(f x/1 3)  

2   x,     

2   x,        2-3x

2   x,              3

2   x,             x

)x(f

2



























4)  

2   x,     

2   x,        2-3x

2   x,             x

)x(f

2

























5)  

وضررح أا النهايررات المإرراا فليهررا  رري كررل لاالررة مررن ال ررالات التاليررة ريررر م جرر د   (3)

Does Not Exist. 

22

2

)0,0()y,x( yx2

y2
 lim


2)        ,          

22

2

)0,0()y,x( yx

x3
 lim


1)  

22
)0,0()y,x( y2x

xy2
 lim


4)       ,         

22
)0,0()y,x( xy3

xy4
 lim


3)  

24

2

)0,0()y,x( yx

yx3
 lim


6)       ,           

24

2

)0,0()y,x( yx

yx2
 lim


5)  

62

3

)0,0()y,x( y8x

xy2
 lim


8)       ,             

3

23

)0,0()y,x( yx

yx
 lim


7)  

5y4yx2x

2yx2xy
 lim

22
)2,1()y,x( 




9)  

222

2

)0,0,0()z,y,x( zyx

x3
 lim


11)   ,   

22

2

)0,2()y,x( y)2x(

y2
 lim


10)  
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444

2

)0,0,0()z,y,x( zyx

yzx
 lim


13)   ,

222

222

)0,0,0()z,y,x( zyx

zyx
 lim






12)  

 . ي كل لاالة من ال الات التاليةالنهاية  Existوضح وج د  (4)

22

2

)0,0()y,x( yx

yx
 lim


2)       ,                

2

)0,0()y,x(
 xylim


1)  

222

2

)0,0,0()z,y,x( zyx

x3
 lim


4)       ,      

22

323

)0,0()y,x( yx

yxyx
 lim






3)  

222

222

)0,0,0()z,y,x( zyx

zyx
 lim


5)  



 الثالثالباب 

 التفاضل وتطبيقاته
Differentiation And Its Applications 

 

 Average Rate of Change         متوسط معدل التغير( 3-1)

 The Derivative                      المشتقة( 3-2)

 Rules of Differentiation                قواعد التفاضل( 3-3)

 I'Hapital's Rule                              تالقاعدة لوب( 3-4)

 القيم العظمي والصغري للدالة( 3-5)

Maximum and Minimum Values of A function 

 Higher-Order Derivative     المشتقات من الترتيب الأعلى( 3-6)

  Numerical Differentiation       التفاضل العددي( 3-7)

  Applied Examplesأمثلة تطبيقية                            ( 3-8)

  Exercises                                          تمرينات  ( 3-9)

 



 التفاضل وتطبيقاته: متوسط معدل التغير                                                   الباب الثالث( 3-1)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 113-  

 Average Rate of Change   متوسط معدل التغير( 3-1)

 :، بمعنىxفي المتغير المستقل دالة  yنا أن ضفرإذا 

)x(fy  

( y)بمقدار  yتغير أدى إلى ( x)بمقدار  xفإذا حدث تغير في المتغير 

 (.1-3)كما هو مبين في الشكل 

 
 (1-3)شكل 

 .مقدار موجب أو مقدار سالب( y)أو ( x)يمكن أن يكون  :ملحوظة

 xفي  بالنسبة إلى مقدار التغيرy (y )غير في ويسمى خارج قسمة مقدار الت

(x ) بمتوسط معدل التغير ويرمز له بالرمزM . أو بعبارة أخرى 

y  

x  

xx   x  

)xx(fyy   

)x(fy   

)x(f  

x  
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(3.1)    
x

)x(f)xx(f

)x(

)y(
M









 

سوف يؤدي ( x)بمقدار وحدة واحدة خلال الفترة  xلمتغير أي أن تغير ا

وسوف نوضح ذلك من خلال . Mبمقدار في المتوسط يساوي  x(f(إلى تغير الدالة 

 .]4[ الأمثلة التالية

 (1-3)مثال 

شير إلى سعر بيع الوحدة من أحد المنتجات، كذلك ي( x)غير المتإذا فرضنا أن 

فإذا كانت . شير إلى الإيراد اليومي من الوحدات المباعة من هذا المنتجي( y)المتغير 

 :على النحو التالي x ،yالعلاقة بين 

(3.2)            122  xx)x(fy 

جنيه فإننا نجد أن  13جنيهات إلى  10فإذا تغير سعر بيع الوحدة الواحدة من 

 :حيث( y)مقدار التغير المناظر له في الإيراد هو 

   
جنيه

 )()(  )()( 

)(f)(f

)x(f)xx(fy

75120100126169

110210113213

1013

22









 

جنيهات أدى  3قدار أي أن حدوث تغير في سعر الوحدة الواحدة من المنتج بم

 :وبالتالي فإن –جنيه  75إلى حدوث تغير في الإيراد اليومي بمقدار 
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25جنيه
3

75







x

y
M 

أي أن تغير سعر الوحدة الواحدة بمقدار جنيه واحد داخل الفترة 

(1310  xx ) جنيه في  25سوف يؤدي إلى زيادة الإيراد اليومي بمقدار

 .المتوسط

 :جنيهات إلى ثمانية جنيهات فإن 10المثل إذا نقص السعر من ب

2108جنيه x 

 كذلك

   
جنيه

 )()(  )()( 

)(f)(fy

4012010011664

1102101828

108

22







 

نقص سعر الوحدة الواحدة بجنيهين سوف يؤدي إلى نقص الإيراد  أنأي 

 :جنيه وبالتالي فإن 40اليومي بمقدار 

20جنيه
2

40












x

y
M 

او  –جنيه  20يساوي ( 10-8)التغير في الفترة من معدل أي أن متوسط 

 8إلى  10بجنية واحد خلال الفترة من ( أو الزيادة)بعبارة أخري فإن نقص السعر 

 .جنيه في المتوسط 20الإيراد اليومي بمقدار ( أو زيادة)سوف يؤدي إلى نقص 
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 (2-3)مثال 

يمثلان عدد ساعات العمل اليومية للعامل في إحدى الشركات  x ،yإذا كان 

 .الخاصة، ودخله اليومي من عدد ساعات العمل بالجنيه على الترتيب

 :على النحو التالي x ،yفإذا كانت العلاقة بين 

12  xx)x(fy 

 :فإن –ساعة يومية  10.5ساعات إلى  10من فإذا تغير عدد ساعات العمل 

5010510ساعة ..x  

 كذلك

   
...جنيه

 )(  .).( y

7591010051025110

110101510510 22




 

ساعة سوف يؤدي إلى  0.5أي أن حدوث تغير في عدد ساعات العمل بمقدار 

 .جنيه 9.75زيادة الدخل اليومي بمقدار 

 :وبالتالي فإن

519جنيه
50

759
.

.

.

x

y
M 




 

ي أو بعبارة أخر. جنيه 19.5يكون متوسط معدل ( 10.5-10)ة من أي أنه خلال الفتر

 19.5سوف يؤدي إلى زيادة الدخل اليومي  واحدة ساعةأن زيادة عدد ساعات العمل ب

 .جنيه
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 (1)تمرين 

إلى  1xمن  xأوجد متوسط معدل التغير لكل دالة من الدوال التالية إذا تغيرت  -1

3x ثم عقب على الناتج. 

32x)x(fy  2)                    ،25x)x(fy  1)  

2

2x
)x(fy  4)               ،52  x)x(fy 3)  

102  xx)x(fy 6)               ،xx)x(fy 25 2  5)  

2xe)x(fy  8)           ،135  xx)x(fy 7)  

xe)x(fy x 5 10)                ،)xln()x(fy 2 9)  

الجدول التالي يوضح قيمة المبيعات السنوية بالألف جنيه لأحدى الشركات في  -2

 .كةالسنوات الموضحة بالجدول من أحد المنتجات للشر
 

 السنة 1986 1986 1987 1988 1989 1990

140 136 134 130 125 120 
قيمة المبيعات السنوية 

 (بالألف جنيه)

 .1988، 1985اوجد متوسط معدل التغير لقيمة المبيعات بين عامي  - أ

كذلك بين  1990، 1985أوجد متوسط معدل التغير لقيمة المبيعات بين عامي  - ب

 .الناتجثم عقب على  1990، 1986عامي 
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لأحدى السيارات بالكيلو متر في إحدى الرحلات ( D)إذا كانت المسافة المقطوعة  -3

 :على النحو التالي( مقاس بالساعة tالزمن ) tدالة في الزمن 

5t0        tt)t(fD  125 2 

أوجد متوسط معدل التغير في السرعة أثناء الساعة الأولى من الرحلة، ثم أثناء  - أ

 .الرحلةالساعة الثانية من 

 .أوجد متوسط معدل التغير في السرعة في الساعة الخامسة من الرحلة - ب
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 The Derivative     المشتقة( 3-2)

 :أي أن، xفي المتغير المستقل دالة  y اعتبرنا الدالةإذا 

)x(fy  

bxaمعرفة خلال الفترة   . فإذا فرضنا النقطةc  تقع داخل الفترة]b,a[ 

بأنه  يعرف cعند النقطة  xبالنسبة للمتغير  x(f(فإن تفاضل الدالة  b,a[c[بمعنى 

إلى ( x)عندما تؤول  xبالنسبة للمتغير  x(f(لدالة نهاية متوسط معدل التغير ل

 yويرمز لتفاضل الدالة (. cعند النقطة  f)x(وذلك في حالة وجود نهاية للدالة )الصفر 

بالرمز  xبالنسبة للمتغير 
dx

dy
وأحياناً  "xنسبة للمتغير بال yتفاضل الدالة "وتقرأ  

أو  x(f(أو  yيرمز للتفاضل بالرمز 
x

)x(f




 :ومن التعريف السابق نجد أن - 

(3.3)    
x

)x(f)xx(f
lim

x

y
lim

dx

dy

xx 









 00
 

hxعند نقطة معينة ولتكن  yعدم وجود نهاية للدالة وفي حالة    فإنه يقال

x(fy(أن الدالة    ليس لها تفاضل عند النقطةhx . 

أي  yيسمى تفاضل الدالة  وأحيانا
dx

dy
أو المشتقة  derivative بالمشتقة 

ومن تعريف المشتقة الأولى للدالة  .xبالنسبة للمتغير  first derivativeولى للدالة الأ

)x(f فيتضح أن المشتقة الأولى هي معدل التغير اللحظي أو ( 3.3) المعادلة في

الفوري


 Instantaneous Rate of Change  للدالةy.  والمقصود بالتغير اللحظي هو

أي أقل تغير ممكن أن يحدث في )الناتج عن التغير الطفيف  x(f(التغير في الدالة 

                                                
 Bud nick, F.S.(1986): Applied Mathematics For Economics, and The Social Sciences, 

McGraw – Hill Book Co. London. 
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(x )) في المتغير المستقل(x .) ويطلق على المشتقة الأولى بمعدل التغير اللحظي

 .Mبينها وبين متوسط معدل التغير للتمييز فقط 

باستخدام النهايات يسمى  نقطة معينةعند ( المشتقة الأولي)ولحساب التفاضل 

 :حيث تتبع الخطوات التالية Limit Approachبأسلوب النهايات 

x(fy(نوجد الدالة  -1   عند النقطة(xx .) 

 حيث yوجد المقدار ن -2

)x(f)xx(fy  

 حيث Mنوجد متوسط معدل التغير  -3

x

y
M




 

 :نهاية متوسط معدل التغير، أى نوجد نوجد -4

Mlim
x 0

. 

Mlimنحسب  -5
x 0

 .عند النقطة المطلوبة 

 (3-3)ل مثا

 :حيث yأوجد تفاضل الدالة  

5102  xx)x(fy 

 .، ثم عقب على الناتج1xعند النقطة 

 الحل
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xx(f(نوجد  -1  حيث 

510102

510102

510

22

22

2







)x(xx)x(x

)x(x)x()x(xx

)xx()xx()xx(f

 

 :حيث yنوجد  -2

2

222

102

510510102

)x(x)x(

xx)x(xx)x(x

)x(f)xx(fy







 

 :Mنوجد متوسط معدل التغير  -3

)x()x(

x

)x(x)x(

x

y
M













102

102 2

 

Mlimنوجد  -4
x 0

: 

102102
00




x)x()x(limMlim
dx

dy

xx
 

 :فإن 1xعندما  -5

121012
1




)(
dx

dy

x
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سوف يؤدي  1xعند  xيعنى أن حدوث أي تغير طفيف في المتغير  (12)والناتج 

 .وحدة 12بمقدار  yإلى تغير الدالة 

 (4-3)مثال 

 :حيث 5xعند النقطة  yأوجد تفاضل الدالة  

754 2  xx)x(fy 

 باستخدام أسلوب النهايات

 الحل

xx(f(نوجد  -1  حيث 

7545244

75524

754

22

22

2







x)x()x)(x(x

)x(x))x()x(xx(

)xx()xx()xx(f

 

 :حيث yنوجد  -2

2

222

458

754755484

)x()x)(x(

xx)x(x)x(xxx

)x(f)xx(fy







 

 :Mنوجد متوسط معدل التغير  -3

)x()x(          

x

)x(x)x(

x

y
M













458

458 2
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Mlim   نوجد  -4
x 0

: 

5858
0




x)x(Mlim
dx

dy

x
 

 :فإن 5xعندما  -5

35558
5




)(
dx

dy

x

 

 :ملحوظة

عند نقطة  x(f(مما سبق يتضح أن الشرط الضروري لوجود تفاضل للدالة  

hxمعينة ولتكن   هو أن تكون الدالة ،)x(f  متصلة عند النقطةhx  . ولكن ليس

hxكل دالة متصلة عند نقطة معينة ولتكون بالضرورة    مثلاً أن يكون لها تفاضل

فقد تكون الدالة متصلة عند نقطة معينة ولكن ليس لها تفاضل عند هذه . عند هذه النقطة

 .ذلك من خلال المثال التاليوسوف نوضح . النقطة

 (5-3)مثال 

 :حيث yإذا فرضنا الدالة  

|x|)x(fy 3 

 :المطلوب

 .x(f(أرسم الدالة  -1

 .من اليمين ومن اليسار yأوجد نهاية الدالة  -2
 .0xهل الدالة متصلة عند  -3
 .0xهل يوجد للدالة مشتقة عندما  -4

 الحل
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 الشكل التالي يوضح الدالة -1

|x|)x(f 3 

0

2

4

6

8

10

12

14

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
 

 (2-3)شكل 

 :حيث أن 0xمن الرسم يتضح أن الدالة متصلة عند النقطة 


















0    x,          

0    x,      x

0    x,      x

)x(fy

0

3

3

 

 :وباستخدام أسلوب النهايات من اليمين ومن اليسار يمكن أثبات أن -2

(3.4)          03
00


 

xlim)x(flim
xx

 

(3.5)     03
00


 

xlim)x(flim
xx

 

 وبما أن

y  

x  
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(3.6)      0030  |)(|)x(f 

 .0xالدالة متصلة عند  نجد أن( 3.4) –( 3.6)من  -3

x|)x(f|أن الدالة سوف نوضح  ييل وفيما -4 3 د النقطة ليس لها تفاضل عن

0x على النحو التالي: 

x

|x||)xx(|
lim

x

)x(f)xx(f
lim

dx

dy

x

x















33

0

0
 

 :فإن 0xوعندما 

(3.7)   
x

|x|
lim

x

|||x|
lim

dx

dy

xx 











303

00
 

باستخدام أسلوب الاقتراب من الطرف الأيمن ( 3.7)إيجاد النهاية في ويمكن 

 :ومن الطرف الأيسر على النحو الموضح في الجدول التالي

 الاقتراب من اليسار
0 

-0.01 -0.5 -1 x 

-3 -3 -3 
x

x

x

|x|








 33
 

الاقتراب من اليمين 
0 

0.01 0.5 1 x 

3 3 3 
x

x

x

|x|








 33
 

 :نالجدول يتضح أمن 
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       (3.8)     3
3

0





 x

|x|
lim
x

 

       (3.9)       3
x

|x3|
lim

0x







 

 :يتضح أن النهايتين غير متساويتين وبالتالي فإن( 3.8)، (3.9)ومن 

x

|x|
lim
x 





3

0
 

 .غير موجودة

|x|وبالتالي فرغم أن الدالة  فإنه لا يوجد  0xدالة متصلة عند النقطة  3
dx

dy
عند  

 .0xالنقطة 

 Elasticity   المرونة

التي الخ، التطبيقات ... من أهم التطبيقات الاقتصادية، والإدارية، والسياسية،  

 :حيث yفإذا فرضنا أن المتغير التابع . تتطلب قياس مؤشر المرونة

)x(fy  

قياس ، فإن مx(E(بالرمز  xبالنسبة للمتغير  yمرونة الدالة وإذا رمزنا إلى 

عندما ( x)النسبي في بالنسبة للتغير  yالمرونة يعرف على إنه نهاية التغير النسبي في 

 x(E(، ويمكن صياغة 0xإلى الصفر أي عندما ( x)مقدار التغير في يؤول 

 :على النحو التالي
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(3.10)                                            
y

x
 

dx

dy

y

x
  

x

y
lim 

x/x

y/y
lim)x(E

x

x










































0

0

 

 (6-3)مثال 

حدى الشركات قام قسم التسويق بإجراء دراسة عن الطلب المتوقع في في إ 

بالجنيه، فقدرت ( x)السوق على أحدى المنتجات كدالة في سعر بيع الوحدة الواحدة 

 :النحو التاليعلى  yدالة الطلب 

0   x,     x)x(fy  2206000 

 :المطلوب

 .جنيهات 5أوجد الكمية المطلوبة المتوقعة عندما يكون سعر بيع الوحدة  -1

 .xأوجد مرونة الطلب بالنسبة للسعر  -2

ب على ثم عق 8x ،16xأحسب قيمة مرونة الطلب عندما يكون  -3

 .الناتج

 الحل

 :فإن 5xعندما  -1

5500500600052060005وحدة 2  )()x(fy 
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2 -

2

2

2

2

2

300

2

206000

40

40
40

x

x

x

x

y

x

y

x
 )x(

y

x
 

dx

dy
)x(E
































 

 :فإن 8xوعندما  -3

47201280600082060008وحدة 2  )()x(f 

 كذلك

540
236

128

8300

82
8

2

2

.
)(

)(
)x(E 







 

إن الزيادة النسبية جنيهات ف 8وهذا يعنى أنه عندما يساوى سعر الوحدة  

مرة من  0.54الصغيرة في السعر سوف تؤدي إلى نقص نسبي في كمية الطلب بمقدار 

 .نسبة التغير في السعر

فإن هذا التغير النسبي في السعر  %10فمثلاً إذا حدث تغير نسبي في السعر بمقدار 

وبة من الكمية المطل %5.4سوف يؤدي إلى نقص نسبي في الكمية المطلوبة يساوى 

 :حيث أن

%..% 4554010  

أي زاد  %10بنسبة ( أو نقص)جنيهات وزاد  8أو بعبارة أخرى إذا كان سعر الوحدة 

 :جنيه حيث 0.80بمقدار ( أو نقص)



 التفاضل وتطبيقاته: المشتقة                                                                 الباب الثالث( 3-2)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 111-  

800جنيه
100

10
8 . 

جنيه فإن هذه الزيادة سوف تؤدي إلى نقص  8.8جنيهات إلى  8أي زاد السعر من 

 في الكمية المطلوبة( أو الزيادة)مقدار النقص أن أي  %5.4بنسبة  yالكمية المطلوبة 

 :يساوي

2559.254وحدة
1000

54
4720                   

100

4.5
]4720[

100

4.5
)8x(f





 

سوف يؤدي إلى نقص الكمية من  8.8إلى  8وبالتالي فإن ارتفاع سعر الوحدة من 

 4465 (4465=225-4720)إلى  4720

 :وبصفة عامة فإن

 التغير النسبي في السعر ×المرونة = المطلوبة  التغير النسبي في الكمية

 :فإن 16xبالمثل عندما 

6411
44

512

16300

162
16

2

2

.
)(

)(
)x(E 







 

جنيه فإن نسبة التغير في السعر سوف  16وهذا يعني أنه عندما يكون سعر الوحدة 

 .مرة من نسبة التغير في السعر 11.64يؤدي إلى نقص الكمية المطلوبة بمقدار 

 (1-3)ظرية ن

 :حيث yمرونة الدالة  x(E(إذا كانت  
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)x(fy  











y

x
 

dx

dy
)x(E 

 :فإن

 تكون مرنة إذا كان yالدالة  -1

(3.11)      1 |)x(E| 

 تكون غير مرنة إذا كان yالدالة  -2

(3.12)      1 |)x(E| 

 :فإن 8xففي المثال السابق نجد أنه عندما يكون سعر الوحدة 

18  0.54 |)x(E| 

جنيهات، في حين نجد عند السعر  8 عند السعر Inelasticمرن غير إذن الطلب 

16x: 

16411641116  . |.|  |)x(E| 

 .جنيه 16عند السعر  Elasticإذن الطلب مرن 
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 (2)تمرين 

ثم أوجد أوجد المشتقة الأولى لكل دالة من الدوال التالية بأسلوب النهايات،  (1

 .1xالمرونة عند 

30)x(f 2)         ,          54  x)x(f 1)  

33x)x(f  4)        ,              22x)x(f  3)  

310 2  x)x(f 6)        ,    422  xx)x(f 5)  

2

4

x
)x(f  8)        ,    

x
)x(f

2
 7)  

5

2x
)x(f  10)        ,     xx)x(f 102 3  9)  

كدالة في سعر بيع الوحدة الواحدة  yالشركات قدرت دالة العرض في إحدى  (2

 :على النحو التالي xمن منتجاتها 

2312000 x)x(fy  

 .5xأوجد الكمية المعروضة المتوقعة عند  -1

 .10xغير الكمية المعروضة عند السعر متوسط معدل تأوجد  -2

جنيهات، ثم عقب على  8أوجد المشتقة الأولى للعرض عند السعر يساوى  -3

 .الناتج

 .جنيهات، ثم عقب على الناتج 10أوجد مرونة العرض عند السعر  -4
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)x(fy   

x  

21
x  x  x   

c  

 Rules of Differentiation       قواعد التفاضل( 3-3)

الدالة ( أو تفاضل)في الفصل السابق أنه يمكن إيجاد المشتقة كما وضحنا 

باستخدام أسلوب النهايات وفي هذا الفصل سوف نقدم بعض النظريات التي يمكن 

 .باستخدامها إيجاد التفاضل مباشرة لأي دالة

 (2-3)نظرية 

 :حيث x(f(ار ثابت، مقد cإذا كان  

c)x(fy  

 :فإن

(3.13)      0
dx

dy
 

 الإثبات

 :يوضح الدالة( 3-3)الشكل التالي 

c)x(fy  

 لا يتغير( y)يتضح أن المتغير و

 .xالمتغير بتغير 

فعند 
1

xx  فإن: 

c)xx(f 
1

 

 (3-3)شكل          
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كذلك عند 
2

xx  حيث: 

xxx 
12

 

 :فإن

c)xx(f 
2

 

 :وبالتالي فإن

00
000












 xxx
lim

x

cc
lim

x

)x(f)xx(f
lim

dx

dy
 

 (7-3)مثال 

 :إذا كان 

5 )x(fy 

 :جدأو
dx

dy
 

 الحل

 :فإن( 5)تساوى مقدار ثابت  yبما أن 

0     (نظرية)
dx

dy
 

 (3-3)نظرية 

 إذا كان 

x)x(fy  
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 :فإن

(3.14)      1
dx

dy
 

 الإثبات

 :يوضح الدالة( 4-3)الشكل التالي 

x)x(f  

 
 (4-3)شكل 

 :بما أن

11
00

0

0























xx

x

x

lim
x

x
lim

x

)x()xx(
lim

x

)x(f)xx(f
lim

dx

dy

 

)x(fy   

x  
21

x       x  

y  

x  
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 (4-3)نظرية 

عدد حقيقي،  m إذا كان 
nx)x(fy  فإن: 

(3.15)       
1 nnx

dx

dy
 

 الإثبات

1121

0

1221

0

1221

0

00

2

1

2

1

2

1















































nnnn

x

nnnn

x

nnnnnn

x

nn

xx

nx})x(...)x(x
)n(n

nx{lim

x

)x()x(nx...)x(x
)n(n

)x(nx
lim

x

x})x()x(nx...)x(x
)n(n

xnxx{
lim

x

)x()xx(
lim

x

)x(f)xx(f
lim

dx

dy

 

 (8-3)مثال 

 :إذا كان 

x
)x(f

1
 ii)   , 7x)x(f  i) 

 :أوجد
dx

dy
 

 الحل

    (نظرية)
617 77 xx

dx

)x(df
  i) 
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 11
x

x
)x(f ii) 

211   xx
dx

)x(df
 

 (5-3)نظرية 

مقدار ثابت  x ،cفاضل في المتغير دالتين قابلتين للت x(f ،)x(g(إذا كان  

 :فإن

(3.16)    )x(g)x(f)]x(g)x(f[
dx

d
 i) 

(3.17)    )x(g)x(f)]x(g)x(f[
dx

d
 ii) 

(3.18)           )x(fc)]x(cf[
dx

d
 iii) 

 الإثبات

)x(g)x(f

x

)x(g)xx(g
 lim                       

x

)x(f)xx(f
 lim

x

)x(g)x(f[)]xx(g)xx(f[
lim)]x(g)x(f[

dx

d
 )i

x

x

x









































0

0

0

 

 (.iii)، (ii)بالمثل إثبات 
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 (9-3)مثال 

أوجد  
dx

dy
 :حيث yللدالة  

39 45 xx)x(fy  

 الحل

 239 45 /xx)x(fy 

xxxx

)x()x(
dx

dy

/

/

645645

2

3
495

8218

1238



 

 

 (01-3)مثال 

 :حيث x(f(أوجد 

x

xxx
)x(f

535 23 
 

 الحل




  212
23

535
535 /xxx

x

xxx
)x(f 

3

23

2

5
310

2

1
5310

x
xx)(x

dx

)x(df / 


 
 

 (6-3)نظرية 

 :فإن xدالتين قابلتين للتفاضل في المتغير  x(g ،)x(f(إذا كان 

(3.19)    )x(g)x(f)x(g)x(f)]x(g)x(f[
dx

d
 
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 الإثبات

 :إذا فرضنا أن

)x(k)x(g)x(f  

 :وبالتالي فإن

  )x(g)x(f)xx(glim)x(f

)x(f
x

)x(g)xx(g
lim)xx(g

x

)x(f)xx(f
lim

x

)x(g)x(f)xx(g)x(f
lim                                              

x

)xx(g)x(f)xx(g)xx(f
lim

x

)x(g)x(f)xx(g)x(f)xx(g)x(f)xx(g)xx(f
lim

x

)x(g)x(f)xx(g)xx(f
lim

x

)x(k)xx(k
lim)x(k)]x(g)x(f[

dx

d

x

xx

x

x

x

x

x























































































0

00

0

0

0

0

0

 وبما أن
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)x(g)xx(glim
x


 0

 

 :فإن

)x(g)x(f)x(g)x(f)]x(g)x(f[
dx

d
 

 .Product Ruleالضرب وتسمي هذه النظرية بقاعدة 

 (00-3)مثال 

 :حيث x(f(باستخدام قاعدة الضرب أوجد 

)
x

xx)(xx()x(f
10

25 2
2042  

 الحل

)xxx)(xx()x(f / 102125 22042  

 :الضرب فإن وباستخدام قاعدة

)xxx)(xx(                      

)xxx)(x(
dx

)x(df

/

/

11235

102124

20
2

1
22042

2410









 

 (7-3)نظرية 

، كذلك xدالتين قابلتين للتفاضل بالنسبة للمتغير  x(g ،)x(f(إذا كان 

0)x(g فإن: 
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(3.20)    
2)]x(g[

)x(g)x(f)x(g)x(f

)x(g

)x(f

dx

d 









 

 الإثبات

 

)x(g)xx(glim

x

)x(g)xx(g
lim)x(f)x(g

x

)x(f)xx(f
lim

)x(g)xx(g
x

)x(g)xx(g
)x(f)x(g

x

)x(f)xx(f

lim

)x(g)xx(g)x(

)xx(g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(f)x(g)xx(f
lim

x

)xx(g)x(g

)x(g/)x(f)xx(g)x(f)xx(f)x(g

lim

x

)x(g

)x(f

)xx(g

)xx(f

lim

x

)x(k)xx(k
lim)x(k

)x(g

)x(f

dx

d

x

xx

x

x

x

x

x






























































































































0

00

0

0

0

0

0
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 2)x(g

)x(g)x(f)x(g)x(f 
 

x(g)xx(glim(حيث 
x


 0

 

 .Quotient Ruleوتسمي هذه النظرية بقاعدة القسمة 

 (02-3)مثال 

 :حيث x(f(القسمة أوجد باستخدام قاعدة 

12

102
3

25






xx

xx
)x(f 

 الحل

14424

20418832

12

20418832

12

2026263481095

12

231021245

2346

2547

23

2547

23

25472547

23

22534





















xxxxx

xxxxx

)xx(

xxxxx

)xx(

)xxxx(xxxxx

)xx(

)x)(xx()xx)(xx(
)x(f

 (8-3)نظرية 

دالة قابلة  fكذلك  xدالة قابلة للتفاضل بالنسبة للمتغير  x(g(كانت الدالة إذا  

 :فإن x(g(للتفاضل بالنسبة للمتغير 
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(3.21)     )x(g))x(g(f))]x(g(f[
dx

d
 

 الإثبات

0ية في حالة إذا كان سوف نقدم إثبات النظر )x(gفإذا فرضنا أن ،: 

))x(g(f)x(k  

 :فإن

 

   

   

  )x(g)x(gf

x

)x(g)xx(g
lim                           

)x(g)xx(g

)x(gf)xx(gf
lim

)x(g)xx(g

)x(g)xx(g

x

)x(gf)xx(gf
lim

x

)x(k)xx(k
lim)x(k))x(g(f

dx

d

x

)x(g)xx(g

x

x


































0

0

0

 

 :حوظةمل

 :فإن 0x إذا كان 

)x(g)xx(g  

 .Chain Ruleوتسمى هذه النظرية بقاعدة السلسلة 
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 (03-3)مثال 

أوجد 
dx

dy
 :حيث 

73 52 )xx(y  

 الحل

 :إذا فرضنا أن

  73 52 )xx()x(gfy  

 حيث

523  xx)x(g 

 :وبالتالي فإن

 

)x()xx(

)x(g)x(gf
dx

dy

23527 263 


 

 (04-3)مثال 

أوجد 
dx

dy
 :حيث 

5 3 1025  xxy 

 الحل

 :بما أن

 5135 3 10251025 /)xx(xxy 
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5 43

2

2543

1025

215

5

1

2151025
5

1

)xx(

)x(

)x()xx(
dx

dy /






 

 

 (3)تمرين 

 :أوجد المشتقة الأولى لكل من الدوال التالية (1

xxxx)x(f 987 235  2)      ,          123  xx)x(f 1)  

4
5 5

4
 x

x
)x(f 4)      ,         108

3
 x

x
)x(f 3)  

8104 4  x)x(f 6)      ,             x
x

)x(f 5
20

 5)  

3

2 34

x

xx
)x(f


 8)      ,       )xx(x)x(f  22 3 7)  

 :تفاضل كل دالة من الدوال التاليةأوجد  (3

)xxx)(xx()x(f 10425 233  1)  

)xx)(xx()x(f 3453 2334  2)  

)
x

x)(xx()x(f
5

34 42  3)  

)
x

x)(xx()x(f / 5
3

4
2

325  4)  

)x(

)x(
)x(f

45

53




 5)  
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3

2 5

5 x

x
)x(f  7)            ,       

)xx(

)xx(
)x(f

4

53
3

2




 6)  

x

)x)(x(
)x(f

31 
 9)           ,  

2

2
1

2

23
2






x

xx
)x()x(f 8)  

1023 52 )xx()x(f  11)          ,          )x(x)x(f 74  10)  

322 183 )xx()x(f  13)    , 32 11 )x)(x()x(f  12)  

12 


x

x
)x(f 15)    ,    23 22  )xx()x(f 14)  

32

423

23

232






x)x(

x/xx
)x(f 16)  

12 


x

x
)x(f 18)         ,    4 3

4

2

4
2




x
xxx)x(f 17) 

3 2 15x x)x(f  20)        ,                  
22 1)x(

x
)x(f


 19)  
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 I'Hapital's Rule                     تالقاعدة لوب( 3-4)

. قابل ه للتفاض  ل x(f  ،)x(g(بع   الا ا ت تن ول م  ل د ل ال دالتيل ي ف 

 :ولنل عند إيجاد

)x(g

)x(f
lim

cx
 

 :عبارة عل Indeterminate Formتاصل على شنل غير دادد 




  أو   

0

0
 

 :أثبت النظرية التاليةI'Hapital (1661-1074 )ولنل عالم الرياضيات 

 (9-3)نظرية 

ق  ابليتيل للتفاض  ل ف  ي فت  رة دفتو   ة  x(f  ،)x(g(إذا فرض  نا أل ال  دالتيل 

 :وبأفتراض أل cتاتوي على النقطة 




أو   

0

0
  =

)x(g

)x(f
lim

cx
 

 مذلك 

L
)x(g

)x(f
lim

cx







 

 :لفإ Finite Numberعدد دادد  L يث 

L
)x(g

)x(f
lim

cx



 

 أيضا  
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 (51-3)مثال 

 أوجد

2x

6xx
lim

2

2x 




 

 لالح

 بإيجاد

2x

6xx
lim

2

2x 




 

بالطرق المباشرة ناصل على 
0

0
. 

 :ولنل باستخدام

الج  داول للاص  ول عل  ى النلاي  ة اليمن  ي والير  ري مم  ا ذمرن  ا ف  ي الب  اب  (1)

 :الرابق نجد أل

5
2x

6xx
lim

2

2x







 

 :تال نجد ألمذلك باستخدام قاعدة لوب (2)

1)x(g

1x2)x(f




 

 :وبالتالي

5
1

1)2(2

)x(g

)x(f
lim

2x










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 (51-3)مثال 

     أوجد
2x5x3

1x3x2
lim

2

2

x 




 

 الحل

 بإيجاد

2x5x3

1x3x2
lim

2

2

x 




 

بالطرق المباشرة ناصل على



. 

 :ولنل باستخدام

الج  داول للاص  ول عل  ى النلاي  ة اليمن  ي والير  ري مم  ا ذمرن  ا ف  ي الب  اب   (1)

 :د ألالرابق نج

3

2

2x5x3

1x3x2
lim

2

2

x







 

 :تال نجد ألباستخدام قاعدة لوب  (2)

5x6)x(g

3x4)x(f




 

 :وبالتالي

3

2

6

4

)x/5(6

)x/3(4
lim

x/1

x/1
.

5x6

3x4
lim

)x(g

)x(f
lim

x

xx





































 



 التفاضل وتطبيقاته: الباب الثالث                                       تال                    قاعدة لوب (3-4)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 146-  

 (4)تمرين 

 تالأثبت دا يلي باستخدام قاعدة لوب -5

0
x

xln
lim

n
x




2)        ,        


n
0x x

xln
lim1)  

0exlim kxn

x



4)        ,          


n

kx

x x

e
lim3)  

 :استخدم طريقة دناسبة لإيجاد دا يلي -2

9x

27x
lim

2

3

2x 




2)             ,                

1x

1x
lim

2

3

1x 




1)  

1x

1x
lim

10

1x 




4)             ,               

1x

1x
lim

10

1x 




3)  

x

)xln(ln
lim
x 

6)             ,            

x2

x x

3
1lim 











5)  
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 القيم العظمي والصغري للدالة( 3-5)

Maximum and Minimum Values of A function 

تحديد القيم العظمي والصغري للدالة جزء ذو أهمية خاصة في دراسة تعتبر 

 .سلوك الدالة من الناحية التطبيقية

]bxa[دالة معرفة في الفترة  x(f(إذا اعتبرنا الدالة   حيث: 

)x(fy  

فإذا فرضنا أن النقطة 
0

xx   حيثbxa
0
  فإن النقطة))x(f,x(

00
يقال لها  

 :إذا كان( وأحياناً تسمي نقطة نهاية عظمي) Maximum Pointنقطة عظمي 

     (3.22)         0x  ,   )xx(f)x(f
00

 

)x(f,x((يقال أن النقطة كذلك 
00

 :إذا كان Minimum Pointنقطة صغري  

     (3.23)        0x  ,   )xx(f)x(f
00

 

 x(f(والشكل التالي يوضح النقط العظمي والصغري للدالة 

 

 (5-3)شكل 

)x(f
6

 

)x(f
5

 

)x(f
4

 

)x(f
3

 

)x(f
2

 

)x(f
1

 

)x(f  

b           x   x   x   x   x   xa
654321

 x  
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)x(f,x()),x(f,x((لنقط ومن الشكل يتضح أن ا
3311

 وتسمى نقط عظمي نقط عظمي 

، كذلك النقط  Relative (Local) Maximum Points( أو محلية)نسبية 

))x(f,x()),x(f,x(
4422

 )),x(f,x(
66

 :كذلك نجد أن .نقط صغري نسبية 

 )x(f),x(fMax)x(f
313

 

)x(f,x((وتسمي النقطة 
33

 Global (Absolute) Maximumة عظمي مطلقة نقط 

Point  أي النهاية العظمي المطلقة هي أكبر قيمة في قيم النهايات العظمي النسبية للدالة

)x(f . كذلك النقطة))x(f,x(
22

 :بحيث 

 )x(f),x(f),x(fMin)x(f
6422

 

)x(f,x((وتسمي النقطة 
22

 Global (Absolute) Minimumغري مطلقة نقطة ص 

Point  أي أن النهاية الصغري المطلقة هي أقل قيمة في قيم النهايات الصغري النسبية

 .للدالة

أما النقطة 
5

xx  فنجد أن: 

0x  ,   )xx(f)x(f
55

 

 وفي نفس الوقت

0x  ,   )xx(f)x(f
55

 

)x(f,x((أي أن النقطة 
55

عظمي أو نهاية صغري حيث أنها لا  نهاية ليست نقطة 

وتسمي النقطة . تحقق الشروط السابق ذكرها أعلاه
5

xx   بنقطة أنقلابInflection 

Point. 
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عند النقط  x(f(المماس لمنحني الدالة  Slopومما هو جدير بالذكر أن ميل 

654321
x,x,x,x,x,x  يساوي صفر وتسمي جميع النقط التي عندها ميل المماس

، أي أن نقط  Stationary Pointيساوي صفر بنقط الاستقرار  x(f(لمنحني الدالة 

وتسمي أيضاً نقط النهايات . الأستقرار هي نقط النهايات العظمي والصغري والأنقلاب

 .Extreme Pointsية العظمي والصغري بالنقط الطرف

 (01-3)نظرية 

)x(f,x((الشرط الضروري لتكون النقطة 
00

أن  x(f(نقطة أستقرار للدالة  

تكون قيمة المشتقة الأولي للدالة عند النقطة 
0

xx  تساوي صفر أو بعبارة أخري: 

      (3.24)     0
dx

)x(df

0
xx




 

 [31]أنظر مرجع  :الإثبات

 (01-3)مثال 

 :حيث x(f(إذا فرضنا الدالة 

5x6x)x(f 2  

 .x(f(حدد أي النقط التالية تمثل نقط أستقرار للدالة 

3 xii)             ,                  4 x)i  

 الحل

 بما أن

6x2
dx

)x(df
 
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4xوعندما   نجد ان:        i) 

026)4(2
dx

)x(df
 

4xإذن النقطة  ليست نقطة أستقرار. 

3xوعندما   نجد ان:             ii) 

06)3(2
dx

)x(df
 

f(3)3,(x(4-إذن النقطة   نقطة أستقرار. 

 (01-3)مثال 

 :جد نقط الاستقرار للدالة التاليةأو

x20x8x3xx
5

1
)x(f 2345  

 الحل

 020x16x9x4x
dx

)x(df 234 

 0)5x)(1x)(2x)(2x( 

-5 x, 1 x, -2 x, 2x  

 :أي أن النقط

75)f(-5) , -5(x , 6.4)f(2) , 2(x

 , -38.4)f(-2) , -2(x , 10.2)f(1) , 1(x




 

 .x(f(تمثل نقط أستقرار للدالة 
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 (00-3)نظرية 

إذا فرضنا أن 
0

xx   نقطة استقرار للدالة)x(f  فإن النقطة
0

xx  تكون: 

 :نقطة نهاية عظمي إذا كان -8

(3.25)     0
dx

)x(fd

0
xx

2

2





 

 نقطة نهاية صغري إذا كان  -2

(3.26)     0
dx

)x(fd

0
xx

2

2





 

    Saddle point قطة أرتكازونأ       inflection pointنقطة أنقلأب -3

(3.27)     0
dx

)x(fd

0
xx

2

2





 

 . [ 31]أنظر مرجع  :الإثبات

 .وتحدد النظرية السابقة الشرط الكافي لتحديد نوع نقطة الاستقرار

 (01-3)مثال 

     أعتبر المثال السابق وأختبر نوع نقط الاستقرار التي سبق تحديدها

 

16x18x12x4
dx

)x(fd 23

2

2

 
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0181618124
dx

)x(fd
2

2

 

1xإذن النقطة   نقطة نهاية عظمي. 

2xعند النقطة  -2  

03684-4816-3648-32

16)2(18)2(12)2(4
dx

)x(fd 23

2

2



 

2xإذن النقطة   نقطة نهاية صغري. 

2xعند النقطة  -3  

02852-8016-364832

16)2(18)2(12)2(4
dx

)x(fd 23

2

2




 

2xلنقطة إذن ا  نقطة نهاية صغري. 

5xعند النقطة  -4  

0366169060500

16)5(18)5(12)5(4
dx

)x(fd 23

2

2




 

5xإذن النقطة   نقطة نهاية عظمي. 

 (01-3)مثال 

)f,0x)0(0(أختبر نقطة الأستقرار   للدالة 

5x)x(f  
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 الحل

جد نو

0x

2

2

dx

)x(fd



 :على النحو التالي 

 33

2

2

x20x)4(5
dx

)x(fd
 

     0
dx

)x(fd

0x

2

2





 

)f,0x)0(0(النقطة وبالتالي فإن   نقطة أنقلاب. 

 (00-3)مثال 

 :قدرت دالة التكلفة لأحدي المنتجات فكانت على النحو التالي

x20000x21500)x(C 2  

 .تشير إلى عدد الوحدات المنتجة xحيث 

 .وحدد عدد الوحدات في هذه الحالة –أوجد أقل تكلفة ممكنه : المطلوب

 الحل

 020000x4)x(C
dx

d
 

5000
4

20000
x  

04)x(C
dx

d
2

2

 

)49,901,500C(5000) , 5000x(إذن النقطة    تمثل أقل تكلفة عند انتاج

 .وحدة 5000عدد 
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 (00-3)مثال 

. تشير إلى سعر الوحدة المباعة من أحدي المنتجات بالدولار Pإذا فرضنا أن 

 :حيث xدالة في الكمية المطلوبة  Pحيث 

20,000x0 ,      e100P x0001.0   

 :المطلوب

 .x(R Revenue Function(أوجد دالة العائد  -8

 .أوجد العائد الحدي -2

 .أوجد أقصي عائد ممكن، وحدد الكمية المطلوبة عنده -3

 الحل

 :حيث Rدالة العائد  -8

xe100Px)x(R x0001.0 

 :حيث x(R(العائد الحدي  -2

 

 x0001.01e100

exe0001.0100)x(R

x0001.0

x0001.0x0001.0









 

 عائدولإيجاد أقصي  -3

  0x0001.01e1000)x(R x0001.0  
 

    x0001.01 



 التفاضل وتطبيقاته: القيم العظمي والصغري للدالة                                       الباب الثالث(3-5)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 851-  

10000
0001.0

1
x  

 نوجد

 

 

)x0001.02(e01.0

x0001.01e)0001.0(100

)e0001.0)(x0001.01()0001.0(e100)x(R

x0001.0

x0001.0

x0001.0x0001.0













 

10000xوعندما   

0
e

01.0
                   

)12(e01.0                   

))10000(0001.02(e01.0)10000x(R

1

)10000(0001.0














 

 :بحيث xوبالتالي يكون العائد أكبر ما يمكن عندما تكون الكمية المطلوبة 

10000xحدةو  

 

 

 



 التفاضل وتطبيقاته: الباب الثالث                                       المشتقات من الترتيب الأعلى( 3-6)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 195-  

 Higher-Order Derivatives   المشتقات من الترتيب الأعلى( 3-6)

 xبالنسبة للمتغير  x(f(أشرنا إلى تفاضل الدالة  ول الثلاثة السابقةصفي الف

بالرمز 
dx

)x(df
x(f(أو  f)x(أو   فإن  xدالة متصلة في المتغير  x(f(فإذا كانت . 1)(

يشار إليه بالرمز  xتفاضلها بالنسبة للمتغير 
2

2

dx

)x(fd
x(f(أو    حيث: 

(3.28)        )x(f
dx

d
)x(f

dx

)x(fd


2

2

 

x(f(وتسمى    بالمشتقة الثانية أي المشتقة من الترتيب الثاني وبصفة عامة فإن

يرمز لها بالرمز( n)المشتقة من الترتيب 
n

n

dx

)x(fd
x(f(أو   )n( حيث أن: 

(3.29)  2,3,...n   ,     )x(f
dx

d
)x(f

dx

d
)x(f

)n(

n

n
)n( 

1

 

 (33-3)مثال 

 :الة التاليةمن الترتيب الأعلى للد أوجد المشتقات

123 34  xx)x(f 

 .ثم حدد أعلى ترتيب لمشتقات الدالة

 الحل

  
231 612 xx)x(f)x(f

dx

d )(  

xx)x(f)x(f
dx

d )( 1236 22

2

2

 
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12723

3

3

 x)x(f)x(f
dx

d )( 

724

4

4

 )x(f)x(f
dx

d )( 

05

5

5

 )x(f)x(f
dx

d )( 

 وبالتالي فإن

5n  ,      )x(f
dx

d
n

n

 0 

حيث أن ( 4)هو الترتيب  x(f(ذلك يتضح أن أعلى ترتيب لمشتقة الدالة ومن 

 (.4)من الدرجة x(f(الدالة 

 (6)تمرين 

 :قات المطلوبة في كل حالة من الحالات التاليةالمشتأوجد 

105 2  xxf(x)    ,         )x(f 4 1)  

5 2

2

2

xxf(x)   ,     )x(f
dx

d 6  2)  

3

5
125

x
xxf(x)    ,         )x(f 2  3)  

)x)(x(f(x)   ,       )x(f 2)( 114  4)  

1025 35  xxxf(x)   ,       )x(f 9)( 5)  
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502 1010  xxf(x)   ,      )x(f 15)( 6)  

310
2

1
3 2

3 


 x
x

f(x)   ,      )x(f )( 7)  

2

3
6

1

102

)x(

)x(
f(x)   ,      )x(f )(




 8)  

2

5 23

5

5

1

4
4

)x(
xxf(x)   ,     )x(f

dx

d


 9)  

5 2

3 2

10

7






x

x
f(x)   ,     )x(f 10)  
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 Numerical Differentiation             التفاضل العددي( 3-7)

كثير من المشاكل الفعلية يكون المطلوب هو الحصول على القيمة العددية في 

 :الحالتين التاليتين يكون ذلك فيلمشتقة دالة معينة عند نقطة ما و

 .رضهاممكن إيجاد مشتقة الدالة باستخدام النظريات السابق عغير عندما يكون  -1

ولكن  –للدالة غير معلومة ( الصياغة الرياضية)أو قد يكون الشكل الرياضي  -2

 .لدينا قيم لهذه الدالة عند قيم معينة للمتغير المستقل

في هذه الحالات يمكن الحصول على قيمة المشتقة عند نقطة ما باستخدام إيجاد 

 :على النحو x(f(المشتقة بأسلوب النهايات حيث يمكن إيجاد تفاضل الدالة 

x

)x(f)xx(f
lim

dx

)x(df

0x 





 

 :وسوف نوضح ذلك من خلال الأمثلة التالية

 (42-3)مثال 

 :حيث x(f(أوجد التفاضل العددي للدالة  

132  xx)x(f 

 1xعند النقطة 

 الحل

هو من اليمين أو اليسار كما ( 1)تقترب من  xعندما  x(f(نوجد قيم  1xبما أن 

 :موضح بالجدول التالي، ثم نوجد قيمة

x

)x(f)xx(f




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تقترب من الصفر من اليمين أو اليسار على النحو الموضح في الجدول  xعندما 

 :لتاليا

x

)(f)x(f



 11
 )(f)x(f 11  )x1(f  )x(f 1 x 

4.33151 

3.929653 

3.875435 

3.491493 

3.855971 

3.901328721 

0.433112 

0.03929653 

0.003875 

-0.349149298 

-0.03855971 

-0.0003901328 

1.847811 

1.453526 

1.4184053 

1.065081 

1.37574 

1.4103287 

1.41423 

1.41423 

1.41423 

1.41423 

1.41423 

1.41423 

0.1 

0.01 

0.001 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

 :من اليمين أو اليسار فإن 0xومن الجدول يتضح أنه عندما 

93.
dx

)x(df
 

 (42-3)مثال 

( بالألف وحدة)الي يوضح الكميات المعروضة من سلعة معينة الجدول الت

المناظرة لسعر الوحدة الواحدة بالجنيه، حيث أن الكميات المعروضة دالة في السعر  

 :أوجد المشتقة للكمية المعروضة عند الأسعار الموضحة بالجدول

6.5 6.2 6.1 6.0 5.9 5.8 5.5 5.0 
(x) السعر

 بالجنية

175.85 165.42 161.92 158.4 154.9 151.4 141.01 123.7 
)x(f الكمية

 عروضةمال

 الحل

غير موجودة ولكن يوجد بالجدول الكميات المعروضة نلاحظ أن دالة العرض 

 (.x)المناظرة للأسعار المختلفة 

 :جدول نجد أننكون الجدول التالي ومن ال



 التفاضل وتطبيقاته: الباب الثالث                                                   التفاضل العددي     ( 3-7)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 162-  

متوسط تغير الكمية 

المعروضة بالنسبة 

x للسعر في كل فترة

)(f)x(f



 11
 )(f)x(f 11  x [2-1] الفترة 

34.62 

34.67 

34.9 

35.0 

35.2 
35.0 

34.8 

17.31 

10.4 

3.49 

3.5 

3.52 
3.5 

10.43 

0.5 

0.3 

0.1 

0.1 

0.1 
0.1 

0.3 

[5.0-5.5] 

[5.5-5.8] 

[5.8-5.9] 

[5.9-6.0] 

[6.0-6.1] 
[6.1-6.2] 

[6.2-6.5] 

x.95ومن الجدول يتضح أن عند   فإن: 

035.
dx

)x(df
 

x.16كذلك عند   فإن: 

35
dx

)x(df
 

 (7)تمرين 

axعند النقطة  a(f(حسب أ -1  باستخدام النهايات. 

1a   ,         1x3)x(f  1)  

1a   ,       1x)x(f 2  2)  

2a   ,          
x

)x(f 



1

3
3)  
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 :لكل دالة من الدوال التالية أوجد التفاضل العددي -4

122  xx)x(f 2)       ,          13 2  x)x(f 1)  

13

5




x
)x(f 4)       ,         14  x)x(f 3)  

x3x2

10
)x(f

2 
 6)       ,       5 10x2)x(f  5)  

الجددول التدالي يوضدح الكميدات المطلوبدة مدن سدلعة معيندة وسدعر الوحدددة  -3

أوجددد المشدتقة للكميدة المطلوبددة عندد الأسدعار الموضددحة . الواحددة بالجنيدة

 بالجدول

2 3 4 6 7 8 10 
(x) السعر

 بالجنية

300 250 210 200 150 120 100 
)x(f الكمية

 عروضةمال
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 Applied Examples    أمثلة تطبيقية( 3-8)

 (1-3)تطبيق 

بالكيلو )في إحدى المحافظات بجمهورية مصر العربية وجد أن دالة الطلب 

على إحدى المنتجات الغذائية دالة في سعر بيع الكيلو جرام الواحد من السلعة ( جرام

(x )ك دالة في سعر الكيلو الواحد من نفس السلعة المنتجة محلياً بالجنية المصري، كذل

 .بالجنية المصري( y)المستوردة 

 :تشير إلى الكمية المطلوبة على النحو التالي Dفإذا فرضنا أن 

y.x.)y,x(fD 850750500  

 :المطلوب

الوحدة من السلعة من  أوجد متوسط معدل التغير في الطلب بالنسبة لسعر بيع -1

مع اعتبار أن عدم تغير  - 5xإلى  2xالمنتج المحلى والمستورد من 

 .ثم عقب على الناتج –سعر بيع الوحدة من المنتج المستورد 

التغير في الطلب بالنسبة لسعر بيع الوحدة من المنتج أوجد متوسط معدل  -2

مع اعتبار أن عدم تغير سعر بيع الوحدة  - 5yإلى  2y المستورد من

 .ثم عقب على الناتج –من المنتج المحلي 

 الحل

هو مقدار التغير في سعر بيع الوحدة من المنتج المحلي ( x)إذا فرضنا أن  -1

 :فإن

325جنيه x 
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D)كذلك 
1

 )  هي مقدار التغير في الطلب الناشئ عن مقدار التغير(x )فإن: 

.)(.كيلوجرام

]y.)(.[]y.)(.[D

2523750

85027505008505750500
1




 

مع ثبات سعر الوحدة من )جنيهات 3أي أن زيادة سعر الوحدة من المنتج المحلي بمقدار 

 .كيلوجرام 2.25المطلوب بمقدار  سوف يؤدي إلى نقص في كمية( المنتج المستورد

وبالتالي فإن متوسط التغير بالنسبة لسعر الوحدة المحلي 
1

M يصبح على النحو التالي: 

750كيلوجرام 
3

2521

1
.

.

)x(

)D(
M 







 

 2xزيادة سعر الوحدة من المنتج المحلي بجنية واحد في الفترة من  وهذا يعنى إذا

 .كيلوجرام في المتوسط 0.75فإن الكمية المطلوبة سوف تنخفض بمقدار  5xإلى 

هو مقدار التغير في سعر بيع الوحدة من المنتج ( y)بالمثل إذا فرضنا أن  -2

 :المستورد فإن

325جنيه x 

D)كذلك 
2

 ) مقدار التغيرهي مقدار التغير في الكمية المطلوبة الراجع إلى (x )

 :فإن

.)(.كيلوجرام

)](.x.[)](.x.[D

5523850

28507505005850750500
2




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زيادة الكمية سوف يؤدي إلى  جنيهات3بمقدار المستوردة أي أن زيادة سعر الوحدة 

 .عند ثبات سعر المنتج المحلي كيلوجرام 2.55 بـ ةالمطلوب

معدل تغير الطلب بالنسبة لسعر الوحدة المستوردة متوسط  وبالتالي فإن
2

M  يصبح

 :على النحو التالي

850كيلوجرام 
3

5522

2
.

.

)x(

)D(
M 




 

فإن  5yإلى  2yبجنية واحد في الفترة من المستوردة زيادة سعر الوحدة  أي إذا

 .كيلوجرام في المتوسط 0.85بمقدار تزداد مطلوبة سوف الكمية ال

 (2-3)تطبيق 

على شراء أجهزة الكمبيوتر من شركة معينة في أحدى  Dإذا كانت دالة الطلب  

 :الدول النامية على النحو التالي

x,)x(fD 200000500  

 .الواحد بالجنيههو سعر بيع الجهاز  xحيث 

 :المطلوب

 .جنيه 1700المطلوبة عندما يكون سعر بيع الجهاز أوجد الكمية  -1

 .1500x ،2000xأوجد مرونة الطلب عندما يكون  -2

 الحل

 :فإن( 1700xجنيه)عندما  -1
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                      وحدة

)(,)x(fD

400160000

17002000005001700




 

 :فإن x(E(مرونة الطلب بالرمز أشرنا إلى  إذا -2









D

x

dx

dD
)x(E 

 :وبما أن

x

)()x(
dx

dD /

200500000

100

200200500000
2

1 21






 

 

 :فإن 2000xعندما 













































                                                                  

)(
               

)(
 

)(
)x(E

2
100000

200000

400000500000

2000100

2000200500000

2000

2000200500000

100
2000

 

122000  |)x(E| 

 .يكون الطلب مرن 2000xوبالتالي فإنه عند السعر 

 :فإن 1500xمثل عندما وبال
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











































                                                                  

.               

)(
 

)(
)x(E

750
200000

150000

300000500000

150000

1500200500000

1500

1500200500000

100
1500

 

17501500  .|)x(E| 

 .يكون غير مرن 1500xوبالتالي فإن الطلب عند السعر 

 (3-3)تطبيق 

مية دالة في عدد ساعات الاستذكار اليو yإذا كانت كفاءة الأداء لأحد الطلاب 

 :وتأخذ الشكل التالي( x)للطالب 

2507 x.x)x(fy  

 :المطلوب

أوجد معدل تغير كفاءة أداء الطالب عندما تكون عدد ساعات الاستذكار اليومية  -1

5x  ً  .يوميا

ة التي أوجد أقصى مستوى كفاءة للطالب ثم حدد عدد ساعات الاستذكار اليومي -2

 .تحقق هذا المستوى

 

 الحل
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 حيث yمعدل تغير أداء الطالب التي تساوي  -1

x.
dx

dy
y 017  

 فإن 5xوعند 

25750175ساعة   )(.)x(y 

ام الجدول باستخد x(f(لتحديد أقصى مستوى كفاءة للطالب نقوم برسم الدالة  -2

 :التالي

10 9 8 7 6 5 4 3 2 0 x 
20 22.5 24 24.4 24 22.5 20 16.5 12 0 y 

 yوالشكل التالي يوضح الدالة 

0

5

10

15

20

25

30

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 
 (5-3)شكل 

 7.5 وذلك عند استذكار عدد 24.5ومن الشكل يتضح أن أقصى كفاءة أداء يساوى 

 ً  .ساعة يوميا

x  

y  
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 (4-3)تطبيق 

في إحدى الدراسات التربوية تم تقسيم مستوى تحصيل الطالب في المرحلة  

3210حيث  yالمستوى الابتدائية إلى  ,,,y   حيث يعتبر أقصى مستوى تحصيل

ومستوى تحصيل الطالب ( x)وتم التوصل إلى العلاقة بين كثافة الفصل (. 3)للطالب 

 :على النحو التالي

..,10030,31,32,.     x          
x

)x(fy 
30

4 

 :المطلوب

بالنسبة لكثافة الفصل ثم عقب على تحديد المستوى الحدي لتحصيل الطالب  -1

 .الناتج

هل مستوى تحصيل الطالب يعتبر مرن بالنسبة لكثافة الفصل عند كثافة  -2

 .طالب 80xالفصل 

 الحل

 :حيث yلتحصيل الطالب بالنسبة لكثافة الفصل هو المستوى الحدي  -1

30

1


dx

dy
y 

بين كثافة الفصل ومستوى تحصيل الطالب حيث أنه توجد علاقة عكسية وهذا يعني 

ى مستو( أو زيادة)الفصل بتلميذ واحد سوف يؤدي إلى انخفاض ( أو نقص)زيادة 

)تحصيل الطالب بمقدار 
30

1
.) 

 :فإن x(E(أشرنا إلى مرونة مستوى تحصيل الطالب بالرمز إذا  -2

x

x

x

)(x

y

x

dx

dy
)x(E




























120120

30

30

1
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 :فإن 80xوعند 








 2

40

80

80120

80
80)x(E 

12280  |||)x(E| 

 .80xكثافة الفصل مستوى التحصيل مرن عند إذن 
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 Exercise           تمرينات( 3-9)

أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة من الدوال التالية عندما يتغير المتغير  (3-1)

 .2xإلى  2xخلال الفترة من  xالمستقل 

13 3  x)x(f 2)                   ،14 2  x)x(f 1)  

2

3




x

x
)x(f 4)              ،242  xx)x(f 3)  

1

10
3

2






x

x
)x(f 5)  

1-xy ,   yy)y(f  1023 6)  

5xy ,   y)y(f 2  10102 7)  

)xln()x(f 13 2  9)        ،      25 103 xe)x(f x  8)  

)xln(xx)x(f 524  11)       ،  xx eex)x(f 252 4  10)  

عند النقط التالية ( المشتقة الأولى)أوجد تفاضل كل دالة من الدوال التالية  (3-2)

2211   , , ,x 

50)x(f 2)                     ،44  x)x(f 1)  

19 2  x)x(f 4)                    ،37 2  x)x(f 3)  

35x)x(f  6)            ،1053 4  xx)x(f 5)  
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135  x)x(f 8)                              ،
2

1

x
)x(f  7)  

12

3  xex)x(f 10)                     ،)xln()x(f 13  9)  

2

22

3

352

)x(

)xx(
)x(f




 12)             ،)x)(x()x(f 531  11)  

5

10

x
)x(f  14)                 ،

839 )x()x(f  13)  

)xln(

xln
)x(f

12 
 16)           ،

)xxln(

)xln(
)x(f

173

3
2 


 15)  

)xln(

ln
)x(f

1

7


 18)        ،103  1xe )}x{ln()x(f 17)  

3

1033 3






x

)x(
)x(f 19)  

عن طريق خفض سعر ترغب إحدى الشركات في زيادة إيراداتها من بيع سلعها  (3-3)

 :فإذا كانت دالة الطلب على هذه السلعة على النحو التالي. بيع الوحدة

2000120 x,)x(fD  

 .تشير إلى سعر بيع الوحدة من السلعة xتشير إلى الطلب بالوحدة،  Dحيث 

 :المطلوب

 .5xعندما أوجد معدل تغير الطلب بالنسبة للسعر  -1

 .5xأوجد مرونة الطلب بالنسبة للسعر ثم حدد المرونة عند  -2

 .ة إيراداتها عن طريق سياستها المقترحةالشركة في زيادهل تنجح  -3
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 y( بالمليون)في إحدى الدراسات السكانية بإحدى الدول وجد أن عدد السكان  (3-4)

 :على النحو التالي( بالسنوات) xدالة في الزمن 

1100
5




x

e
)x(fy

x

 

 :المطلوب

مليون، قدر عدد السكان سنة  6يساوي  1980سنة إذا كان تعداد السكان  -1

2010. 

 – 1980أوجد متوسط معدل التغير لعدد السكان بالنسبة للزمن خلال الفترة  -2

 .ثم عقب على الناتج – 1990

 .سنوات من الآن 5أوجد الزيادة المتوقعة للسكان في السنة بعد  -3

 .1990أوجد المرونة في دالة السكان سنة  -4

الراقية تم فتح مركز لعلاج السمنة والدالة التالية تعطى العدد حياء في أحد الأ (3-5)

 :حيث. المتوقع للمترددين على المركز

52t0         )t()x(f /  324641000 

 (.للمتردد) tتشير إلى عدد المترددين المتوقع في بداية الأسبوع  t(f(حيث 

 :المطلوب

 .10tير عدد المترددين في الأسبوع العاشر أي أوجد معدل تغ -1

 .حدد عدد المترددين عند بدء فتح المركز -2

 .20معدل تغير عدد المترددين بعد الأسبوع الـحدد  -3
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 تعريف المشتقة الجزئية   ( 4-1)

Definition of A Partial Derivative 

داليية فيي   x(f(حيي   f)x(في  البيياب القيابا تناولنييا بالتفايييا تفاةيا ال اليية 

ويرمييز لهييا بييالرمز  x(f(أو مييا يقييم  بمشييتقة ال اليية ( x)متغييير واحيي  
dx

)x(df
أو  

 :ويتم حقابه من العلاقة التالية /x(f(بالرمز 

x

f(x)-x)f(x
 iml)x(f

dx

)x(df

x

/







 

x,...,x,x(f(ولكين ذاا أتتبرايا ال الية  n21   دالية متعي دا المتغييرات فيي(n )

 .من المتغيرات

x,...,x,x(f(جيييييياد تفاةييييييا ال اليييييية وفيييييي  حاليييييية ذي n21  بالنقييييييبة ل متغيييييييرjx ،

n,...,2,1j   1(مع ت م ح وث تغيير في  بياق  المتغييرات وتي د اn(   في  النقطية

ل  الييييية فيقيييييم   ييييي ا التفاةيييييا بالمشيييييتقة الجزئيييييية  –التييييي  ييييييي ث فيهيييييا التفاةيييييا 

)x,...,x,x(f n21  بالنقييبة ل متغيييرjx ويرمييز لهييا بييالرمز ،
j

n21

x

)x,...,x,x(f




 

x,...,x,x(f(ل  الة وتقرأ المشتقة الجزئية  n21  بالنقبة ل متغييرjx ويمكين تعريفهيا ،

 :ت ى النيو التال 

(4.1)   n1,2,...,j                                                                       

x

)x,...,x,x(f)x,...,x,xx,...,x,x(f
iml

x

)x,...,x,x(f

j

n21n1jjj21

x
j

n21

j










 


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 :يمكن ذيجاد المشتقة الجزئية من ترتيب أت ى، فع ى سبيا المثالبالمثا 

x,...,x,x(f(ل  اليية المشييتقة الجزئييية ميين الترتيييب الثيياا   :أولا  n21  بالنقييبة ل متغييير

jx ويرمز لها بالرمز ،
2
j

n21
2

x

)x,...,x,x(f




 :حي  

(4.2)n     1,2,...,j ,  
x

)x,...,x,x(f

xx

)x,...,x,x(f

j

n21

j
2
j

n21
2




























 

ا    الييييية ل( r)تامييييية يمكييييين ذيجييييياد المشيييييتقة الجزئيييييية مييييين الترتييييييب  وبايييييفة :ثانياااااا

)x,...,x,x(f n21  بالنقبة ل متغيرjx  حي: 

(4.3)
,.....2,1r

n1,2,..,j
 ,  

x

)x,...,x,x(f

xx

)x,...,x,x(f
1r

j

n21
1r

j
r
j

n21
r



































 

 (:1)ملحوظة 

(4.4  )                        )x,...,x,x(f
x

)x,...,x,x(f
n210

j

n21
0





 

ا  ت طية يمكن ذيجاد المشتقات الجزئيية الم دالة ف  متغيران فإاه  y,x(f(ذاا كاات  :ثالثا

ويرميز لهيا بيالرمز  Mixed-Second Order Partial Derivativesمن الترتيب الثاا  

yx

)y,x(f2




 xبة ل متغييييير بالنقيييي y,x(f(وتقييييرأ المشييييتقة الجزئييييية الثااييييية ل  اليييية . 

 :، حي yوالمتغير 


















y

)y,x(f

x

)y,x(f2
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ويلاحييأ أن الترتيييب ث يييى ر ت ييى ذيجيياد المشييتقات الجزئييية أو بعبييا ا  (:2)ملحوظااة 

 :أخري

   (4.5         )      
xy

)y,x(f

yx

)y,x(f 22









 

ليية فيي  تيي ا متغيييرات ويمكيين أتتبييا  ال اليية ويمكيين تعميييم الييس بالنقييبة  ي دا

)x,...,x,x(f n21   ف(n )من المتغيرات فإن: 

   (4.6)     ji   ,   
xx

)x,...,x,x(f

xx

)x,...,x,x(f

ji

n21

2

ij

n21

2










 

وبافة تامة فإن الترتيب ف  ذيجياد المشيتقات الجزئيية الم ت طية مين أي  (:3)ملحوظة 

 .تقة الجزئية المط وب ذيجاد ا من أي ترتيبث يى ر ت ى المش( 2أت ى من )ترتيب 

 .وسوف اوةح الس بالتفايا ف  الفاا التال 

 (1)تمرين 

،  يم أودي  ترتييب المشيتقة في  (أو أكثر من متغير)ح د المشتقة بالنقبة  ي متغير ( 1)

 :كا حالة من الياثت التالية

3
3

321
3

x

)x,x,x(f




2)          ,         

1

321

x

)x,x,x(f




1)  

2
2
1

321
3

xx

)x,x,x(f




4)         ,            

21

21
2

xx

)x,x(f




3)  

3
4

4321
3

x

)x,x,x,x(f




6)         ,       

3
2

1
2

4321
4

xx

)x,x,x,x(f




5)  
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n21

n21
n

x.....xx

)x,...,x,x(f




8)         ,          

)1n(
1

321
1n

x

)x,x,x(f







7)  

2,3,4,5k  ,         
xx

)x,x(f

2

1k

1

21

k







9)  

2,.....,10,1r  ,         
z

)z,y,x(f
r

r





10)  

n1,2,...,j  ,         
x

)x,...,x,x(f
0

j

n21

0





11)  

0

2

0

1

321

0

xx

)x,x,x(f




12)  

5,6,7,8h  ,         
zyx

)z,y,x(f
5h23

h







13)  
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 Finding Partial Derivatives       إيجاد المشتقات الجزئية( 4-2)

في هذا الفصل سوف نوضح بالتفصيل كيفيةة الصصةوع ى ةل المشةتقات الجزئيةة 

 .من خلاع الأمث ة التالية –من أي ترتيب 

 (1-4)مثال 

 :التالية y,x(f(إذا أىتبرنا الدالة 

32 y2xy7x35)y,x(f  

 :جد ما ي يأو

3

3

x

)y,x(f




3)    

2

2

x

)y,x(f




2)        

x

)y,x(f




1)  

3

3

y

)y,x(f




6)              

xy

)y,x(f2




5)        

yx

)y,x(f2




4)  

22

4

yx

)y,x(f




9)                     

2

3

xy

)y,x(f




8)                 

yx

)y,x(f
2

3




7)  

 الحل

y7x6
x

)y,x(f





1) 

]y7x6[
xx

)y,x(f
2

2










2) 

]6[
xx

)y,x(f

xx

)y,x(f
2

2

3

3


























3) 

فإن  وبالتالي 2تساوي  y,x(f(في الدالة  xيلاحظ أن أكبر درجة ل متغير  :ملحوظة

 .ساوي صفرت xبالنسبة ل متغير ... ،  4،  3لمشتقات الجزئية من الترتيب ا
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  7y6x7
xy

)y,x(f

xyx

)y,x(f 2
2



























4) 

7
xy

)y,x(f2





5) 

: م صوظة
yx

)y,x(f

xy

)y,x(f 22









 

 

















































 2

3

3

y6x7
yyy

)y,x(f

yyy

)y,x(f
6) 

  0]7[
x

y6x7
xy

)y,x(f

xyx

)y,x(f 2

2

2

2

2

2

3
































7) 

0]6[
yx

)y,x(f

yxy

)y,x(f
2

2

2

3



























8) 

 :نجد أن 8)،  7)من : ظةم صو

2

3

2

3

xy

)y,x(f

yx

)y,x(f









 

  0y12
xy

)y,x(f

xyx

)y,x(f
22

2

2

2

22

4



























9) 

 (2-4)مثال 

 :أىتبر الدالة التالية

2

4

5

343

3

232

2

1

2

14321
xxxxx4xxx2x3100)x,x,x,x(f  

 :اوجد ما ي ي
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3

2

4321

3

x

)x,x,x,x(f




2)                 

2

1

4321

2

x

)x,x,x,x(f




1)  

4321

4321

4

xxxx

)x,x,x,x(f




3)  

 الحل

2

4

5

343

3

232

2

1

2

14321
xxxxx4xxx2x3100)x,x,x,x(f  

322

1

4321

2

3211

1

4321

xx46
x

)x,x,x,x(f

xxx4x6
x

)x,x,x,x(f
 )1











 

433

2

4321

3

4322

2

4321

2

43

2

23

2

1

2

4321

xx24
x

)x,x,x,x(f

xxx24
x

)x,x,x,x(f

xxx12xx2
x

)x,x,x,x(f
 )2
















 

0
xxxx

)x,x,x,x(f

x4
xxx

)x,x,x,x(f
 )3

4321

4321

4

1

321

4321

3










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 (3-4)مثال 

 :حيث y,x(f(أىتبر الدالة 

y

x
e)y,x(f xy  

 :ما ي ي أوجد

y

)y,x(f
     ,     

x

)y,x(f








1)  

2

2

2

2

y

)y,x(f
    ,    

x

)y,x(f








2)  

yx

)y,x(f
     ,     

yx

)y,x(f
2

32








3)  

 :الحل

2xy

1xyxy

xyxe
y

)y,x(f

yye
y

1
ye

x

)y,x(f
 )1















 

3xy2

2

2

xy2

2

2

xy2ex
y

)y,x(f

ey
x

)y,x(f
 )2











 

 

    2xy2xyxy

2xy
2

y1xyeyeyxe

xyxe
xy

)y,x(f

xyx

)y,x(f
 )3

































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   

   2xee2xeeexe

yexe
x

xyxe
xyx

)y,x(f
   

xxxxxx

2xx2x

2

2

2

3
















 

 

 (2)تمرين 

لكل دالة من الدواع  First Partial Derivativesأوجد المشتقات الجزئية الأولل  (1)

 :التالية

xy2)y,x(f 2)                  5y3x2)y,x(f 1)  

y1

x
)y,x(f


4)                1y4x2)y,x(g 2 3)  

2y1x)y,x(f 6)                   
2

2

2

1

2

2

2

1

21 xx

xx
)x,x(f




5)  

5yx )ee()y,x(f 8)                          1xye)y,x(f 7)  

من الترتيب الأوع والثاني لكل دالة من الدواع التالية ىند أوجد المشتقات الجزئية  (2)

 .النقط المناظرة لكل دالة

(1,2)   ,        xyyx)y,x(f 22 1)  

(-1,2)   ,        y-2xyxyx)y,x(f 22 2)  

(2,1)   ,        yyx)y,x(f 23)  

(3,4)   ,        yx)y,x(g 22 4)  



 المشتقات الجزئية وتطبيقاتها: الرابعالباب                                   الجزئية إيجاد المشتقات( 4-2)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 138-  

(1,2)   ,        
y

x
)y,x(f 5)  

(1,1)   ,        e)y,x(f 2xy6)  

e)(0,   ,        y ln e)y,x(f x7)  

(1,1,2)   ,        zyx)z,y,x(f 222 8)  

 :أوجد المشتقات الجزئية الممكنة لكل دالة من الدواع التالية (3)

222 zyzxzyxyx)z,y,x(f 1)  

kxk3t2xtz)k,t,x(f 242 2)  

cxxx)x,x(f 2

2

2

1

2

121
3)  

xyxyz3 ye3xe2)z,y,x(f 4)  

ylnx3)yx2ln(3)y,x(f 25)  

22yx yxe)y,x(f
22

 6)  

222zyx zyxe)z,y,x(f
222

 7)  

222 zyxxyz)z,y,x(f 8)  
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 الدالة الحدية والمرونة الجزئية ( 4-3)

Marginal Function And Partial Elasticity 

والمرونة بالنسبة للدالة ( أو المعدل الحدى)في الباب السابق تناولنا الدالة الحدية 

أو المعدلات )وفي هذا الفصل سوف نتناول بالدراسة الدوال الحدية . في متغير واحد

 .زئية بالنسبة للدالة في عدة متغيراتوالمرونات الج( الحدية

وتعتبر المعدلات الحدية والمرونات الجزئية عند قيم معينة ذو أهمية بالنسبة 

كما سوف  للدراسات التطبيقية بشكل عام وبالنسبة للدراسات الاقتصادية بشكل خاص

 .نوضح في الأمثلة التطبيقية

 الدالة الحدية: أولا 

بالنسبة  y,x(f(فإن المشتقة الجزئية الأولى للدالة  f)y,x(إذا أعتبرنا الدالة 

)by,ax(عند نقطة ما ولتكن  xللمتغير    ونرمز لها بالرمز

)by,ax(x

)y,x(f




بالنسبة  y,x(f(لتغير  Marginal Rateتسمى بالمعدل الحدى  

)by,ax(عند النقطة  xللمتغير   . بالمثل نرمز للمعدل الحدي لتغير)y,x(f 

)by,ax(عند النقطة  yبالنسبة للمتغير    بالرمز
)by,ax(y

)y,x(f




 

أن  ويلاحظ :ملحوظة
x

)y,x(f




  ،

y

)y,x(f




 .أيضا   y,xدوال في المتغيران  

x,...,x,x(f(وبصفة عامة إذا كانت الدالة  n21
متغير، وإذا  )n(دالة في  

x,...,x,x(f(رمزنا للمعدل الحدي للدالة  n21
للمتغير بالنسبة  

j
x  بالرمز)MJ( 
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    (4.7)        n1,2,...,j  ,   
x

)x,...,x,x(f
)MJ(

j

n21 



 

 (4-4)مثال 

عتبر بالطن على الدقيق ت( z)في أحدى المحافظات وجد أن الكمية المطلوبة 

( y)وسعر الطن من الدقيق المستورد ( x)دالة في سعر الطن من الدقيق المحلي 

 :بالجنيه على النحو التالي

y85.0x75.0500)y,x(fz  

 :المطلوب

 –( x)أوجد الطلب الحدي للكمية المطلوبة بالنسبة لسعر طن الدقيق المحلي  -1

 .ثم عقب على الناتج

( y)المطلوبة بالنسبة لسعر طن الدقيق المستورد  أوجد الطلب الحدي للكمية -2

 .ثم عقب على الناتج –

 :الحل

هو ( xأي بالنسبة للمتغير )الطلب الحدي بالنسبة لسعر الوحدة المحلية  -1

x

z




 :حيث 

75.0طن
x

z





 

اد سعر بيع الوحدة المنتجة محليا  بجنيه سوف يؤدي ذلك إلى نقص وهذا يعنى إذا ز

إذا نقص سعر الوحدة المنتجة محليا  بجنية واحد  وأ)طن  0.75الكمية المطلوبة بمقدار 

وذلك في حالة عدم ( طن 0.75زيادة الكمية المطلوبة بمقدار سوف يؤدي ذلك إلى 

 .حدوث تغير في سعر بيع الوحدة المستوردة
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أي بالنسبة للمتغير )لمثل الطلب الحدي بالنسبة لسعر الوحدة المستوردة با -2

y ) هو
y

z




 :حيث 

85.0طن
y

z





 

وهذا يعنى إذا زاد سعر بيع الوحدة المستوردة بجنيه سوف يؤدي ذلك إلى زيادة الكمية 

إذا نقص سعر بيع الوحدة المستوردة بمقدار جنية واحد  أو)طن  0.85المطلوبة بمقدار 

 (.طن 0.85سوف يؤدي ذلك إلى نقص الكمية المطلوبة بمقدار 

 (5-4)مثال 

( z)في أحدى شركات قطاع الأعمال وجد أن عدد الوحدات الممكن أنتاجها 

( x)من مستلزمات الأنتاج من أحدى السلع الأنتاجية دالة في عدد الوحدات المطلوبة 

 :حيث( y)كذلك عدد ساعات التشغيل المطلوبة 

22 yx40xy4x5.0100)y,x(fz  

 :المطلوب

عندما ( x)أوجد الانتاجية الحدية بالنسبة لمستلزمات الأنتاج  -1

10y,50x  - لى الناتجثم عقب ع. 

10y,50xعندما ( y)أوجد الانتاجية الحدية بالنسبة لساعات التشغيل  -2  

 .ثم عقب على الناتج -

 :الحل

1 -





40y4x)2(5.0

x

z
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3040405040)10(4)50)(2(5.0
x

z

)10y,50x(








 

 وحدة

ف يؤدي إلى زيادة وهذا يعنى أنه إذا أزدادت مستلزمات الانتاج بوحدة واحدة فهذا سو

10y,50xوحدة وذلك عندما  30الوحدات المنتجة بـ  . 

2-  





y2x4

y

z
 

4)50(2)10(18020200وحدة
y

z

)10y,50x(








 

وهذا يعنى أنه إذا أزدادت ساعات العمل ساعة واحدة فهذا سوف يؤدي إلى زيادة 

10y,50xوحدة وذلك عندما  180الوحدات المنتجة بـ  . 

ا   المرونة الجزئية: ثانيا

وكما سبق أن عرفنا المرونة في الباب السابق بالنسبة للدالة في متغير واحد 

وكما سبق أن . بأنها نهاية التغير النسبي في الدالة بالنسبة للتغير النسبي في المتغير

 :حيث x(E(بالرمز  f)x(أشرنا لمرونة الدالة 





















 )x(f

x

dx

)x(df

x

x

   
)x(f

)x(f
   

lim)x(E
0x

 

فإن المرونة الجزئية  y,xدالة في المتغيران  y,x(f(أما إذا اعتبرنا الدالة 

 :حيث y,x(Ex(ونرمز لها بالرمز  xبالنسبة للمتغير  f)y,x(للدالة 
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    (4.8)    


















)y,x(f

x

x

)y,x(f
)y,x(Ex 

 y,x(Ey(ونرمز لها بالرمز  yبالنسبة للمتغير  f)y,x(بالمثل بالنسبة لمرونة الدالة 

 :حيث

    (4.9)    


















)y,x(f

y

y

)y,x(f
)y,x(Ey 

 (6-4)مثال 

أوجد مرونة حجم الإنتاج بالنسبة لعدد وحدات ( 5-4)في المثال السابق 

مستلزمات الانتاج ثم أوجد مرونة حجم الإنتاج بالنسبة لساعات التشغيل وذلك عندما 

10y,50x . 

 :الحل

إذا رمزنا لمرونة حجم الانتاج بالنسبة لعدد وحدات مستلومات الانتاج بالرمز 

)10y,50x(Ex  

 

 

182.0
2750

50
)10(

100200020001250100

50
)10(450

yx40xy4x5.0100

x
y4x)2(5.0

)y,x(f

x

x

)y,x(f
)y,x(E

22

x






















































 



 المشتقات الجزئية وتطبيقاتها: الدالة الحدية والمرونة الجزئية                          الباب الرابع( 4-3)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 198-  

 :وبما أن

1182.0)y,x(Ex  

 .إذن حجم الانتاج غير مرن بالنسبة لمستلزمات الانتاج

 بالمثل بالنسبة لساعات التشغيل

 

 

655.0
2750

10
)180(

100)50(40)10)(50(4)2500(5.0100

10
)10(2)50(4

yx40xy4x5.0100

y
y2x4

)y,x(f

y

y

)y,x(f
)y,x(E

22

y



























































 

 :وبما أن

1655.0)y,x(Ey  

 .لساعات التشغيلإذن حجم الانتاج غير مرن بالنسبة 

x,...,x,x(f(مرونة الدالة  وبصفة عامة يمكن تعريف n21
من  )n(دالة في  

المتغيرات بالنسبة للمتغير 
j

x  بالرمز)EJ( فإن: 

(4.10)     n1,2,...,j ,  
)x,...,x,x(f

x

x

)x,...,x,x(f
)EJ(

n21

j

j

n21 

















 
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 (3)تمرين 

حدى المنتجات دالة في تكلفة الوحدة من لأ y,x(C(إذا كانت دالة التكلفة  (1)

 :بالجنيه حيث( y)بالجنيه، وتكلفة ساعة العمل ( x)مستلزمات الانتاج 

y18x202500)y,x(C  

 :المطلوب

ثم عقب  –أوجد التكلفة الحدية بالنسبة لتكلفة الوحدة من مستلزمات الانتاج  -1

5y , 10xلناتج عندما على ا . 

ثم عقب على الناتج  –أوجد التكلفة الحدية بالنسبة لتكلفة ساعة العمل  -2

5y , 10xعندما . 

ثم  - أوجد مرونة التكلفة بالنسبة لتكلفة مستلزمات الانتاج وتكلفة ساعة العمل -3

5y , 10xعقب على الناتج عندما . 

بأحد الانهار دالة في بعد مصدر  zأن مستوى تركيز أحد الملوثات إذا فرضنا  (2)

دالة في زمن قياس مستوي كذلك ( x)التلوث عن موضع قياس مستوى تركيز التلوث 

 :على النحو التالي ، tالتلوث 

t

0
e)ctx(p)t,x(fz  

حيث كل من 
0

p,c, ومستوى تركيز التلوث  .مقادير ثابتة
0

pz   عند بدأ القياس

0tأي عندما  . 

 :المطلوب

 .أوجد مستوى تركيز التلوث الحدي بالنسبة لموقع مصدر التلوث -1
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 .اس مستوى التركيزأوجد مستوى تركيز التلوث الحدي بالنسبة لزمن قي -2

أوجد مرونة مستوى تركيز الملوث بالنسبة لموقع مصدر التلوث عندما  -3

3t,100x . 

يشير إلى حجم الاستثمار  Kيشير إلى عدد ساعات العمل ،  Lإذا فرضنا أن  (3)

دالة في عدد ساعات العمل، وحجم الاستثمار ( P)فإذا كان حجم الانتاج . بالمليون جنيه

 :على النحو التالي( بالمليون جنيه)

25.075.0 KL)K,L(fP  

 :المطلوب

أوجد الانتاجية الحدية بالنسبة لساعات العمل  -1
L

P




، كذلك بالنسبة للأستثمار 

K

P




1000K,100Lدما وذلك عن.  . 

أوجد ملاونة الانتاج بالنسبة لكل من ساعات العمل، وحجم الاستثمار عندما  -2

100K,5L . 

فإذا كان  -بانتاج نوعين من المنتجات الشركة في أحدى شركات أنتاج الأثاث تقوم  (4)

يشير إلى سعر الوحدة من النوع  yلنوع الأول، يشير إلى سعر الوحدة من ا xالرمز 

على  y,xعلى منتجات هذه الشركة دالة في  zفإذا كان حجم الطلب . الثاني

 :النحوالتالي

y
10

1
x

5

1
200)y,x(fz  
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 :المطلوب

من النوع الأول ثم أوجد مرونة  أوجد الطلب الحدي بالنسبة لسعر الوحدة -1

10yxالطلب عند  . 

أوجد الطلب الحدي بالنسبة لسعر الوحدة من النوع الثاني ثم أوجد مرونة  -2

10yxالطلب عند  . 

10yxأوجد المرونات الجزئية للطلب عندما  -3  ثم عقب على الناتج. 
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 Optimization Problemsمشاكل الأمثلية                   ( 4-4)

في الباب السابق تناولنا بالتفصيل عملية التفاضل بالنسبة للدالة في متغير واحد 

من حيث القيم العظمي والصغري  x(f(، كذلك تناولنا سلوك الدالة f)x(ولتكن الدالة 

نظراً لأهمية هذه القيم في حل العديد من المشاكل الاقتصادية، ( 5-3)لفصل في ا

 .الخ... السياسية، الاجتماعية، 

بالمثل يعتبر دراسة سلوك الدوال الرياضية متعددة المتغيرات ذو أهمية بالغة 

لمتخذ القرار، وتلعب المشتقات الجزئية التي تم تناولها في الفصول السابقة في هذا 

 .دور هام في دراسة سلوك الدوال متعددة المتغيرات الباب

ن م Decision Makerوتسمي المشاكل التي يرغب فيها متخذ القرار 

 Optimizationللمشكلة محل الدراسة بمشاكل الأمثلية  الوصول إلى الحل الأمثل

Problems  وفي . والصغري للدوالأتحديد القيم العظمي  فىحيث يرغب متخذ القرار

في نفس  من المشاكل الفعلية تكون الدوال دوال متعددة المتغيرات وغير خطية كثير

 .[31, 26 ]الوقت 

 Nonlinearويمكن تقسيم المشاكل متعددة المتغيرات غير الخطية 

Problems البرمجة غير الخطية مشاكل وعادة تسمي بNonlinear 

Programming Problems إلى نوعين هما: 

 .Unrestricted Problemsالمشاكل غير المقيدة : النوع الأول

 .Restricted Problemsالمشاكل المقيدة : النوع الثاني
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طرق حل المشاكل غير بعض أنواع ( 5-4)في القصل التالي وسوف نتناول 

 .بعض أنواع وطرق حل المشاكل المقيدة( 6-4)نتناول في الفصل  المقيدة، كذلك

لذكر أنه يمكن تحويل المشاكل المقيدة إلى أخري غير مقيدة ومما هو جدير با

ً  - والعكس صحيح أنه يمكن تحويل المشاكل غير المقيدة إلى أخرى مقيدة في فأيضا

 (.6-4)وسوف نوضح ذلك في الفصل  .بعض الحالات
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 القيم العظمي والصغري للدوال متعددة المتغيرات( 4-5)

Maxima& Minima Values of Several Variables Functions 

والقيم  Stationary Pointsفي الباب السابق تم تعريف وتحديد نقط الاستقرار 

وفي . للدالة في متغير واحد Maximum and Minimum Valuesالعظمي والصغري 

نتناول تعريف نقط الاستقرار والقيم العظمي والصغري للدالة متعددة  هذا الفصل سوف

 .[23] ثم نوضح كيفية الاستفادة من هذه النقط في المجالات التطبيقية –المتغيرات 

 (1-4)تعريف 

)y,x(ن النقطة فإ f)y,x(إذا فرضنا أن الدالة 
00

 يقال لها نقطة عظمي نسبية 

Relative (Local) Maximum Point إذا كان: 

     (4.11)    )yy,xx(f)y,x(f
0000

 

y,xحيث   مقادير صغيرة جداً تؤول إلى الصفر، أو بعبارة أخري: 

0y   ,   0x  

 (2-4)تعريف 

)y,x(ن النقطة فإ f)y,x(إذا فرضنا أن الدالة 
00

صغري نهاية يقال لها نقطة  

 :إذا كان Relative (Local) Minimum Pointنسبية 

     (4.12)    )yy,xx(f)y,x(f
0000

 

 (3-4)تعريف 



 المشتقات الجزئية وتطبيقاتها: القيم العظمي والصغري للدوال متعددة المتغيرات   الباب الرابع( 4-5)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 022-  

 :التالية Kكل من النقط أعتبرنا إذا 

)y,x(),.....,y,x(),y,x(
kk2211

 

)y,x(إن النقطة كل منها نقطة نهاية عظمي نسبية فبحيث  عظمي نهاية تسمي نقطة  **

 :إذا كانت Absolute (or Global) Maximum Pointمطلقة 

   (4.13)  )y,x(f),.....,y,x(f),y,x(f Max)y,x(f
kk2211

**  

 (4-4)تعريف 

)y,x(بالمثل تسمي النقطة   Absolute (orصغري مطلقة نهاية نقطة  **

Global) Minimum Point  كانتإذا: 

   (4.14)  )y,x(f),.....,y,x(f),y,x(f Mim)y,x(f
kk2211

**  

)y,x(),.....,y,x(),y,x(حيث كل نقطة من النقاط 
kk2211

صغري نهاية تمثل نقطة  

 .نسبية

بالنسبة للدالة في أكثر من متغيرين على النحو ( 4-4) –( 1-4)ويمكن تعميم التعريفات 

 :التالي

 (5-4)تعريف 

x,...,x,x(f(إذا فرضنا أن الدالة  n21
متغير فإن النقطة ( n)دالة في  

)x,...,x,x( \
n

\

2

\

1
 :عظمي نسبية إذا كاننهاية يقال لها نقطة  

   (4.15) )xx,...,xx,xx(f)x,...,x,x(f n
\
n2

\

21

\

1

\
n

\

2

\

1
 
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 :صغري نسبية إذا كاننهاية كذلك يقال لها نقطة 

   (4.16) )xx,...,xx,xx(f)x,...,x,x(f n
\
n2

\

21

\

1

\
n

\

2

\

1
 

 (6-4)تعريف 

)x,...,x,x( يقال أن النقطة *
n

*

2

*

1
 :عظمي مطلقة إذا كانتنهاية نقطة  

(4.17) ),...x,..,x,f(x),x,..,x,f(xMax)x,..,x,x(f (2)
n

(2)

2

(2)

1

(1)
n

(1)

2

(1)

1

*
n

*

2

*

1
 

x,...,x,(x(حيث  (1)
n

(1)

2

(1)

1
  ،)x,...,x,(x (2)

n
(2)

2

(2)

1
 .الخ نقط عظمي نسبية... ،  

)x,...,x,x(بالمثل يقال أن النقطة  *
n

*

2

*

1
 :صغري مطلقة إذا كانت نهاية نقطة 

(4.18) ),...x,..,x,f(x),x,..,x,f(xMin)x,..,x,x(f (2)
n

(2)

2

(2)

1

(1)
n

(1)

2

(1)

1

*
n

*

2

*

1
 

ي والصغري للدالة في من التعريفات المذكورة أعلاه نجد أن النقط العظم :ملحوظة

حالة خاصة للنقط العظمي  هي -( 5-3)الفصل التي سبق تناولها في  -متغير واحد 

ً تسمي وهذا . للدالة متعددة المتغيراتوالصغري  النقط العظمي والصغري للدالة أحيانا

ً  Extreme Pointsفية بالنقط الطر  .أيضا

وفيما يلي سوف نتناول النظريات التي يمكن باستخدامها تحديد النقط الطرفية 

 (.أو النقط العظمي والصغري للدالة)

 (1-4)نظرية 
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( أو النقط)لكي تكون النقطة  Necessary Conditionالشرط الضروري 

)x,...,x,x( *
n

*

2

*

1
للدالة  Stationary Pointsأستقرار ( أو نقط)نقطة  

)x,...,x,x(f n21
 :أن تكون 

   (4.19  )  1,2,...nj  ,    0
x

)x,...,x,x(f

)x,..,x,x(j

n21

*
n

*
2

*
1





 

تعني أن المشتقات الجزئية الأولي للدالة  nوعددها ( 4.19)ومجموعة المعادلات 

)x,...,x,x(f n21
,x(( أو النقط)عند النقطة   . . . ,x,x( *

n
*

2

*

1
. ب أن تساوي صفريج 

x,...,x,x(f(الأستقرار للدالة ( أو نقط)وبعبارة أخري للحصول على نقطة  n21
نوجد  

نحصل ( 4.19)المشتقات الجزئية الأولي ونساويها بالصفر ثم بحل مجموعة المعادلات 

 .الأستقرار( أو نقط)على نقطة 

 .[ 31 ]أنظر المرجع : الإثبات

أن نقطة الاستقرار قد تكون نقطة طرفية نهاية الباب السابق وكما ذكرنا في  :ملحوظة

وبالتالي لتحديد هل النقطة . Saddle Pointعظمي أو صغري، وقد تكون نقطة أرتكاز 

كما سوف  Sufficient Conditionعظمي أو صغري لأبد من تحقيق الشرط الكافي 

 .نوضح فيما بعد

 (7-4)مثال 

 :التالية y,x(f(أوجد نقط الاستقرار للدالة 

y2y5xy5yx)y,x(fz 22  
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 :لالح

على التوالي ثم  y، والمتغير xنوجد المشتقات الجزئية الأولي بالنسبة للمتغير 

 مساوتها بالصفر

(1)    02y5x2
x

z





 

(2)    05x5y2
y

z





 

 :بحلهما معاً نجد أن y,xمعادلتين خطيتين في ( 1)، ( 2)لاحظ أن المعادلتين ون

0y       ,        1x  

)4z,0y,1x(وبالتالي فإن النقطة   نقطة أستقرار. 

 (8-4)مثال 

 :حيث zأوجد نقط الاستقرار للدالة 

32132

3121

2

3

2

2

2

1321

x4x10x6xx5

xx2xx2xxx)x,x,x(fz




 

 :لالح

(1)     06x2x2x2
x

z
321

1





 

(2)          010x5x2x2
x

z
312

2





 

(3)    04x5x2x2
x

z
213

3





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 :نجد أن( 1) –( 3)وبحل المعادلات 

7

4
x     ,     

7

2
x     ,     

7

23
x

321


 

وبالتالي فإن النقطة






 





49

129
z,

7

4
x,

7

2
x,

7

23
x

321
 نقطة استقرار

تعريف . يد النقط الطرفية العظمي والصغريويتطلب تحديد الشرط الكافي لتحد

 .لمشتقات من الترتيب الثاني أولاً مصفوفة ا

 :مصفوفة المشتقات الثانية

 :حيث zإذا اعتبرنا الدالة 

)x,...,x,x(f n21
 

لترتيب الثاني ونرمز من المتغيرات فإن مصفوفة المشتقات الجزئية من ا( n)دالة في 

 :حيث Hلها بالرمز 

   (4.20)  

n.n

2
n

2

2n

2

1n

2

n2

2

2

2

2

12

2
n1

2

21

2

2

1

2

x

z
.....

xx

z

xx

z
::::

xx

z
.....

x

z

xx

z

xx

z
.....

xx

z

x

z

H































































 

وهي مصفوفة مربعة  Hessian Matrixالهيسينية بالمصفوفة  Hوتسمي المصفوفة 

من المصفوفات المربعة ( n)ومتماثلة ويمكن تجزئتها إلى عدد ( n.n)من الترتيب 

n21المتماثلة أيضاً 
h,...,h,h حيث: 
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   (4.21)      

1.1

2

1

2

1 x

z
h
















 

   (4.22)    

2.2

2

2

2

12

2
21

2

2

1

2

2

x

z

xx

z

xx

z

x

z

h



































 

rnحيث  rhوهكذا فإن   تصبح على النحو: 

   (4.23)      

r.r

2
r

2

2r

2

1r

2

r2

2

2

2

2

12

2
r1

2

21

2

2

1

2

r

x

z
.....

xx

z

xx

z
::::

xx

z
.....

x

z

xx

z

xx

z
.....

xx

z

x

z

h































































 

Hhrويلاحظ أن   

n21وتسمي محددات المصفوفات الجزئية 
h,...,h,h  بالمحيددات الأساسية

Principle Minors. 

 (2-4)نظرية 

x,...,x,x(f(إذا اعتبرنا الدالة  n21
متغير، فإن نقطة الاستقرار ( n)دالة في  

)x,...,x,x( *
n

*

2

*

1
: 

n21عظمي نسبية إذا كانت قيم المحيددات نهاية تكون نقطة  -1
h,...,h,h  عند

)x,...,x,x(النقطة  *
n

*

2

*

1
 :بحيث 
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(4.24   )    ,...0h,0h,0h
321
 

 أي قيمة سالبة يليها قيمة موجبة وهكذا

صغري نسبية إذا كانت قيم المحيددات نهاية تقرار نقطة نقطة الاس تكون -0

n21
h,...,h,h  عند نقطة الاستقرار)x,...,x,x( *

n
*

2

*

1
 :بحيث 

(4.25)    ,...0h,0h,0h
321
 

 أي قيمة كل منهم قيمة موجبة 

إذا لم يتحقق الشرطين السابقين في هذه النظرية فإن نقطة الاستقرار  -3

)x,...,x,x( *
n

*

2

*

1
لا تعتبر نقطة عظمي أو صغري وتكون نقطة أرتكاز  

Saddle Point. 

 .[ 31 ]أنظر المرجع : الإثبات

 (9-4)مثال 

 أوجد نقط الاستقرار للدالة التالية ثم حدد نوع كل منها

y20x15y5x3)y,x(fz 22  

 :الحل

ونساويها بالصفر على  y,xنوجد المشتقات الجزئية الأولي بالنسبة لكل من  -1

 :النحو التالي

2

5

6

15
x015x6

x

z





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2
10

20
x020y10

y

z





 

)ن النقطة وبالتالي فإ
4

155
z,2y,

2

5
x


) 

على النحو  Hالمشتقات الجزئية من الترتيب الثاني وتكون المصفوفة  نوجد -0

 :التالي











100

06
H 

 :وبالتالي فإن

066h
1

 

060
100

06
h

2
 

)وبالتالي فإن النقطة
4

155
z,2y,

2

5
x


 )نقطة نهاية صغري. 

 (11-4)مثال 

 أوجد نقط الاستقرار للدالة التالية ثم حدد نوع كل نقطة

2

332

2

221

2

1321
x6xx4x3xx3x)x,x,x(fy  

 :الحل

نساويها بالصفر للحصول على نقط نوجد المشتقات الجزئية الأولي ثم  -1

 :الاستقرار على النحو التالي

(1)    0x3x2
x

y
21

1





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(2)   0x4x6x3
x

y
321

2





 

(3)    0x12x4
x

y
32

3





 

 :نجد أن( 1) –( 3) بحل المعادلات

0xxx
321
 

)0y,0x,0x,0x(وبالتالي فإن النقطة 
321

 ستقرارنقطة ا. 

 :على النحو التالي Hمصفوفة المشتقات الثانية  نوجد -0























1240

463

032

H 

 :وبالتالي فإن

022h
1

 

03912
63

32
h

2





 

06810840)36(3)1636(2

120

43
3

124

46
2

1240

463

032

h
3









 

)0x,0x,0x(النقطة  إذن
321
  تعتبر نقطة ارتكازSaddle Point 

 .ليست عظمي أو صغريو
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 (11-4)مثال 

من من سلعة ما دالة في سعر بيع الوحدة ( y)إذا كان عدد الوحدات المطلوبة 

)السلعة 
1

x) وسعر الوحدة الواحدة من منتجين مكملين وليكونا ،(
32

x,x ) على

 :الترتيب حيث

321

3

3

3

2

3

1321
x75x25x27xx5.0x5000)x,x,x(fy  

المكملة التي تجعل الكمية أسعار السلع أوجد سعر الوحدة الواحدة من السلعة وكذلك 

 .المطلوبة من السلعة أكبر ما يمكن ثم عقب على الناتج

 :الحل

 :ثم مساوتها بالصفر yالمشتقات الجزئية للدالة نوجد نقط الاستقرار بإيجاد  -1

3x027x3
x

y
1

2

1

1





 

08.4x025x)3(5.0
x

y
2

2

2

2





 

5x075x3
x

y
3

2

3

3





 

823وبالتالي يكون لدينا عدد يساوي    على النحو التاليمن نقط الاستقرار: 

)5x , 08.4x , 3x(
321
  , )5x , 08.4x , 3x(

321
   

)5x , 08.4x , 3x(
321
  , )5x , 08.4x , 3x(

321
  
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)5x , 08.4x , 3x(
321

 , )5x , 08.4x , 3x(
321

  

)5x , 08.4x , 3x(
321
 , )5x , 08.4x , 3x(

321
  

وبما أن الأسعار 
321

x,x,x  قيم موجبة، وبالتالي فأننا نرفض جميع النقط التي

يكون فيها واحد على الأقل من 
321

x,x,x وبالتالي يكون لدينا نقطة .سالبة 

 :استقرار واحد مقبولة هي

)5x , 08.4x , 3x(
321
 

 :حيث H نوجد المصفوفة -0

























3

2

1

x600

0x30

00x6

H 

)5x , 08.4x , 3x(وعند نقطة الاستقرار 
321
 نجد أن: 

























3000

024.120

0012

H 

 وبما أن

01212h
1

 

0
24.120

012
h

2





 
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0

3000

024.120

0012

h
3









 

)5x , 08.4x , 3x(إذن النقطة 
321
  نقطة نهاية عظمي، وبالتالي

3xتكون الكمية المطلوبة أكبر ما يمكن عندما يكون سعر الوحدة من السلعة 
1
 ،

08.4xوسعر الوحدة من السلعتين المكملتين 
2
 ،5x

3
 لترتيب ى اعل

 :وتكون الكمية المطلوبة

5x,08.4x,3x(fy(537204.5372وحدة 
321

 

 (5)تمرين 

 :حدد القيم العظمي والصغري لكل دالة من الدوال التالية (1)

21

2

2

2

121
xxxx50)x,x(f1  

31

2

3

2

2321321
xx2x5xxx4x)x,x,x(f2  

15000x40

x90x60x5x15x10)x,x,x(f3

3

21

2

3

2

2

2

1321




 

2xxxx4xxx2)x,x,x(f4 2

331

2

221

2

1321
 

2

3

2

2

2

1321
xxx25)x,x,x(f5  

التي تنتجها أحدى  C,B,Aلثلاثة أنواع من المنتجات  نت دالة التكلفةإذا كا (2)

 :الشركات على النحو التالي
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000,800z1000

y900x400z20y30x10)z,y,x(C 222




 

 .عدد الوحدات من كل منتج على التوالي z,y,x: حيث

التكلفة أقل ما  تحديد الكميات التي يجب إنتاجها من كل نوع بحيث تكون: المطلوب

 .يمكن

 :لمنتجات أحدي الشركات على النحو y,x(R(دالة العائد السنوي  إذا كانت (3)

y240x300xy
4

1
y

8

3
x

4

1
)y,x(R 22  

على الترتيب، كذلك دالة التكلفة  B,Aهي عدد الوحدات من المنتج  y,xحيث 

 :حوعلى الن y,x(C(السنوية 

5000y140x180)y,x(C  

 :المطلوب

 .y,x(P(تحديد دالة الربح  -1

 .التي تجعل الربح السنوي أكبر ما يمكن y,xتحديد قيم  -0

د المسافات حيث تبع B,Aأحدي المحطات للتليفزيون تخدم مدينتين  إذا كانت( 4)

y,x  بالكيلومتر عن كل منB,A . والمطلوب تحديد موقع المحطة فإذا كانت الدالة

)y,x(f تشير إلى بعد المحطة عن المدينتين بالكيلومتر 

22

2222

)10y()10x(

)10y()20x()20y()30x()y,x(f




 

 .أقل ما يمكن y,x(f(لمسافة التي تجعل ا y,xأوجد 
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 Lagrange Methodطريقة لأجرانج                         ( 4-6)

في الفصل السابق تناولنا إيجاد القيم العظمي والصغري للدوال غير الخطية 

وتسمي عادة بمشاكل البرمجة غير الخطية غير المقيدة، أي الدوال التي لا تخضع 

وتوجد  –ضع لبعض القيود وفي هذا الفصل نتناول المشاكل غير الخطية التي تخ. لقيود

طرق متعددة لحل هذا النوع من المشاكل، سوف نتناول في هذا الفصل طريقة لأجرانج 

 (.4147-4376)نسبة إلى عالم الرياضيات لأجرانج 

وسوف نعتبر الحالة عندما تكون دالة الهدف تخضع لقيد في شكل معادلة 

Equality Constraint. 

 التي تجعل الدالة y,xلمشكلة إيجاد قيم إذا أعتبرنا ا :الحالة الأولي

     (4.26)     y)f(x,min.)Z or.(Max  

S.T. 

     (4.27)    C)y,x(g  

وتتلخص طريقة لأجرانج  -مشكلة مقيدة ( 4.27) –( 4.26)وتعتبر المشكلة 

y,x(L,(ك بتكوين دالة في تحويل المشكلة المقيدة إلى مشكلة غير مقيدة وذل   المسماه

 :دالة لأجرانج حيثب

   (4.28)        ]C)y,x(g[)y,x(f),y,x(L  

 .Lagrange Multiplierبمعامل لأجرانج  حيث يسمي 
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وتعتمد طريقة لأجرانج على أن القيم العظمي والصغري لدالة لأجرانج 

),y,x(L   هي نفس القيم العظمي والصغري للدالة)y,x(f  (. 4.27)تحت القيد

y,x(L,(ولتحديد القيم العظمي والصغري للدالة   نتبع الخطوات التالية: 

 :على النحو التالي نوجد المشتقات الجزئية التالية ونساويها بالصفر -4

(2.29)    


















































0)y,x(g
L

0
y

)y,x(g

y

)y,x(f

y

L

0
x

)y,x(g

x

)y,x(f

x

L

 

)y,x,(نحصل على نقطة أو نقط الأستقرار ( 2.29)المعادلات  وبحل -2 ***  

Stationary Points  للدالة),y,x(L   التي هي نقط أستقرار للدالة)y,x(f. 

)y,x(( أو النقط)نوع النقطة  لتحديد -7 ر ذلك نكون عظمي أو صغري أو غي **

وسوف نرمز  Bordered Hessian Matrixية ودالمصفوفة الهيسية الحد

لها بالرمز 
B

H  عند النقطة),y,x( ***  حيث: 

(4.30)  



























































2

22

2

2

2

B

y

),y,x(L

xy

),y,x(L

y

)y,x(g

yx

),y,x(L

x

),y,x(L

x

)y,x(g

y

)y,x(g

x

)y,x(g
0

H 

قيمة المحدد  نوجد -4
B

H  عند النقطة),y,x( ***  
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0Hا كان إذ - أ
B
  تكون النقطة نهاية عظميMaximum Point. 

0Hإذا كان  - ب
B
  تكون النقطة نهاية صغريMinimum Point. 

 (21-4)مثال 

 :أعتبر المشكلة التالية

4y2x               

S.T.        

xx50)y,x(fZ.Max 2

2

2

1





 

 أوجد الحل باستخدام طريقة لأجرانج

 :الحل

y,x(L,(نكون دالة لأجرانج  -4  حبث: 

)4yx2(xx50),y,x(L 2

2

2

1
 

 نوجد المشتقات الجزئية ونساويها بالصفر -2

  

(3)         0)4yx2(
L

(2)                0y2
y

L

(1)              02x2
x

L






























 

 :نحصل على (1) – (3)بحل المعادلات  -7

6.1    ,    8.0y    ,    6.1x ***  
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ية ودالمصفوفة الهيسية الحدنوجد  -4
B

H حيث: 

3.3

B

201

022

120

H



















 

10Hبما أن و -5
B
 0أن  أيH

B
 

)z , 0.8y , 6.1x(46.8إذن النقطة   نقطة نهاية عظمي. 

n21إذا أعتبرنا المشكلة إيجاد قيم  :الحالة الثانية
x,.....,x,x التي تجعل الدالة 

     (4.31)   )x,.....,x,xf(min.)Z or.(Max n21
 

S.T. 

     (4.32)  C)x,.....,x,x(g n21
 

,x,(( أو النقط)فللحصول على النقطة  . . . ,x,x( **
n

*

2

*

1
  التي تجعل الدالةZ  نهاية

 :نتبع الخطوات التالية( 4.23)عظمي أو صغري تحت القيد 

x,...,x,x(L,(إيجاد دالة لأجرانج -4 n21
 حيث: 

(4.33 )]C)x,..,x,x(g[)x,..,x,x(f),x,..,x,x(L n21n21n21
 

 ونساويها بالصفر Lالمشتقات الجزئية الأولي للدالة  وجدن -2

(4.34)    




















                     0
L

n1,2,...,j  ,     0
x

L

j 

)x,...,x,x,(نحصل على نقط الأستقرار ( 4.34)المعادلات  بحل -7 **
n

*

2

*

1
. 
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)x,...,x,x,(المصفوفة الهيسية عند النقطة  نكون -4 **
n

*

2

*

1
 على النحو: 

(4.35)  

)1n)(1n(

2
n

2

2n

2

1n

2

n

n2

2

2

2

2

12

2

2

n1

2

21

2

2

1

2

1

n21

B

x

L
...

xx

L

xx

L

x

g
:...:::

xx

L
...

x

L

xx

L

x

g

xx

L
...

xx

L

x

L

x

g

x

g
...

x

g

x

g
0

H






























































































 

)x,...,x,x,(( أو النقط)نوع النقطة  لتحديد -5 **
n

*

2

*

1
  نوجد المحيددات الرئيسية

للمصفوفة 
B

H فإذا أعتبرنا المحيددات الرئيسية هي ،n2
H , ... , H  عند

 :حيثبالنقطة 

(4.36)    

3.3

2

2

2

12

2

2

21

2

2

1

2

1

21

2

x

L

xx

L

x

g

xx

L

x

L

x

g

x

g

x

g
0

H



























































 
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(4.37)     

4.4

2

3

2

23

2

13

2

3

32

2

2

2

2

12

2

2

31

2

21

2

2

1

2

1

321

3

x

L

xx

L

xx

L

x

g

xx

L

x

L

xx

L

x

g

xx

L

xx

L

x

L

x

g

x

g

x

g

x

g
0

H



























































































 

 :وهكذا حيث

(4.38)

)1n).(1n(

2
n

2

2n

2

1n

2

n

n2

2

2

2

2

12

2

2

n1

2

21

2

2

1

2

1

n21

Bn

x

L
...

xx

L

xx

L

x

g
:...:::

xx

L
...

x

L

xx

L

x

g

xx

L
...

xx

L

x

L

x

g

x

g
...

x

g

x

g
0

HH






























































































 

 إذا كان -6

(4.39)       .... , 0H , 0H , 0H
432
 

)x,...,x,x,(تكون النقطة  **
n

*

2

*

1
 نقطة نهاية عظمي. 

 :وإذا كان

(4.40)       0H , .... , 0H , 0H n32
 

)x,...,x,x,(تكون النقطة  **
n

*

2

*

1
 غرينقطة نهاية ص. 
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 (21-4)مثال 

 :أعتبر المشكلة التالية

321321
xxx30)x,x,x(fZ.Max  

S.T. 

24x3x2x
321
 

 :الحل

 نكون دالة لأجرانج -4

]24x3x2x[xxx30),x,x,x(L
321321321
 

 المشتقات الجزئية الأولي ونساويها بالصفر نوجد -2

(1)    0xx30
x

L
32

1





 

(2)         02xx30
x

L
31

2





 

(3)          03xx30
x

L
21

3





 

(4)    0]24x3x2x[
L

321





 

 :نجد أن( 1) –( 4)المعادلات بحل 

320  ,  8x  ,  
2

8
x  ,  

3

8
x

123
 

المصفوفة الهيسية الحدودية  نوجد -7
B

H عند النقطة: 

320 , 
3

8
x , 

2

8
x , 8x

321
 
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

















































































































02401203

2400802

1208001

3210

x

L

xx

L

xx

L

x

g

xx

L

x

L

xx

L

x

g

xx

L

xx

L

x

L

x

g

x

g

x

g

x

g
0

H

4.4

2

3

2

23

2

13

2

3

32

2

2

2

2

12

2

2

31

2

21

2

2

1

2

1

321

B

 

 وبالتالي -4

0160160
802

01
2

02

801
1

0802

8001

210

H
2

 

057600672004608000

2401203

0802

8001

3

01202

240801

12001

2

0240120

240080

120800

1

02401203

2400802

1208001

3210

H
3






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0H :وبما أن
2
  ،0H

3
 

 , 2560zإذن النقطة 
3

8
x , 

2

8
x , 8x

321
  أرتكاز وليست نقطة

 .أو صغري نهاية عظمينقطة 

لأجرانج تعتبر بسيطة ولكنها قد تفشل عندما تكون معادلات الاستقرار  ورغم أن طريقة

 .Analyticalلات غير خطية يصعب حلها معاد

 (6)تمرين 

 استخدام طريقة لأجرانج أوجد النقط الطرفية ثم حدد نوع كل منها (2)

100xx                              

S.T.                      

xx20x2x3)x,x(f )1

21

21

2

2

2

121





 

6xx                              

S.T.                      

xx)x,x(f )2

21

2121





 

42xx                              

S.T.                      

x6xx3x)x,x(f )3

21

221

2

121





 

16xx                              

S.T.                      

xx6xx24)x,x(f )4

21

2

1

2

22121




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6x2xx                              

S.T.                      

xxx)x,x,x(f )5

321

2

3

2

2

2

1321





 

16x4x3x                              

S.T.                      

xx2xxx)x,x,x(f )6

321

2

3

2

221

2

1321





 

18x3x2x                              

S.T.                      

xxx)x,x,x(f )7

321

321321





 

 Cفإذا كانت دالة التكلفة . B,Aنتاج نوعين من المنتجات دي الشركات بإأح تقوم (1)

ت ، وعدد الوحدا(x)ونرمز لها بالرمز  Aدالة في عدد الوحدات المنتجة من النوع 

 :على النحو التالي( y)ونرمز لها بالرمز  Bالمنتجة من النوع 

1000yxyx2)y,x(C 22  

 .وحدة من النوعين معا   500فإذا كان المطلوب إنتاج عدد 

 .حدد عدد الوحدات من كل نوع بحيث تكون التكلفة أقل ما يمكن: المطلوب

فإذا كانت دالة الإيراد . B,Aأحدي الشركان بإنتاج نوعين من المنتجات  تقوم( 7)

 :على النحو التالي y,x(R(السنوية 

22 y8y1960x4x400R  

ذا كان عدد فإ. على الترتيب B,Aعدد الوحدات المباعة من النوع  y,xحيث 

 .وحدة 10,000الوحدات المباعة سنويا  يساوي 

 .الذي يجعل دالة الإيراد أكبر ما يمكن y,xحدد العدد  :المطلوب
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 Applied Examplesأمثلة تطبيقية                            ( 4-7)

  (1-4)تطبيق 

فإذا كان الربح السنوي . B,Aتنتج أحدي الشركات نوعين من المنتجات 

بالرمز للشركة دالة في عدد الوحدات المنتجة من كل نوع، فإذا رمزنا لدالة الربح 

)y,x(R حيث: 

xy2y3x21200)y,x(R 22  

 :المطلوب

عندما  Aأوجد الربح الحدي بالنسبة لعدد الوحدات المنتجة من النوع  -1

100y , 100x  - ب على الناتجثم عق. 

عندما  Bأوجد الربح الحدي بالنسبة لعدد الوحدات المنتجة من النوع  -2

100y , 100x  - ب على الناتجثم عق. 

 .حدد أي نوع من المنتجات أفضل للمنتج زيادة الأنتاج منه -3

 الحل

يساوي  Aالربح الحدي بالنسبة لعدد الوحدات المنتجة من النوع  -1
x

R




 :حيث 

y2x4
x

R





 

100y , 100xعندما   فإن: 

4)100(2)100(600200400جنيه
x

R





 

بوحدة واحدة عند  Aعدد الوحدات من النوع ( أو نقص)في حالة زيادة وهذا يعني 

100y , 100xمستوي الانتاج    ( أو نقص)فإن ذلك سوف يؤدي إلى زيادة

 .جنيه 600الربح بـ 
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يساوي  Bبالنسبة لعدد الوحدات المنتجة من النوع بالمثل الربح الحدي  -2
y

R




 :حيث 

x2y6
y

R





 

100y , 100xعند مستوي الانتاج   فإن: 

6)100(2)100(800جنيه
y

R





 

بوحدة واحدة عند  Bعدد الوحدات من النوع ( أو نقص)وهذا يعني في حالة زيادة 

100y , 100xمستوي الانتاج    ( أو نقص)فإن ذلك سوف يؤدي إلى زيادة

 جنيه 800الربح بـ 

أكبر من الربح الحدي للمنتج  Bنجد أن الربح الحدي بالنسبة للمنتج ( 2)و ( 1)من  -3

A 100ستوي الانتاج عند مy , 100x  وبالتالي يكون أفضل للمنتج زيادة ،

 .Bالأنتاج من النوع 

  (2-4)تطبيق 

بمقدار ( بالألف جنيه)في أحدي الشركات ترتبط أيرادات الشركة السنوية 

على  y,x(R( فإذا كانت دالة الأيراد( بالألف جنيه)على المنفق من الدعاية المنفق 

 :النحو

xy10y20x10y49000,50)y,x(R 22  

تشير إلى المنفق على  yتشير إلى المنفق على الدعاية عن طريق التليفزيون،  xحيث 

 .باقي وسائل الدعاية الأخري

 :المطلوب



 المشتقات الجزئية وتطبيقاتها: أمثلة تطبيقية                                               الباب الرابع( 4-7)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 224-  

 .أوجد أقل أيراد ممكن -1

أوجد أقل أيراد . ألف جنيه10على وسائل الأعلان بساوي إذا كان أقصي أنفاق  -2

 .ممكن الوصول إليه

 الحل

1 ) 

 نوجد نقط الاستقرار -1

(1)   0y10x20
x

R





 

(2)     010y4049
y

R





 

 :نجد أن( 2)، ( 1)بحل المعادلتين 

4.1y     ,     7.0x  

4.1y , 7.0x)عند النقطة  Hنوجد المصفوفة الهيسية  -2 )  على النحو

 :التالي


















































4010

1020

y

R

xy

R

yx

R

x

R

H

2

22

2

2

2

 

 :بما أن -3

020H
1

 

0700100800H
2

 
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4.1y , 7.0x)أقل أيراد ممكن عند النقطة  وبالتالي -4 ) وفي هذه الحالة ،

 :ساويت Rقيمة الأيراد 

49,965,700جنيه

20)4.1(10)7.0)(4.1(7.965,49جنيه ألف

)7.0(10)4.1(49000,50)4.1y,7.0x(R

2

2







 

2 ) 

10y      x                    

S.T.                   

xy10y20x10y49000,50)y,x(R.Min 22





 

 :نكون دالة لأجرانج على النحو التالي -1

]10yx[

xy10y20x10y4950000),y,x(L 22




 

y,x(L,(للدالة  نوجد نقط الاستقرار -2  ثم نساويها بالصفر 

(1)    0y10x20
x

L





 

(2)   0x10y4049
y

L





 

(3)         010yx
L





 

 :نجد أن( 1) –( 3)المعادلات وبحل 

69.2     ,     36.4y     ,     64.5x  
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المصفوفة الهيسية الحدودية  نكون -3
B

H حيث: 





















40101

10201

110

H
B

 

0203050)2010(50

101

201
1

401

101
1

40101

10201

110

H
B












 

0H :وبما أن
B
  

36.4y , 64.5xإذن النقطة   نقطة نهاية صغري. 

  (3-4)تطبيق 

 :حيث yأوجد نقط الاستقرار للدالة 

5x6xx2xx6x2)x,x,x(fy 2

3

2

2231

3

1321
 

 .ثم حدد نقط النهاية العظمي والصغري

 الحل

 المعادلات التفاضلية الجزئية الأولي ونساويها بالصفرنوجد  -1

(1)     0x6x6
x

y
3

2

1

1





 

(2)         0x22
x

y
2

2





 

(3)     0x12x6
x

y
31

3





 

 :نجد( 1) –( 3)المعادلات وبحل 
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)(1/2,1,1/4  ,  )0,1,0( 

 :حيث Hالهيسية المصفوفة  نوجد -2

























1200

020

00x12

H
1

 

 :نجد أن )0,1,0(النقطة  عند -3

0)0(12H
1

 

0
20

00

20

0x12
H

1

2








 

72

1200

020

000

1200

020

00x12

H
1

3












 

72H  ,  0H  ,  0H :وبما ان
321
 

 .ليست عظمي أو صغريونقطة استقرار  )0,1,0(إذن النقطة 

 )4/1,1,2/1(عند النقطة   Hالمصفوفة  نوجد -4

























1206

020

006

H 

 :حيث

066H
1

 
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012
20

06
H

2





 

072

1206

020

006

H
3









 

0H  ,  0H  ,  0H: وبما ان
321
 

 .نقطة نهاية عظمي )4/1,1,2/1(إذن النقطة 

  (4-4)تطبيق 

فإذا كانت دالة الأيراد . B,Aتقوم أحدي الشركات بإنتاج نوعين من المنتجات 

 :بالألف جنيه على النحو النالي y,x(R( السنوي

22 y8y1952x4x400)y,x(R  

 .على الترتيب( بالألف وحدة) B,Aعدد الوحدات المنتجة من  y,xحيث 

 :المطلوب

 .أوجد أقصي أيراد ممكن -1

 .وجد أقصي ربح يمكن تحقيقهثم أ y,x(P(أوجد دالة الربح  -2

 الحل

 نهاية عظمي، أي y,x(R(التي تجعل الدالة  y,xلتحديد فيم  ( أ

22 y8y1952x4x400)y,x(R.Max  

 نوجد المشتقات الجزئية الأولي ونساويها بالصفر
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50x0x8400
x

R





 

122y0y161952
y

R





 

)R(50.122) , 122y , 50x(129,072إذن النقطة   

)R(50.122) , 122y , 50x(129,072نوع النقطة  لتحديد ( ب  

 عند النقطة Hنوجد المصفوفة 











160

08
H 

 :نجد أن

088H
1

 

0128
160

08
H

2



 

)R(50.122) , 122y , 50x(129,072إذن النقطة    نقطة نهاية

جنيه  129072000ألف جنيه أي ( 129072)ح إلى عظمي، أي لكى يصل الرب

50xألف وحدة )يجب إنتاج عدد  ) ساوي الانتاج من الوحدات أي يA 

 .Bوحدة من المنتج  122,000وحدة، وعدد  50,000

  (5-4)تطبيق 

من ( B)وطبعات عادية ( A)رة تقوم أحدي دور النشر بطرح طبعات فاخ

 xحيث  y,x(R(أحدي القواميس، فإذا كان العائد اليومي للمبيعات بالجنيه يساوي 

د النسخ المباعة من الطبعة عد yتشير إلى عدد النسخ المباعة من الطبعة الفاخرة، 
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من  y,xتشير إلى دالة التكلفة اليومية لعدد  y,x(C(العادية، كذلك إذا كانت 

 :المطبوعات حيث

y15x20xy002.0y003.0x005.0)y,x(R 22  

200y3x6)y,x(C  

 :المطلوب

 .أوجد دالة الربح اليومي -1

ة لعدد النسخ من الطبعة الفاخرة عندما أوجد الربح الهامشي بالنسب -2

1000y , 100x . 

أوجد الربح الهامشي بالنسبة لعدد النسخ من الطبعة العادية عندما  -3

200y , 100x . 

حتى يصل الربح اليومي  B,Aأوجد عدد الوحدات التي يجب بيعها يومياً من  -4

 .ثم عقب على التايج -إلى أكبر قيمة ممكنة 

 الحل

 :فنجد أن y,x(P(إذا أشرنا إلى دالة الربح بالرمز  -1

200y12x14xy002.0y003.0x005.0

200y3x6y15

x20xy002.0y003.0x005.0

)y,x(C)y,x(R)y,x(P

22

22









 

الهامشي بالنسبة لعدد الوحدات الفاخرة  الربح -2
x

P




 :حيث 
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20y002.0x010.0
x

P





 

1000y , 100xعندما   

17202120)1000(002.0)100(010.0
x

P





 

 جنيه

وهذا يعني أن زيادة المطروح للبيع نسخة واحدة من الطبعة الفاخرة سوف يؤدي 

1000y , 100xجنيه وذلك عند طرح عدد  7إلى زيادة الربح بـ  . 

الهامشي لعدد النسخ من الطبعة العادية الربح  بالمثل -3
y

P




 :حيث 

12x002.0y006.0
y

P





 

1000y , 100x عند النقطة  نجد أن: 

4.13جنيه

122.02.112)100(002.0)200(006.0
y

P








 

نقص الربح سوف يؤدي إلى العادية وهذا يعني أن زيادة نسخة واحدة من الطبعة 

يكون عدد النسخ المطبوعة من الطبعة الفاخرة  ماجنيه وذلك عند 13.4 بما يساوي

010x   200والطبعة العاديةy . 
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 استخدام الحزمة الرياضية( 4-8)

Using The Mathematical Package 

في  Maple 11في هذا الفصل سوف نتناول بأسلوب مبسط استخدام حزمة 

x,...,x,x,x(f(إيجاد المشتقات الجزئية من ترتيب معين للدالة  n321
وتعتبر الدالة  

)x(f  الدالة في متغير واحدSingle Variable Function  حالة خاصة من الدالة

)x,...,x,x,x(f n321
. 

 :نتبع الخطوات التالية Maple 11المشتقات باستخدام ولإيجاد 

فتظهر الصفحة  –( 1)كما هو موضح في ملحق  Maple 11فتح برنامج  -1

 (.1-4)التالية الموضحة في شكل 

 
 (1-4)شكل 
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في المستطيل في يسار الصفحة  Differentiationيتم كتابة ( 1-4) في شكل -4

 (.4-4)فيظهر شكل  Search، ثم نضغط على (1-4)بشكل 

 
 (4-4)شكل 

يوجد توصيف لأوامر ادخال البيانات وعديد ( 4-4)الصفحة في شكل  في يمين -3

 .وفيما يلي بعض من أوامر الأدخال. من الأمثلة المحلوله

  إذا كان المطلوب)x(f
dx

d
 :التالي مر أدخال البيانات يكون على النحوفإن أ 

(4.41                    )  x);(f(x), diff 

  كذلك إذا كان المطلوب)x(f
dx

d
n

n

 :فإن أمر أدخال البيانات يكون على النحو 

(4.42                    )  x$n);(f(x), diff 
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 أو

(4.43)      );xx,...,x,(f(x), diff

n

 

  كذلك إذا كان المطلوب
yx

)y,x(f2




 :فإن أمر أدخال البيانات يكون على النحو 

(4.44                    )  y);x,y),(f(x, diff 

  بالمثل كذلك إذا كان المطلوب
mn

mn

yx

)y,x(f



 

فإن أمر أدخال البيانات يكون  

 :على النحو

(4.45)                               [y$m]);[x$n],y),(f(x, diff 

 أو

(4.46)     ]);yy,...,y,[,x]x,...,[x,y),(f(x, diff

mn

 

x,...,x,x(f(بالنسبة لأوامر الأدخال بالنسبة للدالة  وهكذا n31
للحصول على  

 .بالنسبة لمتغيرات معينة Derivativesالمشتقات 

من ترتيب معين باستخدام  (أو المشتقات)يمكن تنفيذ عملية التفاضل وكما سبق 

- :بطريقتين Maple 11حزمة 

 الطريقة الأولي

 .هذه الطريقة المجيدين لكتابة الأوامر في الحزمةويستخدم 

فيظهر  –( 4-4)من الشريط أسفل الصفحة في شكل  Maple 11يتم استدعاء  -4

 (.3-4)حيث يوجد المستطيل النشط كما هو موضح بشكل ( 3-4)شكل 
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 (3-4)شكل 

بالأسلوب الموضح في )في المستطيل النشط أوامر أدخال البيانات  بيكت -5

 .ة الدالة المطلوب تفاضلهاوكتاب ((4)الخطوة 

 .فيظهر الناتج المطلوب Enterغط على مفتاح ثم نض -6

 الطريقة الثانية

هذه الطريقة بالنسبة للمستخدمين للحزمة من غير المجيدين الأجادة المطلوبة وتستخدم 

 :فإنه يمكن أتباع ما يلي. بالنسبة لكتابة أوامر الأدخال

والتي تتماثل فيها العملية التفاضلية في )من الأمثلة المحلوله  Copyأخذ نسخة  -4

أرجع إلى )وصيف في صفحة الت( المثال المحلول مع العملية المطلوب إجرائها

 (.3الخطوة 
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فيظهر شكل ( 4-4)الصفحة بشكل من الشريط أسفل  Maple 11أستدعاء  -5

 .حيث يوجد المستطيل النشط( 4-3)

 .الأمثلة المحلولة في المستطيل النشط Pasteلصق  -6

المتماثل فيه العملية التفاضلية مع العملية )المثال المحلول  مسح الدالة في -7

وسوف نوضح ذلك  -وكتابة الدالة المطلوب إيجاد مشتقاتها ( ئهاالمطلوب إجرا

 .من خلال الأمثلة التالية

 .فيظهر الحل Enterالضغط على مفتاح  -8

 (44-4)مثال 

x(f(أوجد 
dx

d
 :، حيث

4x)x(f  

 الحل

كما هو  Maple 11بإتباع أحدي الطريقتين أعلاه نحصل على الحل باستخدام 

 (5-4)موضح في شكل 
 

 

 (5-4)شكل 

 (41-4)مثال 

أوجد 
2

2

x

)y,x(f




 :، حيث

> diff(x^4,x);                                4x
3
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10x5x2)x(f 32  

 الحل

 :بالمثل باستخدام أحدي الطريقتين نجد الحل الموضح في الشكل التالي
 

 

 (6-4)شكل 

 (41-4)مثال 

أوجد 
zyx

)z,y,x(f3




 :، حيث

223354 zy4yzx2zy2x100)z,y,x(f  

 الحل

 :بالمثل باستخدام أحدي الطريقتين نجد الحل الموضح في الشكل التالي
 

 

 (7-4)شكل 

 (47-4)مثال 

 :أوجد تفاضل كل من الدوال التالية Maple 11باستخدام 

)x2xln()x(f 2 25   
5xe)x(f 1  

> diff(100*x^4+2*y^5+z^3+2*x^3*z+4*y^2*z^2+4*y^2*z^2,[x,y,z]); 

6x2 

 

> diff(2*x^2+5*y^3,x,x);          4 
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 الحل

 :الشكل التالي يوضح أوامر الأدخال والحل
 

 

 (8-4)شكل 

 (48-4)مثال 

 :ما يلي أوجد Maple 11باستخدام 

)e7x5x(ln
dx

d x2 1)  

)e7x5x(ln
dx

d x2

2

2

2)  














zx9x10

xln5x3

dx

d
35

22

3)  

 الحل

 :الشكل التالي يوضح أوامر الأدخال والحل
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 (9-4)كل ش
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 Exercisesتمرينات                                             ( 4-9)

 حدد نقط الاستقرار لكل دالة من الدوال التالية ثم حدد نوع كل نقطة (4-1)

22 y3x21)y,x(f1  

1yxy2x)y,x(f2 22  

1y4x2yx)y,x(f3 22  

1y8x4yz3

xz5xy2z3y2x)z,y,x(f4 222




 

5xz3xy3z2yx2)z,y,x(f5 233  

2x6x4y12y7y5)y,x(f6 223  

y

2

x

4
xy)y,x(f7  

22 eyx)y,x(f8  

xy
y

x
)y,x(f9

2
 

22 yxe)y,x(f10  

)yx1ln()y,x(f11 22  

2y2xlnxy)y,x(f12  
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 :لحل المشاكل التاليةأستخدم طريقة لأجرانج  (4-2)

1y       x          

S.T.           

yx2)y,x(fZ.Min )1 22





 

12000       xyz          

S.T.           

xz8yz6xy2)z,y,x(f.Min )2





 

0230-y       x          

S.T.           

500y100x120xy
4

1
y

8

3
x

4

1
)y,x(f.Max )3 22








 

060,000y300200x                 

S.T.           

yx100)y,x(Maxf )4 4/14/3





 

01-y       x          

S.T.           

xyyx)y,x(f.Min )5 22





 

ً للأنفاق على الأعلان  (4-3) في أحدي الشركات كان أجمالي المخصص شهريا

 xيساوي  TVفإذا كان المخصص على الأعلان في . جنيه 60,000يساوي 

( بالجنيه)الإيرادات حيث تعتبر الشركة أن قيمة  .yوالمخصص لباقي وسائل الأعلان 

 :على النحو التالي y,xمن المبيعات دالة في كل من 

4/34/1 yx90)y,x(fZ  

 .y,xحدد كل من 



 المشتقات الجزئية وتطبيقاتها: الرابعالباب                                                تمرينات     ( 4-9)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 242-  

فإذا . من التليفزيون المحمول C,B,Aثلاثة نماذج  تقوم أحدي الشركات بإنتاج (4-4)

من الأنواع الثلاثة على النحو  z,y,xمن بيع عدد ( بالألف جنيه)كان الإيراد اليومي 

 :التالي

22 y4xz                 

S.T.           

z3y2x)z,y,x(R





 

 .أوجد أقصي أيراد ممكن

 :ليفي الحصول على ما ي Maple 11أستخدم  (4-5)

)x9xlnex(
x

 1 7-35x3

2

2





 

 523
2

y9)yxln(7yx5
yx

 2 



 



















3x10

x9)5xln(8

x
 3

2

3

5

5

 

 422zx

2

3

z15zxe7
zx

 4
2





 
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            Concept of Integration         مفهوم التكامل( 5-1)

في الباب الثالث تناولنا بالتفصيل عملية التفاضل، فإذا فرضنا أن 

dx

)x(df
)x(f   هي المشتقة الأولي للدالة)x(f التفاضل يتم الحصول على  مفباستخدا

 .x(f(للدالة  f)x(المشتقة الأولي 

أي عملية الحصول على  Antiderivativeوتسمى العملية العكسية للتفاضل 

. Integration Processبعملية التكامل  x(f(باستخدام المشتقة لها  f)x(الدالة 

 .العكسية للتفاضل وبالتالي فعملية التكامل هي العملية

على النحو  x(f(وكما أشرنا في الباب الثالث إلى عملية أجراء التفاضل للدالة 

 :التالي

)x(f                 أو
dx

)x(df
 

أو  x(f(فإن عملية أجراء التكامل للدالة 
dx

)x(df
 :يشار إليها على النحو التالي 

(5.1                          )      dx)x(f 

 .xبالنسبة للمتغير  x(f(وتقرأ تكامل الدالة 

 .والشكل التالي يوضح المدخلات والمخرجات لعمليتي التفاضل والتكامل
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 (1-5)كل ش

 :حيث x(f(هي المشتقة الأولي للدالة  f)x(إذا فرضنا أن 

10 )x(f 

باستخدام عملية التكامل على النحو  x(f(وبالتالي فإنه يمكن الحصول على الدالة 

 :التالي

         xdx)x(f 1010   

 أو

11010   xdx)x(f 

 أو

        51010   xdx)x(f 

 أو
: 
: 

 على النحو x(f(وبصفة عامة يمكن كتابة الدالة 

 

 المدخل            المخرج
 

)x(f             )x(f 

 

 
 

)x(f             )x(f 

 

عملية التفاضل 

dx

)x(df
 

عملية التكامل 

  dx)x(f  



 (ية للمشتقاتالعملية العكس)التكامل : الباب الخامس                                   مفهوم التكامل (5-1)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 274-  

cx)x(f  10 

 .Constant of Integrationمقدار ثابت يسمى بثابت التكامل  cحيث 

 (1-5)مثال 

 :تقات التاليةأوجد الدوال التى لها المش

34 45 xx)x(f  2)    53  x)x(f 1) 

 الحل

53 :بما أن -1  x)x(f  فإن: 

cxxdx)x()x(f   5
2

3
53 2

 

34: بما أن -2 45 xx)x(f   فإن: 

cxxcxxdx)xx()x(f  
454534

4

4

5

5
45 

 (2-5)مثال 

لإحدى المنتجات دالة في  x(f Marginal Cost(إذا كانت دالة التكلفة الحدية 

 :على النحو التالي xعدد الوحدات المنتجة 

x)x(f  300 

 :المطلوب
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 .x(f(اوجد دالة التكلفة  -1

 cجنية، أوجد قيمة ثابت التكامل  10000وحدات تساوى  10إذا كانت تكلفة  -2

 الحل

x)x(f: بما أن -1   :فإن  300

cx x300dx )x()x(f  
2

2

1
300 

1000010: وبما أن -2  )x(f  فإن: 

c                       

c)()()x(f





503000

10
2

1
103001000010 2

 

6950c 
 جنيه   

 (3-5)مثال 

لإحدى المنتجات هي دالة  Marginal Revenueإذا كانت دالة العائد الحدي 

 :على النحو التالي xفي عدد الوحدات المنتجة 

)x()x(f  500 

 .x=5عندما  50000أوجد دالة العائد إذا كان العائد يساوى : المطلوب

 الحل

x)x(f: بما أن   :فإن 500
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cx x500dx )x()x(f  
2

2

1
500 

500005: وبما ان  )x(f فإن: 

547487

52512

51225005
2

1
5500500005 2

.c                

c.                     

c.c)()()x(f







 

 :هي x=5عندما  50000وى وبالتالي فإن دالة العائد إذا كان العائد يسا

547487
2

1 2 .x x500)x(f  

 (4-5)مثال 

 :على النحو التالي x(f(إذا كانت المشتقة الأولي للدالة 
215 )x()x(f  

 .x(f(أوجد الدالة 

 :الحل

 :بما أن

cxxx                     

dx )xx(dx 1)-(5xdx )x(f)x(f 2



 
23

2

2

10

3

25

11025

 

 .ثابت التكامل cحيث 

 :ق يمكن تعريف عملية التكامل من خلال النظرية التاليةمما سب

 (1-5)نظرية 
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 فإن xدالة متصلة في المتغير  x(f(إذا كانت الدالة 

(5.2                                                 )c)x(fdx )x(f  

مقدار ثابت،  cحيث 
dx

)x(df
)x(f/  

 .[14]أنظر المرجع : باتالإث

 (1) نتمري

 :في كل حالة من الحالات التالية x(f(أوجد الدالة  -1

103  x)x(f 2)       100 )x(f 1)  

3

3x
)x(f  4)           x)x(f 5 3)  

25 2  x)x(f 6)         
5

x
)x(f  5)  

xxx)x(f 523  8)    8 x)x(f 5 7)  

220 315  xx)x(f 10)        109  x)x(f 9)  

 x(f(في كل حالة من الحالات التالية عند النقطة التي تحقق  f)x(أوجد الدالة  -2

 :في كل حالة

(1,30)  ,            )x(f 30 1)  

(-2,10)  ,                x)x(f 10 2)  
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(3,-9)  ,         xx)x(f 29  3)  

(-2,100)  ,                 x)x(f 25 4)  

(2.20)  ,                x)x(f 3 5 5)  

. xدالة في عدد الوحدات المباعة  x(f(إذا كان العائد الحدي لأحد المنتجات  -3

 .xكدالة في حدد العائد الكلي 

دالة في عدد الوحدات  x(C(إذا كانت دالة التكلفة الحدية لأحد المنتجات  -4

 :على النحو التالي xالمنتجة 

100010  x)x(C 

 .جنيه90,000وحدة تساوى  50حيث أن تكلفة  –اوجد دالة التكلفة الكلية 

دالة في عدد الوحدات المباعة  x(P(إذا كان الربح الهامشي لأحدى المنتجات  -5

x حيث: 

1005  x)x(P 

 .وحدة 250جنيه في حالة بيع  20000حيث أن الربح يساوي  –أوجد دالة الربح 
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 Basic Rules Of Integration    القواعد الأساسية للتكامل( 5-2)

سوف نقدم في هذا الفصل أهم القواعد التي يمكن أتباعها لإيجاد تكامل بعض 

 .الدوال الأكثر استخداما

 (1)قاعدة 

 :مقدار ثابت فإن kإذا فرضنا أن 

(5.3)         ckxdx k 

 ثابت التكامل c حيث

 (5-5)مثال 

 أوجد التكاملات التالية

  dx )( 15 2)      dx 
9

8
1)  

 dx 0 4)      dx 3 10 3)  

 الحل

cxdx  9

8

9

8
1) 

cxdx )(  1515 2) 

c xdx 
33 1010 3) 

cc)x(dx  00 4) 
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 (2)قاعدة 

(5.4)       




1

1

n

x
dx x

n
n 

-1n  

 (6-5)مثال 

 :أوجد كل مما يلي

 dx x5 2)         dx x 1)  

 dx x-5 4)      dx x / 23 3)  

 الحل

 :حصل علىن( 2)بتطبيق القاعدة 

c
x

dx x  2

2

1) 

c
x

dx x5  6

6

2) 

cxc
x

dx x // 








25

1
2

3

23

5

2

1
2

3
3) 

cxc
x

dx x 5- 





 



4

15

4

1

15
4) 
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 (3)قاعدة 

 :مقدار ثابت فإن kإذا كان 

(5.5)    ckf(x)dx )x(fkdx )x(fk //   

 (7-5)مثال 

 :أوجد كل مما يلي

  dx x87 2)           dx 100x3 1)  

  dx 
x

1
9 4)      dx xx 3 3)  

 الحل

cxc
x

dx xdx 100x 33  
4

4

25
4

100100 1) 

cxc
x

dx xdx x 9
9

88 


  9

7

9
777 2) 

cxc
/

x
dx xdx  xxdx xx 7/2

15/2
5/23/2 






 7

2

125

3 3) 

cx dx )x(dx )x(dx 
x

/  
 21

2

1

2

1

999
1

9 4) 

 (4)قاعدة 

x(f , )x(f(إذا كان 
21

 :فإن xدالتين في المتغير  

(5.6)       dx )x(fdx )x(fdx )x(f)x(f   
2121
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 (8-5)مثال 

 :أوجد ما يلي

  dx )2xx4-(10x 52 2)        dx 7x)(x2 1)  

 الحل

c
xx

dx 7xdx (xdx 7x)(x 22   2
7

3

23

1) 

cxxx

c
x

/

xx

dx 2xdx x4dx 10xdx )2xx4-(10x )

/

/

5252





 

6233

6233

3

1

3

8

3

10

6
2

23
4

3
10

2

 

 (5)قاعدة 

(5.7)      cxlndx x 
1 

 (6)قاعدة 

(5.8)       cedx e xx  

 (7)قاعدة 

(5.9)        -1 n  ,    c
n

[f(x)]
dx )x(f)x(f

1n
/n







 1
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 (9-5)مثال 

 :أوجد ما يلي

  dx 2)(10x2x)(5x 102 2)        dx 1)-(x 5 1) 

  dx 1)(2x )xx(3 52 3) 

 الحل

 (7)بتطبيق القاعدة 

c
1)-(x

dx 1)-(x
6

5  6
1) 

c
2x)(5x

dx 2)(10x2x)(5x
112

102 


 11
2) 

c)xx(c
/

)xx(

dx 1)(2x )xx(dx 1)(2x )xx( )

/
/

/













382
1352

3523 52

8

3

135

3

 

 (8)عدة قا

(5.10)       


cf(x) lndx 
)x(f

)x(f
1 

 (11-5)مثال 

 :أوجد ما يلي




dx 
1)3x-(x

3)-(2x
2

2)        
dx 

1)(x

1
1)  



 (العملية العكسية للمشتقات)التكامل : الباب الخامس                     القواعد الأساسية للتكامل  (5-2)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 255-  





dx 

)5x(2x)5x(2x

10x)1/4(6x

23323

2

44
4)   




dx 

30x)(10x

90)(60x
2

3)  

 الحل

c)xln(dx 
1)(x

1


 1 1) 

c1)3x-(xlndx 
1)3x-(x

3)-(2x 2

2



 2) 

c30x)ln(10xc30x)(10xln

dx 
30x)(10x

30)(20x
dx 

30x)(10x

90)(60x
 )

322

22













3

33

 

  c)5x(2xln                               

dx 
)5x(2x

10x)(6x
                               

dx 
)5x(2x

10x)1/4(6x
                               

dx 
)5x(2x)5x(2x

10x)1/4(6x
                               

dx 
)5x(2x)5x(2x

10x)1/4(6x
 )

23

23

2

23

2

1/4233/423

2

23323

2






























4

1

4

1

4
44
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 (9)القاعدة 

(5.11)      cedx e )x(f f(x)f(x)  

 (11-5)مثال 

 :أوجد ما يلي

 dx e 
x

lnx1
3)  

 dx e 3)x( x5x2 310 2)         dx e x
2x2 1)  

 الحل

cedx e x
22 xx 2 1) 

cedx e 3)x( x5xx5x 22

 


3310 2) 

cedx e 
x

lnxlnx 
1

3) 

 :ملحوظة

لأختبار صحة التكامل يمكن إجراء عملية التفاضل للدالة التى تم الحصول 

أو  –عليها من عملية التكامل فإذا تساوت مع الدالة التي تم تكاملها كان التكامل صحيح 

 :بعبارة أخرى، إذا كان

c)x(fdx )x(f  
 :كانفإن عملية التكامل تكون صحيحة إذا 

)x(f 
dx

)x(df
 
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 :وتكون غير صحيحة في حالة إذا كان

   (5.12)      )x(f  
dx

)x(df
 

 (2) تمرين

 أوجد التكاملات التالية -1

dx  2 2)     dx 3 1)  

dx x
32 4)     dx x

6 3)  

dx t
73 6)          dx t

64 5)  

dx xe 8)            dx 
x 3

2
7)  

dx xe
3 10)          dx 

x
5

9)  

dx )xx(  210 12)       dx )x(  53 11) 

dx )x()xx(  82421 52 13)  

dx e x


5 15)        dx ex

5 14)  

dx )
x

x( 
3

5 2 1
17) dx )xex( x

 
2

1 16)  

dx 
x

x



2

4 1
19)    dx )

x

xxx
(



3

2 23

18)  

dx )ex( x

  2
3

3
21)      dx 

)t(

dt
  21

20)  
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dx )
x

()x( 
1

11 2 23)     dx 
x

)x(



2

21
22)  

 :في كل حالة من الحالات التالية f(x)أوجد  -2

3f(1)     ,     x)x(f  12 1)  

4f(2)   ,     xx)x(f  63 2 2)  

9f(2)   ,     xx)x(f  143 2 3)  

2f(4)       ,        
x

)x(f 
1

4)  

2f(0)     ,     xe)x(f x  2 5)  

2f(1)     ,     
x

x
)x(f 




3
6)  

2f(2)     ,     x)x(f /   21

2

1
7)  

2f(1)   ,     tt)x(f  322 8)  
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     Definite Integral        التكامل المحدود ( 5-3)

في الفصل السابق تناولنا عملية التكامل لبعض أنواع من الدوال الأكثر شيوعاً 

وذلك  Indefinite Integralويطلق على عملية التكامل هذه بالتكامل غير المحدود 

 definiteد لتمييزها عن نوع أخر من عملية التكامل تسمى بالتكامل المحدو

Integration . وفي هذه الفصل سوف نتناول بالدراسة مفهوم التكامل المحدود وأهميته

 .من الناحية التطبيقية

فإن المساحة  [a,b]دالة متصلة في الفترة  x(f(فإذا فرضنا أن الدالة 

bxaفي الفترة ( x)المحصورة بين محور المتغير    ومنحنى الدالة)x(f  ولتكن

Hكما هو موضح بالشكل التالي ،: 

 

 

 

 

 

 

ومنحنى الدالة  [a,b]في الفترة  xيوضح المساحة المحصورة بين محور (: 2-5)شكل 

)x(f  والتي تساوىH. 

 

 

 

 

 

                       H 

 

 
  a                                                  b               x    

)x(f  
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المتلاصقة من المستطيلات  nبتجزيئها إلى عدد  Hويمكن حساب المساحة 

ومساحة كل منها  والمتساوية في القاعدة حيث قاعدة كل مستطيل تساوى 
i

H ،

n,...,,i 21   وذلك بتجزئة الفترة[a,b]  إلى عددn  من الفترات المتساوية طول كل

 :في الشكل التالي حيث كما هو موضح منها يساوى 

(5.13)        
n

ab 
 

 

 

 

 

 

 

من مساحات المستطيلات الجزئية  nإلى عدد  Hيوضح تجزئ المساحة (: 3-5)شكل 

 قاعدة كل منها تساوى 

 .nفإن  0وعندما 

هو  i أن مساحة المستطيل رقم وبما 
i

H حيث: 

(5.14)     n1,2,...,i   ,    )x(fH
ii

 

 كذلك

 

 

 

 

 

  nH   . . . . . . . . . .
321

H H H 

 
 

               x  b                              a     0 

)x(f  
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  (5.15)               





n

1i
in

HlimH 

         )x(f...)x(f)x(flim n2

/

1n



 

  (5.16)                   





n

1i
in
)x(flim 

متصل فإن إشارة المجموع متغير( x)وعندما يكون المتغير 


n

i 1

تستبدل  

باشارة التكامل
b

a

 :وبالتالي فإن 

   (5.17)                   




b

a

n

1i
in

dx )x(f)x(flimH 

يمثل الحد الأدنى للتكامل ( a)بحدود التكامل حيث  a , bوتسمى كل من 

Lower Limit Of Integrationو تسمى ، (b ) بالحد الأعلى للتكاملUpper Limit 

Of Integration . يقرأ التكامل المحدود للدالة ( 5.16)والطرف الأيمن من العلاقة

)x(f  من الحد الأدنى(a ) إلى الحد الأعلى(b.) 

 (2-5)نظرية 

 :حيث [a,b]دالة متصلة في الفترة  x(f(إذا كانت الدالة 

dx

)x(df
)x(f  

 :فإن

(5.18)     )ax(f)bx(fdx )x(f
b

a

 
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 (22-5)مثال 

 (1,2)أوجد كل من التكاملات التالية ووضح ذلك بيانياً في 

 
2

0

2 4 dx )x( 2)  ,         
2

0

5 dx )x( 1)  




0
2 dx e x 4)   ,       



6

4

2 1

2
dx ]

x

x
[ 3)  






0

13 dx e x 6)  ,    
3

0

52 12 dx 1)(x)xx( 5)  

 الحل

1201205
2

0
25

2

2

5
2

51

22

2

0

22

0





))(())((

)x
x

(dx )x( )

 

 والشكل التالي يوضح المساحة المخططة التي يمثلها التكامل
 

 

 

 

 
 

 (4-5)شكل 

 

 

 

 

 

 

     x                       2                         0   
 

  0                          2               x    

)x(f  

7 
 

5 
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345866208
3

8

04
3

0
24

3

2
4

3
42

332

0

32

0

2

..)()(

))(())(()x
x

(dx )x( )




 

 والشكل التالي يوضح المساحة المخططة التي يمثلها التكامل
 

 

 

 

 

 

 (5-5)شكل 

8507125631535

14161
1

2
3 226

4

2
6

4

2

...)ln()ln(

)ln()ln()xln(dx ]
x

x
[ )




 

   

 
2

1
01

2

1

2

1

2

1
2

2

1
4 002

5

5

2
0

2



 




 eeedx edx e ) xxx

 

 

 

 
 

 

  0               2                            x    

 

 

-4            

)x(f  
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 

 

 

5.2796202

116777216
6

1

)1()16(
6

1

)1)0(20()1)3(23(
6

1

)1x2x(
6

1

dx 1)(x)1x2x(6
6

1
dx 1)(x)1x2x( )5

66

6262

3

0

62

3

0

52
3

0

52











 

 

   

906.0)718.2(
3

1

e0
3

1
ee

3

1

)e(
3

1
dx e 3

3

1
dx e )6

13(0)-1)3(-

0

13x-13x-

0

1x3






























 

 

 خصائص التكامل المحدود

 :فإن [a,b]، ومعرفة في الفترة xمتغير دالة متصلة في ال x(f(إذا كانت الدالة  -2

(5.19)       
a

b

b

a

dx )x(fdx )x(f 

 (23-5)مثال 
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 :إذا كان

    350278 10)3(2 10 
3

x
 30dx x30 33

2

3

32

3

2 











 

(1) 

 :كذلك نجد أن

    3508-27- 102-)3( 10 
3

x
 30dx x30 33

3

2

33

2

2 











 

(2) 

 :نجد أن( 2)، ( 1)من 







2

3

2
3

2

2 3030 dx xdx x 

 :عدد حقيقي فإن cإذا كان  -2

    (5.20)     0
c

c

dx )x(f 

 (21-5)مثال 

0103
6

10
103

6

10

3
6

66

10

10

610

10

5
































)(
)(

)(
)(

)x
x

(dx 3)x(
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نقطة بحيث  c، [a,b]دالة متصلة ومعرفة في الفترة  x(f(الدالة  إذا كانت -3

bca  فإن: 

(5.21)     
b

a

b

c

c

a

dx )x(fdx )x(fdx )x(f 

 (25-5)مثال 

 :أثبت أن

 
3

2

5
2

1

5
3

1

5 666 dx xdx xdx x 

 الحل

 ف الأيسرالطر

7281729)1()3(

 )x(dx x6

66

3

1

6
3

1

5




 

(1) 
 

 الطرف الأيمن 

72864729164

2312

66

6666

3

1

62

1

6
3

2

5
2

1

5





 

)()(

 )x( )x(dx xdx x

 

(2) 
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 :نجد أن( 2)، ( 1)من 

 
3

2

5
2

1

5
3

1

5 666 dx xdx xdx x 

 مقدار ثابت فإن cإذا كان  -1

(5.22)      
a

b

b

a

dx )x(fcdx )x(f c 

 (21-5)مثال 

 أوجد 

 

 

2670

)5.7()2.34(100

)35.49()55.127.41(100

)3
2

3

3

3
()5

2

5

3

5
(100

)x
2

x

3

x
(100

dx 1)x-x(100dx 1)x-x(100

2323

5

3

23

5

3

2
5

3

2



















 
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 (3) تمرين

 :أوجد كل مما يلي -2





3

1

5 dx )( 2)    
4

2

dx 10 1)  





0

1

4 dx )x( 4)          
3

1

52 dx )x( 3)  


2

0

dx  x10 4 6)       


3

1

dx x2 5)  


4

1

dx  x2 3/2- 8)     
8

1

dx  x4 1/3 7)  




4

1

42
dx 

x

x3x
2

22

10)        
1

0

dx )2x( 2x 9)  

تقوم أحدى شركات أنتاج الأدوات الكهربائية المنزلية بإنتاج الأفران الكهربائية  -2

فإذا قدرت أدارة الإنتاج التكلفة الهامشية للإنتاج اليومي بالدالة . المنزلية

)x(C  حيث(x )عدد الوحدات المنتجة يومياً بحيث 

2012000030 2  x.x.)x(C 

 :أوجد. جنيه 5000فإذا كانت التكلفة اليومية الثابتة للإنتاج تساوى 

 .دالة التكلفة الكلية اليومية - أ
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وحدة والحد  30التكاليف الكلية إذا كان الحد الأدنى للإنتاج اليومي  - ب

 .وحدة 50الأعلى 

 أوجد كل مما يلي -3





52

31

.

.

34 dx 1)-1.2x0.32x- x(0.2 1)  


3

1

dx 1)- xx( 3.24 2)  




2

0 1
dx 

x

e
2

x

3)  
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  Double Integration                        التكامل المزدوج( 5-4)

دالة في  x(f(حيث ) x(f(السابقة عرفنا عملية التكامل للدالة في الفصول 

أو  x(f(التي تفاضلها يساوي  F)x(بأنها عملية الحصول على الدالة ( xمتغير واحد 

 :بعبارة أخري

     (5.23)     )x(f)x(F
dx

d
 

 :كذلك

     (5.24)          dx  )x(f)x(F 

من التطبيقات الفعلية كما سوف نوضح في الأمثلة التالية يكون ولكن في كثير 

،  y,x(f(حيث كل من الدالتين  f)y,x(باستخدام الدالة  F)y,x(المطلوب إيجاد الدالة 

)y,x(F  دالة في المتغيرينy,x. 

ل المزدوج بالتكام y,x(f(باستخدام الدالة  F)y,x(ويسمي إيجاد الدالة 

Double Integral ويرمز لهذه العملية بالرمز: 

     (5.25)      
 xy

dy dx  )y,x(f 

 :حيث أن

     (5.26)       )y,x(f)y,x(F
yx

2





 

 :أو بعبارة أخري

     (5.27)         
 xy

dy dx  )y,x(f)y,x(F 
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زدوج بإيجاد مويمكن الحصول على التكامل ال
x

dx )y,x(f  ًفيصبح دالة أولا

 :، حيثy,x(g(ولنرمز لها بالرمز  y,x ينفي المتغير

     (5.28)     
x

dx )y,x(f)y,x(g 

 :وبالتالي فإن

     (5.29)    
yy x

dy )y,x(gdy dx] )y,x(f[)y,x(F 

حيث يمكن الحصول على 
y

dy )y,x(g م الطرق السابق تقديمها في الفصلين باستخدا

 .السابقين

تصبح دالة في  y,x(g(تكامل محدود فإن الدالة  xإذا كان التكامل بالنسبة لـ  :ملحوظة

y فقط. 

 (71-5)مثال 

 :أوجد ما يلي

  dy dx  )y5x3( 

2y1   ,   4x1 :حيث  

 الحل

(1)                dy ]xy5x
2

3
[dy dx] )y5x3([

2

1

4

1

2
2

1

4

1

   

 :وبما أن
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(2)       )y15
2

45
()y5

2

3
()y2024(

y)2(5)1(
2

3
y)4(5)4(

2

3
xy5x

2

3 22
4

1

2






























 

 :نجد أن( 2)بـ ( 1)بالتعويض في 

0]15[]15[]
2

15

2

45
][3045[

)1(
2

15
)1(

2

45
)2(

2

15
)2(

2

45

y
2

15
y

2

45
dy )y15

2

45
(dy dx] )y5x3([

22

2

1

2
2

1

2

1

4

1

























  

 

 (3-5)نظرية 

x(g , )x(g(إذا فرضنا أن  ( أ
21

 R، والمنطقة ]b,a[دوال متصلة في الفترة  

Region معرفة بحيث: 

(5.30)   bxa);x(gy)x(g|y)(x, R
21

 

 :فإن    

(5.31)   dx dy] )y,x(f[dy dx )y,x(f
b

a

)x(g

)x(gR

2

1

   

y(h , )y(h(بالمثل إذا فرضنا أن  (ب
21

 :، بحيث]b,c[دوال متصلة في الفترة  

(5.32)   dyc);y(hx)y(h|y)(x, R
21

 

 :فإن     
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(5.33)   dy dx] )y,x(f[dy dx )y,x(f
d

c

)y(h

)y(hR

2

1

   

 (71-5)مثال 

 أوجد


R

y dy dx  e x 

2x0   ,   4yx2  :حيث  

 الحل

(1 )       
2

0

4

x

y
2

0

4

x

y dx ]dy e[ xdy dx e x
22

 

 :وبما أن

(2 )   
2

2

2

x44

x
y

4

x

y eeedy e  

 :نجد أن( 2)بـ ( 1)بالتعويض في 

 

 

2

1
e

2

1
1

2

1
e

2

1
e2

ee
2

1
0

2

)2(
e

e
2

1

2

x
e

dx xedx xedx )ee(x

444

04
2

4

2

0
x

2

0

2
4

2

0

x
2

0

4
2

0

x4

2

22























 

 

 (71-5)مثال 
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يمثلان  y,xحيث المحورين  )0,0(نا مدينة ما مركزها النقطة إذا اعتبر

تمثل الكثافة  y,x(f(فإذا فرضنا أن الدالة . المستوي الذي تقع فيه مساحة المدينة

 Rإن عدد السكان في المنطقة ، وبالتالي ف(y,x)السكانية بالألف نسمة في الموضع 

 :حيث y,x(F(هو عبارة عن الدالة 

    (5.34)    
R

dy dx  )y,x(f)y,x(F 

 :حيث y,x(f(فإذا فرضنا دالة الكثافة السكانية 

y2.0x3.0e000,50)y,x(f  

 :كذلك

 5y5 ,  10x10|y)(x, R  

عدد السكان في المساحة أوجد 
1

R حيث: 

 5y0 ,  5x2|y)(x, R
1

 

وبالتالي عدد السكان في المساحة 
1

R  يساوي)y,x(F حيث: 

 





 







5

0

0.2y-
5

0

0.2y-

5

0

5

2
0.3x-0.2y-

15

0

5

2

0.2y-0.3x-

R

dy e (54,280.5)dy (1.08561)e 50,000

dy dx ee 50,000

dy ]dx e 50,000[ dy dx  )y,x(f)y,x(F
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 

)5.402.271)(63212559.0(47.560,171 نسمة ألف

e)5.402,271(e 
0.2

1-
 (54,280.5)

5

0
0.2-

5

0

0.2-












 

 (4)تمرين 

 أوجد ما يلي (7)

 
R

dy dx  )yx24( )1 

 :بحيث

 2y0 ;  1x0|y)(x, R  

 
R

22 dy dx  )yx( )2 

 :تمثل مستطيل رؤسة النقاط التالية Rحيث 

(0,2) , (1,2) , (1,0) , )0,0( 




R

y2x dy dx  e )3 

 :تمثل مثلث رؤسة النقاط التالية Rحيث 

(0,1) , (1,0) , )0,0( 


R

32 dy dx  )yx6( )4 

 :حيثب

 3y0 ;  2x0|y)(x, R  


R

dy dx  xln )5 
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 :بحيث

3x1   ,   0yx2  

 :على النحو y,x(f(دالة كثافة السكان في أحدي المدن  إذا كانت (2)

)30y)(20(x

xy 000,50
)y,x(f

22 
 

 :حيث

 15y15  , 20x20|y)(x, R  

 .ذه المدينةأوجد عدد سكان ه
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 Applied Examples          أمثلة تطبيقية( 5-5)

 (1-5)تطبيق 

عدد ( x)حيث  \x(R(دالة عبارة عن اليومى الحدي إذا كان العائد الهامشى 

 الوحدات المباعة في اليوم من إحدى السلع

4010  x.)x(R\ 

 .تقاس بالجنيه للوحدة \x(R(حيث 

 .وحدة في اليوم 50عند بيع عدد  x(R(أوجد العائد الكلي  -1

 .وحدة 300إلى  200أوجد العائد اليومي عند مستوى بيع من  -2

 الحل

 :بما أن -1

cx
x

.dx 40)-0.1x(dx )x(R)x(R \   40
2

10
2

 

00كذلك    )x(R  فإن 

      c)x(R 00 

xx.)x(R 40050 2  

 فإن العائد في هذه الحالة يصبح على النحو 300إلى  200بيع من عند مستوى  -2
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 جنيه

))()(.())()(.(

)xx.(dx )x(R\

1500

2004020005030040300050

40050

22

300

200

2
300

200







 

 (2-5)تطبيق 

الحدي تشير إلى دالة الربح الهامشي  \x(P(في التطبيق السابق، إذا كانت 

 :من الوحدات المنتجة حيث( x)اليومى في حالة بيع عدد 

2002000030 2  x.)x(.)x(P\ 

-)تساوي  0x، وبالتالي فإن دالة الربح عند 800فإذا كانت التكاليف الثابتة تساوى 

 :أى ان (800

8000  )x(P 

وحدة  200ثم أوجد الربح عند بيع عدد  –أوجد دالة الربح اليومي بالجنيه  -1

 .يوميا  

وحدة في  220ة إلى وحد 200أوجد الربح اليومي إذا زادت المبيعات من  -2

 .اليوم

 الحل

 :هي دالة الربح فإن x(P(إذا فرضنا أن  -1
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cxx.x.

dx )x.x.(dx )x(P\



 
2001000010

2002000030

23

2

 

 :وبما أن

8000  )x(P 

 :فإن

     c 800 

8002001000010 23  xx.x.)x(P 

 وحدة فإن الربح في هذه الحالة يساوى 200وعند بيع 

    )200x(P  

               800-4000400-2800800 جنيه

800)200(20)200(01.0)200(0001.0)200x(P 23




 

 يساوى 220وحدة إلى  200الربح عند زيادة الوحدات المباعة من  -2

.. جنيه

)]()(.)(.[

)]()(.)(.[

)xx.x.(dx )x(P\

2219360023819

2002020001020000010

2202022001022000010

2001000010

23

23

220

200

23
220

200








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 (3-5)تطبيق 

 بنالمليون سننة فنثكثر 65في إحدى الدول المتقدمة تم تقدير عدد السكان في سنن 

 من خلال الدالة tفي السنة 

5t0  ,   
e.

)t(f
t.





 66085911

85
 

 .2000في عام  0tتقاس بالعشر سنوات، كذلك  tيث ح

إلى  2000سنة فثكثر خلال الفترة من  65أوجد متوسط عدد السكان في سن : المطلوب

2030. 

 الحل

سن في  2030إلى  2000في السنة خلال خلال الفترة من متوسط عدد السكان  -1

 سنة فثكثر يساوى 65

9293.42)5884.1(19.68 نسمة مليون

)
859.1

102.9
ln(9293.42)}859.1ln()102.9{ln(9293.42

)859.1eln( )
66.0

85
(

3

1

dt })859.1e)(e66.0{(
66.0

85

3

1

dt })859.1e)(e85{(
3

1

dt }859.1e/)e(85{
3

1
dt )t(f

3

1

3

0

t66.0

3

0

1t66.0t66.0

3

0

1t66.0t66.0

3

0

t66.0t66.0
3

0






















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 (4-5)تطبيق 

 حيث V يساوي إذا فرضنا أن معدل تدفق الدم في الشريان

 
R

dx )xR( x 
L

k
V

0

22 

 نصف قطر الشريان Rطول الشريان،  Lبالسنتمتر المكعب في الثانية،  Vحيث تقاس 

 الحل

)R(R
L

kRR

L

k

RR

L

k
)

xx
(

L

k

dx x 
L

k
dx xR 

L

k
dx )xxR( 

L

k
V

R

RRR

22
42

42

0

42

0

3

0

2

0

32

2
44

2

4242








 


























 

 

 (5-5)تطبيق 

 t(f(شار إليه بالدالة ي tإذا كان عدد الوحدات الموجودة في المخزن في الزمن 

 حيث

trH)t(f  

من الوحدات إلى المخزن فور خروج آخر وحدة  Hحيث يتم نقل الشحنة المكونة من 

 .فإذا كان معدل السحب للوحدات من المخزون غير ثابت. من المخزون في المخزن

 .مخزنالمطلوب لوصول الشحنة التالية لل Tأوجد الزمن  -1

 .[t,0]خلال الفترة  t(f(أوجد متوسط  -2

  الحل

 تصل الوحدة الثانية للمخزن عندما -1
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t
r

H
             trH)t(f  0 

2

2

r

H
tT  

 :يساوى [T,0]خلال الفترة  t(f(متوسط  -2

T
3

r2
HT

3

r2
H

T

T
rT

2

3
HT

T

1

)t(
2/3

r
)t(H

T

1
dt t rdt H

T

1

dt )t rH(
T

1
dt )t(f

T

1

2

1
1

T

0

2

1
1T

0

T

0

2/1
T

0

T

0

2/1
T

0


















































 

 (6-5)تطبيق

لمتوقع للأشخاص الذين يموتون غرقا  في جمهورية مصر إذا فرضنا أن العدد ا

 حيث t(f(وسوف نشير إلى هذا العدد بالرمز  tدالة في  tالعربية في نهاية العام 

5t0   ,     tt)t(f  250600502 2 

 .2008في بداية عام  0tحيث 

 .2002هاية عام أوجد العدد المتوقع للذين يموتون غرقا  في ن - أ

إلى نهاية عام  2007أوجد العدد المتوقع للغرقى من بداية عام   - ب

2010. 
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 الحل

t(f(يساوى  2002العدد المتوقع للغرقى في عام  - أ 2  2حيث نجد أنt 

 2002في بداية عام 

10582512002008250260025022 2  )()()t(f 

 شخص

 يساوى 2010إلى نهاية عام  2007ية عام العدد المتوقع للغرقى من بدا - ب

(. 4)يساوى  2010في نهاية عام  tكذلك ( 1)يساوى  2007في بداية عام  tبما أن 

 يساوى 2010إلى نهاية عام  2007وبالتالي فإن العدد المتوقع للغرقى من بداية عام 

 

 
791,679.679133.11712.6909 غريق

)1(250)1(300)1(33.167

)4(250)4(300)4(33.167

t250
2

t
600

3

t
502

dt )250t600t)502((dt )t(f

23

23

4

1

23

4

1

2
4

1

















 
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   استخدام الحزمة الرياضية( 5-6)
Using The Mathematical Package 

لإيجاد التكامل  Maple 11وفي هذا الفصل سوف نتناول استخدام الحزمة الرياضية 

 :والتكامل المزدوج وذلك بأتباع الخطوات التاليةوالتكامل المحدود غير المحدود 

-5)ل على الشكل فنحص –( 1)كما هو موضح بملحق  Maple 11أستدعاء  -1

6). 

 

 (6-5)شكل 

ثم نضغط ( 6-5)في شكل في المستطيل في يسار الصفحة  Integrationيتم كتابة 

 (.7-5)فيظهر شكل  Searchعلى 
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 (7-5)شكل 

يمين الصفحة نجد توصيف لأوامر أدخال الدوال المراد ( 7-5)وفي شكل  -2

 :ذه الأومروفيما يلي بعض ه. ومجموعة من الأمثلة المحلولةتكاملها 

أي المطلوب  x(f(إذا كان المطلوب تكامل الدالة  ( أ dx )x(f  حيث المطلوب

 :فيكتب الأمر على النحو التالي Indefinite Integralتكامل غير محدود 

    (5.35)    > int(f(x),x); 

اد أي إيج Definite Integralكان التكامل محدود  أما إذا ( ب
b

a

dx )x(f  فيكتب

 :الأمر على النحو التالي
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    (5.36)    > int(f(x),x=a..b); 

أي المطلوب  y,x(f(إذا كان المطلوب تكامل مزدوج للدالة أما ( ج

  dy dx )y,x(f فيكتب الأمر على النحو التالي: 

    (5.37)     > int(int(f(x,y),x),y); 

أي المطلوب  y,x(f(أما إذا كان المطلوب تكامل مزدوج محدود للدالة ( د

 
b

a

y

c

dy dx )y,x(f فيكتب الأمر على النحو التالي: 

   (5.38)   > int(int(f(x,y),x=c..y),y=a..b); 

 توجد طريقتين للحصول على التكاملكما وضحنا سابقاً و

 الطريقة الأولي

في الشريط أسفل  Maple 11أستدعاء المستطيل النشط بالضغط على أيقونة  -9

 (.8-5)فنحصل على شكل ( 7-5)الصفحة بشكل 

 – 2ويتم كتابة أمر الأدخال في المستطيل النشط كما سبق التوضيح بالخطوة 

 .فنحصل على التكامل المطلوب Enterثم نضغط على مفتاح 
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 (8-5)شكل 

 الثانيةالطريقة 

ثتتم استتتدعاء المستتتطيل ( 2)المحلولتتة فتتي متتن الأمثلتتة ( Copy)أختتذ نستتخة يتتتم  -9

 .(8-5)كما هو موضح في الشكل  النشط

 (8-5)المستطيل النشط في شكلفي ( 9)فيالأمثلة الماخوذة ( Paste)لصق  -4

ثتتم تغيتتر الدالتتة فتتي المثتتال ( المتماثتتل فيتتر أمتتر الأدختتال)اختيتتار المثتتال المناستتب  -5

 .هابالدالة المراد تكامل

 .فنحصل على التكامل المطلوب Enterالضغط على مفتاح  -6
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 .وفيما يلي سوف نقدم بعض الأمثلة

 (02-5)مثال 

 :أوجد ما يلي Maple 11باستخدام 

 dx  xe 3 3-x      dx e 2 -5x       dx 1)-(x 1 3 

 الحل

 :ى الحل في الشكل التاليباستخدام الطريقة الأولي أو الثانية نحصل عل
 

 

 (3-5)شكل 

 (02-5)مثال 

 :أوجد ما يلي

 
2

2-

y

0

2 dy dx y  x2 3     dt 5t)
t

1
( 2

2
        dy dx y x 1 2 
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 الحل

 :باستخدام الطريقة الأولي أو الثانية نحصل على الحل في الشكل التالي

 

 (11-5)شكل 
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 Exercisesتمرينات                                             ( 5-7)

 :في كل حالة من الحالات التالية x(f(أوجد الدالة ( 5-1)

4f(0)    ,     xe3)x(f x  1)  

3f(0)   ,   2)0(f   ,   12)x(f  2)  

2f(0)   ,   3)0(f   ,   x2)x(f  3)  

 :أوجد ما يلي (5-2)




dx 
e

e
x

x 3
2)             dx )x(x // 44541 1)  

  dx )x(x // 33432 4)            dx )x( 43 3)  

  dx )
x

x(
1

2 2 6)         


dx 
x21

4
5)  

 dx 
x8 3

1
8)          


dx 

x

xx
/

/

45

43

7)  

 :أوجد كل مما يلي (5-3)




4

0

2 dx e x 2)     
4

1

dx )
x

1
-x(

2
1)  


3

0

5 dx xe x 4)         


1

1

dx 
x

2
3)  

 
2

0

dx 1)x( 2 6)             
2

0

2 1 dx x( 5)  
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
2

0

2
ln

2/t dx )e( 8)     


4

1
4

dx 
x

x
2

2

7)  




1

0

dx )e-e( xx 10)        




1

1

dx 
x1

4
2

9)  

من الوحدات إلى المخزن بمجرد  Qفي أحدى مخازن البضائع يتم نقل الكمية  (5-4)

 Unconstantسحب أخر وحدة في المخزن حيث أن معدل السحب للوحدات غير ثابت 

 :حيث tتشير إلى عدد الوحدات في المخزن في الزمن  t(f(فإذا كان 

trQ)t(f  

 .المطلوب لوصول الشحنة التالية للمخزن tأوجد الزمن  -1

 .[T,0]على الفترة  t(f(أوجد متوسط  -2

إذا كان العدد المتوقع للأفراد المصابين بأصابات خطيرة نتيجة حوادث الطريق  (5-5)

ير إليه ، وسوف نش(t)في العام بجمهورية مصر العربية يمكن صياغته كدالة في الزمن 

 :حيث t(f(بالرمز 

80003888330728017673253 234  t.t.t.t.)t(f 

100  t 

 .2005في بداية عام  0tحيث 

 .2006أوجد العدد المتوقع للمصابين في بداية عام  - أ

 .2010إلى نهاية عام  2002أوجد العدد المتوقع للمصابين من بداية عام  - ب
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 :أوجد ما يلي (5-6)

10y5  ,  yx0  ,   dy dx  )yx3( 2 1)  

10y0  ,  4x1  ,   dy dx  
y)-(x

yx



2)  

3y0  ,  yx0  ,   dy dx  e y7x5 
3)  

2y1-  ,  yx0  ,   dy dx  e
22 yx 

4)  

5z1                                                                    

zy0  ,  yx0  ,   dz dy dx   )z2y4x3( 222



5)  

2z1 , 10y5 , 1x0  ,  dz dy dx  e zyx 
6)  

5y3  ,  yx2  ,   dy dx  )yxln( 7)  
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  Integration By Substitution        التكامل بالتعويض     ( 6-1)

في الباب السابق تناولنا بالتفصيل أهم القواعد التي باستخدامها يمكن إيجاد 

اعد التفاضل المناظرة لها مباشرة التي حيث ترتبط هذه القواعد بقو x(f(تكامل الدالة 

ولكن في كثير من الحالات لا تكون الدالة المراد تكاملها  الثالث،سبق تناولها في الباب 

وفي هذه الحالات يمكن استخدام . الدوال التي سبق تفاضلهافي شكل صريح من أشكال 

 .بعض الأساليب التي سوف نعرض أهمها في هذا الباب

وفي هذا الفصل سوف نتناول أحد هذه الأساليب وهو التكامل بالتعويض كما 

 :وضح فيما يليسوف ن

 (1-6)نظرية 

، كذلك xدالة في المتغير x(g(إذا فرضنا أن  )x(gF  المتغيردالة في)x(g 

 :فإن

     (6.1)                                 c))x(g(Fdx)x(g))x(g(F \\ 

 الإثبات

x(gu(إذا فرضنا أن    فإنdx)x(gdu \ وبالتالي فإن: 

  c))x(g(Fdx)x(g))x(g(Fc)u(Fdu)u(F \\\ 

 (1-6)مثال 

 :أوجد ما يلي

  dxx) 1332          dx)x(x) 42 321  


 dxe) x33 

 الحل

 :إذا فرضنا أن -1
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dxxdu)x(u 232  

 فإن   

c)x(cuduudx)x(x  
525442 3

5

1

5

1
32 

 :ضنا أنفرإذا  -2

dxduxu 313  

 فإن   

c  1)(3x  c  u  du u  du u  dx x 3
2

1

  2

3

133 

dx 3- du   xu  :  إذا فرضنا أن -3  3 

 فإن   

c  e 
3

1-
              

c  e 
3

1-
  du e

3

1-
  du e  dx e

3x-

uuux










 
 



3

13

 

 (2-6)مثال 

في  \t(c(يساوي  t لسنةإذا كان معدل التكلفة لإنتاج أحد المنتجات البترولية في ا

 :حيث tهي دالة التكلفة بالمليون جنيه في السنة  t ،)t(Cالسنة 

20t0            
)t(

)t(c\ 



223

50
 

 :المطلوب

0t(C(10 إذا كان t=15ثم أحسب التكاليف عندما  ،C)t(أوجد دالة التكلفة   

 الحل

 :بما أن
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dt 
2)(3t

50
 dt  )t(c)t(C

2

\

 
 

 :وإذا فرضنا أن

dtdu    tu 323  
 فإن

c
2)3(3t

50-
 cu

3

50-
 

dt  u 
3

50
 dt  

u

50/3
  dt 

2)(3t

50
 

22















1

2

 

0t(C(10وبما أن   فإن: 

6

110

6

50
10

6

50

23

50
10 





 c    cc

)(
 

 :وبالتالي فإن

6

110

233

50







)t(
)t(C 

 :فإن t=15وعند 

9787217مليون جنيه
6

110

141

50

6

110

21533

50
15 .

))((
)t(C 







 

 (1)تمرين

 :أوجد ما يلي

  dx )1x2(x4 522)          ,                   dx )4x6(6 31)  





dx 

)x3x(

3x3
3

2

4)          ,       dx )7x3()x7x( 2433)  
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  dx )2x(x3 2/3326)          ,                
dx 

)3x2(

x4
32

5)  




dx 
4x

x
4

3

8)          ,                dx )4x(x4 1227)  

 
dx 

2x

x
3

2

10)         ,                  


dx 
)3x(

x3
43

2

9)  


 dx e x512)        ,                          dx e x311)  

 






dx 

)ee(

)ee(
2/3xx

xx

14)       ,               



dx 

)xe(

)xe(
33x3

2x3

13)  

 dx 
)x(lnx

1
2

15)  
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  Integration By Parts                       التكامل بالتجزئ( 6-2)

 (2-6)نظرية  

x(f(إذا فرضنا أن  \ ،)x(g\  هما تفاضل كل من)x(f ،)x(g فإن 

dx )x(g)x(f)x(g)x(fdx )x(g)x(f \\

  

 أو         (6.2)

)x(fd  )x(g)x(g)x(f)x(dg )x(f   

 الإثبات

 :بما أن

  )x(g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(f
dx

d \\  

         dx )x(g)x(fdx )x(g)x(f)x(g)x(fd \\

  

  dx )x(g)x(fdx )x(g)x(f)x(g)x(f \\

  

   dx )x(g)x(f)x(g)x(fdx )x(g)x(f \\

  

 (3-6)مثال 

 أوجد

dx xex

 

 الحل

 :إذا فرضنا أن

1(x)f  ,  e(x)g    xf(x)  ,  e)x(g \x\x  

 :وبالتالي فإن

    cxe  cexedx exedx xe xxxxxx   1
1

 

حيث 
1

c ،c مقادير ثابتة 
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 :ملحوظة

، x(f(استخدام طريقة التجزئ لإيجاد التكامل يتطلب اختيار كل من الدالتين 

)x(g  بحيث يمكن إيجاد التكاملdx )x(g)x(f \

 . ويمكن توضيح ذلك من خلال

 :إذا فرضنا أنفمثلاً  .قالمثال الساب

x\x\ e)x(f  e)x(f   ,   x)x(g  x)x(g  22 

 :وبالتالي فإن

   dxexe
x

dxexexdxxedxxe xxxxxx

  2
2

22

22

1
2

2

1
 

dxex إيجاد فنجد أن x


dxxex إيجاد أصعب من 2

 

 (4-6)مثال 

 :أوجد كل من

 dx  xln x2 ii)           ,             dx  xln i) 

 باستخدام التجزئ

 الحل

 إذا فرضنا أن

x
)x(gxln)x(g

)x(fx)x(f )i

\

\

1

1





 

 وبالتالي فإن

cxxlnxdx
x

xxlnxdx  xln  
1

 

 كذلك
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x
)x(gxln)x(g

x)x(f
x

)x(f )ii

\

\

1

3

2
3





 

 وبالتالي فإن

c
3

1
)xln(

3

x

c
9

x
xln

3

x

dx
3

x
xln

3

x

dx
3

x

x

1
xln

3

x
dx  xln x

3

33

23

33
2




















 

 (2)تمرين 

 :أوجد ما يلي


 dx ex x222)             ,          dx xe x21)  

 dx ex
3x24)               ,          dx xe

2x3)  

 dx 
x

e
2

x

6)              ,          dx ex x35)  

 dx lnxx38)              ,         
1

0

x2 dx ex7)  
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 
1

0

2 dx )x1ln(10)             ,        
5

3

x23 dx ex9)  


3

2

n dx xlnx12)             ,        
2

1

xn dx ex11)  
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 باستخدام الكسور الجزئيةالتكامل ( 6-3)

Integration By Partial Fractions 

يكون من الصعوبة إيجاد تكامل  Rational Functionكثير من الدوال النسبية 

هذه الدوال باستخدام قواعد التكامل التي تم تناولها في الباب السابق أو باستخدام أساليب 

الباب، لذا يتم تقسيم الدالة النسبية إلى مجموعة من التكامل التي تم تناولها في هذا 

 :الكسور الجزئية حيث أن

(6.3)          
)bxa(

c
.....

)bxa(

c

)bxa(

c

)bxa).....(bxa)(bxa(

)x(p

nn

n

nn











22

2

11

1

2211

حيث 
iii

c,b,a ،n,...,i 21  ،مقادير ثابتةp(x)  دالة فيx . وسوف نوضح ذلك من

 .خلال الأمثلة التالية

 :ملحوظة

تكون أقل من أو تساوي  p(x) د في البسط مع مراعاة أن درجة كثيرة الحدو 

أعلى من المقام فإنه يتم القسمة  p(x)فإذا كان درجة . درجة كثيرة الحدود في المقام

 .أولا 

 (5-6)مثال 

 أوجد

 


dx 

xx

xx
3

2 273
 

 الحل
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 :بما أن

 








dx )

)x(

c

)x(

c

x

c
(dx 

xx

xx

11

273 321
3

2

 

 وبالتالي فإن

(6.4) 
c)cc(x)ccc(xx

)x(xc)x(xc)x)(x(cxx





32

2

321

2

321

2

273

1111273
 

 :نجد أن( 6.4)في الطرفين في المعادلة  2xمل وبمساواة معا

321
3 ccc  

( 6.4)في الطرفين، والمقدار الثابت في الطرفين في المعادلة  xوبالمثل بمساواة معامل 

 :فنجد أن

(6.6)                                                     c 

(6.5)                                                 cc

1

32

2

7




 

 :نجد أن( 6.6) –( 6.4)وبحل المعادلت 

432
321
 c   ,   c   ,   c 

 :وبالتالي فإن

c  |1x| ln 4 |1-x| ln 3 - |x| ln 

dx 
1)(x

4
dx 

1)-(x

3-
dx 

x

2
dx 

)x)(x(x

xx











2

11

273 2

 

 

 (6-6)مثال 
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 أوجد

 


dx 

xx

xxx

82

51542
2

23

 

 الحل

نلاحظ أن بسط التكامل عبارة عن كثيرة حدود من الدرجة الثالثة والمقام كثيرة 

الحدود من الدرجة الثانية أي أن درجة البسط أكبر من درجة المقام لذلك نقوم أولا 

 :بقسمة البسط على المقام على النحو التالي

2x  

51542 23  xxx 

xxx 1642 23  

500  x 

822  xx 

 

 

 







dx ]

xx

5x
[2xdx 

xx

xxx

8282

51542
22

23

 

 وبما أن

)cc(x)cc()x(c)x(cx

)x(

c

)x(

c

)x)(x(

x

xx

x

212121

21
2

42425

2424

5

82

5


















 

21

21

425

1

cc

cc




 

2

1

2

1
1

21


 c   ,   c 
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)x(

.

)x(

.

)x)(x(

x

2

50

4

51

24

5












 

 

c|x|ln.|x|ln.x

dx
)x(

0.5
dx

)x(

1.5
xdx

dx ]
)x(

0.5
-

)x(

1.5
[2xdx 

xx

xxx




















250451

24
2

2482

51542

2

2

23

 

 

 (3)تمرين 

 :أوجد ما يلي

 
dx 

9x4

1
2

2)         ,                 
dx 

1x

1
2

1)  

 


dx 

3x4x

1x
2

4)         ,            
dx 

2xx

3
2

3)  

 


dx 

xx

2x7x3
3

2

6)         ,           
dx 

1xx2

5
2

5)  

 


dx 

2xx

3xx
2

2

8)        ,        


dx 

x4x

12x12x
3

2

7)  

 


dx 

)1x(

3x2
2

10)       ,                


dx 

x4x

2x
2

9)  
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 Integration Tablesجداول التكامل                         ( 6-4)

الخ فإن صياغة المشكلة يتضمن ... في كثير من المشاكل الاقتصادية والاجتماعية 

لذلك قام . تكامل لدوال معقدة ويصعب إيجادها بالقواعد والأساليب السابق الإشارة إليها

مل لكثير من الدوال المعقدة بأساليب رياضية بإيجاد التكا Mathematiciansالرياضيين 

جداول تشتمل  Ryzlinkand and Gerodshteyvقدم كل من  3161وفي سنة  متنوعة

من إحصائيين  نوغير الرياضيي ن، يستخدمها الرياضيي[24]على تكاملات هذه الدوال 

(. باتبدون الرجوع إلى الإث)ومهندسين وغيرهم في إيجاد تكامل الدوال  نواقتصاديي

 :وفيما يلي سوف نقدم جزء من هذه الجداول

 (a+bu)الدالة المراد تكاملها تتضمن الدالة 
 المسلسل

  (6.5)          c|bua|ln abua
bbua

du u


 2

1
 

1- 

(6.6)                       c|]bua|ln a              

)bua(a)bua[(
bbua

du u






2

2

2

2

2

4
2

1

 

2- 

(6.7)       c|bua|ln 
bua

a

bbu)(a

du u
2







 



 2

1
 

3- 

(6.8)   c)bua)(abu(
b

du buau  2

3

2
23

15

2
 

4- 

(6.9)            cbua)abu(
bbua

du u


 2
3

2
2

 
5- 
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(6.10)                 c
abua

abua
ln

abuau

du








1

 
6- 

22الدالة المراد تكاملها تتضمن الدالة  ua  

(6.11)                                                                  

cuau ln
2

a
ua

2

u
du ua

2


222222

 

7- 

(6.12)              cuau ln
8

a

ua)ua(
8

u
du uau

2





22

2222222 2

 

8- 

(6.13)                       cuau ln 
ua

du





22

22
 

9- 

(6.14)               c
u

aua
 ln

a
 

uau

du








22

22

1
 

10- 

(6.15)                        c
ua

ua
  

uau

du






 2

22

222
 

11- 

(6.16)                          c
uaa

u
  

)ua(

du






 222

2

3
22

 
12- 

ملها تتضمن الدالة الدالة المراد تكا
22 au  

(6.17)                                                                 

cauu ln
2

a
au

2

u
du au

2


222222

 

13- 
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(6.18)             cauu ln
8

a

au)au(
8

u
du auu

4





22

2222222 2

 

14- 

(6.19)                                                                 

cauu ln
u

au
 du 

u

au








22

2

22

2

22

 

15- 

(6.20)                      cauu ln 
au

du





22

22
 

16- 

(6.21)                           c
ua

au
  

auu

du






 2

22

222
 

17- 

(6.22)                       c
aua

u
  

)au(

du






 222

2

3
22

 
18- 

الدالة المراد تكاملها تتضمن الدالة 
22 ua  

(6.23)                                                                 

c
u

uaa
 lnauadu 

u

ua








22
22

22

 

19- 

(6.24)               c
u

uaa
 ln

a
 

uau

du








22

22

1
 

20- 

(6.25)                        c
ua

ua
  

uau

du






 2

22

222
 

21- 

(6.26)                         c
uaa

u
  

)ua(

du






 222

2

3
22

 
22- 
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أو  ulnالدالة المراد تكاملها تتضمن الدالة 
aue 

(6.27)                           ce )au(
a

du e u auau  1
1
2

 
23- 

(6.28)                du e u
a

n
e u

a
du e u aunaunaun


 11

 
24- 

(6.29)                      c)beln(
a

u
be

du au

au


 1
1

1
 

25- 

(6.30)                                   cu- u ln u du u ln  
26- 

  (6.31)   -1n,  culn)n(
)n(

u
  du u lnu

1n
n 






11
1 2

 
27- 

(6.32)                                        cu lnln
uln u

du
 

28- 

(6.33)                 du u) (lnn- u) ln( u du u) (ln 1-nnn

  
29- 

 (7-6)مثال 

 :استخدم جداول التكامل لإيجاد التكاملات التالية 

  dx xx 22 3 2)               ,             
dx 

x

x

3

3
 1) 

  dx ee x 22 25 4)             ,         
 22 250 xx

dx
 3) 

 الحل

 :بما أن 

 



dx 

x

x
dx 

x

x

3
3

3

3
 1) 
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 (6.9)ومن جدول التكامل نجد أنه يمكن تطبيق العلاقة 

)cbua)abu:            وبما أن
b

du 
bua

u


 2
3

2
2

 

 وبالتالي فإن u=x , a=3 , b=1وفي هذه الحالة نجد أن 

cx)x(cx)x(dx 
x3

x










 36236
3

2
33 

 بالمثل

  dx xx 22 3 2) 

 حيث( 6.12)في هذه الحالة يمكن تطبيق العلاقة 

cuau ln
8

a
ua)ua(

8

u
du uau

2


222222222 2

 

 وبالتالي فإن u=x  ،3a:  وفي هذه الحالة نجد أن

cxx ln
8

3
x)x(

8

x
dx xx 

22222 33233 

 كذلك


 22 250 xx

dx
 3) 

 حيث( 6.25)في هذه الحالة يمكن تطبيق العلاقة 





 2222 252

1

250 xx

dx
 

xx

dx
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c
ua

ua
  

uau

du






 2

22

222
 

 :وبالتالي فإن u=x  , a=5:   وفي هذه الحالة نجد أن

c
x

x25
 

)25(2

1

c
x)25(

x25
 

2

1
 

x25x

dx

2

1

2

2

22












 













 





 

 كذلك

  dx ee x 22 25 4) 

فرضنا أن إذا 
xeu   فإنdxedu x بالتالي فإن: 

  du uudx ee xx 25252 

 a=5  ,  b=2: حيث( 6.8)وفي هذه الحالة يمكن تطبيق العلاقة 

 

c)e)(e(

c)u)(u(

c)u()(u)(
)(

du uu

xx 





2

3

2

3

2

3

2553
15

1

25106
30

1

255223
415

2
25
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 (4)تمرين 

 أوجد ما يلي

  dx x3 22)     ,                 


dx 
x92x

1
22

1)  

 dx )x(ln 34)     ,                  
dx 

xln23x

lnx
3)  

 dx 
)e-(1

e
3/22x

x

6)     ,                


dx 

1x

xx22 2

5)  




dx 
10x6x

x
24

8)     ,              
dx 

)10x6(x

x
24

7)  




dx 
)e(1

e
3x

3x

10)   ,     dx 4)3x2(3)-(2x 229)  
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  Numerical Integrationالتكامل العددي                     ( 6-5)

 definiteفي بعض الأحيان يكون الحصول على قيمة التكامل المحدود 

Integration  للدالة)x(f  خلال الفترة[a,b] ( أي المساحة المحصورة بين محورx 

 .x(f(سهل الحصول عليه في حالة سهولة إيجاد تكامل الدالة x(f)(ومنحنى الدالة 

ولكن في كثير من الأحيان وبصفة خاصة في المشاكل التطبيقية يكون من الصعب 

في هذه الحالات يمكن استخدام التكامل العددي للحصول . الحصول على تكامل الدالة

 .على قيمة التكامل المحدد

 :طرق تقريبية يمكن استخدامها لإيجاد قيمة التكامل المحدود وهيوتوجد ثلاثة 

 طريقة التقريب باستخدام المستطيلات  -1

Approximation By Rectangles 

 طريقة التقريب باستخدام شبة المنحرف -8

Approximation By Trapezoidal Rule 

 طريقة التقريب باستخدام القطع المكافئ -3

Approximation By Parabolic Arc 

 طريقة التقريب باستخدام المستطيلات :أولا 

فإن كما هو  [a,b]معرفة في الفترة  x(f ،0)x(f(إذا اعتبرنا الدالة 

ومنحنى الدالة في  xفإن المساحة المحصورة بين المحور ( 1-6)موضح في الشكل 

: هي عبارة عن [a,b]الفترة 
b

a

dx )x(f 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    x        nx = b   
1n

x                         
2

x  
1

x 
0

x =a 

)x(f  
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 (1-6)شكل 

ً مجموع مساحات المستطيلات الموضحة في  فإن هذه المساحة تساوي تقريبا

والمحور الأفقي إلى عدد  x(f(الشكل فإذا قسمنا المساحة المحصورة بين منحنى الدالة 

n  من المستطيلات متساوية القاعدة لكل منها وتساوىx حيث: 

(6.34                                                 )
n

ab
x


 

وإذا اعتبرنا أن  
*

k
X  تشير إلى أقصى نقطة في اليمين للفترة الجزئية رقمk 

 ىتساو k، وبالتالي فإن مساحة المستطيل رقم kالتي تمثل قاعدة المستطيل رقم 

     (6.35)                                                    x )x(f *

k
 

 :وبالتالي فإن

)x(f  
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)(                                   )x(fx                 

x )x(f....x )x(fx )x(fTdx )x(f

n

i

*

i

*
n

**
n

b

a









1

21

 

 (8-6)مثال 

أوجد القيمة الصحيحة والتقريبية لـ 


2

1

2 dx x 

 الحل

 القيمة الصحيحة -1

    318
3

1
12

3

1

3

33

2

1

32

1

2 











 )()()(
x

dx x 

 :حيث nTباستخدام تقريب المستطيلات  القيمة التقريبية -8





n

i

*

in )x(fxTdx x
1

2

1

2 

 :بالتالي n=4فإذا فرضنا أن 

4

3

4

12

4

12








)(
x 

),,,()X,X,X,X( **** 2
4

1
1

4

2

4

1
4321


       ,     x kaX*

k
 
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414
64

282

16

94

4

3

16

64

16

25

16

4

16

1

4

3
2

4

5

4

2

4

1

4

3

2
4

1
1

4

2

4

1

4

3

2222

2

1

2

.

)()()()(

)(f)(f)(f)(fdx x










































 

ا   فشبة المنحرطريقة التقريب باستخدام  :ثانيا

 x(f ،0)x(f(إذا اعتبرنا أن المساحة المحصورة بين منحنى الدالة 

 xمن مساحات شبة المنحرف ارتفاع كل منها يساوى  nمقسمة إلى عدد  xومحور 

:   حيث
n

ab
x


 

 

 

 

 

 

 

 
 

 (8-6)شكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    x           b  =
*

n
x 

*

n
x

1

*

n
x

2
                  

*x
2

  
*x
1

    a 

)x(f  
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 :فإن

   

 

 )x(f)x(f....)x(f)x(f)x(fx

x )x(f)x(f                                    

....x )x(f)x(fx )x(f)x(fTdx )x(f

nn

nn

n

b

a













1210

1

2110

222
2

1

2

1

2

1

2

1

 

(5.37) 

ax:       ملحوظة 
0

               ،bxn  

 (9-6)مثال 

 في المثال السابق أوجد القيمة التقريبية للتكامل باستخدام شبة المنحرف 

 الحل

28125341253
2

1

8

1
1

8

3

2
4

5
2

4

5
2

2

1
21

8

3

2
4

5
2

2

1
2

4

1
21

4

3

2

1

22222

2

1

2

..

)()()()()(

)(f)(f)(f)(f)(f)(dx x































 

قريبية أقرب إلى القيمة ويتضح أن استخدام طريقة شبة المنحرف تعطى نتيجة ت 

 .الصحيحة من استخدام التقريب بطريقة المستطيلات
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ا   القطع المكافئطريقة التقريب باستخدام  :ثالثا

نسبة  Simpson Ruleوتسمي طريقة التقريب باستخدام القطع المكافئ بقاعدة 

 Thomas Simpson (1111-1161.)إلى عالم الرياضيات الإنجليزي 

هذه الطريقة نجد أن طريقة شبة المنحرف اعتمدت على  وقبل عرض إجراءات

( 8-6)فمن شكل . [a,b]بين كل نقطتين داخل الفترة  x(f(التقريب الخطى للدالة 

 :بين النقط x(f(يتضح استخدام التقريب الخطى للدالة 

)x,x(),.....,x,x(),x,x( nn 12110 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 (3-6)شكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      x              b                                                      a 

)x(f  

)x(f  
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إلى دالة من الدرجة  x(f(على تقريب الدالة  Simpsonولكن تعتمد طريقة 

)x,x,x(الثانية خلال النقط 
210

 ،)x,x,x(
321

 ،..... ،)x,x,x( nnn 12 
كما هو . 

 xحيث يتم تقسيم المساحة بين منحنى الدالة والمحور الأفقي ( 3-6)موضح في شكل 

 :من القطع المكافئ مساحة كل منها على الترتيب nإلى عدد 

(6.38                                      )

 

 

 )x(f)x(f)x(f
x

:

:

)x(f)x(f)x(f
x

)x(f)x(f)x(f
x

nnn










 12

432

210

4
3

4
3

4
3

 

 :وبالتالي فإن

(6.39)          )]x(f)x(f                                           

.....)x(f)x(f)x(f)x(f[
x

dx )x(f

nn

b

a












1

3210

4

424
3 

:      ملحوظة
n

ab
x


     ،n عدد زوجي 

 .[3]والشكل التالي يوضح الفرق بين التقريبات باستخدام الطرق الثلاثة السابقة 
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 (4-6)شكل 

 (01-6)مثال

أوجد  –أعتبر المثال السابق  


2

1

2 dx x  ثم  –باستخدام طريقة القطع المكافئ

 .قارن القيمة الفعلية للتكامل بالقيمة التقريبية وأوجد الخطأ

 :الحل

 :بالتالي فإن n=4نفرض أن  

750
4

3

4

12
.

)(
x 


 

250
1

.)x(f               111 2

0
 )()x(f 

56251251251 2

3
.).().x(f          2505050 2

2
.).().x(f  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      b                   a                   b                   a                    b                   a                  

 التقريب باستخدام( 1)     التقريب باستخدام( 8)        التقريب باستخدام( 3)

 طريقة المستطيلات      يقة شبة المنحرفطر        طريقة القطع المكافئ

f(x) f(x) f(x) 
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422 2

4
 )()bx(f 

 :وبما أن

 

 

   

68752

75102504250065000011250

4562514250225041
3

750

424
3 43210

2

1

2

.

......

).().().(
.

)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f
x

Tdx x n













 

ويتضح أن التقريب باستخدام طريقة القطع المكافئ تعطى نتيجة أقرب إلى  

 .وتقترب من طريقة شبة المنحرف –القيمة الصحيحة من طريقة المستطيلات 
 

 error Approximationخطأ التقريب                      

الحد الأقصى لخطأ التقريب بدون أثباتوفيما يلي سوف نتناول نظرية تحديد 


. 

وإذا اشرنا للخطأ في التقريب  [a,b]دالة متصلة في الفترة  x(f(إذا فرضنا أن : نظرية

 :فإن nEبالرمز 

(6.40                                               )M
n

)ab(
En 2

3

12


 1) 

 حالة استخدام تقريب شبة المنحرففي 

)x(fmaxM // 

 [a,b]في الفترة 

(6.41                                               )K
n

)ab(
En 4

5

180


 2) 

                                                
   [3]حيث أن الإثبات يتطلب معرفة في الرياضيات في مستوى أعلى من هذا الكتاب. 
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 في حالة استخدام طريقة القطع المكافئ

)x(fmaxK )(4 

 [a,b]في الفترة 

 (00-6)مثال 

. في حالة استخدام التقريب باستخدام قاعدة شبة المنحرف( 2-6)نعتبر مثال  

 .أوجد الحد الأعلى للخطأ

 :الحل

 :بما أن

222  )x(f,  x)x(f    x)x(f /// 

 :وبالتالي فإن

2 )x(fmaxM 

 :بالتالي فإن

281250
96

27
2

412

12
2

3

.E    E    )(
)(

))((
E nnn 


 

في المثال السابق نجد أن الدالة  :ملحوظة
2x)x(f  دالة من الدرجة الثانية  هي

لذا تعذر إيجاد الحد الأعلى للخطأ في حالة (. 4)وبالتالي غير قابلة للتفاضل من الترتيب 

 .استخدام قاعدة القطع المكافئ

 (5)تمرين 
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لإيجاد القيم التقريبية للتكاملات  Simpsonاستخدم قاعدة شبة المنحرف وقاعدة 

 :المحدودة التالية

6n  ,    dx x
2

0

2 1)  

4n  ,    dx 1)-x(
3

1

2 2)  

4n  ,    dx 
x

1
2

1

3)  

6n  ,    dx 1x2x
2

0

2 4)  

8n  ,    dx 1)xln(x
1

0

2 5)  

4n  ,    dx 
1x

1
2

0
3




6)  

6n  ,    dx e
1

0

x2

7)  

6n  ,     
lnx

dx
4

2

8)  

10n  ,    dx x
2

1

5 


9)  

10n  ,    dx 
x

1
3

1

10)  
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  Applied Examples أمثلة تطبيقية                           ( 6-6)

 (1-6)تطبيق 

ورمز له  tفي أحد الدول المنتجة للبترول قدر معدل إنتاج البترول في السنة 

 :فكان على النحو التالي R(t)بالرمز 

t.e t)t(R 020200  

 .tبالألف برميل في السنة 

 .tتاج في السنة تقدير حجم الإن: والمطلوب

 الحل

 :فإن P(t)إذا فرضنا أن حجم الإنتاج 

dt te200dt e t)t(P

e t)t(R)t(P

t.t.

t.\










020020

020

200

200
 

 وباستخدام أسلوب التكامل بالتجزئ حيث يمكن افتراض أن 

t.t.t. ee
0.02

1-
v    dt edv  ,  tu 020020020 50   

 
 

  c)t(e 

ceet

dt e)e(tdt e t

0.02t-

0.02t-0.02t-

-0.02t-0.02t-0.02t





 

5050200

250050200

5050200200

 

00أي أن  0يساوى  t=0وإذا كان حجم الإنتاج في السنة   )t(P فإن 
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    c)(c)(e-0.02(0)  50502000500502000 

][500.000c    cبرميل   25002000 

 :بالتالي فإن

 

  505010000

5000005050200





)t(e  

)t(e )t(P

0.02t-

-0.02t

 

 (2-6)تطبيق 

بملي )إذا أشرنا إلى معدل تركيز أحد العقارات في الدورة الدموية للمريض 

 :حيث c(t)ساعة من تعاطى العقار بالرمز  tبعد ( ميلي لتر/جرام

33
t

e t)t(c


 

 .ساعات من تعاطيه9وجد متوسط تركيز العقار بالدورة الدموية للمريض بعد أ

 الحل

 D(t)ساعة من تعاطيه هو  tإذا اعتبرنا أن تركيز العقار في دم المريض بعد 

 :حيث

dt e tD(t)  dt   )t(c)t(D
t




 33 

 :باستخدام أسلوب التكامل بالتجزئ حيث
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c)t(e c)e (e-9t 

dt e e tdt )e (tddt e tD(t)

ttt

tt
t

t











3927

9993

333

333

1

3

 

 :ساعات يساوى9يز بعد وبالتالي فإن متوسط الترك

      

     .21.623 275.377 

 27979)9(12)(0.04  )(e )(e   

)t(e dt e t
tt

40262
9

1

9

1

9

1
39399

9

1

393
9

1

03

8

0

3

9

0

39

1





















 

 

 (3-6)تطبيق 

في تقريب  0.00005التي تجعل الخطأ أقل من ( n)أوجد عدد الفترات الجزئية 


2

1
x

dx
 .[1,2]باستخدام تقريب شبة المنحرف في الفترة  

 الحل

 :بما أن

3-//2-/ 2xf(x)  ,  -xf(x)    x
x

)x(f  11
 

21  )(f)x(fmaxM //// 

 :وبالتالي فإن

ميلي متر /ميلي جرام

 في الساعة
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58n    57.735,n    ,n

3n    
n

0.00005    
nn

)(
E

2

2
n








33333333

10000
6

1

6

1

12

122
222

3

 

 

 (4-6)تطبيق 

 :باستخدام طريقة القطع المكافئ أوجد القيمة التقريبية للتكامل التالي -1


2

1
x

dx
 

 ثم أوجد الحد الأعلى لخطأ التقريب -7

 الحل

 :بالتالي فإن n=10إذا فرضنا أن  -1

10
10

12
.

n

ab
x 





 

 كذلك

21

1
21

11

1
11

1

1
1

210 .
).x(f  ,  

.
).x(f  ,  )x(f  

51

1
51

41

1
41

31

1
31

543 .
).x(f  ,  

.
).x(f  ,  

.
).x(f  

81

1
81

71

1
71

61

1
61

876 .
).x(f  ,  

.
).x(f  ,  

.
).x(f  

2

1
2

91

1
91

109
 )x(f       ,       

.
).x(f 
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6931502.0]
2

1

9.1

4

8.1

2
                         

7.1

4

6.1

2

5.1

4

4.1

2

3.1

4

2.1

2

1.1

4

1

1
[

3

1.0
              

)]x(f)x(f4)x(f2)x(f4)x(f2                            

)x(f4)x(f2)x(f4)x(f2)x(f4)x(f[
3

x
Tdx 

x

1

109876

543210

2

1

n












 

 :بما أن -7

54433221 2462   x)x(f , x)x(f , x)x(f , x)x(f )()()()( 

 :وبالتالي

)x(fmaxK )(4 

 [1,2]في الفترة 

24124  )(K 

 :وبالتالي فإن

     
)(

K
n 

)ab(

10000180

24

180 4

5




 

000013.0
1800000

24
E

  K
n 180

)ab(
E

n

4

5

n








 

 

 

 (6-6)تطبيق 
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تسرب من أحدى حاملات البترول كمية من الزيت شكلت بقعة في مياه أحد 

وباستخدام القمر الصناعي تم تصوير البقعة في نقاط مختلفة وتحديد أطوالها . البحار

 [1]فكانت كما هو موضح بالشكل التالي 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (5-6)شكل 

باستخدام طريقة القطع المكافئ أوجد مساحة بقعة الزيت بافتراض أن : والمطلوب

n=100  ،10000  x 

 الحل

( 5-6)إذا اعتبرنا أن المساحة المتأثرة ببقعة الزيت والموضحة في الشكل 

وبالتالي  xبة للمحور بالنس g(x)، ومن أسفل المنحنى f(x)يحدها من أعلى المنحنى 

 :حيث yتصبح الدالة 

)x(g)x(fy  

 كذلك

 

 

 
 

 
  X (قدم)
 

 

 

 

 

320 380 400 320 300 300 230 310 

-200 -300 -330 -320 400 260 400 400 360 

f(x) y = f(x) 

y = g(x) 

1000 
230 
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100
10

1000





n

ab
x 

 :حيث Aوتصبح مساحة البقعة هي 

)]x(f))x(g)x(f())x(g)x(f(        

))x(g)x(f())x(g)x(f())x(g)x(f(        

))x(g)x(f())x(g)x(f())x(g)x(f(        

))x(g)x(f())x(g)x(f[(
x

dx )]x(g)x(f[A

109988

776655

443322

1100

1000

0

42

424

242

4
3










 

 

)]())((       

))(())(())((       

))(())(())((       

))(())(()[(

002602304

360320240038044004002

350320432030023303004

3003102200230400
3

100









 

66758017420
3

100
0490468027804

8002670462026304610243040
3

100

.)(])()()(        

)()()()()()([




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 (7-6)تطبيق 
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 –مت في إحدى الحدائق الشكل التالي يوضح مساحة بحيرة صناعية أقي

بحيث أن طول . وبتصويرها أمكن تحديد اتساع البحيرة في المناطق المختلفة لها

 .قدم 15الفترات المقسمة إليها البحيرة 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 (6-6)شكل 

 .n=10باستخدام طريقة القطع المكافئ أوجد مساحة البحيرة بافتراض أن  :المطلوب

 الحل

51قدم  
10

015
.x 


 

 

25 40 70 80 90 65 
50 

60 

35 
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7851570
3

51

0354602504

6529048027044022540
3

51

42424

2424
3

1098765

43210

15

0














][
.

])()()(

)()()()()()([
.

)]x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f

)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f[
x

Tdx )x(f n

 

 قدم مربع
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 Exercises  تمرينات                                           ( 6-7)

 :أوجد باستخدام أسلوب التكامل بالتجزئ التكاملات التالية (6-1) 

dx xe x


 2)                              dx xe x


2 1) 

dx )xe( x

  2 4)                            dx xe x


36 3) 

dx e )x( x

  1 6)                       dx )xe( x

  2 5) 

dx )x(x
 24 8)                       dx )x(x



 2

3

1 7) 

dx 
x

x
  32

 10)                       dx xx  5 9) 

dx xlnx 22 12)                         dx xlnx 2 11) 

dx  
x

xln
 14)                      dx xln x 13) 

dx xln 16)                            dx  
x

xln
 2

 15) 

dx )x(lnx
2 18)                           dx e x


 17) 

dx ex
0

x




1
2 20)                          dx xe

0

x




2

 19) 

 :استخدم جداول التكاملات لإيجاد التكاملات التالية (6-2)

dx 
)x(

x
  221

 2)                             dx 
x

x
  32

2
 1) 
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dx 
x

x
 3

2

 4)                           dx 
x

x
  42

3 2

 3) 

dx xx  22 4 6)                    dx xx  22 49 5) 


 284 xx

dx
 8)                             xx

dx

41
 7) 




2

0
22 9xx

dx
 10)                       

 2329 /)x(

dx
 9) 


 2324 /)(

dx
 12)                   dx xx  422 11) 

  xe

dx

1
 14)                           dx xe x


2 13) 

dx 
)xln()x(

x
  11 22

 16)                    )xln()x(

dx

11
 15) 

dx 
e

e
x

x


 31

3

 18)                    dx 
)e(

e
x

x


 2

2

31
 17) 

  xe

dx

21
 20)                     dx 

e

e
x/

x


 211

3
 19) 

dx )x(ln
4

1

2 22)                   dx 
)xln(x

xln
  32

 21) 

dx ex x


22 24)                          dx ex x


1

0

2 23) 

dx xlnx
3 26)                        dx xlnx

2 25) 

 :باستخدام طريقة شبه المنحرف والقطع المكافئ( 6-0)
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 .أوجد القيم التقريبية للتكاملات المحدودة التالية( أ

 .ثم قارنها بالقيمة الصحيحة للتكامل( ب

 .أوجد الحد الأعلى لخطأ التقريب في كل حالة( ج

 
2

1

2 4n,    dx 1)-x( 2)                  
2

0

2 6n,    dx x 1) 

 
2

1

2 6n,    dx x 4)                 
1

0

3 4n,    dx x 3) 

 
2

1

1
8n,    dx 

x
 6)                   

2

1

1
4n,    dx 

x
 5) 

 


1

0
1

1
4n,    dx 

x
 8)                 

2

1

2

1
4n,    dx 

x
 7) 

 
2

0

2 12 6n,    dx xx 10)                
4

0

8n,    dx x 9) 

 
1

0

2

6n,    dx xe x 12)               
1

0

6n,    dx e x 11) 

 
1

0
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     Sequences       (المتواليات)المتتابعات  (7-1)

 Sum ofإيجاد مجموو  دو د هنهوائي  كثير من التطبيقات يكون من الأهميةفي 

Infinitely  وفووي بعووه هووولات الووواهت يكووون المجموووو  . ببعضوووهاموون القوويم المر بطووة

 :ليومن امثلة ذلك المثال التا .Finite( أي د د مو ود)اللانهائي د د نهائي 

مثووم مفلتووات مروو ع )إذا وجوو  مروو ت للتلوووا لألوو  الملونووات فووي م طقووة مووا 

لوو دت أجهوولر الريوو  فووي وإذا . بويووي ي ت وور هوولاا الملوووا فووي الجووو( الأسووم م مووثلاا 

ا في الجوو  سواوي الم طقة  مون  %2جورا  بويوي أن  kان كمية الملوا الم بعثة أسبوديا

 .ى الم اطق الأخري المجاوتركمية الملوا  تسرب إل

كانوووم الكميوووة  بالم طقوووة كوووان فوووي ب ايوووة الأسوووبو  الأول لقيوووا  الملووووافووو ذا  

kS
1
 . وبالتالي في ب اية الأسبو  الثاني  كون كمية الملوا  ساوي

2
S ليي: 

     (7.1)      k98.0kS
2

 

 .من الأسبو  الثاني kمن الأسبو  السابق، ( 0.98k)ليي الكمية 

بالمثم في ب اية الأسبو  الثالي  كون كمية الملوا في الم طقة  ساوي 
3

S ليي: 

     
(7.3)                               k)98.0(k)98.0(k

(7.2)                                 )98.0)(k98.0k(kS

2

3




 

 nS سوواوي  (n)وبالمثووم  كووون كميووة الملوووا فووي الم طقووة بووالجرا  فووي ب ايووة الأسووبو  

 :ليي

     (7.4)    k)98.0(...k)98.0(k)98.0(kS 1n2
n

 



 المتسلسلات اللانهائية: الباب السابع          (                                المتواليات)المتتابعات ( 7-1)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 453-  

وبالتالي إذا كان المطلوب إيجاد كمية الملوا المتراكموة فوي الم طقوة فوي المو ي الطويوم 

Long Rage  أي د وو ماn فوو ن كميووة الملوووا المتراكمووة فووي الم طقووة  سوواوي ،

S ليي: 

     (7.5) ...k)98.0(...k)98.0(k)98.0(kS n2  

وبالمثووم  كووون كميووة الملوووا المتراكمووة المتسووربة دبوور الجووو إلووى الم وواطق الأخووري فووي 

 :ليي Hالم ي الطويم  ساوي 

     (7.6)   ...k)02.0(k)02.0(k)02.0(H 32  

 .Hكلالك  Sو ربح من الأهمية إيجاد المجمو   

ويهووو ذ هووولاا البووواب إلوووى  قووو يم دتاسوووة ناريوووة و طبيقيوووة للمجووواميع اللانهائيوووة 

Infinite Sums  والتي ي ات إليها بالمتسلسلات اللانهائيةInfinite Series.  للالك سووذ

 (.المتواليات)المتتابعات  نعرذ أوها 

دو د  nمر بطوة ببعضوها بقادو ر معي وة، فو ذا كوان الهي مجمودة من الأدو اد : المتتابعة

 ن الأد اد المر بطة ببعضهايويح موجب ف 

     (7.7)     ,....a,....,a,a n21
 

a,a...., سمي متتابعة و سمي الع ايور 
21

بوو ود المتتابعوة، وللتبسويك  كتوب  

}a{المتتابعوة دلوى ال ووو  n  ليويna   هوو الوو  العواGeneral Term ودون . للمتتابعوة

 .طريق الو  العا  يمكن إيجاد بااقي ل ود المتتابعة
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 (1-7)مثال 

 :دلى ال وو التالي naإذا أدتبرنا الو  العا  لأل ي المتتابعات

 nn 2a 2)         ,          
n

n
3

1
a 








1)  

 أوج  الثلانة ل ود الأولي من المتتابعة

 الحل

3

1

3

1
a

1









1)  

9

1

3

1
a

2

2









 

27

1

3

1
a

3

3









 

...,وبالتالي  ربح المتتابعة دلى ال وو 
81

1
,

27

1
,

9

1
,

3

1
 

  22a
1

2)  

  42a 2

2
 

  82a 3

3
 

 8,4,2...,وبالتالي  ربح المتتابعة دلى ال وو 

وبووالرجو  إلووى  عريوول ال الووة فووي البوواب الأول نجوو  أن المتتابعووة هووي دالووة كمووا سوووذ 

 .نوضح في التعريل التالي
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 (1-7)تعريف 

}a{المتتابعووة  n سووالبة وموو اها هووي دالووة نطاقهووا فدووة الأدوو اد الرووويوة  يوور ال

فدووووووة جلئيووووووة موووووون فدووووووة الأدوووووو اد الوقيقيووووووة و  خوووووولا القوووووويم ( نطاقهووووووا المرووووووالب)

,....a,....,a,a n21
 .naول ها العا   

 The Limit of A Sequence  نهاية المتتابعة 

}a{إذا أدتبرنا المتتابعة  n ليي: 

1n

n
an


 

 :التالي  ربح ل ود المتتابعة دلى ال وووب

....  
4

3
a ,  

3

2
a ,  

2

1
a

321
 

 :كما هو موضح في ال كم التالي na، زاد قيمة الو   nويلالظ أنه كلما زاد 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

 (1-7)شكم 

 .من الوال  naاقترب قيمة الو   nونلالظ من الرسم كلما زاد 

x 

y 



 المتسلسلات اللانهائية: الباب السابع          (                                المتواليات)المتتابعات ( 7-1)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 453-  

كلموا زاد  Lإذا أقتربم قيم ل ود المتتابعة مون قيموة معي وة ولوتكن وبرتة دامة 

n . ف نوه يقوال أن المتتابعوة  تقواتب مونL  أيThe Sequence Converges to The 

Limit L و كتب دلى ال وو: 

     (7.8)      Lalim n
n




 

 :وبالتالي في المثال السابق نج  أن

1
1n

n
lim

n



 

 (2-7)تعريف 

}a{يقال أن المتتابعة  n  متتابعة  قاتبيةConvergent Sequence  للع دL: 

n
n

alimL


 

 :د د يويح موجب بويي 0  ،Nإذا كان 

     (7.9)    Nn  ,   Lan  

 .Divergent Sequenceف نه يقال أن المتتابعة  باد ية ( 7.9)وإذا لم يتوقق ال رط في 

 (1-7)نظرية 

 Limit Theorem forو سوومي هوولات ال اريووة ب اريووة ال هايووات للمتتابعووات 

Sequences. 

 :إذا فرض ا أن

then    mblim  ,  Lalim n
n

n
n



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     (7.10)    m tL r)b ta r(lim nn
n




1)  

     (7.11)         m L)b a(lim nn
n




2)  

     (7.12)         0m  ,    
m

L

b

a
lim

n

n

n



3)  

     (7.13)             cc
n

n
Lalim 


4)  

 :الإثبات

مة في لبواب الثواني مون هولاا ال هايات المق يمكن الإنبات بسهولة باستف ا  قواد  

 .الكتاب

 (2-7)مثال 

 :أدتبر المتتابعات التقاتبية التالية







 

3

2

n

8n6n5
2)          ,                   









n

200
1)  













2n4n10

2n2n6
24

4

3)  

ا –أوج  نهايات المتتابعات ادلات   .ا نم وضح ذلك بيانيا

 الحل

0
n

200
lim

n











1) 

وال كم التالي يوضح شكم المتتابعة 








n

200
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0

0.2

0.4
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1.2

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
 

 (2-7)شكم 

000
n

5
lim

n

8
lim

n

n6
lim

n

n5
lim

n

8n6n5
lim )2

n

3
n

3
n

3

2

n
3

2

n










 




 

وال كم التالي يوضح المتتابعة 






 

3

2

n

8n6n5
 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
 

 (4-7)شكم 
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10

6

10

6
lim

n/2n/410

n/2n/26
lim

2n4n10

2n2n6
lim )3

n

42

43

n
24

4

n























 

وال كم التالي يوضح شكم المتتابعة 












2n4n10

2n2n6
24

4

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 

 (3-7)شكم 

 (3-7)مثال 

 كم متتابعة من المتتابعات التالية متتابعة  باد يةوضح أن 













8nn5

5nn
23

34

2)          ,          n)1(1)  

 الحل

بال سبة للمتتابعة  -1 n)1( نج  أن: 
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1-  or  1an  

. xد ووو ما  Lه يمكووون أن يتقووواتب مووون قيموووة والووو ر موووو در  naوبالتوووالي فووو ن 

وبالتالي ف ن  n)1( متتابعة  باد ية. 

 وال كم التالي يوضح ذلك

-2

-1

0

1

2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 
 (5-7)شكم 

2 -

42

4

n
23

34

n
n

n n/8n/1n/5

n/5n/11
lim

8nn5

5nn
limalim




















 

. وبالتالي فالمتتابعة متتابعة  باد ية x  ما د( 1)البسك  ؤول إلى ف ج  ان نهاية 

 وال كم التالي يوضح ذلك
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 (6-7)شكم 

 (4-7)مثال 

:أدتبر المتتابعة






 

ne

1n
ا  –وضح أن المتتابعة  قاتبية    .ووضح ذلك بيانيا

 الحل

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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0anف ن  nمن الرسم يتضح أنه د  ما   ت م أن: 









n

n e

1n
lim 

 :نج  أن( أنار الباب الثالي)ولكن باستف ا  قاد ر لوبيتال 

0
e

1
lim

)e(
dn

d

)1n(
dn

d

lim
e

1n
lim

n
nnn

n
n









 

 (1)تمرين 

 :الأولي من المتتابعات التالية ل ودأكتب الأتبع  (1)
















 
1n

5

1
2)       ,               n)1(5 1)  













nn

nn
2

2

4)        ,                












3n

1n5
3)  

  2n  ,  aa  ,  256a  ,  a
1nn1n 


5)  

  2n  ,  ana  ,  1a  ,  a
1nn1n 


6)  

  2n  ,  1a)a(a  ,  1a  ,  a
1n

2

1nn1n 


7)  

 :أوج  نهايات المتتابعات التقاتبية التالية (2)













6n

n510
2)       ,                







 

n

8n6
1)  
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











3n150n10

100n20n5
2

2

4)        ,               


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







n7

n510
3)  






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 n3n

n5
6)        ,                    








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nln
5)  

 n/4n 8)        ,                    n/45 7)  











  dx e
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nx10)       ,         

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









n200n4

n100n8
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
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   Infinite Series       المتسلسلات اللانهائية     ( 7-2)

 :المتسلسلة اللانهائية هي عبارة عن

     (7.14)       





1i

i21
a.....aa 

 :حيث nSوسوف نشير له بالرمز  –حد الأولي من الحدود  nوالمجموع الجزئي لـ 

     (7.15)   



n

1i
in321n aa...aaaS 

إذا كانل  المتتابةلة للمتسلسللات الجزئيلة  Sتتقلارب للـ ( 7.13)ويقال ان المتسلسللة يلي 

 nS  تتقارب لـS أو بةبارة أخري: 

     (7.16)         SSlima n
n

1i
i








 

وإذا كانلللل  المتتابةللللة  nS  غيللللر متقاربللللة يلللل ن المتسلسلللللة


1i
i

a  تكللللون متباعللللدة

Divergent. 

يي حالة إذا كان  المتتابةة : ملحوظة nS متقاربة ي ن: 

     (7.17)    )a(lim)S(lima
n

1i
in

n
n

1i
i 








 

 (5-7)مثال 

 .[14] وضح أن المتسلسلة التالية تقاربية 




1i
i2

1
 

 الحل
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 :هذه المتسلسلة تتضمن المتسلسللات الجزئية التالية

nnn
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1
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1
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1
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:
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1
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1
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2

1
S









 

 :وبالتالي ي ن

1)
2

1
1(limSlim

n
n

n
n




 

 .وبالتالي ي ن المتسلسلة تقاربية ومجموعها يساوي واحد

 (6-7)مثال 

 .[  ] جد مجموعها وضح أن المتسلسلة التالية تقاربية وأو




 1k
2 kk

1
 

 الحل








 


















 1k1k
2 )1k(k

1
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 :وبما أن
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 :وبالتالي ي ن

1Slim n
n




 

وبالتالي ي ن المتسلسلة 


 1k
2 kk

1
 .متسلسلة تقاربية ومجموعها يساوي واحد 

 (7-7)مثال 

 .ثم أوجد مجموعها –تالية تقاربية وضح أن المتسلسلة ال













1k
k2 2

6

kk

8
 

 الحل

 :بما أن


























 1k
k
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2

1k
k2 2

1
6
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1
8

2

6
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8
 

 :نجد أن كل من المتسلسلتين( 1-7)، ( 5-7)من المثالين 








  1k
k

1k
2 2

1
       ,      

1k
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 :وبالتالي تين ومجموع كل منهما يساوي واحد،متسلسلتين تقاريبي

2)1(6)1(8
2

1
6

1k

1
8

1k
k

1k
2



























 

لتالي ي ن المتسلسلةوبا











1k
k2 2

6

kk

8
 (2)متسلسلة تقاربية ومجموعها يساوي 

 Geometric Series   المتسلسلة الهندسية

المتسلسلة الهندسية هلي متسلسللة هنهائيلة تكلون النسلبة بلين كلل حلدين متتلاليين 

 :ن المتسلسلة الهندسية تأخذ الشكل التاليي  rي ذا كان  النسبة الثابتة تساوي  .نسبة ثابتة

    (7.18)    0a   ,   ....ar...araraar n2

0i

i 




 

 .موجبأو ممكن تكون مقدار سالب ( r)النسبة الثابتة  :ملحوظة

 (8-7)مثال 

 أعتبر المتسلسلة التالية

.....
27

2

9

2

3

2
2

)3(2
)3(

2

0i

i

0i
i














 

 ينجد أن المتسلسلة متسلسلة هندسية

2a     ,     
3

1
r 


 

 (2-7)نظرية 
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 إذا أعتبرنا المتسلسلة الهندسية




1i

iar 

0aبحيث   

 :ي ن المتسلسلة تكون

|r| 1تباعدية إذا كان  -6 . 

|r| 1تقاربية إذا كان  -2 . 

 ويي هذه الحالة يكون

(7.19)    
r1

a
ar

1i

i








 

 :الإثبات

 :بما أن

1n2
n ar...araraS  

n2
n ar...ararS r  

 :وبالتالي ي ن

...)raa()ar...arra(SS r n2
nn  

)1r(

)1r(a
S      aar)1r(S

n

n
n

n



 

|r| 1ويي حالة إذا كان    ي ن متتابةة المجاميع الجزئية nS ولكلن . للي  لهلا نهايلة

|r| 1حالة إذا كان  يي  ي ن: 



 المتسلسلات اللانهائية: المتسلسلات اللانهائية                                            الباب السابع( 7-2)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 316-  

r1
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















 

 (9-7)مثال 

 .حدد أي من المتسلسلات التالية متسلسلة تقاربية أو تباعدية













 

1k

k

4

1
52)           ,           






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i
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1
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 الحل

 :بما أن المتسلسلة -6







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





1i

i

3

5
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1متسلسلة هندسية حيث 
3

5
r  

 (نظرية)إذن المتسلسلة تباعدية 

 :كذلك بما أن المتسلسلة -2













 

1k

k

4

1
5 

1متسلسلة هندسية حيث 
4

1
 |r|  

 :ذن المتسلسلة متسلسلة تقاربية بحيثإ

4
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 (2)تمرين 

 .من المتتابةة ، والمتسلسلةوضح الفرق بين كل  -1

حدد أي المتسلسلات الهندسية التالية متقاربة وأيهما متباعد، ويي حاللة التقلارب  -2

 .أوجد مجموع المتسلسلة


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
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
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


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
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
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
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


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1k
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3

2
)1(7)  

 .أي المتسلسلات التالية تقاربية وأوجد مجموعها وأي منها تباعدية حدد -3








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
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 
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 النسبة أختبار التكامل وأختبار( 7-3)

The Integral Test and Ratio Test  

ذكرنا سابقاً أنه يمكن  حدييني أا المتسلسنلات حقاربينة وأيهنا حباييينة ي تمني وكما 

يلننت حقننارب أو حباينني متتاب ننة المجنناميع الجمئيننة أا المتتاب ننة  nS.   ولكنن   ننض ب نن

وحسنمض . طرق غير مباشرة لتدييي هل المتسلسلة حقاربية أو حباييينة الدالات ندتاج إلت

 .هذه الطرق بأختبارات التقارب

 :و ض هذا الفصل سوف نقيم الأختبارات التالية

 .Integral Testأختبار التكامل  -3

 .Ratio Test أختبار النسبة -2

 أختبار التكامل: أولا 

 (3-7)نظرية 

إذا كانن  المتسلسنلة . Divergence Testي وحسمض هنذه النررينة بأختبنار التباين

 i
a متسلسلة حقاربية  إن: 

     (7.20)      0alim n
n




 

 :وال كس صديح، إذا كان

     (7.21)      0alim n
n




 

 إن المتسلسلة  i
a حكون متسلسلة حباييية. 

 :الإثبات

إذا  رضنا سلسلة المجاميع الجمئية  nS حقاربية بديث: 
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     (7.22)      LSlim n
n




 

 :كذلك بما أن
k1kk

aSS 


 

 :وبالتالض  إن

0LL

SlimSlim)SS(limalim
1kkkk1kkkkk




 

 (01-7)مثال 

 وضح أن المتسلسلة التالية متسلسلة حباييية




 



0n 700n3

500n
 

 الحل

 :بما أن

700k3

500k
a

k 


 

 :وبما أن

0
3

1

k/1

k/1
.

700k3

500k
lim

700k3

500k
limalim

kkkk





















 

 .إذن المتسلسلة متسلسلة حباييية

النررية السابقة حستخيم لأختبار التبايي  قط ولك  لا يمك  استخيامها لأختبار  :ملحوظة

 .التقارب



 المتسلسلات اللانهائية: الباب السابع                            ختبار التكامل وأختبار النسبة      أ( 7-3)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 373-  

 (4-7)نظرية 

 :إذا  رضنا. The Integral Test وحسمض هذه النررية بأختبار التكامل

1,2,....k   ,   )k(fa
k

 

 Decreasingومتناقصننة  Continuousومتصننلة  Positive دالننة موةبننة fحيننث اليالننة 

 :ن كل م  المتسلسلة والتكامل التاليي  إ x  ،x1بالنسبة للمتغير 

     (7.23)     


 11k
k

dx f(x)   and   a 

 ً  .يكونا متقاربي  أو يكونا متباييي  م ا

 .[14]أنرر مرةع : الإثبات

 (00-7)مثال 

 :أيتبر المتسلسلة التوا قية التالية











1k1k

k k

1
a 

 .أختبر حقارب المتسلسلة

 الحل

 :ظرة يلت الندوالمنا x(f(باستخيام أختبار التكامل حيث أن اليالة 

x

1
)x(f  

1xدالنة موةبنة ومتصنلة ومتناقصنة يننيما  x(f( نجي أن اليالنة    وبالتنالض يمكن  أن

 :نستخيم النررية السابقة يلت الندو التالض
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




 ]1lnb[lnlimdx 
x

1
limdx 

x

1

b

b

1
b

1

 

 .متسلسلة حبايييةن التكامل حباييا وبالتالض الوبالتالض  إ

 (01-7)مثال 

 :أختبر حقارب المتسلسلة التالية




1k
3/ke

k
 

 :الحل

 :حيث x(f(اليالة المناظرة 

3/x

3/x
xe

e

x
)x(f  

1xدالة موةبة ، متصلة ينيما  x(f(حيث   . 

 :اقصة أم لا حوةي نقطة الأستقرار حيثولتدييي اليالة متن

 0)x(f 








  0ee
3

1
x 3/x3/x 







 
 01
3

x
e 3/x 

3x01
3

x







 


 

 :وبما أن
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
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 
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
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1
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e
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1
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1
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 وبالتالض









 

3

2

3

1
e)3x(f 1 

3xإذن النقطة   نقطة نهاية يرمض. 

3xينيما  x(f(لض  إن اليالة وبالتا  حكون دالة متناقصة وبالتالض: 

 

    

 

1

3/bb

13/b

b

113/b3/b

b

b

3
3/x3/x

b

b

3

3/xb

3

3/x

b

b

3
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b
3

3/x

e18
e
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e18)3b(e3lim

e9e)3(3e9be3lim

e9xe3lim

dx)e3(|xe3lim

dxxelimdxxe























































 

 :باستخيام قايية لوبيتال :ملحوظة

0
e

3
lim

e

3b
lim

3/bb3/bb





 

 وحسمض المتسلسلة
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     (7.24)      


1k
pk

1
 

1p وينيما P-Seiesبمتسلسلة   ندصل يلت المتسلسلة التوا قية التالية: 




1k k

1
 

 (5-7)نظرية 

 :يلت الندو التالض Pإذا  رضنا المتسلسلة 




1k
pk

1
 

 : إن. مقيار ثاب  Pحيث 

p1حكون المتسلسلة حقاربية ينيما حكون  -3 . 

p1وحكون المتسلسلة حباييية ينيما حكون  -2 . 

 :الإثبات

باسننتخيام أختبننار التكامننل حيننث يمكنن  أثبننات ان اليالننة  -3
px

1
)x(f   ،دالننة متصننلة

1xوموةبة، ومتناقصة ينيما    ،0p  - وبالتالض  إن: 

     




































(7.26)                    1p0 if                   

(7.25)                    1p if                    
1p

1

p1

1b
limdxxlim

x

dx p1

b

b

1

p

b
1

p

 



 المتسلسلات اللانهائية: الباب السابع                            ختبار التكامل وأختبار النسبة      أ( 7-3)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 373-  

أن المتسلسننلة ( 33-7)أن أثبتنننا  ننض الم ننال وسننب   -2


1k
pk

1
1pينننيما     متسلسننلة

 .حباييية

0pوسننوف ن بنن   يمننا يلننض أن المتسلسننلة حبايييننة أي نناً ينننيما  -3   كننذلك ينننيما

0p   لندو التالضايلت 

0pينيما  -4  نجي أن: 







1k

0
.......11111

k

1
 

p0كذلك ينيما  -5  نجي أن: 

 



p

k
p

k
xlim

k

1
lim 

نجنني أن المتسلسننلة ( 5) –( 3)وبالتننالض منن  


1k
pk

1
1pحقاربيننة ينننيما    ييننة ، وحباي

p1ينيما  . 

 (03-7)مثال 

 أختبر حقارب كل م  المتسلسلات













1k
k k

1

e

1
2)   ,  



1k
5k

1
1) 

 الحل

 بما ان المتسلسلة -3











1k

2/5
1k

5 k

1

k

1
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1وبما أن 
2

5
p  (.نررية)ن المتسلسلة حقاربية وبالتالض  إ 

 :بما أن -2























1k
2/1

1k
k

1k
2/1k

k

1

e

1

k

1

e

1
 

 وبما ان المتسلسلة

......
e

1

e

1

e

1

e

1
32

1k
k






 

متسلسلة هنيسية أساسها يساوا 
e

1
|r| 1أا أن    وبالتالض  هض متسلسلة حقاربية. 

 أما المتسلسلة




1k
2/1k

1
 

حيث 
2

1
p   1أاp  إذن المتسلسلة حباييية وبالتالض حصبح المتسلسلة 




























1k
2/1

1k
k

k

1

e

1
 

 .متسلسلة حباييية

ا   أختبار النسبة: ثانيا

 (6-7)نظرية 

 إذا  رضنا المتسلسلة

0a  ,    a
i

1l
i






 

L  :بديث
a

a
lim

i

1i

i



 : إن   
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1Lإذا كان   -3  حكون المتسلسلة حقاربية. 

1Lإذا كان   -2  حكون المتسلسلة حباييية. 

1Lإذا كان   -3  إن الأختبار يفشل  ض حدييي نوع المتسلسلة . 

 658صفدة  [   ]أنرر مرةع :الإثبات

 (04-7)مثال 

 .قاربية أو حبايييةاستخيم أختبار النسبة لتدييي نوع المتسلسلة التالية ح








1k
k

k

2

k)1(
 

 الحل

0
2

1
)1(

2

1

k

1
1

2

1
lim

k2

)1k)(1(
lim

k)1(

2
.

2

)1k()1(
lim

a

a
lim

kk

k

k

)1k(

1k

k
k

1k

k



















 






















 

 .إذن المتسلسلة حقاربية

 (3)تمرين 

 :أخبر حقارب او حبايي المتسلسلات التالية (0)




1k k

200
2)           ,              



1k
3k

1
1)  
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


1k kk3

2
4)                ,             



1k
4 k

1
3)  







1k

2/5)k3(6)               ,      


 1k
2)k35(

1
5)  








1k

k2

ke8)               ,       


 1k
3

2

2k

k
7)  




1k k

kln
10)             ,             



1k
2k

kln
9)  




1k
k4

1
12)            ,              



1k
5k

1
11)  

 :أختبار النسبة لتدييي حقارب أو حبايي المتسلسلات التالية أستخيم (1)







0k

k

k

3

2
)1(2)               ,            






0k

k

!1

5
)1(1)  







0k

k

k2
k

2

3k
)1(4)              ,   










2k

1k

1k2

k
)1(3)  













 

5k

k

k5

k31
6)              ,     










0k

1k

1k

k
)1(5)  




2k
k2

k

k

e
8)              ,                 



7k
k

2

e

k
7)  








2k

k

klnk

)1(
10)            ,             







2k kln

k)1(
9)  
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 Taylor Series                         متسلسلة تيلور( 7-4)

 :تسمي المتسلسلة التالية

    (7.27)    .....)cx(a)cx(aa)cx(a 2

210
0k

k

k






 

)cx(بمتسلسلللة اليللو   للي    وتكللوا المتسلسلللة تياربيللة   لل ما)rc,rc(x  

وتتيلارب المتسلسللة مل  . Radius Convergenceالتيلارب  تمثل  نفلق ر ل  rحيل  

rc,rc(x(تيارب م لل    ل ما  f)x(ال الة   [   , page 672]   وبالتلالي  ننل

)rc,rc( ي الفت ة   نا : 

.....)cx(a)cx(aa)cx(a)x(f 2

210
0k

k

k
 





 

 كذلك

......)cx(a3)cx(a2a)cx(ka)x(f 2

321
0k

1k

k
 





 

(7.28) 

(2.29)        ......)cx(a3.4)cx(a2.3a2

)cx)(1k(ka)x(f

2

432

0k

2k

k



 






 

(2.30)   ...)cx(a3.4.5)cx(a2.3.4a2.3

)cx)(2k)(1k(ka)x(f

2

543

0k

3k

k



 






 

cxوهكذا، وبالتالي    ما   نا : 
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0
a)c(f  

1
a.1)c(f  

22
a!2a.1.2)c(f  

33
a!3a.1.2.3)c(f  

: 
: 
: 

(7.31)      
k

)k( a!k)c(f  

 :وبالتالي

     (7.32)   0,1,2,....k   ,      
!k

)c(f
a

)k(

k
 

 :يمك  كتبتها  لى ال حو x(f(وبالتالي  نا ال الة 

     (7.33)    





0k

k
)k(

)cx(
!k

)c(f
)x(f 

 Taylor Series Expansionبمفكلو  متسلسللة تيللور ( 7.33)وتسلمي المتسلسللة  لي 

ام باشلتيا  يليا ة الذ  رلBrook Taylor (5861-5795 )إلى  الم ال ياضيات نسبة 

 (.7.33) ي  x(f(ال الة 

ومما هو ج ي  بالذك  أن ا سوف نستخ م متسلسلة اليو   لي البلاب الشاشل   لي أسلتكما  

متسلسلة ( 7.33) ي  x(f(ويمك  أثبات أا مفكو  تيلور  .ال الة باستخ ام ط يية نيوت 

 . ي المثا  التالي وسوف نوضح ذلك. تياربية
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 (51-7)مثال 

 أوج  مفكو  تيلور لل الة

 e)x(f x 

0xحو     0أ     ماc  

 الحل

    ...   ,   e)x(f   ,   e)x(f xx
 

.0,1,2,3,..k   ,          e)x(f x  

0cوبالتالي  نا    ما   نا : 



















0k

k

0k

k
0

0k

k
)k(

0k

k
)k(

x
!k

1
x

!k

e
x

!k

)0(f
)cx(

!k

)c(f
 

 :وباستخ ام أختبار ال سبة نج  أا

 xall for               10(0) |x|

1k

1
limx

x)!1k(

x!k
lim

a

a
lim

k
k

1k

k
k

1k

k

















 

وبالتالي متسلسلة تيلور 


0k

k

!k

x
 .xمتسلسلة تياربية لجميع الييم الحيييية لـ  

 للى ال حلو  nلمتسلسللة تيللور مل  ال رجلة  Partial Seriesوتش ف المتسلسلة الجزئيلة 

 :اليالت

     (7.34)         



n

0k

k
)k(

n )cx(
!k

)c(f
)x(P 

 .nم  ال رجة  Polynomialكثي ة ح ود  x(Pn(ويلاحظ اا 



 المتسلسلات اللانهائية: سلسلة تيلور                                                    الباب السابعمت( 7-4)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 973-  

 (7-7)نظرية 

x(f(بحيلللللل  يوجلللللل   f)x(إذا   ضلللللل ا  )1n(   ملللللل  المفللللللتيات  للللللي الفتلللللل ة

)rc,rc(   ،0r   نن  لأ  )rc,rc(x  نا : 

     (7.35)          )x(P)x(f n 

 :حي  x(Rn(بساو   f)x(كتي يب لل الة  Pn)x( ي استخ ام  Errorوالخ أ 

     (7.36)  1n
)1n(

nn )cx(
)!1n(

)z(f
)x(P)x(f)x(R 






 

 .c,xتيع بي   zحي  

 .Remainder Termبالح  الباري  Error Term )x(Rnويسمي ح  الخ أ 

0cالحالة الخاية لمتسلسلة تيلور    ما  :حالة خاصة  تأخذ الفيغة التالية: 

     (7.37)   ....x
!3

)0(f
x

!2

)0(f
x

!1

)0(f
)0(f)x(f 32 








 

بمتسلسلة مكلوري  نسبة إلى  الم ال ياضيات الاسكتل    ( 7.37)وتسمي المتسلسلة  ي 

Colin Maclaurin (5836-5748.) 

 (56-7)مثال 

 :أوج  متسلسلة مكلوري  لل الة

xe)x(f  

 الحل
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 :بما أا

x)k(xx e)x(f   ...   ,   e)x(f   ,   e)x(f  

....x
!3

1
x

!2

1
x

!1

1
1

....x
!2

)0(f
x

!1

)0(f
)0(f)x(f

32

2











 

 :ناوبالتالي  





n

0k

k
x

!k

x
e 

 (57-7)مثال 

 :حي  x(f(أوج  متسلسلة تيلور لل الة 

xln)x(f  

1c   ما   

 الحل

0)1(f      nln)x(f  

1)1(f      
x

1
)x(f //  

1)1(f      
x

1
)x(f //

2

// 


 

2)1(f      
x

2
)x(f ///

3

///  
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6)1(f      
x

6
)x(f )4(

4

)4( 


 

: 
: 
: 

6)!1k()1(f      
x

)!1k()1(
)x(f 1k)k(

k

1k
)k( 


 



 






 






1k

k1k

432

432

k

)1x()1(

...)1x(
4

1
)1x(

3

1
)1x(

2

1
)1x(

...)1x(
!4

6
)1x(

!3

2
)1x(

!2

1
)1x(

!1

1
0xln

 

xln)x(fوباستخ ام اختبار ال سبة يمك  أثبات أا متسلسلة تيللور لل اللة    تياربيلة  لي

2x0الفت ة   لى ال حو التالي : 

1
1k

k
limx

k

)1(

1k

)1(

lim
a

a
lim

k
1k

k

k
k

1k

k




















 

 سلة اليو  متياربة    ما وهذا يش ي أا متسل

1 |1x|  

 : ي الفت ة التالية xأ     ما تيع 

2x0  
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 (4)تمرين 

0cأ  متسلسلة تيلور   ل  )أوج  متسلسلة مكلوري   (5)    لكل  داللة مل  الل وا

 .لكي تكوا المتسلسلة تياربية xتيع  يها  التالية، كذلك تح ي  الفت ة التي

xe)x(f 2)         ,                x2)x(f 1)  

x1

1
)x(f


4)          ,         

)x1(

1
)x(f

2
3)  

x

1
)x(f 6)          ,         )x1ln()x(f 5)  

 c،nلك  دالة م  ال وا  التاليلة   ل  رليم ( n)متسلسلة تيلور م  ال رجة  أوج  (2)

 .الم ظ ة لك  م ها

8n  ,  6n  ,  1c   ,       x)x(f 1)  

8n  ,  4n  ,  0c   ,       
x1

1
)x(f 


2)  

6n  ,  3n  ,  2c   ,       e)x(f x 3)  

6n  ,  5n  ,  0c   ,       e)x(f x2 4)  

8n  ,  4n  ,  1c   ,       xln)x(f 5)  

 

 :حي  x(f(متسلسلة مكلوري  لل الة  أوج  (3)
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2222 xaxa)x(f  

0aحي    

أا متسلسلة مكلوري  لل الة  أثبت (4)
r)x1(   تساو: 

k

1k

x
!k

)1kr)......(1r(r
1 






 

 .مي ار ثابت rحي  
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  Applied Examples  أمثلة تطبيقية                           ( 7-5)

 (1-7)تطبيق 

جنيه لأحد أبنائه عند مولده وديعة حتى يبلغغ  500أودع شخص في أحد البنوك مبلغ 

فغغا ا  غغاة معغغدئ الاائغغد  السغغنو  . سغغع عوغغسوة سغغنة تسغغت م فائغغد  مس بغغة  غغ   بغغع سغغنة

 .سنويا   %12المعلع 

 .لمبلغ المست م لهذا الأبع في نهاية     بع سنة يمث  متتابعةوضح أة جملة ا -1

 .سنة 20أوجد جملة المبلغ المست م للأبع عند بلوغة  -2

 .سنة 20أوجد الاوائد التي حص  عليها الأبع عند بلوغه  -3

 الحل

، بالتغالي فنغع المعغدئ السبغع سغنو   %12بما اة معغدئ الاائغد  السغنو  يسغاو  

 :يساو 

03.0%3
4

%12
 

وبالتالي المبلغ في نهاية السبع الأوئ ونسمز له بالسمز  -1
1

a 

)03.1(5000)03.0(50005000a
1

 

وجملة المبلغ في نهاية السبع الثاني ويساو  
2

a حيث: 

2

2

)03.1(5000]3.01)[03.1(5000

)}03.0)(03.1(5000{)}03.1(5000{a




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 :حيث naيساوى ( n)وهكذا يكوة المست م في نهاية السبع  قم 

n
n )03.1(5000a  

 :وبالتالي فاة المست م للأبع     بع سنة يكوة على الن و

8021
a,........,a,a 

802 )03.1(5000 , ....... , )03.1(5000 , )03.1(5000 

سنة تساو   20وتصبح جملة المبلغ المست م للأبع عند بلوغه  -2
80

a حيث: 

80

80
)03.1(5000a  

 :وتكوة الاوائد التي حص  عليها الأبع تساو  -3

5000]164089056.10[45.204,48جنيه

]1)03.1[(50005000)03.1(50005000a 8080

80




 

 (2-7)تطبيق 

في أحد المصانع المقامة في أحدى المدة، أشا ت أجهز  الا صغاد وجغود نسغبة   

فا ا  .مع  مية الأبخس  السامة الناتجة تتسسب وتتااع  بالهواء الجو  في المدينة 0.5%

 .جسام mا  السام المتكوة يوميا  تساو   انت  مية البخ

 .جسام مع البخا  السام mبافتساض قياس أجهز  الأ صاد في اليوم الأوئ 

 .أوجد  مية المواد السامة في الهواء في اليوم العاشس للقياس -1

 .أوجد  مية المواد السامة في المدينة في الأج  الطوي  -2



 المتسلسلات اللانهائية: السابع الباب                                          أمثلة تطبيقية            ( 7-5)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 348-  

 الحل

م الوئ تساو  ناسض أة  مية المواد السامة في اليو -1
1

S حيث: 

mS)005.0(جسام
1
 

الما د السامة في اليوم الثاني تساو   مية 
2

S حيث: 

جسام
2

2
)005.0(m)005.0(m)005.0)](005.0(m)005.0(mS  

: 
: 
: 

 :حيث nSتساو  ( n)وبالمث  في اليوم 





n

1n

n
n )005.0(mS 

وبالتالي  مية المواد السامة في نهاية اليوم العاشس تساو   -1
10

S حيث: 

(1)   



10

1n

n

10
)005.0(mS 

 :وبالتالي فاة( 0.005)متسلسلة هندسية أساسها ( 1)في ونلاحظ أة المتسلسلة 

005025.1جسام
)995.0

1
m

)005.0(1

)005.0(1
mS

10

10






















 

 :حيث Sج  الطوي  تساو   مية المواد السامة في المدينة في الأ -2









 











1n

n

1n

n )005.0(m)005.0(mS 
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ويمث  المقدا  


1n

n)005.0(  (0.005)متسلسلة هندسية أساسها 

m005025125.0مارج

005.01

1
m005.0)005.0(005.0mS

0n

n




























 






 

 (3-7)تطبيق 

جنيغغه فغغا ا  غغاة معغغدئ الأهغغلاك  100,000أشغغتسى أحغغد المصغغانع ما ينغغة بمبلغغغ 

 .سنويا  مع قيمتها %2 ينة يساو  السنو  لقيمة الما

 .سنة 30أوجد قيمة الما ينة بعد  -1

 .أوجد عدد السنوات التي بعدها قيمة الما ينة تساو  صاس -2

 الحل

بعد السنة الأولي تصبح قيمة الما ينة تساو   -1
1

a حيث 

)98.0(000,100a
1
 

 ينة تساو  بعد السنة الثانية تصبح قيمة الما
2

a حيث 

2

2
)98.0(000,100a  

 حيث naمع السنوات تصبح قيمة الما ينة تساو   nوهكذا بعد 

n
n )98.0(000,100a  

30nوبالتالي عندما   فاة: 
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43.548,54)98.0(000,100a 30

30
 

 :او  صاس فاةعندما قيمة الما ينة تس -2

    0an 

0)98.0(000,100 n  

0)98.0ln( n0000,100ln  

57083.569سنة
02020271.0

512926.11

)98.0ln(

100000ln
n 







 
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 Exercisesتمرينات                                             ( 7-6)

 :للدالة التالية كتقريب أوجد متسلسلة مكلورين (7-1)

2x1

1
)x(f


 

 .لكل تكون المتسلسلة تقاربية xثم حدد الفترة التي تقع فيها 

 :ة من الدوال التاليةأوجد متسلسلة مكلورين لكل دال (7-2)

xe2)           ,              x3e1)  

xxe4)           ,              
2xe3)  

55x2x 23 6)           ,      x2x ee 5)  

ثدم أتتبدر تقدارب المتسلسدلة  –د مفكوك مكلورين لكل دالة من الددوال التاليدة أوج( 7-6)

 .في كل حالة

2x1

1
)x(f


2)            ,            x1)x(f 1)  

2/1)x5()x(f 4)            ,        2/3)x1()x(f 3)  

4 x2)x(f 6)            ,           
x1

x
)x(f


5)  

 :حدد التقارب أو التباعد في كل متتابعة من المتتابعات التالية (7-4)









n

)x(ln 2

2)            ,                 












1n

)2(
2

n

1)  
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







 1n3n

e
5

n1.0

4)               ,              


















n

n

2
13)  
















 
n2

n

e
16)              ,              







 

n

)1(n n

5)  

 224 nn2n 8)              ,             n1n 7)  



















n

n

5
110)            ,                  n)1(1 9)  

 n/2512)            ,             












n

1k
22 kn

n
11)  

 :أوجد مجموع المتسلسلات الهندسية التقاربية التالية (7-5)















1k

k

3

e
2)           ,          














1k

k

3

2
41)  






























 

0k

k2k

4

3

8

3
4)           ,        



 2k
2 1k

1
3)  









0k
1k

1kk

6

3e
6)           ,         



 1k
2 1k4

1
5)  

 :أتتبر تقارب المتسلسلات التالية (7-6)




 1k
3 4k

1
2)           ,               



1k
k

k

k

!k5
1)  




1k

k2

!k

3k
4)           ,            



 0k k1

1
3)  




2k
2)k(lnk

1
6)           ,         



 0k
22

2

)1k(

k
5)  
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         Differential Equation            المعادلة التفاضلية( 8-1)

 :حيث xدالة في المتغير  yإذا اعتبرنا المتغير  

     (8.1           )                                          )x(fy  

ولكن متاح لدينا  Unknownف لنا غير معرو x(f(والصياغة الرياضية للدالة 

أي متاح  xبالنسبة لـ  yتفاضل 
dx

dy
أو  

i
x

y




 ،n...,,i 21  في حالة إذا كانx  متجه

 :[3]بحيث 

     (8.2              )              ni
x ......  x  .....  x  xX

21
 

دالة غير ( أو مشتقات)ادلة التي تضمن تفاضل والمعادلة التفاضلية هي المع

 :فعلى سبيل المثال –معروفة الصياغة الرياضية لها 

     (8.3                                                       )
xxe

dx

dy
 

     (8.4                                                 )2

2

2

2 xy
dx

yd
 

     (8.5                                  )08
2









 xy

dx

dy

dx

yd
n

n

 

     (8.6 )                                         010
2

2

2

1











x

y

x

y
 

     (8.7                 )           020
212

2

2
2

1
























xx

x

y

x

y
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 xبالنسبة لـ  yقات الأولى لـ معادلة تحتوى على المشت( 8.3)نجد أن المعادلة 

معادلة تحتوى على المشتقة ( 8.4)فهي معادلة تفاضلية من الترتيب الأول، والمعادلة 

معادلة ( 8.5)والمعادلة . من الترتيب الثاني فهي معادلة تفاضلية من الترتيب الثاني

من ( 8.7)من الترتيب الثاني، والمعادلة ( 8.6)، والمعادلة (n)تفاضلية من الترتيب 

فترتيب المعادلة هو أعلى ترتيب للمشتقات بالمعادلة وحل المعادلة  .الترتيب الثاني أيضا  

وسوف نوضح ذلك خلال هذا . التفاضلية هو الحصول على الدالة التي تحقق المعادلة

 .الباب

درجة سواء من أى ) yوالحل العام للمعادلة التفاضلية هو الحصول على الدالة 

ومن الحل العام . (أو مشتقات الدالة)باستخدام مشتقة ( الخ...الدرجة الأولى، أو الثانية،

وتلعب  .yيمكن الحصول على أي حل خاص وفقا  للشروط المفروضة على الدالة 

صادية المعادلات التفاضلية وأساليب حلها دور هام في كثير من المشاكل الاقت

 .الخ... والاجتماعية والطبية، 

المعادلات  paleontologistsاستخدم علماء الحفريات  [22] 1339ففي عام 

التفاضلية في تقدير أعمار بعض الكائنات الحية على سطح الكرة الأرضية وذلك عن 

. المشع 14الأحجار التي تحتوى على كربون ( اضمحلال)طريق معرفة معدل تناقص 

 (.2-8)ذلك في مثال  وسوف نوضح

كذلك استخدم الباحثين الزراعيين أسلوب المعادلات التفاضلية في تحديد كمية 

وسوف نوضح . دةمقدار الزيادة في أحد المحاصيل الزراعية نتيجة استخدام أحد الأسم

 (.8-8)ذلك في مثال 

في حل  Mapleوسوف نقدم في الباب التالي كيفية استخدام الحزمة الرياضية 

 .معادلات التفاضلية باستخدام الحاسبال
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 (1)تمرين

 :هي حل المعادلة التفاضلية المناظرة لكل حالة من الحالات التالية yأثبت أن 

22 3xyy       x,        xy 1)  

0yy       ,        ey x 2)  

xyx2y    ,    e c
2

1
y

2x  3)  

 ابتمقدار ث cحيث 

ky
dx

dy
       ,        e cy kx 4)  

 مقدار ثابت cحيث 

02y-yy       ,        ey x2  5)  

02yy3y       ,        ececy x2

2

x

1
6)  

04yy4y       ,  e xcecy x2

2

x2

1
 7)  

0y2y3x       ,          xccy 3/1

21
8)  

0yyx3y       x,         
x

x ln
c

x

c
y 2

2

1 9)  

0y-y3y3-y    ,     e xce xcecy x2

3

x

2

x

1
10)  

y)-k(c
dt

dy
       ,          e Acy kt 11)  

 ر ثابتاديمق A , cحيث 

y)-y(ck
dt

dy
       ,       

e A1

c
y

ckt






12)  

 ر ثابتاديمق A , cحيث 



 المعادلات التفاضلية وتطبيقاتها: الثامنالباب                      نماذج النمو والاضمحلال الآسية (8-2)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 044-  

 نماذج النمو والاضمحلال الآسية ( 8-2)

Exponential Growth and Decay Models 

وإذا . tفي الزمن  تتشير إلى حجم مجتمع من المفردا t(y(إذا فرضنا أن 

في وحدة الزمن بمقدار يساوى نسبة ثابتة ( أو يتناقص)فرضنا أن حجم المجتمع يتزايد 

س الزمن وليكن المقدار من حجم المجتمع في نف y(t) k  فإذا كان)t(y\  هو معدل

 :فإن tبالنسبة للزمن  t(y(تغير 

     (8.8           )                                     )t(ky)t(y\  

 :وبالتالي فإن

     (8.9             )                                       k
)t(y

)t(y\

 

     (8.10                      )                    dx kdt
)t(y

)t(y\

 

     (8.11                 )                       dt k)ty( d
)t(y

1
 

     (8.12           )ckt)t(y ln    cktc)t(y ln 
21

 

حيث 
1

c ،
2

c،c مقادير ثابتة حيث :
12

ccc  

 :فإن 0)t(yوبما أن 

    ee)t(y    e)t(y    ckt)t(yln cktckt
 

     (8.13)     
ktAe)t(y   
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0

50

100

150

200

250

300

350

400

1 2 3 4 5 6 7 8 9

مقدار ثابت  Aحيث 
ceA  

وعندما (. 8.8)بالحل العام للمعادلة التفاضلية في ( 8.13)وتسمي الدالة في 

0k  تسمي بنموذج النمو الأسي ( 8.13)فإنGrowth Model  0وعندماk  فإن

 .الآسي Decay Model( أو التدهور)تسمي بنموذج الاضمحلال ( 8.13)

 (1-8)مثال 

 .[14]لجدول التالي يوضح نمو أحد أنواع البكتريا في أحدى التجارب ا

 ( 1-8)جدول        (       1-8)شكل 

بالمليون )عدد البكتريا 

 (في الملي متر
الزمن 

 (بالساعة)

1.2 0 

2.5 0.5 

5.1 1 
11.0 1.5 

23.0 2 

45.0 2.5 

91 3 
180.0 3.5 

350 4 

 .ساعات 5ا بعد حدد حجم عدد البكتري: المطلوب

 الحل

من الجدول يتضح أن الوحدة الزمنية 
2

1
ساعة كذلك يتضح أن النمو يحدث  

 :أيضاً، وبما أن( 1-8)بمعدل ثابت كما هو موضح بشكل 
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)t(ky)t(y\  

K.092ومن العمود الثاني بالجدول يتضح أن   

 :نجد أن( 8.13)ومن المعادلة 

ktAe)t(y  

 :على النحو التالي Aويمكن تحديد قيمة المقدار الثابت 

210من الجدول نجد أن  t=0بما أن عندما  .)(y  بالتالي فإن: 

12120 .  A  Ae.)(y 2.09(0)  

 :وبالتالي يصبح نموذج النمو على النحو التالي

t.e ).()t(y 09212 

 :فإن t=10سنوات تصبح  5وبعد 

03095950521210 10092 ,,,e ).()(y )(.  

 .2,505,959,030ساعات سوف يصبح  10أي أن عدد البكتريا في الملي بعد 

 (2-8)مثال 

جرام، احسب وزنها بعد  80وزنها  14إذا فرضنا وجود قطعة من الكربون 

 .سنة، إذا نقص الوزن وفقاً لنموذج الاضمحلال الآسي 100

تصل إلى النصف فيما  14ي الاعتبار أن أي كمية من الكربون مع الأخذ ف :ملحوظة

 .سنة5730يقرب من 
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 :الحل

 :فإن tهي كمية الكربون في الزمن  t(y(إذا فرضنا أن 

ktAe)t(y  

 :وبالتالي فإن

80800    A  Ae)(y (0) 

سنة وبالتالي  5730بعد  جرام يحدث 80فإن نصف المقدار  Kوللحصول على قيمة 

 :فإن

0t               e )t(y

.
.)/ln(

k

k)ln(            e

e       e 

t0.00012054-

k

k)(k












80

0001205470
5750

693147180

5750

21

5750
2

1

2

1

80

40
8040

5750

57505750

 

y)(تساوى  100وبالتالي فإن كمية الكربون بعد   :على النحو التالي 100

0417980100جرام  1000001205470 .e )(y )(.  
 

 

 (3-8)مثال 
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جنية، وأن قيمته تتناقص بشكل  100,000إذا فرضنا أن أحد العقارات ثمنه عند الشراء 

ً  %24مر مع الزمن بمعدل ثابت مست  .سنويا

 :والمطلوب

 .صيغ المشكلة السابقة كمعادلة تفاضلية -1

 .سنة 20أوجد قيمة العقار بعد  -2
 .سنة 20بعد  Depreciationأوجد مقدار الاستهلاك  -3

 :الحل

، (من السنوات tأي بعد ) tتشير إلى ثمن العقار في السنة  t(v(إذا فرضنا أن  -1

حيث  rكذلك إذا فرضنا أن المعدل السنوي للاستهلاك المتصل يساوى 

240.r  .فإن: 

rtrt

\

eAv(t)      Aev(t)      crtv(t) ln

d(t) rdv(t) 
v(t)

1
        v(t) r)t(v



 
 

 :فإن 100,000وبما أن عند الشراء ثمن العقار يساوى 

A100,000        Ae)t(v )(r  00 

 :وبالتالي فإن

t.e,)t(v 240000100  

 نة نجد أن قيمة العقارس20وبالتالي بعد  -2

9882200010020جنية  20240 .e,)(v )(.  
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 :سنة على النحو 20في ( D)وبالتالي مقدار الاستهلاك  -3

029917798822100000200جنية  ..)t(v)t(vD  

 (4-8)مثال 

جنيه بأحد البنوك الذي يعطى فائدة مركبة بشكل  200,000أودع شخص مبلغ 

ً  %12مستمر بمعدل   :والمطلوب. سنويا

 .ابقة كمعادلة تفاضليةصيغ المشكلة الس -1

 .سنوات5أوجد جملة المبلغ بعد  -2

 .سنوات5أوجد مقدار الفائدة المركبة بعد  -3

 :الحل

، (من السنوات tأي بعد ) tهي جملة المبلغ في الزمن  t(S(إذا فرضنا أن  -1

 rحيث  rالمستمر  هي معدل تغير الجملة، ومعدل الفائدة المركبة \t(S(كذلك 

 :فإن 0.12 =

rt\ e AS(t)    S(t) r)t(S  

 وبما أن

0002000 ,)t(S  

 :بالتالي فإن

    A,)t(S  0002000 
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0.12te 200,000S(t) 

 سنوات 5جملة المبلغ بعد  -2

762236443جنيه  .,,e 200,0005)S(t 0.12(5)  

 :حيث Iمقدار الفائدة المركبة  -3

7642316420000076364422305جنيه  .,.)t(S)t(SI  

  Compound Interest       الفائدة المركبة

من أهم  Continuous Compoundingالفائدة المركبة بشكل متصل تعتبر 

كما سوف نوضح  Exponential Growth Modelsالتطبيقات لنماذج النمو الأسي 

 :فيما يلي

. r%إذا فرضنا أن أحد البنوك يعطى فائدة مركبة متصلة بمعدل سنوي يساوي 

حيث يصبح جملة المبلغ في  tلمدة  Pفإذا فرضنا أن أحد الأفراد سوف يودع مبلغ 

 .t(y(يساوي  tنهاية الفترة 

 :فإن tبالنسبة لـ  t(y( هي معدل تغير y)t(فإذا فرضنا أن 

rte Ay(t)     y(t) r)t(y  

 أن وبما 

P)0(y   

 :فإن

rt

r(0)

e P)t(y    P   A

   e AP)0(y




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 (2)تمرين

الدواء يوجد نوع معين من الأدوية التي تعطى للأفراد فإذا كانت نصف كمية  -1

فإذا . ساعات 0ها عن طريق الكلي كل الدموية يتم إخراج ه للفرد في الدورةالمعطا

 .ميلى جرام 300أعتبرنا أن كمية الدواء في بداية تناول الفرد لها تساوي 

هي كمية الدواء في الدورة الدموية للمتعاطى في الساعة  t(y( إذا أعتبرنا أن( أ

t . أوجد الدالة)t(y. 

ساعة، بعد 24ساعات، بعد  8كمية الدواء في الدورة الدموية بعد أوجد (ب

 ,ساعة من التعاطى72

في إحدى قرى الوجه القبلي بجمهورية مصر العربية وجد أن عدد سكان القرية  -2

ً  %2.3يتزايد بمعدل مستمر   1995كان عدد سكان القرية في أول يناير سنة فإذا . سنويا

 .نسمة 20,000يساوي 

 .tأوجد عدد السكان في السنة ( أ

 .2015، 2010قدر عدد سكان القرية في سنة (ب

 .كل ساعة 0.350تتناقص كمية أحدى المواد المشعة بمعدل ثابت يساوي  -3

 .فيها الكمية إلى النصفأوجد الفترة التي تصل ( أ

 .ها الكميةأوجد الفترة التي تتلاشى في (ب

الدراست لتأثير حملات الدعاية التليفزيونية على الربح بالنسبة لسلعة ما في إحدى  -0

جنيه، فإذا كان الربح يتزايد  50,000وجد أن صافى الربح السنوي بدون دعاية يساوي 

 .سنوياً في حالة وجود دعاية تليفزيونية %0.25بمعدل مستمر 
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ضلية حجم الربح السنوي في حالة وجود دعاية باستخدام المعادلات التفاأوجد ( أ

 .إعلانية

 .سنوات 5قدر الربح في حالة الدعاية بعد  (ب
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 المعادلات التفاضلية ذات المتغيرات المنفصلة( 8-3)

Separable Differential Equations 

انه يمكن تصنيف المعادلات ( 1-8)وكما سبق أن أوضحنا في الفصل 

 .في المعادلة( أو المشتقات)التفاضلية وفقاً لترتيب المشتقة 

 First Order Differentialوبالنسبة للمعادلات التفاضلية من الترتيب الأول 

Equation فإنه في بعض الحالات يمكن كتابة المشتقة على النحو التالي: 

(8.14                                                 )g(y) )x(f
dx

dy
 

 :وبالتالي يمكن إيجاد الحل لها على النحو التالي

(8.15              )  d(x) )x(fdy
)y(g

    d(x) )x(f
)y(g

dy 1
 

 (5-8)مثال 

 أوجد الحل العام للمعادلة التالية 

12 


x

xy
y\ 

 :الحل

 






 dx

x

x
dy

y
    dx)

x

x
(

y

dy
    y)

x

x
(

dx

dy

1

1

11 222
 

2

2

1
1

2

1
c)xln(cy ln  

clnccحيث  
12
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1

11
2

1

2

2

1
22





xclny ln                                  

cln)xln(y ln    cln)xln(y ln
 

0y  For 

12  xcy 

 (6-8)مثال 

 :ة التفاضلية التاليةأوجد الحل الخاص للمعادل 

012  \x y)y(e y 

10التي تحقق الشرط  )(y 

 :الحل

 012

dx

dy
)y(e y x

 

 dx e
y

dy
)y( x12 




dx edy)
y

y
( x12

 

 dx edy)
y

y( x1
 

  dx edy)
y

y( x1
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cey lny

cecy ln
y

x

x





2

2
22

21

2

 

10وبما أن  )(y 

3c    c-20-1    c)(ln  1211 

 وبالتالي يصبح الحل الخاص

3222  xey lny 

 (7-8)مثال 

 :حل المعادلة التفاضلية التالية

2

2 37

y

xx
y\ 

 

 الحل

بما أن      
2

2 37

y

xx
y\ 

 

 :وبالتالي فإن

2

2 37

y

xx

dx

dy 
 

  dx )xx(dy y 3722 

cx
yxy

 3
2

7

33

233
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cxxxy 39
2

21 233  

3
23 39

2

21
cxxxy  

 (8-8)مثال 

أن أقصى كمية قمح ممكن . أثبتت احدي الدراسات بالنسبة للتجارب الزراعية

أردب، فإذا كانت كمية المحصول دالة في كمية  150أن يعطيها الفدان الواحد تساوى 

كمية المحصول في الفدان الواحد بالاردب بالرمز فإذا أشرنا إلى . السماد المستخدم

)x(Q  حيثx تشير إلى كمية السماد في الفدان الواحد بالكيلوجرام. 

أردب قمح  80كيلو من السماد للفدان تعطى 10كذلك وضحت التجربة أن 

 .أردب للفدان 120كيلو سماد تعطى  20للفدان، كذلك 

مية المحصول بالنسبة للسماد من القمح للفدان تأخذ الصياغة فإذا كان معدل تغير ك

 .[3]التالية 

))x(Q(K
dx

)x(dQ
 150 

 :والمطلوب

 .حل المعادلة التفاضلية -1

 .Kتحديد قيمة المقدار الثابت  -2
 .كيلو 15تحديد كمية المحصول إذا كانت كمية السماد  -3

 :الحل

 بما أن

))x(Q(K
dx

)x(dQ
 150 
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 :وبالتالي فإن

 


dx kdQ 
Q150

1
 

-kxe AQ-150        cKxQ-150 ln  

حيث 
ceA  بالتالي فإن: 

-kxe AQ  150 

 وبما أن

12020

8010





)x(Q

)x(Q
 

 :وبالتالي فإن


20k-

-10k

e A

e A





150120

15080
 



30120150

7080150





20k-

-10k

e A

e A
 

3332
3

7

30

70 102010 .e      e kkk 

 

0850

84730333210

.K

..lnK




 

على النحو  Aنحصل على قيمة المقدار ( 8.17)أو ( 8.16)بالتعويض في المعادلة 

 :التالي
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   70(0.4274)A    70e A -10(0.085) 

163.8A  

 :وبالتالي يصبح حل المعادلة على النحو -1

-0.085xe .)x(Q 8163150 

2-      0850.K  

 :فإن 25xوعندما  -3

441305619150

816315025

..

e .)x(Q -0.085(25)




 

 أردب

 (3)تمرين 

باستخدام أسلوب  من المعادلات التاليةمعادلة تفاضلية أوجد الحل العام لكل  -1

 :المتغيرات المنفصلة

y

x
y

2

 2)        ,             
2y

1x
y


 1)  

y

x
y


 4)        ,                

2

x

y

e
y  3)  

)1y(2y  6)        ,                y2y  5)  

1x

y2
y


 8)        ,              

2y xy  7)  
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2x

3y2
y


 10)        ,      )4y3(2y  9)  

y2

xe
y

x

 12)        ,          
2

2

y3

1x
y


 11)  

2

2

x1

y x
y


 14)        ,              

x

y
y  13)  

)3y(x

y)4x(
y

23

4




 16)        ,            

x

linx y
y  15)  

 .أوجد حل المعادلات التالية عند القيم المبدئية المناظرة -2

1y(0)  ,   e xy -y  2)    ,     -2y(1)  ,    
y

x2
y  1)  

1y(1)  ,    
x

y
y  4)    ,     3y(0)  ,   y-2y  3)  

1y(0)  ,   e xy -y  6)    ,     1y(0)  ,  
1x

xy
y

2



 5)  

1y(3)  ,   
2x

y
y

2




 8)    ,   1y(0)  ,   e x3y -y2  7)  
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 Logistic Growth Models     ستية     نماذج النمو اللوج( 8-4)

 Pierre Verhulstقدم عالم الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الاجتماعية 

 .أول نموذج لوجسيتى يمثل النمو الواقعي للسكان( 4884-4841)

يعتبر النمو نمو غير محدود ( 8.8)حيث أن نموذج النمو الآسي في المعادلة 

Unlimited . ولكن في الواقع الفعلي غالباً يوجد حد أقصى لحجم المجتمع في أي فترة

زمنية حيث يرتبط هذا الحد بمصدر النمو، فإذا فرضنا أن الحد الأقصى لحجم المجتمع 

، في هذه الحالة يفترض أن معدل M Maximum Sizeفي أي فترة زمنية يساوى 

 .t(y(يكون نسبة من حجم المجتمع  \y)t(أي  tالنمو في وحدة الزمن 

أي  t(y(وحجم المجتمع ( M)كذلك يعتمد على الفرق بين أقصى حجم 

                                                                            .[30]أن

(8.18          )                             ))t(yM( )t(Ky)t(y\  

ويسمى النمو في هذه الحالة بالنمو . بالمعادلة اللوجستية( 8.18)ويشار إلى المعادلة في 

علي النحو  t(y(للحصول على ( 8.18)اللوجستي، ويمكن حل المعادلة التفاضلية 

 :التالي

))t(yM( )t(Ky
dt

)t(dy
 

(8.19          )                       dt kdy(t) 
y(t))-(M )t(y

1
 

 وبما أن
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(8.20                         )
y(t))-(M MMy(t)y(t))-(M )t(y

111
 

بـ الطرف الأيمن في المعادلة ( 8.19)بالتعويض في الطرف الأيسر في المعادلة 

 :نجد أن( 8.20)

  cKt)t(dy 
y(t))-(M M

)t(dy 
My(t)

11
 

cKty(t)-M ln
M

y(t) ln
M





11

 

M)t(yوبما أن  0 


































cKMt
y(t)-M

y(t)
 ln

cKt
y(t)-M

y(t)
 ln

M

cKty(t)-M ln
M

y(t) ln
M

1

11

 

 Ae
y(t)-M

y(t) KMt 

حيث 
ceA  

  MktMkt

MktMkt

AMeAe)t(y

AMeAe)t(y)t(y





1
 

(8.21                                                )
Mkt

Mkt

Ae

AMe
)t(y




1
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 (9-8)مثال 

يقوم أحد المصانع بإنتاج نوع معين من السلع الاستهلاكية فإذا كان أقصى حجم 

فإذا كان حجم الإنتاج بعد أول سنة يساوى . مليون وحدة 100إنتاج ممكن الوصول إليه 

51مليون أي  5 )(y  0050ونسبة النمو.k   ،من حجم المنتج في الوحدة الزمنية

عدل الإنتاج السنوي يتناسب مع مستوى الإنتاج والحد الأقصى لحجم الإنتاج وم

 (.مليون وحدة100)

 :والمطلوب

 إيجاد المعادلة اللوجستية -4

 .حل المعادلة التفاضلية -2
 .سنوات10قدر حجم الإنتاج بعد  -3

 الحل

 المعادلة اللوجستية -4

 ))t(y(K)t(y\ 100 

Mkt

Mkt

Ae

AMe
)t(y




1
 

 أن وبما  -2

))((.

))((.

Ae

e)(A
)t(y

11000050

11000050

1

100
51


 

 :وبالتالي فإن
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).(A

).(A

Ae

e)(A
.

.

64911

9164
5

1

100
5

50

50







 







33131

661565

916424585

.A

A.

A.A.

 

 
t.

t.

e.

e.
)t(y

50

50

331311

13133


 

3-            

978699مليون وحدة 
934650

27464993

331311

13133
10

1050

1050

.
.

.

e.

e.
)(y

)(.

)(.




 

 (4)تمرين 

 :أوجد الحل العام لكل من المعادلات التالية -4
22yx2y  2)        ,         y)1x(y 2  1)  

1y

x3
y


 4)        ,         )1y(x2y  3)  

yxy

2
y


 6)        ,             

y

y

e y

e x2
y  5)  

 :الخاص لكل من المعادلات التاليةحل الأوجد  -2

4y(0) ,  y)-2y(5y  2)    ,  1y(0) ,   )y2(y3 y  1) 

0y(0)  ,   y)-3(yy  4)    ,  2y(0)  ,   y)-3(yy  3) 
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 المعادلات التفاضلية المتجانسة( 8-5)

Homogeneous Differential Equations  

 :إذا فرضنا أن المعادلة التفاضلية على النحو التالي

      (8.22        )         0 dy)y,x(Ndx)y,x(M 

دالتين  y,x(M،)y,x(N(معادلة تفاضلية متجانسة حيث ( 8.22)فإنه يقال أن المعادلة 

 :فإنه يمكن إعادة كتابة المعادلة في الشكل التالي. y,xفي 

     (8.23                                   )







x

y
f

dx

dy
 

      yvx:     فإذا فرضنا أن
x

y
v  

 :بالتالي فإن

dx

dy

dx

dv
xv

 
dx

dy
)vx(

dx

d





 

v)v(f
dx

dv
x

)v(f
dx

dv
xv





 

     (8.24     )                      
x

dx

v)v(f

dv



 

يمكن إيجاد حل لها عن طريق التكامل كما سوف نوضح ( 8.24)والمعادلة في الشكل 

 .في المثال التالي
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 (01-8)مثال 

 :أوجد حل المعادلة التفاضلية التالية

02 22  dy)yx(xydx 

 الحل

:         ا أنبم
22

2

yx

xy

dx

dy




 

 :نجد أن 2xوبقسمة البسط والمقام للطرف الأيمن على 

2

1

2














x

y

x

y

dx

dy
 

      vxy:      فإذا فرضنا أن
x

y
v  

 بالتالي فإن

2

2

1

2

1

2

v

v

dx

)vx(d

v

v

dx

dy











 























   
x)v(

vv

dx

dv

 
v

vvv
v

v

v

dx

dv
x

v

v

dx

dvx
xv

2

3

2

3

2

2

1

3

1

2

1

2

1

2
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 




x

dx
dv

vv

v

3

1
3

2

 





1
33

3
3

1

cx ln)v(v ln 

cx lnvv ln

2

3

 

1

32

1

2

3

33

cx)
x

y
(

x

y
 ln

cx ln)
x

y
(

x

y
 ln







 







 

 





1

23

1

3

3

3

3

3

cyxy ln

cx)
x

y

x

y
( ln

 

cyxy 

eyxy c





23

23

3

3 1

 

1حيث 
cec  

 (5)تمرين 

 :أوجد الحل العام لكل من المعادلات التالية -4

tanx y
dx

dy
 2)        ,       dy)5x(dx xy  1)  

0dy9xxdx 2  4)        ,         y
dx

dy
)9e( x2  3)  

1yxyx
dx

dy
xy 2222  5)  
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0dy)y3x(dx)yx3(  6)  

0dy)yx2(dx xy 22  7)  

0dyxdx )x2xy3y6( 222  8)  

 :من المعادلات التاليةمعادلة الخاص لكل حل الأوجد  -2

1y  ,   1  x,     0dy)y2x5(xdx)yx5(y  1)  

1y  ,   1  x,     xy3
dx

dy
x 3  2)  

2y  ,   0  x,    tanx y31
dx

dy
 3)  

1y  ,   0  x,     2)dx2yy(dy e y 2x  4)  

3y ,  1  x,     0dy)1xy2x(dx)x2yxy2( 22  5)  
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 Numerical Solution        الحلول العددية( 8-6)

 Exactكثير من الحالات يكون غير ممكن الحصول على حلول صحيحة في 

Solutions  للمعادلات التفاضلية، وفي هذه الحالات نقوم بإيجاد حلول تقريبية

Approximate Solutions  باستخدام الطرق العدديةNumerical Methods  وتعتبر

 .من أهم الطرق العددية المستخدمةEuler (7171-7181 )طريقة 

 :وفيما يلي سوف نتناول هذه الطريقة بأسلوب مبسط للقارئ

 إذا فرضنا أن

)x(fy  

 :على النحو التالي y\وبما أنه يمكن كتابة 

(8.25)  ] y)(x y [  ,                      )y,x(F
dx

dy
00

 

حيث  hإلى فترات متساوية طول كل منها يساوى  xفإذا تم تقسيم المحور  

1


ii
xxh ،n,...,,,i 321  وتعتمد طريقة أيلر على تقريب الدالة)x(f

~
تقريب  

 :بين أي نقطتين متجاورتين، كما هو موضح في الشكل التالي x(f(خطى 
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x(f(والدالة التقريبية  f)x(يوضح الدالة الصحيحة (: 7-8)الشكل 
~
 

)، (y,x)وبما أن معادلة الخط المستقيم باستخدام النقطتين 
00

y,x ) يمكن كتابتها على

 :النحو

)xx)(y,x(Fyy
0000

 

)xx)(y,x(Fyy
0000

 

[فإذا كان تقريب الدالة في الفترة 
10

x,x  :فإن ]

(8.26)     h)y,x(Fy)xx)(y,x(Fy)x(f
~

y~
000000011

 

[كذلك التقريب في الفترة 
21

x,x  على النحو ]

h)y~,x(Fy~)x(f
~

1112
 

 :وبالمثل عند باقي الفترات نجد أن

 

 

 

 

 

 

 
 

                          
5

x  
4

x 
3

x  
2

x      
1

x       
0

x 

Approximate Solution 

 الحل التقريبي

)x(f
~

y  

 

Exact Solution 

 الحل الصحيح

)x(fy  

 

4
y 

 
4

y~ 
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(8.27)      n1,2,...,i  ,          h)y~,x(Fy~)x(f
~

y~
iiiii


 111

 

 :في الخطوات التالية Eulerويمكن تلخيص طريقة 

 حيث y,x(F(تحديد الدالة  :الخطوة الأولى

dx

dy
)y,x(F  

 حيث( طول الفترة) hتحديد قيمة  :الخطوة الثانية

  (8.28)      
n

xx
h n 0


 

ihxx    حيث
i


0

 

بما أن : الخطوة الثالثة
00

yy~  فإن: 

h)y~,x(Fy~y~
0001

 

h)y~,x(Fy~y~
1112

 

: 
: 
: 

h)y~,x(Fy~y~
nnnn 111 

 

 :وسوف نوضح هذه الخطوات من خلال المثال التالي

 



 المعادلات التفاضلية وتطبيقاتها: الثامنالباب                                           الحلول العددية (8-6)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 244-  

 (11-8)مثال 

 :ةأوجد الحل التقريبي للمعادلة التفاضلية التالي Eulerباستخدام طريقة  -7

1y(0)   ,     )x(yy\  

أوجد الحل الصحيح للمعادلة ثم قارن الحل التقريبي بالحل الصحيح، ووضح  -4

 ذلك بيانيا  

 الحل

 :فإن h=0.1  ،n=10إذا فرضنا أن  -7

1
00
 yy~ 

 

111011
0001

.).(h)y,x(Fy~y~  

21111011

101111
1112

...

).(..h)y~,x(Fy~y~




 

: 
: 
: 

59374252

1035794771235794772
10

.

).(..y~




 

 :بما أن -4

y
dx

dy
         yy\  
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    cx | y | ln          dxdy 
y

 
1

 

 :فإن 0yإذا كانت 

xcx eAey          cxyln   

1وبما أن 
0
y فإن: 

x0 ey       1   A    eA 1 

 xعند قيم  ~yوالقيم التقريبية  yوالجدول التالي يوضح القيم الصحيحة للدالة 

الموضحة بالجدول، كذلك يوضح الجدول الفرق بين القيمة الصحيحة والتقريبية 

 .Error( )الذي يمثل الخطأ 
 

 يوضح الفرق بين الحل التقريبي والحل الصحيح للمعادلة التفاضلية(: 4-8)جدول 

y~y  y~ y x 

0 1 1 0 
0.00517 1.1 1.10517 0.1 
0.01140 1.21 1.22140 0.2 
0.01886 1.331 1.34986 0.3 
0.02772 1.4641 1.49183 0.4 
0.03821 1.61051 1.64872 0.5 
0.05056 1.77156 1.82212 0.6 
0.06503 1.94872 2.01375 0.7 
0.08195 2.143359 2.22554 0.8 
0.10165 2.35795 2.45960 0.9 
0.12454 2.59374 2.71828 1.0 
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0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

 
 ~yوتقريبها  yيوضح الدالة الصحيحة (: 4-8)شكل 

 (6)تمرين 

1.0hعند  Eulerباستخدام طريقة أيلر  -7   ،05.0h   1(لتقريب(y ،

)2(y .  لكل من المعادلات التاليةثم أوجد الخطوة الأولى والثانية يدويا: 

2y(0) ,     
y

x
y  2)   ,             1y(0) ,   xy2y  1)  

2y(0) ,     
y

x
y

2
 4)   ,       1y(0)  ,   y-y4y 2  3)  

1y(0) ,     yxy  6)   ,   3y(0)  ,   ey1y -x  5)  

4y(0) ,     yxy 22  7)  

y~  

y  

x  

y~or y  
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، y)1(قارن ثم (. 7)في التمرين السابق  2،  1الحلول الصحيحة لكل من أوجد  -4

)2(y  (.7)بالقيم التقريبية في 

بالقيم  2(y(، y)1(ثم قارن (. 7)في  4،  3الحلول الصحيحة لكل من  أوجد -1

 (.7)التقريبية في 
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 Applied Examples    أمثلة تطبيقية( 8-7)

 (1-8)تطبيق 

، كذلك 1990جنيه في بداية عام 10,000مبلغ  Aأستثمر أحد الأشخاص 

فإذا كان معدل الفائدة . 2009جنيه في بداية عام 20,000مبلغ  Bأستثمر الشخص 

 .ويا  سن %12المركبة المتصلة 

ثم أوجد الفائدة التي , 2020عام  في نهاية A  ،Bأوجد إجمالي الأستثمار لكل من 

 .A  ،Bحصل عليها كل من 

 :الحل

12.0r  :بما أن  

t(y(بالرمز  tفي السنة  Aفإذا أشرنا إلى جملة الأستثمار لـ  -1
1

 B، كذلك لـ 

t(y(بالرمز 
2

. 

 :فإن

rt

111

\

1
eA)t(y)t(ry)t(y  

 :وبما أن

000,10A)0(y
11
 

 :وبالتالي فإن

t12.0

1
e000,10)t(y  

0tوبالتالي إذا فرضنا أن    بالتالي فإن  ،1990في سنةt  تصبح  2020في سنة

 :على النحو

3019902020tسنة  
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30t(y(يساوي  2020بالتالي جملة المبلغ سنة 
1

 حيث: 

3.982,365e000,10e000,10)30t(yجنيه 60.3)30(12.0

1
 

 :نجد أن بنفس الطريقة -2
rt

222

\

2
eA)t(y)t(ry)t(y  

 :وبما أن

000,20A)0(y
22
 

 :وبالتالي فإن

t12.0

2
e000,20)t(y  

0tفرضنا أن  فإذا   فإن  ،2009في سنةt  على النحوتصبح  2020في سنة: 

1120092020tسنة  

11t(y(يساوي  2020سنة في  Bلـ جملة المبلغ  فإن بالتالي
2

 حيث: 

4.868,74e000,20)11t(yجنيه )11(12.0

2
 

 (2-8)تطبيق 

دولار بحياااث أن الجهاااا   40,000باااافتران أن ةيماااة أحاااد الأجهااازة الطبياااة  

 :أوجد. سنويا   %10ةص ةيمته بمعدل ثابت يساوي اتنتيستهلك و

 .سنة 20سنوات، ثم يعد  10ةيمة الجها  بعد  -1

 .سنة 20سنوات، ثم خلال  10ةيمة الأهلاك خلال  -2

 :الحل
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 :بالتالي فإن t(y(هو  tإذا أشرنا إلى ةيمة الجها  في السنة 

10.0r)t(y\  

 :بما أنو

t10.0rt Ae)t(yAe)t(y  

 :وبما أن

000,40)0t(y  

 :وبالتالي فإن

t10.0e000,40)t(y  

10t(y(سنوات تساوي  10ةيمة الجها  بعد  -1  حيث: 

18.715,14e000,40)10t(yدولار )10(10.0   

 :سنوات يساوي 10وبالتالي ةيمة الأهلاك خلال 

10t(y)0t(y(82.284,2518.715,14000,40دولار  

20t(y(سنوات تساوي  20 ةيمة الجها  بعد -2  حيث: 

41.413,5e000,40)20t(yدولار )20(10.0   

 :سنة يساوي 20وبالتالي ةيمة الأهلاك خلال 

20t(y)0t(y(59.586,3441.413,5000,40دولار  

 (3-8)تطبيق 
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في أحدى التجارب على نوع معين مان البكترياا وجاد أن عادد مفاردات البكترياا 

 100فإذا كان عادد مفاردات البكترياا عناد بادأ التجرباة يسااوي . ساعات 4يتضاعف كل 

 , وحدة

 .tالبكتريا في الساعة  المعادلات التفاضلية عدد وحداتأوجد باستخدام  -1

 .وحدة 6000البكتريا إلى وحدات الزمن الذي يصل فيه عدد حدد  -2

 :الحل

يساوي  t(y(وإذا فرضنا أن . عاتسا 4يساوي إذا فرضنا أن وحدة الزمن  

 :كذلك(. من بدء التجربة tأي بعد الفترة ) tالبكتريا في الساعة  عدد وحدات

0t(y(100مفردة  

 ساعات 4عدد المفردات يتضاعف كل وبما أن 

 )t(y2)t(y\
 

 )t(y2
dt

)t(dy
 

  dt 2)t(dy
)t(y

1
 

t(y(0عندما   

  e Ay(t)

  Aee

  c2ty(t) ln

2t

t2y(t) ln







 

 :وبما أن

100 A e A100)0t(y 2(0)  
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 :يساوي tالبكتريا في الساعة وحدات عدد فإن وبالتالي  -1

2te 100)t(y  

 :فإن 6000كتريا إلى البوحدات يصل عدد  وعندما -2

04717.2t

t   2094345.4

t   260 ln

 e 1006000 2t









 

 :مفردة يساوي 6000وبالتالي عدد الساعات التي يصل فيها عدد البكتريا إلى 

2.8404717.24tساعة  

 (4-8)تطبيق 

 Maturity Valueيقوم أحد البنوك ببيع بعض الأوراق المالية ةيمة أساتحقاةها  

حد الأشخاص يرغب في شراء هذه الاوراق علاى أن فإذا كان أ. 10,000سنوات 10بعد 

 .سنويا   %8يكون معدل أستثماره بفائدة مركبة متصلة 

لااروراق التااي يمكاان أن يشااتري بهااا الشااخص  Present Valueأوجااد القيمااة الحاليااة 

 .الأوراق

 :الحل

 :حيث .tفي السنة  t(y(إذا فرضنا أن ةيمة أستحقاق الأوراق 

000,10)10t(y  

 :وبما أن
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8.0)t(y\  

 كذلك

)t(y r)t(y\  

y(t) r
dt

)t(dy
 

  dt r)t(dy
)t(y

1
 

t(y(0: وبما أن  فإن: 

 e Ay(t)    crty(t) ln rt 

 :وحيث

  e A)10t(y 0.8(10)
 

 ير إلى القيمة الحاليةتش A: ملحوظة

A e A000,10  4493.29جنيه 0.8  

سنويا  يجب أن  %8وبالتالي لكي يحصل الشخص على معدل فائدة مركبة متصلة 

 .جنيه فقط 4493.29يشتري الأوراق بـ 
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 Exercisesتمرينات                                             ( 8-8)

 أوجد حل المعادلات التفاضلية التالية التي تحقق الشروط المناظرة لكل معادلة (8-1)

2y(0)   ,     yy\  4 1)  

2y(0)   ,     yy\  3 2)  

2y(1)   ,     yy\  2 3)  

3y(0)   ,     y\  3 4)  

2y(1)   ,     xyy\  5)  

 :أوجد الحل العام للمعادلات التالية (8-2)

y)x(y\ 12  2)       ,       242 xyy x \  1)  

222 yxy \  4)       ,         )y(xy\ 12  3)  

122  xxy\ 6)        ,        
)x(y

x
y\

3

2

1

6


 5)  

x

y
\

e y

e x
y

2
 8)        ,             

1

3




y

x
y\ 7)  

yyy\  2 10)       ,         
 xln x

y
y\

21
 9)  

y

xln)y(
y\

4

12 
 12)      ,          

yxy
y\




10
11)  

 للمعادلات التالية أوجد الحلول الخاصة (8-3) 
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1y(0)   ,     y)x(y\  213 1)  

2y(0)   ,         
y

)x(
y\ 




2

1
2)  

1y(-2)   ,          
3x

y
y\ 




4
3)  

2y(0)   ,            
y

x
y\ 

24
4)  

4y(1)   ,         
14y

3x
y\ 


 5)  

1y(0)   ,       )y(yy\  2 6)  

في إحدى المزارع السمكية وجد أن عدد الأسماك يتزايد من شهر لآخر  (8-4)

 (.وحدة الزمن شهر) tالتالي يوضح عدد الأسماك خلال الفترة الزمنية  والجدول

 (3-8)جدول 

5 4 3 2 t 

1462 1380 1291 1197 y (t) 

 :المطلوب

ً بأن عدد  tاستخدم المعادلة اللوجستية لتقدير عدد الأسماك في الشهر  -1 علما

 .t=12، ثم قدر عدد الأسماك في y (0)=1000الأسماك في بداية الفترة 

بين القيم الفعلية لـ  أوجد الحل التقريبي باستخدام طريقة أيلر ثم أوجد الخطأ  -4

)t(y  ً  .والقيم التقريبية ووضح ذلك بيانيا

 أوجد الحل العام للمعادلات التالية (8-5)

dy )x(dx xy 5 1)  

099 2  dy xxdx 2)  
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12222  yxyx
dx

dy
xy 3)  

033  dy )yx(dx )yx( 4)  

02 22  dy )yx(dx yx 5)  

0222  dy xydx )yx( 6)  

0 dx )xyy(dy x 7)  

0
22

1

1
22222



























 dy e
yx

y
dx 

yx

x

x

y 8)  

0
6

31

139

3
2

2





















dy 
y

x
x)y(x                               

dx yx)y)(xyx( )

 

22 yx
dx

dy
 10)  

لمعادلات التالية بافتراض أن باستخدام طريقة أيلر أوجد الحل التقريبي ل (8-6)

h=0.05. 

1y(0)   ,        xyy\  2 1)  

2y(0)   ,                   
y

x
y\  2)  

1y(0)   ,           yyy\  24 3)  

2y(0)   ,                 
y

x
y\ 

2
4)  

3y(0)   ,       eyy x\  1 5)  
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1y(0)   ,            yxy\  6)  

4y(0)   ,         yxy\  22 7)  
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  Linear Differential Equationsالمعادلات التفاضلية الخطية( 9-1)

 :على النحو x( أو المتغيرات)دالة في المتغير  yإذا فرضنا أن 

(9.1   )                                                           )x(fy  

 :حيث n(y(يرمز لها بالرمز ( n)من الترتيب  yفإن المشتقة التفاضلية للدالة 

(9.2   )                      n.,2,3,4,....i ,            
dx

)y(d
y

)i(
)i( 

1

 

معادلة تفاضلية خطية من الترتيب ( n)ويقال أن المعادلة التفاضلية من الترتيب 

(n )إذا أخذ الصياغة التالية: 

(9.3) R(x)y )x(ay )x(a.....y )x(ay )x(a (1)1)-(n

n

(n)
n 

 011
 

x(a(حيث 
i

  ،n,...,,,i 210  كذلك)x(R  ( أو المتغيرات)في المتغير دوال

X . 0وفي حالة إذا كان)x(R  تسمى معادلة تفاضلية خطية ( 9.3)فإن المعادلة

 .0)x(R، وتكون غير متجانسة إذا كان (n)متجانسة من الترتيب 

بالتفصيل المعادلات التفاضلية الخطية ( 3-9)وسوف نتناول في الفصل 

وذلك نظراً لأهمية طرق  2nمن الترتيب الثاني أي  Homogeneousالمتجانسة 

بالإضافة إلى ان بعض (. 2)حلها في حل المعادلات المتجانسة من ترتيب أعلى من 

تجانسة يعتمد على طرق حل المعادلات المتجانسة كما طرق حل المعادلات غير الم

 .سوف يتضح ذلك في الفصول التالية

 (1)تمرين  
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ا غير ذلك تعتبر معادلات تفاضلية خطية وأيهحدد أي المعادلات التفاضلية التالية ( 1)

 .غير متجانسة كذلك أيها متجانسة وأيها

04  )x(y)x(y)x(y 1)  

  157
2

 )x(y)x(y 2)  

158 23  )x(y)x(y )()(

3)  

  01020
267  )x(y)x(y )()(

4)  

  0
8

 )x(y)x(y 5)  

    0
234  )x(y)x(y)x(y )()( 6)  

 :حدد ترتيب كل معادلة تفاضلية من المعالادت التالية( 2)

010y3y3 )2( 2)        ,                   10x2y5 1) 

0y8y5y )3()7( 4)        ,    20y3xy2y )1()2()3( 3) 

100y10y )1()2( 6)        ,             0y2yy )1(2 5) 

0y4y3y10y5 )5()6()8(3 7)  

0y4y8y7y )5()7(10)9( 8) 

0y7y2y 35 10)    ,         0y20y7y )1()3( 9) 
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 الاستقلال وعدم الاستقلال الخطي ( 9-2)

Linear Dependence and Independence 

 على النحو( n)ولتحديد حل المعادلة التفاضلية المتجانسة الخطية من الترتيب 

 :التالي

    (9.4           )   0y )x(a.....y )x(ay )x(a 1)-(n

n

(n)
n 

 01
 

 .يتطلب ذلك تعريف الاستقلال الخطي للدوال

 (:1-9)تعريف 

ny,.....,y,yال أن الدوال يق 
21

إذا  Linearly Independentمستقلة خطياً  

 :تحققت المعادلة

    (9.5                       )        0
2211

 nnyc.....ycyc 

0عندما 
21

 nc.....cc أما إذا تحققت عند قيم أخرى لـ . فقط
i

c ،

n,...,,i 21  فإن الدوالny,.....,y,y
21

  ً كما سوف . تكون غير مستقلة خطيا

 .نوضح في المثال التالي

 (1-9)مثال 

ً وأي منها غير   في كل حالة من الحالات التالية وضح أي الدوال مستقلة خطيا

 ً  .مستقل خطيا

xy     ,      xcosy
2


1
1)  

2x cosy     ,     x siny     ,          y
32
 2

1
1 2) 

x

2

2x e y     ,     e xy  5
1

 3) 



 المعادلات التفاضلية من الترتيب الأعلى: الاستقلال وعدم الاستقلال الخطي        الباب التاسع( 9-2)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 444-  

 الحل

0:      بما أن -4 
212211

 xc x)(coscycyc 

0في حالة واحدة فقط وهي 
21
 cc  فقط، وبالتالي فإن الدالتين

21
y,y  دوال

 ً  .مستقلة خطيا

01     :بما أن -2 
3

2

21
 2x) (cosc x)(sinc)(c 

0في حالة 
321
 ccc  كذلك في حالة إذا كان

121
321

 c , c , c  وبالتالي فإن ،
321

y,y,y  ً  .دوال غير مستقلة خطيا

05 :  ما أنب -3 
21

 )e (c)e x(c -x2x
 

0فقط في حالة إذا كانت 
21
 cc وبالتالي فإن ،

21
y,y  ً  .دوال مستقلة خطيا

أن الدوال Josef Hoëné Wronski (4771-4183 )م الرياضيات وأثبت عال

ny,.....,y,y
21

 :تكون مستقلة خطياً إذا تحقق الشرط التالي 

   (9.6        )  0

11

2

1

1

11

2

1

1

21

21


 )n(
n

)n()n(

)(
n

)()(

n

n

y...yy

.

.

.

...

...

...

.

.

.

.

.

.
y...yy

y....yy

)y,.....,y,y(W 

 :كذلك إذا كان
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(9.7              )0

11

2

1

1

11

2

1

1

21

21


 )n(
n

)n()n(

)(
n

)()(

n

n

y...yy

.

.

.

...

...

...

.

.

.

.

.

.
y...yy

y....yy

)y,.....,y,y(W 

ny,.....,y,yفإن الدوال 
21

  ً  تكون غير مستقلة خطيا

y,.....,y,y(W(ويسمى المحدد  n21
 .نسبة إلى عالم الرياضيات Wronskiبمحدد  

 (1-9)نظرية 

 إذا فرضنا المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة

0y )x(a.....y )x(ay )x(a 1)-(n

n

(n)
n 

 01
 

ny,.....,y,y، فإن حلول المعادلة [c,d]والمتصلة داخل الفترة 
21

مستقلة خطياً تكون  

 :[1]إذا كان 

0
21

)y,.....,y,y(W n 

 :وغير مستقلة خطياً إذا كان

0
21

)y,.....,y,y(W n 

 (2-9)مثال 

إذا كانت  
x

2

-2x e y  , e 5y  2
1

حلول لمعادلة تفاضلية متجانسة  

ً . معينة  .أثبت أن حلول المعادلة مستقلة خطيا
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 الحل

y,y(W(نوجد المحدد 
21

 :حيث 

010
102

52
3

2

2

1

2

1

1

21

21



 





x
xx

xx

)()( e
ee

ee

yy

yy
)y,y(W 

0وبما أن  xلجميع قيم 
21
)y,y(W إذن الحلول ،

21
y,y  ً  .حلول مستقلة خطيا

 (2)تمرين 

ثم وضح  Wronskأوجد محدد  –فيما يلي حلول لبعض المعادلات التفاضلية  (1)

 ً  .أيهما مستقل خطيا

x

2

-2x e )x(y   ,  e)x(y 3

1
 1)  

x

2

-x e x)x(y   ,    e)x(y 
1

2)  

sinx e )x(y   ,    cosx e)x(y x

2

-x 
1

3)  

sinx e x)x(y   ,   cosx ex)x(y x

2

x 
1

4)  

x

2

-3x e )x(y    ,    e)x(y 2

1

 5)  

x

2
e )x(y    ,     5)x(y 

1
6)  

8
1

 )x(y   ,    e)x(y
2

-4x  7)  

x

2

x e x)x(y   ,    e)x(y 
1

8)  

 :فاضليةأثبت الاستقلال أو عدم الاستقلال لفئات الحلول لبعض المعادلات الت (2)
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]   xe,  e[ -xx 2)                       ،]e   ,  e[ 3xx2 1)  

]e  ,   xe, e[ 3x-xx 4)            ،] xsine   ,   xcose[ -xx 3)  

]e  ,   xe, e[ -3/2x-3/2xx2/3 6)                   ،]e   ,  e[ xrxr
21 5)  

]e  x,   xe, e  , e[ 2x22x2xx 7)  
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 المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الترتيب الثاني (9-3)

Second Order Homogeneous Linear differential Equation 

لإيجاد الحل العام لمعادلة خطية متجانسة من الترتيب الثاني سوف نتناول أولاً 

ثم نتناول  لحصول على الحل العام من الحلول الخاصةالتي يمكن باستخدامها انظرية ال

 .إيجاد الحلول الخاصة للمعادلة

 (2-9)نظرية 

إذا فرضنا أن  
21

y,y  التاليةحلول مستقلة خطياً للمعادلة: 

     (9.8     )                           0 )x(by)x(ya)x(y 

x(y(سوف نشير إليه بالرمز لهذه المعادلة فإن الحل العام للمعادلة 
3

 : على النحو التالي 

     (9.9        )                        )x(yc)x(yc)x(y
22113

 

حيث 
21

c,c مقادير ثابتة. 

 الإثبات

بما أن  
1

y ،
2

y حلين مستقلين خطياً فإن: 

     (9.10         )                   0
111

 )x(by)x(ya)x(y 

     (9.11   )                         0
222

 )x(by)x(ya)x(y 

وبافتراض أن 
3

y بحيث: 

     (9.12)      )x(yc)x(yc)x(y
22113

 

 :فإن
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     
221122112211333

ycycbycycaycycbyyay  

 :نجد أن( 9.11)، (9.10)ومن المعادلتين 

   
    000

21

22221111333





cc

byyaycbyyaycbyyay
 

وبالتالي فإن 
3

y تعتبر الحل العام للمعادلة: 

0 byyay 

 بحيث

22113
ycycy  

 للمعادلة من الترتيب الثانيالحل العام إيجاد 

 :الثاني على النحومعادلة الترتيب بصفة عامة إذا اعتبرنا  

     (9.13    )                           0 )x(cy)x(yb)x(ya 

 .مقادير ثابتة c,b,aحيث 

x(y(فإذا كانت 
1

 ،)x(y
2

( 9.13)فإن الحل العام للمعادلة ( 9.13)حلول للمعادلة  

 :يصبح على النحو التالي

)x(yc)x(yc)x(y
2211

 

حيث 
21

c,c مقادير ثابتة. 

x(y(والآن سوف نوضح إيجاد الحلول الخاصة 
1

 ،)x(y
2

- :على النحو التالي 

 :بما أن المعادلة التفاضلية من الترتيب الأول على النحو



 المعادلات التفاضلية من الترتيب الأعلى: المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الترتيب الثاني     الباب التاسع( 9-3)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 254-  

0 )x(ay)x(y 

 :عام لهذه المعادلة على النحو التاليوكما أوضحنا في الباب السابق أن الحل ال

axe c)x(y  

 .مقدار ثابت cحيث 

 فنجد أن حل المعادلة من الترتيب الأول دالة أسية وبالتالي فإن 

0 )x(cy)x(yb)x(ya 

 :يكون لها حل أو أكثر في شكل دالة أسية على النحو التالي

(9.14  )                                                      rxey  

rxeyفإذا كان   فإن: 

(9.15           )                                         
rxre)x(y  

 كذلك

(9.16              )                                    rxer)x(y 2 

في العادلة من الترتيب ( 9.14) –( 9.16)وبالتعويض بالطرف الأيمن في المعادلات 

 :الثاني فنحصل على المعادلة التالية

(9.17)     02  rxrxrx cebreear 

   02  ]cbrar[erx 

 :بالتالي فإن 0rxeوبما أن 
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(9.18)          02  cbrar 

rxeyوبالتالي فإن    إذا وإذا فقط ( 9.13)تكون حل للمعالة من الترتيب الثاني

 Characteristicبالمعادلة المميزة( 9.18)وتسمى المعادلة (. 9.18)تحققت المعادلة 

Equation  (.9.13)للمعادلة 

 :حيث( 9.18)وبإيجاد جذور المعادلة المميزة 

(9.19)          

a

acbb
r

a

acbb
r

2

4

2

4

2

2

2

1







 

 (:9.18)جذور المعادلة  لنوعويوجد ثلاثة حالات 

عندما يكون الجذرين حقيقيين ومختلفين أي : الحالة الأولى
21
rr  ويحدث ذلك عندما 

042  acb 

أي عندما عندما يكون الجذرين حقيقيين ومتساويين : الحالة الثانية
21
rr   ويحدث ذلك

 عندما

042  acb 

عندما يكون الجذرين : الحالة الثالثة
21

r,r  تخيليين ويحدث ذلك عندما 

042  acb 

تيب نتناول فيما يلي كل حالة على حدة والحل العام للمعادلة التفاضلية من التروسوف 

 .الثاني في كل حالة
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 الحالة الأولى

حقيقيين ومختلفين أي ( 9.18)في هذه الحالة يكون جذري المعادلة 
21
rr  

 :على النحو التالي( 9.13)وهنا يكون الحلول الخاصة للمعادلة 

xrxr e)x(y          ,          e)x(y 21
21

 

  :ويكون الحل العام على النحو

xrxr ecec)x(y 21
21

 

 (3-9)مثال 

 :أوجد الحل العام للمعادلات التالية

024  yyy 2)    06  yyy 1) 

 الحل

 التفاضليةنوجد المعادلة المميزة المناظرة للمعادلة  -1

06  yyy 

6c   ,   -1b   ,   aحيث   1 

 :وتصبح المعادلة المميزة على النحو

 062 rr 

 023 )r)(r( 

23
21

 r       ,        r 
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 :الخاصة هي لوبالتالي فإن الحلو

xx e)x(y           ,          e)x(y 2

2

3

1

 

 :وكذلك الحل العام

xx ecec)x(y 2

2

3

1

 

 بالمثل المعادلة المميزة المناظرة للمعادلة التفاضلية -4

024  yyy 

 لمناظرةالمعادلة المميزة او

 0242 rr 

62

2

244

12

214164

2

42

1












)(

))((

a

acbb
r

 

62

2

244

12

214164

2

42

2












)(

))((

a

acbb
r

 

 :وبالتالي فإن الحلول الخاصة هي

x)(x)( e)x(y           ,         e)x(y 62

2

62

1

  

 :وكذلك الحل العام
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x)(x)( ecec)x(y 62

2

62

1

  

 الحالة الثانية

rrrإذا كان الجذور للمعادلة المميزة  
21

ول الخاصة في هذه فإن الحل 

 :الحالة تصبح على النحو التالي

rxrx xe)x(y                  ,             e)x(y 
21

 

  :ويصبح الحل العام في هذه الحالة

)xcc(execec)x(y rxrxrx

2121
 

 (01-3)مثال 

 :أوجد الحل العام لكل من المعادلات التالية

096  )x(y)x(y)x(y 1)  

044  )x(y)x(y)x(y 2)  

 الحل

 التفاضلية على النحو المعادلةبما أن  -1

096  )x(y)x(y)x(y 

 :بالتالي فإن المعادلة المميزة المناظرة لها على النحو التالي

   0962 rr 

 033 )r)(r( 



 المعادلات التفاضلية من الترتيب الأعلى: المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الترتيب الثاني     الباب التاسع( 9-3)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 254-  

3
21
 rr 

 :وبالتالي فإن الحلول الخاصة هي

xx xe)x(y             ,           e)x(y 3

2

3

1
 

 :لنحوويصبح الحل العام على ا

)xcc(execec)x(y xxx

21

33

2

3

1
 

 المعادلة التفاضلية بما أن -4

044  )x(y)x(y)x(y 

 :وبالتالي فإن المعادلة المميزة المناظرة

   0442 rr 

 022 )r)(r( 

   2
21

 rr 

 :وبالتالي فإن الحلول الخاصة هي

xx xe)x(y            ,          e)x(y 2

2

2

1

  

 :ح الحل العام على النحوويصب

xx xecec)x(y 2

2

2

1

  

 حالة خاصة

 :إذا فرضنا أن المعادلة التفاضلية على النحو



 المعادلات التفاضلية من الترتيب الأعلى: المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من الترتيب الثاني     الباب التاسع( 9-3)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 254-  

(9.20)           0 )x(y)x(y 

 :فإن الحل العام للمعادلة يصبح على النحو

xx ecec)x(y 
21

 

 الإثبات

 :على النحو التالي( 9.20)بما أن المعادلة المميزة المناظرة للمعادلة 

  012r 

111
1

2 
2
r   ,   rr 

 :وبالتالي فإن الحلول الخاصة تصبح على النحو

xx e)x(y             ,            e)x(y 
21

 

 :وبالتالي فإن الحل العام يصبح

xx ecec)x(y 
21
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 (3)تمرين 
 أوجد الحل العام لكل معادلة من المعادلات التالية -1

062  yyy 2)        ,         082  yyy 1)  

062  yyy 4)        ,         044  yyy 3)  

096  yyy 6)        ,         052  yyy 5)  

06  yy 8)         ,               02  yy 7)  

03  yyy 10)       ,         062  yyy 9)  

05  yy y 12)       ,      08  yy y 11)  

 Initial Valuesالمعادلات التالية عند النقطة المبدئية  أوجد حل كل من -4

 المناظرة

3004  )(y  ,   2y(0)  ,    yy 13)  

000102  )(y  ,   1y(0)  ,    yyy 14)  

10023  )(y  ,   0y(0)  ,    yyy 15)  

0002  )(y  ,   3y(0)  ,    yyy 16)  

00052  )(y  ,   2y(0)  ,    yyy 17)  

10044  )(y  ,   2y(0)  ,    yyy 18)  

2002  )(y  ,   1y(0)  ,    yyy 19)  

0003  )(y  ,   4y(0)  ,    yy 20)  

 :أوجد الحل العام لكل من المعادلات التالية -3
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0y2yy5  2)        ,               0y2y  1)  

0y8y  4)        ,       0y5y6y3  3)  

0y16y8y2  6)        ,         082  yyy 5)  

0y4y11y6  8)        ,       0y9y5y2  7)  

0y8y5y2  10)        ,       0y5y3y7  9)  

 :الخاص لكل من المعادلات التفاضلية التاليةأوجد الحل  -2

1)0(y  ,   1y(0)  ,    0y50y20y2  1)  

3)0(y  ,   4y(0)  ,    0y27y48y3  2)  

11)0(y  ,   3y(0)  ,    0y11y12y  3)  

1)0(y  ,  -2y(0)  ,         0y5y4y  4)  

1)0(y , 3)0(y , 3y(0) ,   0y125y50y5  5)  

4)0(y ,  3)0(y ,  0y(0)  ,     0y8y8 )3()2()3()4(  6)  
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 المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من ترتيب أعلى( 9-4)

Higher order Homogeneous Linear differential Equations 

يمكن الحصول على الحل العام للمعادلات التفاضلية المتجانسة الخطية من ترتيب 

( 3-9)أعلى من الترتيب الثاني بنفس الأسلوب الذي تم إتباعه في الفصل السابق 

 :على أن يتم إتباع الخطوات التالية. بالنسبة للمعادلات من الترتيب الثاني

 .إيجاد المعادلة المميزة المناظرة للمعادلة التفاضلية -1

فإذا كانت المعادلة التفاضلية من الترتيب الثالث كانت المعادلة المميزة من 

الدرجة الثالثة، ويكون لها ثلاثة جذور 
321
r,r,r 

فإذا كان  -
21
rr  فإن الحلول للمعادلة التفاضلية تصبح: 

xrxrxr ey   , xey   , ey 321
321
 

أما إذا كانت الجذور الثلاثة متساوية  -
321
rrr  فإن 

xrxrxr exy   , xey   , ey 321
2

321
 

لها بالمثل بالنسبة للمعادلة من الترتيب الرابع تكون المعادلة المميزة المناظرة 

من الدرجة الرابعة ويكون لها أربعة جذور 
4321
r,r,r,r 

فإذا كانت الجذور متساوية  -
4321
rrrr  فإن 

xrxrxrxr exy   , exy   , xey   , ey 4321
3

4

2

321
 

 (n)وبنفس الأسلوب يمكن إيجاد حلول المعادلة من الترتيب 

y,.....,y,y(W(نوجد المحدد  -2 n21
ny,.....,y,yويتم تحديد هل الحلول  

21
 

 .مستقلة خطياً أم لا
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0إذا كان  -3
21

)y,.....,y,y(W n ن الحلول تكون مستقلة خطياً، ويكون فأ

 :الحل العام للمعادلة هو

nnyc.....ycycy 
2211

 

 (4-9)مثال 

 :أوجد الحل العام للمعادلة التالية

04 13  )()( yy 

 :الحل

 ظرةالمعادلة المميزة المنا

-2r , r , r  )r(r  rr
321

2  200404 13
 

 وبالتالي فإن الحل العام

xx

xx

ececc

ecec)(cy

2

3

2

21

2

3

2

21
1








 

 (5-9)مثال 

 :أوجد الحل العام للمعادلة التالية

0168 357  )()()( yyy 

 :الحل

 المعادلة المميزة المناظرة لها
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-2irr , irr , rrr

 )(rr

)r(rr

 rrr

7654321

23

243

)()()(









20

04

0168

0168

2

357

 

 وبالتالي فإن الحل العام
iiii)x()x()x( xececxececexcxececy 2

7

2

6

2

5

2

4

02

3

0

2

0

1

  

 (4) ينتمر

 :أوجد حل المعادلات التفاضلية التالية 

043 24  yyy )()( 1)  

0923  )()( yy 2)  

0168 468  )()()( yyy 3)  

0107 45  yyy )()( 4)  

0168 357  )()()( yyy 5)  

064 8916  )()()( yyy 6)  

0105 346  )()()( yyy 7)  

02010 35  yyy )()( 8)  

05 23  )()( yy 9)  

096 34  yyy )()( 10)  
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   استخدام الحزمة الرياضية( 9-5)

Using The Mathematical Package 

حل في  Maple 11حزمة نوضح كيفية استخدام الفصل سوف هذا  في 

ونظراً لأننا تناولنا في البابي الثامن والتاسع المعادلات التفاضلية . المعادلات التفاضلية

 Ordinaryلية العادية للدوال في متغير واحد أو ما يسمي بالمعادلات التفاض

Differential لذلك سوف نتناول استخدام حزمة  .من أي ترتيبMaple 11  بالنسبة

- :ولأستخدام الحزمة نتبع الخطوات التالية –للمعادلات العادية 

فتظهر الصفحة  –( 1)ملحق كما هو موضح في  Maple 11برنامج تجهيز  -1

 (1-9)التالية كما هو موضح بشكل 
 

 

 (1-9)شكل 
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 Ordinary( 1-9)شكل يكتب في المستطيل في يسار الصفحة في  -2

Differential Equation  (.2-9)فيظهر شكل  
 

 

 (2-9)شكل 

 :على النحو توصيف لأوامر أدخال البياناتنجد ( 2-9)في الشكل 

 (9.21)   > ode:=diff(y(x),x,x)=……; 

 توصيف لأمر الحلكذلك و

 (9.22)     > dsolve (ode); 

 .المحلولة العديد من الأمثلةضافة للى ووود بالإ

ً  بطريقتينمر أدخال البيانات وأمر الحل أويمكن تنفيذ   .أيضا
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 الطريقة الأولي

( 4-9)شكل المن الشريط أسفل الصفحة فيظهر  Maple 11أستدعاء  يتم -4

  .المستطيل النشطويظهر 
 

 

 (4-9)شكل 

 :وب حلها كما في المثال التاليويتم كتابة أمر الأدخال وكتابة المعادلة المطل

> ode:=diff(y(x),x,x)=2*y(x)+1; 

 :فتظهر المعادلة في الصيغة التالية Enterثم نضغط على مفتاح 

1)x(y2)x(y
dx

d
:ode

2

2

 

 :الحل على النحو التاليأمر ثم يتم كتابة  -3
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Solve the ODE,ode; 

> dsolve (ode); 

 Enterثم نضغط على مفتاح 

 :النحو التالي الحل علىيظهر  -5

2

1
1ce2ce)x(y  x2 x2  

 

 .مقادير ثابتة ويمكن الحصول عليهم في حالة ووود شروط مبدئية 2c,1cحيث 

 :أمر أدخال الشروط المبدئية على النحوثم يتم كتابة -6

Define initial Conditions 

> ics:=y(0)=1,D(y)(0)=0; 

 Enterثم الضغط على مفتاح 

 :أمر الحل في ووود الشروط المبدئية على النحوبة ثم كتا -7

Solve ode sulyed to the initial conditions ics 

> dsolve ({ode,ics}); 

 :فيظهر الحل على النحو Enterعلى مفتاح  ثم الضغط -8

2

1
e

4

3
e

4

3
)x(y  x2 x2  

 

 الثانيةالطريقة 

بالنسبة للمستخدمين للحزمة من غير المجيدين الأوادة المطلوبة بالنسبة لكتابة و

 -:الخطوات التاليةيمكن أتباع  -كما ذكرنا سابقاً  والحل أوامر الأدخال
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المعادلة والتي تتماثل فيها )الأمثلة المحلولة أحد من  Copyأخذ نسخة  -4

كما في ( حيث الترتيب مثلً حلها من المطلوب التفاضلية في المثال مع المعادلة 

 (.3-9)الشكل التالي 
 

 

 (3-9)شكل 

المثال  Pasteلصق ثم  .من الشريط أسفل الصفحة Maple 11أستدعاء يتم  -3

 .(4-9)بشكل المحلول في المستطيل النشط 

ثم الضغط  –المعادلة التفاضلية المطلوب حلها وكتابة مسح مدخلت المثال يتم  -5

 .حل المعادلةفيظهر  Enterعلى مفتاح 

في حالة ووود شروط مبدئية يتم مسح الشروط المبدئية في المثال وكتابة  -6

فنحصل على  Enterالشروط المبدئية للمعادلة المطلوبة ثم الضغط على مفتاح 

 .حل المعادلة
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 (6-9)مثال 

 :التاليةحل المعادلة التفاضلية  

5x)x(y  

y)2(4: لذا كان   ،10)0(y  

 الحل

الخطوات المذكورة أعله بالطريقة الأولي أو الثانية نحصل على الحل باتباع 

 (.5-9)التالي شكل في الكما 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 (5-9)شكل 
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 (7-9)مثال 

 :حل المعادلة التفاضلية التالية 

5x2x3)x(y 2  

y)0(15:  لذا كان  

 الحل

 .يوضح الحل باتباع الخطوات بأحدي الطريقتين السابقتين( 6-9)شكل 
 

 

 

 

 

 
 

 (6-9)شكل 

 (8-9)مثال 

 :حل المعادلة التالية 

100x8x5)x(y 76)3(  

 الحل

 (.7-9)أنظر شكل 
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 (7-9)شكل 
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  Exercisesتمرينات                                             ( 9-6)

 :لية المتجانسة من الترتيب الثانيأوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاض (9-1) 

02  yyy \\\ 2)        ,               0 \\\ yy 1) 

04  yy \\ 4)        ,       056  yyy \\\ 3) 

0537  yyy \\\ 6)        ,      0852  yyy \\\ 5) 

0168  yyy \\\ 8)        ,         06  yyy \\\ 7) 

011  yy \\ 10)       ,      0352  yyy \\\ 9) 

 :الحل العام للمعادلات التفاضلية التاليةأوجد  (9-2)

04 13  )()( yy 2)     ,                  023  )()( yy 1) 

0910 24  yyy )()( 4)    ,         02 234  )()()( yyy 3) 

022 234  yyyy )()()( 6)   ,  0652 123  yyyy )()()( 5) 

أوجدددد الحلددداص الخاعدددة للمعدددادلات التفاضدددلية التاليدددة ويةدددا  لل دددرو  المبد يدددة  (9-3)

 :المناظرة لكل معادلة

-1(0)y  ,  1y(0)  ,    yyy \)()(  02510 12 1) 

-3(0)y  ,  4y(0)  ,    yyy \\\\  096 2) 

-1(0)y , 2(0)y , 3y(0)  ,  yyy \\\)()()(  02510 123 3) 

4(0)y , 3(0)y , 0(0)y , 3y(0)  ,  yy \\\\\\)()(  034
 4) 
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 Interpolation and Its Importance    وأهميته الأستكمال( 01-0)

 :بحيث xدالة في المتغير  y إذا فرضنا المتغير

    )x(fy  

 أو
n.,0,1,2,....i      ,            )x(fy

ii
 

قدة بحيث غير معروفة أو مع x(f(فإذا كانت الصياغة الرياضية للدالة 

1n)ولكن متاح لنا . يصعب استخدامها  )المختلفة لـ  من القيمx  والقيم المناظرة لها

 :أي المتاح لنا داخل هذه الفترة النقاط التالية – [a,b]داخل فترة معينة ولتكن  yلـ 

)y,x(P , ... , )y,x(P , ... , )y,x(P , )y,x(P , )y,x(P nnniii222111000 

 أو بعبارة أخري

(10.1)       n0,1,2,...,i  ,                  )y,x(P iii  

كتقريب  x(Pn(أي  nفي هذه الحالة يمكن إيجاد كثيرة حدود من الدرجة 

)y,x(تمر بالنقط  Pn)x(بحيث أن الدالة  [a,b]داخل الفترة  f)x(للدالة  ii ،

n,..,2,1,0i  أي: 

(10.2)    n0,1,2,...,i  ,                  y)x(P iin  

كثيرة الحدود  أستكمالبعملية  x(Pn(التقريبية وتسمى عملية إيجاد الدالة 

Polynomial Interpolation من الدرجة n، أهمية في ذات  ستكمالوتعتبر عملية الأ

 :كثير من الاستخدامات أهمها

داخل فترة أو  تقريبها إلى دوال أبسط ستكمالبالنسبة للدوال المعقدة يمكن بالأ -0

 Numericalفي عملية التكامل العددي و أهمية ذويعتبر ذلك فترات معينة 
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Integration،  أو التفاضل العدديNumerical Differentiation،  أو حل

 .الخ.... ، Equations Differentiationالمعادلات التفاضلية 

دوال السلاسل الخ تكون .... في كثير من الدراسات الاقتصادية والسكانية،  -2

، وعند وجود بعض القيم Tabular Form مخزنه في شكل جداولالزمنية 

الجداول أيضاً ومثال لهذه . الناقصة يمكن بالأستكمال إبجاد القيم التقريبية لها

باستخدام و. موجودة بجداول اللوغاريتماتمعينة  اللوغاريتمية عند نقطجداول 

 .يمكن تحديد القيم الناقصة في الجداول ستكمالعملية الأ

كثيرة حدود  x(Pn(عندما تكون  Pn)x(الدالة  أستكمالالباب سوف نتناول وفي هذا 

 :حيث (n)ة من الدرج

(10.3)  



n

0i

i
i

n
n

2
210n xaxa...xaxaa)x(P 

 :باستخدام النقاط  nوبصفة عامة يمكن الإشارة إلى كثيرة الحدود من الدرجة 

)y,x(P , ...  , )y,x(P , )y,x(P nknknk1k1k1kkkk  

x(P(بالرمز  nk,k . 

)nk(nk)حيث  nحيث تعتبر درجة كثيرة الحدود  .) 

 

 

 (0)تمرين 

 :حدد درجة كثيرة الحدود في كل حالة من الحالات التالية
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)x(P -10                   ,              )x(P9

)x(P -8                   ,                 )x(P7

)x(P -6                   ,                )x(P5

)x(P -4                   ,                  )x(P3

)x(P -2                   ,                   )x(P1

4i,2i7i,1i

20,010,0

3m,m3k,k

30,207,2

15,105,1















 



 نظرية الأستكمال: الباب العاشر          كثيرة الحدود                                 أستكمال( 01-2)  

 

 
 

 
 

 

 
 

- 674-  

 Polynomial Interpolation          كثيرة الحدود أستكمال( 01-2)

1n)عدد متاح لنا  كانإذا   )المختلفة ط من النق)y,x( ii ،

n,...,2,1,0i   فإننا يمكن إيجاد كثيرة الحدود)x(P  من الدرجة أقل من أو تساوي

(n)،  أي الحصول على قيم المعلماتn210
a,...,a,a,a. 

y,x(P(فبالتعويض بالنقاط  iii  على النحو التالي( 10.3)في كثيرة الحدود: 

(10.4)             























n
n
nn

2
n2n10

1

n

1n
2

12110

0

n

0n
2

02010

y)x(a.......)x(a)x(aa

:

:

:

y)x(a.......)x(a)x(aa

y)x(a.......)x(a)x(aa

 

ت يلللللللتم الحصلللللللول عللللللللى المعلملللللللا( 10.4)وبحلللللللل المعلللللللاد ت الخ يلللللللة 

n210 a,...,a,a,a . وضللللعة فللللي شللللكل يمكللللن ( 10.4)ونظللللام المعللللاد ت الخ يللللة

 :مصفوفات على النحو

Ya X  

 :حيث

(10.5) 























n

1

0

y

:

:
y

y

Y ,   























n

1

0

a

:

:
a

a

a ,  

n
n
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 (0-01)نظرية 

1n)عدد إذا كان لدينا   ) من النقاط المختلفة)y,x( ii ،n,...,2,1,0i  

)y,x(تمر بالنقاط  التي (nدرجة أقل من أو تساوي من ) P)x(فإن كثيرة الحدود  ii 

 .Unique Polynomialتعتبر كثيرة حدود وحيدة 

 :اتالإثب

- :سوف نقدم ال ريقتين التاليتينويمكن إثبات ذلك بأكثر من طريقة 

 (0)الطريقة 

 :يأخذ الشكل التالي( 10.5)في  Xالمصفوفة بما أن محدد 

(10.6)        )xx(|X|
jinij0




 

وبما أن النقاط 
i

x ،n,...,2,1,0i  اط مختلفة بالتالينق: 

(10.7)          0|X|  

لي يوجد حل وبالتا. Nonsingularمصفوفة غير شاذة  Xوبالتالي فإن المصفوفة 

 (.10.4) وحيد لنظام المعاد ت

ya x  

 .nة من درجة أقل من أو تساوي كثيرة حدود وحيد x(P(وبالتالي فإن 

 (2)قة يالطر

تمر بنفس  x(Q(ولتكن  P)x(إذا فرضنا أنه يوجد كثيرة حدود أخرى غير  

)النقط 
ii

y , x)  وبالتالي فإن)x(H حيث: 
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)x(Q)x(P)x(H  

 .nتكون كثيرة حدود من درجة أقل من أو يساوى 

 :وبما أن

(10.8    )n0,1,2,...,i  ,      0yy)x(Q)x(P)x(H
iiiii

 

 :حيث x(H( وبما أن 

(10.9)         0)x(H  

n,...,2,1,0iلجميع قيم   .بالتالي فإن: 

(10.10)       )x(Q)x(P  

 (0-01)مثال 

 :إذا كان لدينا النقاط التالية

)29,2(P  ,  )5,1(P  ,  )11,1(P  ,  )5,0(P
3210

 

 .حدد درجة كثيرة الحدود -0

 .أوجد كثيرة الحدود التي تمر بالنقاط السابقة -2

 الحل

نقاط إذن كثيرة الحدود التي يمكن أشتقاقها تكون من ( 4)بما أن المتاح لنا 

  .الدرجة الثالثة أو أقل

 :أننفترض 
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3

3

2

210
xaxaxaa)x(P  

 :نجد أن x(P(بالتعويض بالنقاط المع اه في 

(10.11)   






















29)2(a)2(a)2(aa

5)1(a)1(a)1(aa

11)1(a)1(a)1(aa

5)0(a)0(a)0(aa

3

3

2

210

3

3

2

210

3

3

2

210

3

3

2

210

 

 :نجد أن( 10.11)بحل المعاد ت في 

1a       ,       3a       ,       2a       ,       5a
3210
 

 :وبالتالي فإن
32 xx3x25)x(P  

 (2-01)مثال 

 :أعتبر الدالة التالية

xe)x(fy  

2x0كثيرة حدود من الدرجة الثانية أو أقل في الفترة أستكمل    كتقريب للدالة

)x(f،   ثم وضح ذلك بيانيا. 

 الحل

 :بما أن النقط

)389.7,2(P  ,  )718.2,1(P  ,  )1,0(P
321
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 (يمر بالنقط الموضحه f)x(أي المنحنى ) x(f(تقع على منحنى الدالة 

x(P(إذا أعتبرنا كثيرة الحدود 
2

 :حيث 

2

2102
xaxaa)x(P  

x(P(أعلاه في الدالة بالتعويض بالنقاط الموضحه
2

 :نجد أن 



















389.7)2(a)2(aa

718.2)1(a)1(aa

1)0(a)0(aa

2

210

2

210

2

210

 

 :ننجد أ أعلاه بحل المعاد ت

4765.1a       ,       241.0a       ,       1a
210
 

 :وبالتالي فإن

2

2
x 477.1x 241.01)x(P  

x(P(كذلك يوضح كثيرة الحدود  f)x(والشكل التالي يوضح منحنى الدالة 
2

 

2x0)داخل الفترة  x(f( ب لـيركتق .) 
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0
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x(f،)x(P(يوضح ( 0-01)ل شك
2

2x0)الفترة خلال   ) 

n10ومما هو جدير بالذكر أن حل المعاد ت الخ ية في المجاهيل 
a,...,a,a 

علمات  في الحصول على المتعتبر طريقة كفء  x(Pn(لتحديد كثيرة الحدود 

n10
a,...,a,a . ولكنها تعتبر طريقة غير مناسبة في ا ستخدامات العملية للأسباب

- :التالية

بالرغم من تحديد الحد الأعلى لدرجة كثيرة الحدود ولكن   يمكن تحديد درجة  -0

كثيرة الحدود قبل تحديد قيم المعلمات 
i

a ،n, . . . ,2,1,0i  . فقد يكون من

قبل تحديد قيم المعلمات  x(P(الأهمية تحديد درجة كثيرة الحدود 
i

a ،

n,...,2,1,0i . 

وكثيرات الحدود من درجات ( n)تحديد العلاقة بين كثيرة الحدود من الدرجة  -2

وتمر بنفس النقاط المع اه يعتبر ذو أهمية في كثير من ( n)أقل من 

)x(f  

)x(P
2

 

x  

3
P  

1
P  

2
P  
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ستخدام كل منها الحصول على ت، لذا قدمت أكثر من صياغة يمكن بأالت بيقا

)x(P نتناول في وسوف  .في ا ستخدام والت بيق في صيغة أكثر ملائمة

 :تين التالبتينالفصلين التاليين الصيغ

                                             Lagrange's Form      جرانج     اغة لأصي -أ 

  Newton's Divided Differences Form    صياغة نيوتن للفروق المقسومة -ب

 (2)تمرين 

 :إذا أعتبرنا النقاط التالية -0

)225,3(P  ,  )67,2(P  ,  )13,1(P  ,  )3,0(P  ,  )1,1(P
43210

 

 :الم لوب

x(P  ,  )x(P  ,  )x(P(أوجد كل من  ( أ
4,03,02,0

 

x(P  ,  )x(P  ,  )x(P(أوجد كل من  ( ب
4,24,13,1

 

 :أذا أعتبرنا الدالة - 2

x2e x)x(fy  

 :الم لوب

فللللي الفتللللرة  x(f(وفللللق كثيللللرة حللللدود مللللن الدرجللللة الأولللللى كتقريللللب للدالللللة  ( أ

(3x0 )،   ووضح ذلك بيانيا. 

الفتلللرة  خللللال x(f(قريلللب للداللللة وفلللق كثيلللرة حلللدود ملللن الدرجلللة الثانيلللة كت ( ب

(4x1 )،   ووضح ذلك بيانيا. 
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       Lagrange's  Method          طريقة لأجرانج( 01-3)

فرضنا الحالة الخاصة عندما إذا 
i

y ،n,...,2,1,0i  على النحو التالي: 

(10.12 )   ij  if     0y  ,           1y
ji

 

x(L(ورمزنا لها بالرمز ( n)فإذا فرضنا كثيرة حدود من درجة أقل من أو تساوى 
i

 

 :فإنه يمكن كتابتها على النحو التالي

)xx)...(xx)(xx).....(xx)(xx(c)x(L n1i1i10i



 

 :فإذا فرضنا أنمقدار ثابت  cحيث 

(10.13 )   
















ij , x xif          0

x xif          1

)x(L

j

i

i
 

x(L(1وعندما 
i

 فإن: 

(10.14 )          
)xx(

1
c

ji

n

ji






 

 :وبالتالي فإن

:

)xx(

)xx(
)x(L

)xx(

)xx(
)x(L

j1

j
n

1j

0j1

j0

j
n

1j0
















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x(L(يمكن كتابة  وبصفة عامة
i

 :على النحو 

(10.15)    
)xx(

)xx(

)xx(

)xx(
)x(L

ji

j
n

ij

0j

ji

n

ij

ij

j

n

1j

i 


















 

x(L(وباستخدام تعريف 
i

في ( 10.15)، وبضرب طرفي العلاقة (10.13)في  

i
y  أننجد: 

(10.16)  n0,1,2,...,i  ,      )x(Pyy )x(L
iiii

 

في صورة ( 10.4)من المعالادت الخطية في ( 1n)وبالتالي يمكن كتابة 

 :مصفوفات على النحو التالي

(10.17)



































































)x(P

:

)x(P

)x(P

y

:

:
y

y

)x(L.........)x(L)x(L

:

:

.........

.........

:

:

:

:
)x(L.........)x(L)x(L

)x(L.........)x(L)x(L

n

1

0

n

1

0

1)1)(n(n
nnn1n0

1n1110

0n0100

 

x(L(اصرحيث أن مصفوفة العن
i

 ،n,...,2,1,0i  وفة الوحدة منن تمثل مصف

)1n)(1n(الترتيب    ( 1)العناصنر علنى القطنر الرييسني كنل عنصنر يسناو  حيث

 (.صفر)اصر كل منها يساوى وباقي العن

 :نجد أن( 10.17)ومن العلاقة 
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)x(P)x(Ly

)x(P)x(Ly.....)x(Ly)x(Ly

0

n

0i
0ii

00nn011000








 

)بالمثل عند النقطة 
jj

y,x) 

:

:

)x(P)x(Ly
j

n

0j
jjj




 

 :نجد أن( y,x)امة عند أ  نقطة وبصفة ع

(10.18)     



n

0j
jj

)x(Ly)x(P 

من  لبصيغة لأجرانج نسبة إلى عالم الرياضيات لأجرانج أو( 10.18)وتسمى الصيغة 

 .هذه الصياغةأشتق 

وتعتبر صياغة لأجرانج من الصياغات الأكثر ملايمة في الأستخدام لقنيم بعن  

النندوال المخزنننة فنني شننكل جننداول ويرجننو ذلننا إلننى سننهولة تننناول صننياغة لأجننرانج 

 .باستخدام الكمبيوتر

 (3-01)مثال 

 :يةلاأعتبر النقاط الت

)3,1(P  ,  )2,1(P  ,  )1,0(P
210

 

 .من الدرجة الثانية أو أقل x(P(ستخدام صياغة لأجرانج أوجد بأ



 ستكمالنظرية الأ: الباب العاشر                                          طريقة لأجرانج           ( 01-3)

 

 
 

 
 

 

 
 

- 284-  

 الحل

 :بما أن

)x(Ly)x(Ly)x(Ly)x(P
221100

 

)xx(

)xx(
)x(L

ji

j
n

ij

0ji 







 

 بالتالي

1x
1

1x

)10)(10(

)1x)(1x(

)xx)(xx(

)xx)(xx(
)x(L

2
2

2010

21

0

















 

2

xx

)11)(01(

)1x)(0x(

)xx)(xx(

)xx)(xx(
)x(L

2

2101

20

1







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
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 

2

xx

)11)(01(

)1x)(0x(

)xx)(xx(

)xx)(xx(
)x(L

2

1202
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2












 

2
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x
2

3
x

2

1
1

)3(
2

xx
)2(

2

xx
)1)(1x()x(P









 

 (4-01)مثال 

 :أعتبر النقاط التالية

)128,2(P  ,  )14,1(P  ,  )0,0(P  ,  )2,1(P
3210

 
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x(P( ستخدام طريقة لأجرانجأوجد بأ
2,0

،)x(P
3,1

 

 الحل

x(P(لإيجاد  -0
2,0

 نقاطنستخدم ال 

)14,1(P  ,  )0,0(P  ,  )2,1(P
210

 

2

xx

)11)(01(

)1x)(0x(

)xx)(xx(

)xx)(xx(
)x(L

2

2010

21

0



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



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x(P(لإيجاد  -0
3,1

 نستخدم النقاط 

)128,2(P  ,  )14,1(P  ,  )0,0(P
321

 

2

2xx

)20)(10(

)2x)(1x(

)xx)(xx(

)xx)(xx(
)x(L

2
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1



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x2x)x2x(

)21)(01(
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x36x50x64x64x28x14

)128(
2

xx
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2xx
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2
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

 

 

 (3)تمرين 

يجناد كثينرات لأجنرانج لإ طريقنة أستخدم -في الفصل السابق ( 4)أعتبر تمرين 

 .(4)، (0)الحدود في 
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 المقسومة طريقة نيوتن للفروق( 01-4)

Newton's Divided Differences Method 

في الفصل السابق تناولنا بالتفصيل طريقة لأجرانج لأستكمال كثيرة الحدود من 

 :ن منكمدود باستخدام طريقة لأجرانج لم تولكن صياغة كثيرة الح (.n)الدرجة 

 .دود الأكثر موائمة للبياناتكثيرة الحتحديد درجة  -0

من ودرجة كثيرات الحدود ( n)درجة كثيرة الحدود ولتكن تحديد العلاقة بين  -2

 .وتمر بنفس النقاط المعطاه (n)درجات أقل من 

تسمى  سوف نتناولها في هذا الفصل طريقة Newtonلذا قدم عالم الرياضيات 

هذه الطريقة من تحديد  ناحيث تمكن. ة نيوتن للفروق المقسومه نسبه لهذا العالمبطريق

من  كثيرات الحدود من درجات أقلوعلاقتها ب( n)من الدرجة درجة كثيرة الحدود 

(n) وتمر بنفس النقاط المعطاه. 

x(P(، كذلك (n)كثيرات حدود من الدرجة  Pn)x(إذا فرضنا أن ف
1n

كثيرة  

 :على النحو التالي x(Pn(فإنه يمكن  ( 1n)حدود من الدرجة 

(10.19)       
)xx).....(xx)(xx(a

.....)xx)(xx(a)xx(aa)x(P

1n10n

102010n





 

 :على النحو التالي x(Pn(أي ممكن كتابة 

 (10.20)     )x(C)x(P)x(P
1nn 


 

 .Correction Termوتسمى حد التصحيح  (n)كثيرة حدود من الدرجة  x(C(حيث 
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 :نجد أن( 10.20)من العلاقة 

   (10.21)     )x(P)x(P)x(C
1nn 

 

x(C(تكون قيمة وعندما 
i

)عند النقطة  
ii

y,x ) لجميع قيمn,...,2,1,0i   تساوي

 :، أي عندماصفر

0)x(f)x(f)x(C
iii
 

ممكن تكون من الدرجة ( )n)فهذا يعنى أن درجة كثيرة الحدود من درجة أقل من 

(1n ) درجة أقلأو من) 

 :نجد أن (10.19)فمن العلاقة ( n)من الدرجة  x(C(فإذا كان 

   (10.22)   )xx).....(xx)(xx(a)x(c
1n10n 

 

 :فإن( n)من الدرجة  x(Pn(فإذا كانت 

   (10.23)      nnnn y)x(f)x(P  

 :نجد أن( 10.23)، ( 10.21)بـ ( 10.22)بالتعويض في 

(10.24)                         
)xx).....(xx)(xx(

)x(P)x(f

)xx).....(xx)(xx(

)x(C
a

1n10

1nn

1n10

n
n














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The n( n)بفرق نيوتن المقسوم من الترتيب  naويسمى المعامل 
th

 Order 

Newton's Divided Difference  وسوف نرمز له بالرمز]x,...,x,x[f n10
وأحياناً  

 :حيث n((بالرمز 

   (10.25)     )n(
n10n ]x,...,x,x[fa  

 :ويمكن أثبات أن

  (10.26)     

0n

1n0n21)n(
n10 xx

]x,...,x[f]x,...,x,x[f
]x,...,x,x[f




  

 :وبصفة عامة يمكن كتابة كثيرة الحدود وفقاً لصياغة نيوتن على النحو التالي

]x,...,x,x[f)xx).....(xx)(xx(.....

]x,x,x[f)xx)(xx(]x,x[f)xx()x(f)x(P

n101n10

210101000n





 

(10.27) 

 حيث

   (10.28)      )x(f)x(P
00

 

   (10.29)     ]x,x[f)xx()x(f)x(P
10001

 

 (.10.27)في المعادلة  x(Pn(أي  (n)وهكذا، حتي كثيرة الحدود من الدرجة 

يوضح كيفية حساب الفروق حتي الترتيب الثالث  –( 0-01)جدول  –والجدول التالي 

(
)3()عند النقط المختلفة المعطاه. 
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 (0-01)جدول 
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 (5-01)مثال 

)فيما يلي بيانات 
ii

y,x )لمتغيرين لy,x  حيثx حيثب هو المتغير المستقل: 

(1 , 0.7651977) , (1.3 , 0.6200860) , (1.6 , 0.4554022) ,  

(10 , 0.2818186) , (2.2 , 0.1103623) 

 .كثيرة حدود من الدرجة الرابعة بأستخدام طريقة نيوتنوفق 

 الحل

 :بما أن كثيرة الحدود من الدرجة الرابعة تأخذ الشكل التالي 

]x,x,x,x,x[f)xx)(xx)(xx)(xx(

]x,x,x,x[f)xx)(xx)(xx(

]x,x,x[f)xx)(xx(]x,x[f)xx()x(f)x(P

432103210

3210210

2101010004







 

لحساب الفروق حيث تم حساب الفروق  –( 2-01)جدول  –لذا نكون الجدول التالي 

 :لى النحو الموضح فيما يليع

 :فنجد أن عناصر العمود الرابع تم حسابها على النحو التالي -0

4837057.0

0.13.1

7651977.06200860.0

xx

]x[f]x[f
]x,x[f

01

01

10













 

 وبالمثل باقي العناصر فنجد أن العنصر الأخير في هذا العمود
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5715210.0

9.12.2

2818186.01103623.0

xx

]x[f]x[f
]x,x[f

34

34

43













 

 :نجد أن( 5)بالنسبة لعناصر العمود رقم  بالمثل -2

1087338.0
16.1

)4837057.0(5489460.0

xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f

02

1021)2(

210












 

 وهكذا بالمثل

0118183.0
6.12.2

)5786120.0(5715210.0

xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f

24

3243)2(

432












 

 :نجد أن( 6)بالمثل بالنسبة لعناصر العمود رقم  -3

0658784.0
19.1

)1087339.0(0494433.0

xx

]x,x,x[f]x,x,x[f
]x,x,x,x[f

03

210321)3(

3210












 

 كذلك

0680684.0
3.12.2

)0494433.0(0118183.0

xx

]x,x,x[f]x,x,x[f
]x,x,x,x[f

14

321432)3(

4321











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 :نجد أن( 7)وبالنسبة لعناصر العمود رقم  -4

0018251.0
0.12.2

0658784.00680685.0

xx

]x,x,x,x[f]x,x,x,x[f
]x,x,x,x,x[f

14

32104321)4(

43210












 

 :ومن الجدول نجد أن

)9.1x)(6.1x)(3.1x)(1x(0018251.0

)6.1x)(3.1x)(0.1x(0658784.0

)3.1x)(0.1x(1087338.0

)0.1x(4837057.07651977.0)x(P
4









 

 (4)تمرين 

نيووتن للفوروق أوجود تقريوب كول مون الودوال التاليوة ةلوى كثيورة ستخدام طريقة با -0

 حدود من الدرجة الثانية في الفترات المناظرة لكل دالة

3x0   ,     x)x(f 1)  

1x1-   ,     e)x(f x 2)  

4x1   ,     x2x)x(f 3)  

 :طريقة نيوتن أوجد كل مما يلي باستخدام -2

)x(P  ,  )x(P  ,  )x(P  ,  )x(P  ,  )x(P  ,  )x(P
4,23,12,14,03,02,0
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 حيث

)18,3(P   ,   )11,2(P   ,   )4,1(P   ,   )6,1(P   ,   )3,0(P
43210

 

طريقو نيووتن أوجود كثيور الحودود مون الدرجوة الثانيوة كتقريوب للودوال  باستخدام -3

 .التالية في الفترات المناظرة

4x2   ,       
xlnx

e
)x(f

x

1)  

5x3   ,       
xln

1x
)x(f

3




2)  

1x1-   ,       
e5

e
)x(f

2x3

x2

3)  



 

 

 
 

 
 

 

 
 

 (0-01)جدول 

Third Divided Differences 
 الثالثالفروق المقسومة من الترتيب 

)3( 

Second  Divided 
Differences 

المقسومة من الترتيب الفروق 

 )2( الثاني

First Divided 
Differences 

الفروق المقسومة من 

 )1(الترتيب الأول 

y)x(f  x 

03

210321

3210 xx

]x,x,x[f]x,x,x[f
]x,x,x,x[f






 

 

14

321432

4321 xx

]x,x,x[f]x,x,x[f
]x,x,x,x[f






 

 

25

432543

5432 xx

]x,x,x[f]x,x,x[f
]x,x,x,x[f






 

02

1021
210 xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f






 

 

13

2132
321 xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f






 

 

24

3234

432 xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f






 

 

35

3445

543 xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f






 

01

01
10 xx

]x[f]x[f
]x,x[f






 

12

12
21 xx

]x[f]x[f
]x,x[f






 

23

23

32 xx

]x[f]x[f
]x,x[f






 

34

34

43 xx

]x[f]x[f
]x,x[f






 

45

45

45 xx

]x[f]x[f
]x,x[f




 

01

01

10 xx

]x[f]x[f
]x,x[f




 

]x[f
0

 
0

x 

]x[f
1

 
1

x 

]x[f
2

 
2

x 

]x[f
3

 
3

x 

]x[f
4

 
4

x 

]x[f
5

 
5

x 



 

 

 
 

 
 

 

 
 

 (2-01)جدول 

(7) (6) (5) (4) (3) (2) (1) 

)4( 
]x,...,x[f

i4i
 

)3( 
]x,...,x[f

i3i
 

)2( 
]x,x,x[f

i1i2i 
 

)1( 
]x,x[f

i1i
 

]x[f
i

 i
x i 

0.0018251 
0.0658784 

 

0.0680685 

-0.1087339 
 

-0.0494433 
 

0.0118183 

-0.4837057 
 

-0.5489460 
 

-0.5786120 
 

-0.5715210 

0.7651977 1.0 0 

0.6200860 1.3 1 

0.4554022 1.6 2 

0.2818186 1.9 3 

0.1103623 2.2 4 
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 استخدام الحزم الرياضية( 01-5)

Using The Mathematical Packadge 

يمكن . Polynomialsفي الأستكمال لكثيرات الحدود  Maple 11ستخدام لا

 :أتباع أكثر من طريقة، وأحد هذه الطرق سوف نتبعه فيما يلي

فتظهر الصفحة ( 0)كما هو موضح في ملحق  Maple 11برنامج نعد استخدام  -0

 (.0-01)ة كما هو موضح بشكل التالي
 

 
 (0-01)شكل 

 Lagrange( 0-01)نكتب في المستطيل في أعلى يمين الصفحة في شكل  -2

Interpolation  (.2-01)كما هو موضح بشكل 
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 (2-01)شكل 

 Polynomial Interpolationفي يمن الصفحة يتم الضغط على ( 2-01)في شكل 

 (.3-01)التالية كما هو موضح بشكل  كما هو مشار في الشكل فتظهر الصفحة

 
 (3-01)شكل 
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  بيانات  أوامر الأدخال و  الصفحة على اليمين وصف لكتابة( 3-01)في شكل

 .في شكل متجهات(  y)والمتغير التابع ( x)المتغير المستقل 

 ددةمتع وفي نهاية الصفحة على اليمين توجد أمثلة . 

 .من الأمثلة Copyيتم أخذ نسخة  -3

من الشريط أسفل الصفحة في  Maple 11الضغط على أيقونة البرنامج ب فتح يتم -7

 (.7-01)الشكل فتظهر الصورة الموضحة بشكلكما هو موضح ب( 3-01)شكل
 

 
 (7-01)شكل 

 (.7-01)في الشكل  الأمثلة في المستطيل النشط نسخة( Paste)يتم لصق  -5

 .يتم إلغاء البيانات بالأمثلة ووضع البيانات المطلوب أستكمالها -6

 .فيتم التنفيذ Enterيتم الضغط على مفتاح  -4
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 (0-01)مثال 

أوجد كثيرات الحدود المستكملة في كل حالة من  Maple 11باستخدام 

 :الحالات التالية

المناظرة (  y)وقيم المتغير ( x)قيم المتغير المستقل الجدول التالي يوضح   (0)

 .لها
3 2 1 0 x 

3 1 3 0 y 

 .ةثأوجد كثيرة الحدود من الدرجة الثال

 :حيث( z)فيما يلي قيم المتغير المستقل   (2)

]7,4,2,0[z  

 :كذلك قيم المتغير التابع المناظر لها

],3,1,a,2[y  

 .أوجد كثيرة الحدود من الدرجة الثالثة باستخدام صياغة لأجرانج

 الحل

 .يتم إدخال البيانات وفقاً للخطوات السابق عرضها أعلاه -0

 Enterيتم الضغط على مفتاح ( 2)، ( 0)بعد إدخال البيانات لكل من مثالي  -2

 (.1.2)، ( 1.1)كل أمر فنحصل على النتائج التالية في في نهاية 
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 (5-01)شكل 

 (2-01)مثال 

والقيم المناظرة لها للمتغير التابع ( x)فيما يلي بيانات عن المتغير المستقل 

(y:) 

(0.5,313)  ,  5)(-0.5,9.62

 ,  (-2,-116)  ,  (2,184)  ,  (1,14)  ,  (-1,10)  ,  )10,0(
   

 :لمستكملة فيكثيرة الحدود ا Maple 11استخدام 

 .الشكل النهائي -0

 .شكل صياغة لأجرانج -2

 الحل

 .الشكل النهائييتم إدخال البيانات للحصول على كثيرة الحدود في  -0

 .كذلك يتم إدخال البيانات مرة أخرى للحصول على شكل صياغة لأجرانج -2
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بعد نهاية الأمر الأول، كذلك يتم الضغط على  Enterالضغط على مفتاح يتم  -3

 .بعد نهاية الأمر الثاني Enterمفتاح 

، كذلك نحصل على (1.1)فنحصل على الشكل النهائي لكثيرة الحدود في الدالة 

 (.1.2)كثيرة الحدود في شكل صياغة لأجرانج في الدالة 
 

 

 (6-01)شكل 
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  Exercisesتمرينات                                            ( 01-6)

 :حدد درجة كثيرة الحدود في كل حالة من الحالات التالية (01-0)

)x(P
7,5

2)        ,           )x(P
3,2

1)  

)x(P
5k,1k 

3)        ,           )x(P
8,5

3)  

 :أعتبر النقاط التالية( 01-2)

)18,3(P   ,   )11,2(P   ,   )4,1(P   ,   )6,1(P   ,   )3,0(P
43210

 

x(P  ,  )x(P  ,  )x(P(    أوجد كل من -0
4,03,02,0

 

x(P  ,  )x(P  ,  )x(P( أوجد كل من -2
4,13,12,1

 

 إذا أعتبرنا الدالة (01-3)

)2xln(x)x(fy  

خلال الفترة  x(f(كثيرة حدود من الدرجة الأولي، والثانية كتقريب للدالة  وفق -0

4x0    ووضح ذلك بيانيا. 

خلال الفترة  x(f(وفق كثيرة حدود من الدرجة الثانية كتقريب للدالة  -2

5x2    ووضح ذلك بيانيا. 

طريقة لأجرانج لإيجاد استخدم  –( 3-01)، ( 2-01)أعتبر التمرينين  (01-4)

 (.2)، ( 0)كثيرات الحدود في 

استخدم طريقة نيوتن لإيجاد كثيرات  –( 3-01)، ( 2-01)أعتبر التمرينين  (01-5)

 (.2)، ( 0)الحدود في 



 Maple 11استخدام حزمة برامج (: 1)ملحق 
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 (1)ملحق  

 Maple 11استخدام حزمة برامج 

الجاهزة المستخدمة في ( البرامج)مجموعة من الحزم  هي Maple 11 الـ

من البرامج  Maple 11وتعتبر برامج . الخ... الرياضيات، الإحصاء، الفيزياء، 

 .سواء متخصصين أو غير متخصصين الجاهزة التي يسهل تناولها بالنسبة للمستخدمين

سميت  ليست أختصار لعبارة ما ولكن Mapleدير بالذكر أن كلمة ومما هو ج

لجمهورية ا وهذه الزهرة هي شعار Mapleنسبة إلى زهرة الـ  Mapleالحزمة باسم 

 .العلم الكنديبالكندية 

في حل المشاكل المتعلقة  Maple 11وفي هذا الكتاب يتم استخدام 

 .العديد من الأمثلة التفصيليةبالموضوعات المقدمة في كل باب على حده من خلال 

استخدامها في حل قبل  Maple 11وفي هذا الملحق سوف نقدم كيفية استخدام 

 .أي مشكلة من المشاكل الموضحة بأبواب الكتاب كل في مكانه

وفيما يلي سوف . بأكثر من طريقةللأستخدام  Maple 11برامج  أعدادويمكن 

بأسلوب بسيط  Maple 11برامج استخدام أي برنامج من أعداد نوضح خطوات 

 :على النحو التاليالتناول وسهل 

 الخطوات

كما هو موضح  Maple 11فتظهر أيقونة  Maple 11برنامج حميل الجهاز بت -1

 (.1)بشكل 

التالي فيظهر شكل ( 1)كما هو موضح بشكل  Maple 11الضغط على أيقونة  -2

(2.) 
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 (1)شكل 
 

 

 (2)شكل 
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بشغغريط الأدوات  Helpضغغغط علغغى ثغغم ال ،(2)فغغي شغغكل  Closeنضغغغط علغغى  -3

 (.3)أعلى الصفحة فيتم فتح القائمة الفرعية كما هو موضح بشكل 

 

 (3)شكل 

(. 3)فغي القائمغة الفرعيغة كمغا هغو موضغح بشغكل  Help Maple نضغغط علغى -5

 (.5)فتظهر لنا في الصفحة التالية كما هو موضح بشكل 

 .Maple Resourcesحيث يوضح يمين الصفحة في أعلى  -

كذلك يوجد يسار الصفحة في أعلغى مسغتطيل يغتم كتابغة أسغم البرنغامج المطلغوب  -

 .Searchأستدعائه ثم الضغط على 
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 (5)شكل 

فتظهغر لنغا  Searchفغي المسغتطيل ثغم الضغغط علغى  Integrationفمثلاً عند كتابغة 

 (.4)التالية في شكل  الصفحة

  كتابغغة أوامغغر الصغغفحة علغغى اليمغغين يوجغغد تويغغي  لكيفيغغة( 4)فغغي شغغكل 

 .إدخال الدالة المراد تكاملها بأكثر من طريقة

  (.6)وفي نهاية الصفحة توجد مجموعة من الأمثلة كما هو موضح بشكل 
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 (4)شكل 

 

 (6)شكل 
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 دالة ما ولأيجاد تكامل

 ( 7بشكل ) لنشطاكتب أمر أدخال البيانات المراد تكاملها مباشرة فى المستطيلاي .أ -4

 .الأجادة المطلوبة لكتابة الأوامر بالنسبة للمجيدين

 فأنة يمكن–أما بالنسبة لغير المجيدين الأجادة المطلبة لكتابة الأوامر  

مغن الشغريط أسغفل  Maple 11من الأمثلة ثم الضغغط علغى ( Copy) أخذ نسخة.ب

 (7)الصفحة التالية كما هو موضح بشكل فتظهر الصفحة 
 

 

 (7)شكل 

  يتم لصق(Paste) (.7)بشكل النشط لمستطيل النسخة في ا 
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  يغغتم تغييغغر بيانغغات الدالغغة أو الغغدوال فغغي المثغغال أو الأمثلغغة ببيانغغات الدالغغة أو

 .الدوال المطلوب تكاملها

 .فيتم التنفيذ Enterالضغط على مفتاح  ثم يتم   -6
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 المصطلحات

 Antiderivatives العملية العكسية للمشتقات

 Approximation تقريب

 Average Rate of Change متوسط معدل التغير

 Bivariate Function دالة في متغيران

 Bordered Hessian Matrix المصفوفة الهيسينية الحدودية

 Co-domain النطاق المصاحب

 Compound Interest الفائدة المركبة

 Continuity الأتصال

 Continuous متصلة

 Cost تكلفة

 Decay Models نماذج الاضمحلال

 Defined معرفة

 Definite Integral تكامل محدود

 Definition تعريف

 Dependence عدم الأستقلال

 Derivative مشتقة

 Differential Equations المعادلات التفاضلية

 Differentiation تفاضل

 Dimensions محاور

 Discontinuous غي متصلة

 Domain النطاق

 Double Integral تكامل مزدوج

 Elasticity مرونة

 Equilibrium Price السعر التوازني

 Equilibrium Quantity الكمية التوازنية

 Error خطأ

 Exist موجودة

 Exponential Function الدالة الأسية

 First Order ولالترتيب الأ

 Form صياغة

 Function الدالة

 Growth Models نماذج النمو
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 Hessian Matrix المصفوفة الهيسينية

 Homogeneous متجانسة

 Input مدخلات

 Integration تكامل

 Interpolation Theory نظرية الاستكمال

 Inverse Function (الدالة العكسية)معكوس الدالة 

 Lagrange Method جرانجطريقة لأ

 Lagrange Multipliers معاملات لأجرانج

 Limits النهايات

 Linear الخطي

 Logarithmic Function الدالة اللوغاريتمية

 Logistic Growth النمو اللوجيسيتى

 Marginal Function الدالة الهامشية

 Marginal Rate (الهامشي)المعدل الحدي 

 Mathematical Process ةالعملية الرياضي

 Mathematical Rule قاعدة رياضية

 Maxima Value القيمة العظمي

 Minima Value القيمة الصغري

 Necessary Condition شرط ضروري

 Newton Method طريقة نيوتن

 Nonlinear Programming البرمجة غير الخطية

 Numerical Integration تكامل عددي

 Numerical Solutions حلول عددية

 Optimization Problem مشاكل الأمثلية

 Ordered Pairs الأزواج المرتبة

 Ordinary Differential Equations معادلات تفاضلية عادية

 Output مخرجات

 Parabolic Are القطع المكافئ

 Partial Derivatives المشتقات الجزئية

 Partial Elasticity المرونة الجزئية

 Partial Fractions الكسور الجزئية

 Paths مسارات

 Polynomial كثيرة الحدود
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 Principle Minors المحيددات الأساسية

 Product Rule قاعدة الضرب

 Quotient Rule قاعدة القسمة

 Range المدي

 Rectangles مستطيلات

 Relationship علاقة

 Restricted Domain النطاق المقيد

 Restricted Problems مشاكل مقيدة

 Restricted Range المدي المقيد

 Revenue عائد

 Rules قواعد

 Saddle Point نقطة أرتكاز

 Sets الفئات

 Several Variables متغيرات متعددة

 Several Variables Function دالة متعددة المتغيرات

 Single Variables Function دالة في متغير واحد

 Substitution التعويض

 Sufficient Condition شرط كافي

 Trapezoidal Rule قاعدة شبة المنحرف

 Unconstant غير ثابت

 Unique Polynomial كثيرة حدود وحيدة

 Unlimited غير محدود

 Unrestricted Problems مشاكل غير مقيدة
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